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Ситуация общего положения

Если спектр ненулевых боровских частот невырожден, а
нулевые частоты не вносят вклада, то спектр 𝐻𝑆 тем более
невырожден, переходя его собственный базис

𝐻𝑆 =
∑︁

𝜀𝑗 |𝑗⟩⟨𝑗|

Получаем, что
𝐴𝛼(𝜀𝑗 − 𝜀𝑖) ∼ |𝑖⟩⟨𝑗|

Таким образом, ГКСЛ генератор в пределе слабой связи
общего положения определяется

𝒟(𝜌) =
∑︁
𝑖𝑗

𝛾𝑖𝑗

(︂
|𝑖⟩⟨𝑗|𝜌|𝑗⟩⟨𝑖| − 1

2
|𝑗⟩⟨𝑗|𝜌− 1

2
𝜌|𝑗⟩⟨𝑗|

)︂

𝐻𝐿𝑆 =
∑︁
𝑗

∆𝜔𝑗 |𝑗⟩⟨𝑗|
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Равновесный резервуар

В Гиббсовском равновесии:

𝜌𝐵 =
𝑒−𝛽𝐻𝐵

Tr 𝑒−𝛽𝐻𝐵

Условия Кубо-Мартина-Швингера (КМШ)

Tr𝐵 𝐵†
𝑘(𝑠)𝐵𝑗(0)𝜌𝐵 = Tr𝐵 𝐵𝑗(0)𝐵†

𝑘(𝑠 + 𝑖𝛽)𝜌𝐵

Tr𝐵 𝐵†
𝑘(𝑠)𝐵𝑗(0)𝜌𝐵 =

Tr𝐵 𝑒𝑖𝐻𝐵𝑠𝐵†
𝑘(0)𝑒−𝑖𝐻𝐵𝑠𝐵𝑗(0)𝑒−𝛽𝐻𝐵

Tr 𝑒−𝛽𝐻𝐵
=

=
Tr𝐵 𝐵𝑗(0)𝑒−𝛽𝐻𝐵𝑒𝑖𝐻𝐵𝑠𝐵†

𝑘(0)𝑒−𝑖𝐻𝐵𝑠

Tr 𝑒−𝛽𝐻𝐵
=

=
Tr𝐵 𝐵𝑗(0)𝑒𝑖𝐻𝐵(𝑠+𝑖𝛽)𝐵†

𝑘(0)𝑒−𝑖𝐻𝐵(𝑠+𝑖𝛽)𝑒−𝛽𝐻𝐵

Tr 𝑒−𝛽𝐻𝐵
=

= Tr𝐵 𝐵𝑗(0)𝐵†
𝑘(𝑠 + 𝑖𝛽)𝜌𝐵
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Равновесный резервуар

Напомним

𝛾𝑗𝑘(𝜔) =

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑠𝑒𝑖𝜔𝑠 Tr𝐵 𝐵†

𝑗 (𝑠)𝐵𝑘(0)𝜌𝐵

Упражнение. Показать, что 𝛾𝑗𝑘(−𝜔) = 𝑒−𝛽𝜔𝛾𝑘𝑗(𝜔) в случае,
если выбрать 𝐵†

𝑗 = 𝐵𝑗 .
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Равновесный резервуар

Получили:

𝒟(𝜌𝑆) =
∑︁
𝜔>0

∑︁
𝑗,𝑘

𝛾𝑗𝑘(𝜔)

(︂
𝐴𝑘(𝜔)𝜌𝑆𝐴

†
𝑗(𝜔) − 1

2
{𝐴†

𝑗(𝜔)𝐴𝑘(𝜔), 𝜌𝑆}
)︂

+

+
∑︁
𝜔>0

∑︁
𝑗,𝑘

𝑒−𝛽𝜔𝛾𝑗𝑘(𝜔)

(︂
𝐴†

𝑘(𝜔)𝜌𝑆𝐴𝑗(𝜔) − 1

2
{𝐴𝑗(𝜔)𝐴†

𝑘(𝜔), 𝜌𝑆}
)︂

+

+
∑︁
𝑗,𝑘

𝛾𝑗𝑘(0)

(︂
𝐴𝑘(0)𝜌𝑆𝐴𝑗(0) − 1

2
{𝐴𝑗(0)𝐴𝑘(0), 𝜌𝑆}

)︂

(𝐴𝑘(0) = 𝐴†
𝑘(0))
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Пример

Для 2-уровневой системы имеем:

𝒟(𝜌) = 𝛾(𝜔0)

(︂
𝜎−𝜌𝜎+ − 1

2
𝜎+𝜎−𝜌−

1

2
𝜌𝜎+𝜎−

)︂
+

+ 𝑒−𝛽𝜔0𝛾(𝜔0)

(︂
𝜎+𝜌𝜎− − 1

2
𝜎−𝜎+𝜌−

1

2
𝜌𝜎−𝜎+

)︂
+

+ 𝛾(0)(𝜎𝑧𝜌𝜎𝑧 − 𝜌)

𝐻𝐿𝑆 = ∆𝜔𝜎+𝜎−
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Классический детальный баланс

Классическая марковская цепь с дискретным временем

𝑝(𝑛) = 𝑃𝑛𝑝

Стационарное состояние

𝑝 = 𝑃𝑝

или
𝑝𝑗 =

∑︁
𝑘

𝑃𝑗𝑘𝑝𝑘∑︁
𝑘

𝑃𝑘𝑗𝑝𝑗 =
∑︁
𝑘

𝑃𝑗𝑘𝑝𝑘, (𝑃𝑗𝑘𝑝𝑘 = 𝑝(𝑖0 = 𝑘, 𝑖1 = 𝑗))

— глобальный баланс.

𝑃𝑘𝑗𝑝𝑗 = 𝑃𝑗𝑘𝑝𝑘

детальный баланс.
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Классический детальный баланс

Если 𝑝𝑗 > 0, то можно ввести скалярное произведение

(𝑥,𝑦)𝑝 =
∑︁
𝑗

𝑝𝑗𝑥𝑗𝑦𝑗

то
(𝑥,𝑃 𝑇 𝑦)𝑝 = (𝑃 𝑇𝑥,𝑦)𝑝

— 𝑃 𝑇 самосопряжено относительно такого скалярного
произведения: ∑︁

𝑗𝑘

𝑝𝑗𝑥𝑗𝑃𝑘𝑗𝑦𝑘 =
∑︁
𝑗𝑘

𝑝𝑘𝑃𝑗𝑘𝑥𝑗𝑦𝑘.
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Квантовый детальный баланс

Пусть задано состояние 𝜌 > 0 введём скалярное произведение

⟨⟨𝐴|𝐵⟩⟩𝜌 = Tr 𝜌𝐴†𝐵

Условие 𝜌 — самосопряжённости ≃ квантовый детальный
баланс (но есть вариации)

⟨⟨Φ*(𝐴)|𝐵⟩⟩𝜌 = ⟨⟨𝐴|Φ*(𝐵)⟩⟩𝜌
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Квантовый детальный баланс

Утверждение. Условие 𝜌 — самосопряжённости для канала Φ
эквивлентно

Φ(𝐵𝜌) = Φ*(𝐵)𝜌

Из него следует
[Φ, 𝜌 · 𝜌−1] = 0

и
Φ(𝜌) = 𝜌
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Квантовый детальный баланс

Доказательство:

Tr 𝜌(Φ*(𝐴))†𝐵⏟  ⏞  
=Tr(Φ*(𝐴))†𝐵𝜌=Tr𝐴†Φ(𝐵𝜌)

= Tr 𝜌𝐴†Φ*(𝐵)⏟  ⏞  
=Tr𝐴†Φ*(𝐵)𝜌

Φ(𝐵𝜌) = Φ*(𝐵)𝜌

Сопрягая, получим

Φ(𝜌𝐵†) = 𝜌Φ*(𝐵†)

Переобозначив
Φ(𝜌𝐵) = 𝜌Φ*(𝐵)

Φ(𝜌𝐵𝜌−1) = 𝜌Φ*(𝐵𝜌−1)𝜌𝜌−1 = 𝜌Φ(𝐵)𝜌−1

[Φ, 𝜌 · 𝜌−1] = 0
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Квантовый детальный баланс

Утверждение. Пусть ℒ(𝐵) — генератор вполне положительной
сохраняющей след полугруппы, коммутирующей с 𝜌 · 𝜌−1, 𝜆 —
собственные числа, тогда в

ℒ(𝐵) = −𝑖[𝐻,𝐵] − 1

2
{Ψ*(𝐼), 𝐵} + Ψ(𝐵),

[𝐻, 𝜌] = 0 и существует такой базис Tr𝐹 †
𝑖,𝜆𝐹𝑗,𝜇 = 𝛿𝜆𝜇𝛿𝑖𝑗 ,

𝐹 †
𝑖,1 = 𝐹𝑖,1,

что

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆 + �̃�𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

�̃�𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1
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Квантовый детальный баланс

До этого мы получили однозначное представление

ℒ(𝐵) = −𝑖[𝐻,𝐵] + {𝐺,𝐵} + Ψ(𝐵)

Тогда условие 𝜌−1ℒ(𝜌𝐵𝜌−1)𝜌 = ℒ(𝐵) примет вид

−𝑖𝜌−1[𝐻, 𝜌𝐵𝜌−1]𝜌 + 𝜌−1{𝐺, 𝜌𝐵𝜌−1}𝜌 + 𝜌−1Ψ(𝜌𝐵𝜌−1)𝜌 =

= −𝑖[𝐻,𝐵] + {𝐺,𝐵} + Ψ(𝐵)

В силу однозначности

𝜌−1𝐻𝜌 = 𝐻, 𝜌−1𝐺𝜌 = 𝐺, 𝜌−1Ψ(𝜌𝐵𝜌−1)𝜌 = Ψ(𝐵)

Основы теории открытых квантовых систем. Лекция 14 Теретёнков Александр



Квантовый детальный баланс

Отметим, что
(𝜌−1 · 𝜌)* = 𝜌−1 · 𝜌

Причём
𝜌−1𝐼𝜌 = 𝐼

Таким образом, существует ортонормированный базис 𝐹𝑘

такой, что 𝐹𝑛2 = 1
𝑛𝐼 и

𝜌−1𝐹𝑘𝜌 = 𝜆𝑘𝐹𝑘,

где 𝜆𝑘 ∈ R. Кроме того, 𝜆𝑘 ̸= 0 так как матрица 𝜌−1 · 𝜌
обратима.
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Квантовый детальный баланс

Сопрягая
𝜌𝐹 †

𝑘𝜌
−1 = 𝜆𝑘𝐹

†
𝑘

𝜌−1𝐹 †
𝑘𝜌 =

1

𝜆𝑘
𝐹 †
𝑘

Выберем именно этот базис в представлении Коссаковского

Ψ(𝐵) =

𝑛2−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝐹𝑖𝐵𝐹 †
𝑗 =

𝑛2−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝜌
−1𝐹𝑖𝜌𝐵𝜌−1𝐹 †

𝑗 𝜌 =

𝑛2−1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝜆𝑖

𝜆𝑗
𝐹𝑖𝐵𝐹 †

𝑗

Таким образом,

𝑎𝑖𝑗
𝜆𝑖

𝜆𝑗
= 𝑎𝑖𝑗

то есть либо 𝑎𝑖𝑗 = 0, либо 𝜆𝑖 = 𝜆𝑗 .
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Квантовый детальный баланс

Приводя матрицу 𝑎𝑖𝑗 к диагональному виду в каждом блоке,
получим

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆,

где
𝜌−1𝐹𝑖,𝜆𝜌 = 𝜆𝐹𝑖,𝜆

Так как
𝜌−1𝐹 †

𝑖,𝜆𝜌 =
1

𝜆
𝐹 †
𝑖,𝜆

то
𝐹 †
𝑖,𝜆 ∈ span{𝐹𝑗,𝜆}
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Квантовый детальный баланс

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆 + �̃�𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

�̃�𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

𝐹 †
𝑖,1 = 𝐹𝑖,1

Нужно строить их из c.в. с одним собственным значением 𝜆:

𝜌|𝑖⟩⟨𝑗|𝜌−1 = |𝑖⟩⟨𝑗|

в виде обобщённого базиса Гелл-Мана (кроме тех, котоорые с
разными с.з.).
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Квантовый детальный баланс

Утверждение. В случае 𝜌-самосопряжённости полугруппы, её
генератор определяется

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝜆)(𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆+𝜆𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

�̃�𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

и
[𝐻,𝐵] = 0
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Квантовый детальный баланс

Ψ(𝐵𝜌) = Ψ*(𝐵)𝜌

∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝜆𝑎𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆 +

1

𝜆
�̃�𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆) +

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1 =

=
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝑎*𝑖𝑗(𝜆)𝐹 †
𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆 + �̃�*𝑖𝑗(𝜆)𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †

𝑗,𝜆) +
mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎*𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

�̃�*𝑖𝑗(𝜆) = 𝜆𝑎𝑖𝑗(𝜆)

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆>1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝜆)(𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆+𝜆𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

�̃�𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1
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Квантовый детальный баланс

𝑖[𝐻,𝐵𝜌] = −𝑖[𝐻,𝐵]𝜌

𝑖[𝐻,𝐵]𝜌 + 𝑖𝐵 [𝐻, 𝜌]⏟  ⏞  
=0

= −𝑖[𝐻,𝐵]𝜌

Таким образом, [𝐻,𝐵] = 0.
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Квантовый детальный баланс

Определение. ГКСЛ генератор ℒ = −𝑖[𝐻, ·] +𝒟 удовлетворяет
условию детального баланса относительно 𝜌 > 0 если

[𝐻, 𝜌] = 0, ⟨⟨𝒟*𝐴|𝐵⟩⟩𝜌 = ⟨⟨𝐴|𝒟*𝐵⟩⟩𝜌

Утверждение. Если ℒ удовлетворяет условию детального
баланса относительно 𝜌 > 0, то ℒ𝜌 = 0.
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Квантовый детальный баланс

Аналогично, можно было бы взять 𝜆 < 1

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜆<1

mul𝜆∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗(𝜆)(𝐹𝑖,𝜆𝐵𝐹 †
𝑗,𝜆+𝜆𝐹 †

𝑖,𝜆𝐵𝐹𝑗,𝜆)+

mul1∑︁
𝑖,𝑗=1

�̃�𝑖𝑗(1)𝐹𝑖,1𝐵𝐹𝑗,1

Если матрицу представить в виде распределения Гиббса

𝜌 =
𝑒−𝛽𝐻0

𝑍
, 𝛽 > 0, 𝐻0 > 0

spec 𝜌 · 𝜌−1 = 𝑒−𝛽𝜔, 𝜔 ∈ spec[𝐻0, ·]

Ψ(𝐵) =
∑︁
𝜔>0

mul 𝜔∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛾𝑖𝑗(𝜔)(𝐴𝑖(𝜔)𝐵𝐴†
𝑗(𝜔) + 𝑒−𝛽𝜔𝐴†

𝑖 (𝜔)𝐵𝐴𝑗(𝜔))+

+
mul 0∑︁
𝑖,𝑗=1

𝛾𝑖𝑗(0)𝐴𝑖(0)𝐵𝐴𝑗(0)
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Квантовый детальный баланс

Утверждение. Если ℒ удовлетворяет условию детального
баланса относительно 𝜌 = 𝑒−𝛽𝐻𝑆

𝑍 , то

𝒟 =
∑︁
𝛼

𝒟𝛼

где

𝒟𝛼𝜌 =
∑︁
𝜔>0

(︂
𝐶𝛼,𝜔𝜌𝐶

†
𝛼,𝜔 − 1

2
𝐶†
𝛼,𝜔𝐶𝛼,𝜔𝜌−

1

2
𝜌𝐶†

𝛼,𝜔𝐶𝛼,𝜔+

+𝑒−𝛽𝜔(𝐶†
𝛼,𝜔𝜌𝐶𝛼,𝜔 − 1

2
𝐶𝛼,𝜔𝐶

†
𝛼,𝜔𝜌−

1

2
𝜌𝐶𝛼,𝜔𝐶

†
𝛼,𝜔)

)︂
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Квантовый детальный баланс

⟨⟨𝐴|𝐵⟩⟩𝜌,𝑠 = Tr 𝜌𝑠𝐴†𝜌1−𝑠𝐵, 𝑠 ∈ [0,1]

Семейство условий детального баланса

⟨⟨Φ*(𝐴)|𝐵⟩⟩𝜌,𝑠 = ⟨⟨𝐴|Φ*(𝐵)⟩⟩𝜌,𝑠

Утверждение. (𝜌, 1)— детальный баланс ⇒ (𝜌, 𝑠)— детальный
баланс.
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