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4.0. Êàòåãîðíûé âçãëÿä íà ïðåäìåò êóðñà

4.0.0. Êàòåãîðíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ìû íå îñîáî âíèêàåì â òåîðèþ êàòåãîðèé,
îòñûëàÿ ÷èòàòåëÿ çà èçëîæåíèåì å¼ îñíîâ ê ñòàíäàðòíîìó ó÷åáíèêó [Ìàêëåéí2004]
èëè ê êðàòêîìó ïðèëîæåíèþ â [Ìàíèí2020]. Íàøà ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé, îä-
íàêî, íåñòàíäàðòíà � ïî âîçìîæíîñòè ìû äóáëèðóåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå
çíàêè: ôðàçà �X � îáúåêò êàòåãîðèè C� îòðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

X ∈∈ C,
ôðàçà �f � ôóíêòîð èç êàòåãîðèè C â êàòåãîðèþ D� � ôîðìóëîé

f :: C −→−→ D
è ò.ä.

Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè êàòåãîðèè áóäóò íåáîëüøèìè1, òî åñòü êëàññû èçîìîðôèçìà
èõ îáúåêòîâ áóäóò îáðàçîâûâàòü ìíîæåñòâà (îáû÷íî îíè áóäóò ýêâèâàëåíòíû
ìàëûì êàòåãîðèÿì. Íà òðàäèöèîííîì ÿçûêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè îáëàäàþò
ñêåëåòàìè (ñì. [Ìàêëåéí2004]), òî åñòü ìàëûìè ïîäêàòåãîðèÿìè, ñîäåðæà-
ùèìè ðîâíî ïî îäíîìó îáúåêòó èç êàæäîãî êëàññà èçîìîðôíûõ.

4.0.1. Òð¼õúÿçû÷íûé ñëîâàðü. Â òåîðèè äåòñêèõ ðèñóíêîâ ðàçâèâàåòñÿ
òðè òî÷êè çðåíèÿ íà îäèí è òîò æå êëàññ îáúåêòîâ è (èíîãäà) ñâÿçûâàþùèõ
èõ ìîðôèçìîâ:

• êîìáèíàòîðíî-òîïîëîãè÷åñêàÿ (ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ);

1essentially small � òåðìèí, ïðåäëîæåííûé Ï. Äåëèíåì

1



2

• àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ (ïàðû Áåëîãî);
• ãðóïïîâàÿ (ïàðû ïåðåñòàíîâîê, ïîðîæäàþùèå òðàíçèòèâíóþ ãðóïïó).

Ïðåèìóùåñòâà ðàçíûõ âçãëÿäîâ íà îäíî è òî æå (â ýòîì êîíòåêñòå) îáñóæ-
äàëèñü â [Shabat2016].

4.1. Îñíîâíûå êàòåãîðèè

4.1.0. Êàòåãîðèÿ ÷¼ðíî-áåëûõ ðèñóíêîâ DESS. Íàèâíîå ïîíÿòèå äåòñêî-
ãî ðèñóíêà ìàëî ðàñïîëàãàåò ê ðàññìîòðåíèþ âñåõ ðèñóíêîâ èñòîðè÷åñêè áî-
ëåå åñòåñòâåííîé ïðåäñòàâëÿëñÿ âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè ãðàôîâ, äîïîëíåííûé
êëàññèôèêàöèåé âëîæåíèé äàííîãî ãðàôà â ïîâåðõíîñòè (èìåííî òàêîãî ðîäà
âîïðîñû ñòàâèë Ãðîòåíäèê ñâîèì ó÷åíèêàì â íà÷àëå ðàáîòû â Ìîíïåëüå).

Íàì, îäíàêî, êàòåãîðèÿ ðèñóíêîâ DESS íóæíà. Å¼ îáúåêòû, òðîéêè

X0 ⊂ X1 ⊂ X2,

áûëè îïðåäåëåíû â ëåêöèè 1. Ìû áóäåì òàêæå ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè(
X0 ⊂ X1 ⊂ X2

)
=: D ∈∈ DESS

âìåñòå ñ X0 = X0(D),X1 = X1(D),X2 = X2(D). (Íåî÷åâèäíîå) îïðåäåëåíèå
ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ

MorDESS(D,D
′) :=

{äîïóñòèìûå X2(D)→ X2(D
′)}

≈
,

ãäå, ââåäÿX−1(D) = X−1(D) = ∅, ìû îïðåäåëÿåì äîïóñòèìîñòü îòîáðàæåíèÿ
f : X2(D)→ X2(D

′) îçíà÷àåò óâàæåíèå âñåõ ðàçíîñòåé, òî åñòü âêëþ÷åíèå

f
(
Xi(D) \Xj(D)

)
⊆ Xi(D

′) \Xj(D
′)

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ i, j ∈ {−1, 0, 1, 2}, à îòíîøåíèå ≈ îçíà÷àåò ãîìî-
òîïíîñòü â êëàññå äîïóñòèìûõ îòîáðàæåíèé.

Ìû íå âäà¼ìñÿ â äåòàëè, òàê êàê ìîðôèçìû â äðóãèõ, ýêâèâàëåíòíûõ ýòîé,
êàòåãîðèÿõ áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ìåíåå ãðîìîçäêî.

Ðåêîìåíäóþòñÿ çàäà÷è 4.1 è 4.2.

4.1.1. Ïàðû Áåëîãî. Ñíîâà îáúåêòû (X , β) êàòåãîðèè BELP(k) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ k = k áûëè îïðåäåëåíû â ïðåäûäó-
ùèõ ëåêöèÿõ. Íî ìîðôèçìû íà ýòîò ðàç îïðåäåëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì,
ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì

X
@
@
@R

β

P1(k)

�
�
�	

β′

X ′-

Ðåêîìåíäóåòñÿ çàäà÷à 4.3.

4.1.2. ×èñòûå ïàðû Áåëîãî. Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííî ïðåäïîëîæåíèå

char(k) 6= 2
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Ôóíêöèÿ Áåëîãî β : X → P1(k) íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé, åñëè âñå å¼ âåòâëåíèÿ íàä
1 ∈ P1(k) (ðîâíî!) äâóêðàòíû, òî åñòü äëÿ P ∈ X

[β(P ) = 1] =⇒
[
β ∈ 〈m2

P 〉 \ 〈m3
P 〉
]
.

Ðàçóìååòñÿ, ïàðà Áåëîãî (X , β) íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé, åñëè ÷èñòà ôóíêöèÿ β.

×åðåç BELP2(k) îáîçíà÷àåòñÿ ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè BELP(k), îáú-
åêòû êîòîðîé � ÷èñòûå ïàðû.

Íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü ïðîñòîå, íî âàæíîå óïðàæíåíèå 4.4.

Êàê ìû âñêîðå óâèäèì, ÷¼ðíî-áåëûå ðèñóíêè èçîáðàæàþò èìåííî ÷èñòûå ïàðû
Áåëîãî. Äëÿ îáùèõ ïàð Áåëîãî íóæíû ÷óòü áîëåå ñëîæíûå, öâåòíûå ðèñóíêè.

4.1.3. Êàòåãîðèÿ òð¼õöâåòíûõ òðèàíãóëÿöèé DESS3. Îáúåêòàìè êàòåãî-
ðèè DESS3 ÿâëÿþòñÿ òð¼õöâåòíûå ðèñóíêè, òî åñòü ðèñóíêè X0 ⊂ X1 ⊂ X2,
ñíàáæ¼ííûå ðàñêðàñêîé

col3 : X1 −→ {blue, green, red},

ïîñòîÿííîé íà ð¼áðàõ. Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû

(0) êàæäàÿ âåðøèíà áûëà èíöèäåíòíà ð¼áðàì òîëüêî äâóõ öâåòîâ;
(1) â çàìûêàíèè êàæäîãî ðåáðà ëåæàò äâå âåðøèíû ;
(2) â çàìûêàíèè êàæäîé ãðàíè ëåæàò òðè ðåáðà, ïîêðàøåííûå â ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûå öâåòà.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (0)êðàñèì êàæäóþ âåðøèíó â (åäèíñòâåííûé îñòàâøèé-
ñÿ) öâåò, îòëè÷íûé îò öâåòîâ èíöèäåíòíûõ åé ð¼áåð. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (2)
ñâÿçíûå êîìïîíåíòû äîïîëíåíèÿ X2 \X1 áóäóò íàçûâàòüñÿ (òîïîëîãè÷åñêèìè)
òðåóãîëüíèêàìè. Èç îðèåíòèðóåìîñòè of X2 ìîæíî âûâåñòè (ñì. çàäà÷ó 4.5),
÷òî ýòè òðåóãîëüíèêè òîæå ìîãóò áûòü ïîêðàøåíû, íà ýòîò ðàç â ÷¼ðíûé è
áåëûé öâåòà, òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñîñåäíèå òðåóãîëüíèêè � òî åñòü èìåþùèå îá-
ùåå ðåáðî � áóäóò ïîêðàøåíû ïî-ðàçíîìó.
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Òàêèì îáðàçîì, íàøà ðàñêðàñêà col3 ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà íà

col5 : X2 −→ {black, blue, green, red, white},
ðîâíî ñ äâóìÿ âîçìîæíîñòÿìè âûáîðà ÷¼ðíîãî/áåëîãî, ñîîòâåòñòâóþùèìè äâóì
îðèåíòàöèÿì ïîâåðõíîñòè X2.
Îáúåêòû êàòåãîðèè DESS3 áóäóò íàçûâàòüñÿ öâåòíûìè òðèàíãóëÿöèÿì; îò-
ìåòèì, îäíàêî, ÷èð èìååòñÿ ðîâíî îäèí îáúåêò ýòîé êàòåãîðèè, íå ÿâëÿþùèéñÿ
òðèàíãóëÿöèåé ïîâåðõíîñòè â îáû÷íîì ñìûñëå � îáúåêò, îáðàçîâàííûé îäíèì
áåëûì è îäíèì ÷¼ðíûì òðåóãîëüíèêîì, ñòîðîíû êîòîðûõ îòîæäåñòâëåíû â ñî-
îòâåòñòâèè ñ öâåòàìè.

Ìîðôèçìû â DESS3 îïðåäåëÿþòñÿ òàê æå, êàê â are DESS, ñ äîïîëíèòåëü-
íûì òðåáîâàíèåì óâàæåíèÿ öâåòîâ2.

Èçëàãàåìàÿ òåîðèÿ ôóíäàìåíòàëüíî ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî èï¼õ ôèãóðè-
ðóþùèõ â íåé öâåòîâ; èìåííî ïîýòîìó áîëåå òðàäèöèîííûé ïîäõîä, ðàçâèâà-
åìûé â ìîíîãðàôèÿõ [ËàíÇâî2010] è [GirGon2012], â êîòîðûõ äâà öâåòà
âûäåëåíû, íå âïîëíå íàñ óäîâëåòâîðÿåò.

4.2. Îñíîâíûå ôóíêòîðû

4.2.0. Ôóíêòîð draw :: BELP2(C)
'→ '→ DESS. ×èñòîé ïàðå Áåëîãî (X , β)

ýòîò ôóíêòîð ñîïîñòàâëÿåò ðèñóíîê X2 ⊃ X1 ⊃ X0, â êîòîðîì

X2 := top(X ),

X1 := β−1◦
(
[0, 1]

)
,

X0 := β−1◦(0).

×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. ×òîáû
óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ôóíêòîð draw îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé,
íàäî ïîñòðîèòü îáðàòíûé ôóíêòîð

DESS ::−→−→ BELP2(C),

îïðåäåëåíèå êîòîðîãî ìîæíî íàéòè â [ShVo1990] è ìíîãèõ ïîñëåäóþùèõ ïóá-
ëèêàöèÿõ. Äåòàëè ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

4.2.1. Ôóíêòîð paint :: BELP(C) '→'→ DESS3. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ôóíê-
òîðà ââåä¼ì ñôåðó Áåëîãî P1(C)

Bel, ïðåäñòàâëÿþùóþ ðàñêðàøåííóþ ñôåðó Ðè-
ìàíà P1(C). Ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèåì P1(C) = C

∐
{∞}, ââåä¼ì ôóíêöèþ

colBel5 : P1(C) −→ {black, blue, green, red, white} :

z 7→



black ïðè z ∈ C \ R è =z < 0,

white ïðè z ∈ C \ R è =z > 0,

blue ïðè z ∈ R<0 èëè z = 1,

green ïðè z ∈ (0, 1) èëè z =∞,
red ïðè z ∈ R>1 èëè z = 0.

2�Òà æå� êàòåãîðèÿ ðàññìàòðèâàëàñü â [JonSin2012] gjl ïîä èìåíåì oriented hypermaps;
íàøè âåðøèíû òð¼õ öâåòîâ íàçûâàëèñü hypervertices, hyperedges è hyperfaces.
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Ýòî âûãëÿäèò òàê:

Âûáîð öâåòîâ îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

×¼ðíûé è áåëûé öâåòà äëÿ íèæíåé è âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòåé òðàäèöèîííû (Á.
Îêóäæàâà: Áåëûé àèñò ìîñêîâñêèé íà áåëîå íåáî âçëåòåë, ×¼ðíûé àèñò ìîñ-
êîâñêèé íà ÷¼ðíóþ çåìëþ ñïóñòèëñÿ). Âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ðàñêðàøåíà òàê,
÷òî ñèíèé (ñèìâîëèçèðóþùèé õîëîä) ñîîòâåòñòâóåò îòðèöàòåëüíûì ÷èñëàì, à
êðàñíûé (ñèìâîëèçèðóþùèé òåïëî) ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûì. Çåë¼íûé
ïðîñòî íàõîäèòñÿ ïîñåðåäèíå; åìó íå ïðèïèñûâàåòñÿ íèêàêèõ ñìûñëîâûõ àñ-
ñîöèàöèé. Öâåò âåðøèí ðàñêðàøåííîãî òîïîëîãè÷åñêîãî �òðåóãîëüíèêà� P1(R)
ñîâïàäàåò ñ öâåòîì ïðîòèâîëåæàùèõ èì ñòîðîí.

Êðîìå òîãî, öâåòà íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ðàñïîëàãàþòñÿ â àëôàâèòíîì (b,g,r)
ïîðÿäêå.

Ìû ãîòîâû îïðåäåëèòü ôóíêòîð paint: äëÿ ïàðû Áåëîãî (X , β) ïîâåðõíîñòü
X2 := top(X ) ðàñêðàøèâàåòñÿ ôóíêöèåé col5 := β∗colBel5 , òî åñòü òî÷êè ïîâåðõ-
íîñòè êðàñÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ öâåòîì èõ îáðàçîâ ïðè îòîáðàæåíèè Áåëîãî:
for any P ∈ X2

col5(P ) := colBel5

(
β(P )

)
.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî X1 ïðåâðàùàåòñÿ â çàìûêàíèå ìíîæåñòâà çåë¼íûõ âåð-
øèí, à X0 � âî ìíîæåñòâî èçîëèðîâàííûõ êðàñíûõ òî÷åê.

Òåîðåìà. Ôóíêòîð paint îïðåäåëÿåò ýêâèâàëåíòíîñòü êàòåãîðèé BELP(C)
è DESS3.

Ïîñòðîåíèå îáðàòíîãî ôóíêòîðà áóäåò íàìå÷åíî íèæå. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâè-
âàëåíòíîñòè ñíîâà ïðåäîñòàâèòñÿ ÷èòàòåëþ.

4.2.2. Ôóíêòîð clean :: BELP(C) →→ BELP2(C). Ýòîò ôóíêòîð îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðîñòî:

clean :: BELP(C)→→ BELP2(C) :: (X , β) 7→7→
(
X , 4β(1− β)

)
Ñ íèì ïðåäëàãàëîñü ïîðàáîòàòü â çàäà÷å 4.4. Òåïåðü äîáàâëÿþòñÿ çàäà÷è 4.7,
4.8 è 4.9*.
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4.2.3. Ôóíêòîð decol :: DESS3 →→ BELP2(C). Íàçâàíèå ôóíêòîðà ïðî-
èñõîäèò îò ñëîâà decolorize (îáåñöâåòèòü).

Äåêîëîðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòè X, ðàñêðàøåííîé ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè col5, îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ òàê. Ñèíèå è êðàñíûå (õîëîäíûå è ãîðÿ÷èå) ð¼áðà ñòèðàþòñÿ, çå-
ë¼íûå (óìåðåííîé òåìïåðàòóðû) ïåðåêðàøèâàþòñÿ â ÷¼ðíûå; çåë¼íûå âåðøèíû
ñòèðàþòñÿ, à ñèíèå è êðàñíûå ñòàíîâÿòñÿ ÷¼ðíûìè.

Äëÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû íàì ïðèä¼òñÿ îòäåëèòü öâåò-
íûå âåðøèíû îò öâåòíûõ ð¼áåð. Ââåä¼ì ïîäìíîæåñòâà ïîâåðõíîñòè X

BLUE =: col−1◦5 (blue),

GREEN := col−1◦5 (green),

RED := col−1◦5 (red)

è âûäåëèì â ýòèõ ìíîæåñòâàõ âåðøèíû êàê èçîëèðîâàííûå òî÷êè

BLUE0 ⊂ BLUE, GREEN0 ⊂ GREEN, RED0 ⊂ RED.

Îñòà¼òñÿ îáîçíà÷èòü
BLUE1 := BLUE \ BLUE0,

GREEN1 := GREEN \GREEN0,

RED1 := RED \ RED0,

è ïàðà (X, col5) ïðåâðàùàåòñÿ â òðîéêó X2 ⊃ X1 ⊃ X0 ïî ôîðìóëàì

X2 := X;

X1 := GREEN
⋃

BLUE0

⋃
RED0,

X0 :=
⋃

BLUE0

⋃
RED0.

Òàê è îïðåäåëÿåòñÿ òðåáóåìûé ôóíêòîð.

4.2.4. Êâàäðàòíàÿ äèàãðàììà. Ñîáåð¼ì âñå ââåä¼ííûå äèàãðàììû è ôóíê-
òîðû âìåñòå:

BELP(C)

?

?
clean

BELP2(C)

?

?
decol

DESS3- -

DESS

paint

- -
draw

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ãîðèçîíòàëüíûå ôóíêòîðû îñóùåñòâëÿþò ýêâèâàëåíòíî-
ñòè êàòåãîðèé.

Âåðòèêàëüíûå ñòðåëêè íå ñþðüåêòèâíû íà êëàññàõ èçîìîðôíîñòè îáúåêòîâ
(íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå êàòåãîðèè � íåáîëüøèå). ×òîáû ÷èñòàÿ ïàðà
Áåëîãî (X , β) ∈∈ BELP2(C) áûëà î÷èùåíèåì ïàðû (X , α) ∈∈ BELP(C) � â
íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ

(X , β) ' clean
(
X , α)

)
.

Èíà÷å ãîâîðÿ, êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

4α(1− α) = β,

èëè
1− β = (2α− 1)2, (∗)
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äîëæíî áûòü ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé α ∈ C(X ).

Îäíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå î÷åâèäíî âûïîëíåíî, deg β ∈ 2N äëÿ âñÿêîé ÷èñòîé
β. ×óòü ìåíåå î÷åâèäíîå � âñå ïîëþñà β èìåþò ÷¼òíûé ïîðÿäîê � âûïîëíÿ-
þòñÿ íå äÿ âñåõ ÷èñòûõ β; êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû, îíî íåäîñòàòî÷íî.

Ïóñòü ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíåíî, òî åñòü

div(1− β) = 2(B1 + · · ·+Bn)− 2(C1 + · · ·+ Cn).

Òîãäà â ãðóïïå Ïèêàðà Pic0(X ) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

2(B1 + · · ·+Bn)− 2(C1 + · · ·+ Cn) ≡ 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

B1 + · · ·+Bn − C1 − · · · − Cn ∈ tors2
(
Pic(X )

)
.

ßâëÿåòñÿ ëè ýëåìåíò ãðóïïû ïîðÿäêà 22g íåéòðàëüíûì � íåòðèâèàëüíûé àëãåáðî-

ãåîìåòðè÷åñêèé âîïðîñ.

Èç êîììóòàòèâíîñòè êâàäðàòíîé äèàãðàììû ñëåäóåò òîïîëîãè÷åñêèé êðèòå-
ðèé:

Óðàâíåíèå (*) îòíîñèòåëüíî α íà ïàðó Áåëîãî (X , β) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ðèñóíîê

decol ◦ paint(X , β)
ÿâëÿåòñÿ (÷¼ðíî-áåëûì) èçîáðàæåíèåì íåêîòîðîãî î÷èùåííîãî ðèñóíêà.
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