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Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè èãð

Ïóñòü I èãðîêîâ u1, ..., uI ìîãóò âûáèðàòü ñâîè ñòðàòåãèè èç çàäàííûõ
ìíîæåñòâ Ui:

ui ∈ Ui, i ∈ 1, I.

Ïóñòü äëÿ êàæäîãî èãðîêà ui çàäàí ôóíêöèîíàë âûèãðûøà

Ji = Ji(u1, ..., uI), i ∈ 1, I.

Öåëü èãðîêà ui ñîñòîèò â ìàêñèìèçàöèè ñâîåãî âûèãðûøà Ji.
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Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè èãð

Íàáîð ñòðàòåãèé (uN1 , . . . , u
N
I ) íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíûì ïî Íýøó, åñëè

Ji

(
uN1 , . . . , u

N
i−1, ui, u

N
i+1, . . . , u

N
I

)
≤ Ji(uN1 , . . . , uNI )

∀ui ∈ Ui ∀i ∈ {1, . . . , I}.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëþáîé èãðîê ui îòêëîíèòñÿ îò ðàâíîâåñíîé ïî Íýøó
ñòðàòåãèè uNi , à âñå îñòàëüíûå èãðîêè áóäóò ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñòðàòåãèé uNj èç ýòîãî ðàâíîâåñíîãî íàáîðà, òî èãðîê ui íå óâåëè÷èò ñâîé
âûèãðûø Ji.
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Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè èãð

Ñòðàòåãèÿ ui ∈ Ui èãðîêà ui íàçûâàåòñÿ ìàêñìèííîé, åñëè ui äîñòàâëÿåò

max
ui∈Ui

Jmin
i (ui),

ãäå

Jmin
i (ui) = min

u1∈U1,..., ui−1∈Ui−1, ui+1∈Ui+1,..., uI∈UI

Ji(u1, . . . , uI).

Òî åñòü,
Jmin
i (ui) = Jmaxmin

i ,

ãäå âåëè÷èíà
Jmaxmin
i = max

ui∈Ui

Jmin
i (ui)

íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì èãðîêà ui.
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Ýëåìåíòû îáùåé òåîðèè èãð

Èãðà íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ íóëåâîé ñóììîé èëè àíòîãîíèñòè÷åñêîé, åñëè
I = 2 è

J2(u1, u2) = −J1(u1, u2) ∀u1 ∈ U1 ∀u2 ∈ U2.

Ëåììà

Ïàðà ñòðàòåãèé (û1, û2) â àíòîãîíèñòè÷åñêîé èãðå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé
ïî Íýøó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (û1, û2) � ñåäëîâàÿ òî÷êà
ôóíêöèîíàëà J1(u1, u2), ò.å.

J1(u1, û2) ≤ J1(û1, û2) ≤ J1(û1, u2) ∀u1 ∈ U1 ∀u2 ∈ U2.

Åñëè ñåäëîâàÿ òî÷êà (û1, û2) ñóùåñòâóåò, òî ñòðàòåãèè û1 è û2 ÿâëÿþòñÿ
ìàêñìèííûìè.

Èãðû ñ íóëåâîé ñóììîé ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü â ñâÿçè ñ âîåííîé òåìàòèêîé. Çàòåì

ìåòîäû ýòîé òåîðèè ñòàëè ïðèìåíÿòüñÿ ê çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â óñëîâèÿõ

ïîìåõ è íåîïðåäåëåííîñòè, êîãäà âàæåí ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû
Ïóñòü äèíàìèêà ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), v(t)), t ∈ [t0, T ],

ãäå t � âðåìÿ, x(t) ∈ Rn � ôàçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, u(t) è v(t) �
óïðàâëåíèÿ èãðîêîâ, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì:

u(t) ∈ U(t), v(t) ∈ V (t),

ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U(t) ∈ Rp, V (t) ∈ Rq çàäàíû è ìîãóò
çàâèñåòü îò âðåìåíè t. Çàäàíà íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ ôàçîâîãî âåêòîðà

x(t0) = x0.

Çàäàí öåëåâîé ôóíêöèîíàë

J =

∫ T

t0

F (t, x(t), u(t), v(t)) dt+ γ(x(T )).

Öåëü èãðîêà u ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J ,
öåëü èãðîêà v � â åãî ìàêñèìèçàöèè.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èãðû ñ ïðîñòîé äèíàìèêîé

ẋ(t) = u(t) + v(t), t ∈ [t0, T ]

ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ

u(t) ∈ U(t), v(t) ∈ V (t),

íà÷àëüíîé ïîçèöèåé x(t0) = x0 è öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì

J = γ(x(T )).
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñíà÷àëà èãðîê u âûáèðàåò ñâîþ îïòèìàëüíóþ
ñòðàòåãèþ u(t) íà âñåì îòðåçêå [t0, T ], à çàòåì èãðîê v âûáèðàåò ñâîþ
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ v(t), çíàÿ ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèêà. Òîãäà ðåçóëüòàò
èãðû áóäåò ðàâåí

Ĵ+ = min
u(·)

max
v(·)

γ

(
x0 +

∫ T

t0

u(t) dt+

∫ T

t0

v(t) dt

)
=

= min
u∈U [t0,T ]

max
v∈V [t0,T ]

γ(x0 + u+ v),

ãäå

U [t0, T ] =

∫ T

t0

U(t) dt =

{∫ T

t0

u(t)dt

∣∣∣∣∣ u(t) � èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ,
u(t) ∈ U(t) ∀t ∈ [t0, T ]

}
.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Åñëè íàîáîðîò, èãðîê u èìååò èíôîðìàöèîííûå ïðåèìóùåñòâà, ò.å.
ñíà÷àëà èãðîê v âûáèðàåò ñâîþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ v(t) íà âñåì
îòðåçêå [t0, T ], à çàòåì èãðîê u âûáèðàåò ñâîþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ
u(t), çíàÿ ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèêà. Òîãäà ðåçóëüòàò èãðû áóäåò ðàâåí

Ĵ− = max
v(·)

min
u(·)

γ

(
x0 +

∫ T

t0

u(t) dt+

∫ T

t0

v(t) dt

)
=

= max
v∈V [t0,T ]

min
u∈U [t0,T ]

γ(x0 + u+ v).

Òàêèå ñòðàòåãèè íàçûâàþòñÿ ïðîãðàììíûìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ĵ− ≤ Ĵ+.
Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû íå ñóùåñòâóåò ñåäëîâîé
òî÷êè â êëàññå ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé, ò.å. Ĵ− 6= Ĵ+.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ïóñòü òåïåðü èãðîêè âûáèðàþò ñâîè ñòðàòåãèè äèíàìè÷åñêè â
çàâèñèìîñòè îò òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ôàçîâîãî âåêòîðà:

u(t) = upos(t, x(t)), v(t) = vpos(t, x(t)).

Â êëàññå ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé ñåäëîâàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, ò.å. íåâàæíî,
êàêîé èç èãðîêîâ âûáèðàåò ñâîþ ïîçèöèîííóþ ñòðàòåãèþ ïåðâûì.
Çäåñü âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: îïòèìàëüíûå ïîçèöèîííûå
ñòðàòåãèè ìîãóò áûòü ðàçðûâíûìè ôóíêöèÿìè è òîãäà ðåøåíèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ(t) = f
(
t, x(t), upos(t, x(t)), vpos(t, x(t))

)
ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ èçìåðåíèå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ôàçîâîãî
âåêòîðà ïðîèñõîäèò â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ïóñòü çàäàíî ðàçáèåíèå τ = {tk}Kk=1 îòðåç-
êà [t0, T ]: t0 < t1 < ... < tK = T .

Ðàññìîòðèì èãðó ñ ïðîñòîé äèíàìèêîé

ẋ(t) = u(t) + v(t).

Êóñî÷íî-ïðîãðàììíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà u ñîñòîèò â òîì, ÷òî èçìåðÿÿ
çíà÷åíèå x(tk), èãðîê u ñòðîèò ñâîå óïðàâëåíèå u(t) íà îòðåçêå [tk, tk+1].
Òîãäà îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ èãðîêà u ðàâåí

J+(τ) = min
u1∈U [t0,t1]

max
v1∈V [t0,t1]

. . .

. . . min
uK∈U [tK−1,tK ]

max
vK∈V [tK−1,tK ]

γ(x0 + u1 + v1 + ...+ uK + vK).
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè âîçíèêàåò ïîïÿòíàÿ êîíñòðóêöèÿ

γK(x) = γ(x),

γk−1(x) = min
uk∈U [tk−1,tk]

max
vk∈V [tk−1,tk]

γk(x+ uk + vk), k ∈ K, 1,

J+(τ) = γ0(x0).

Ñìûñë ôóíêöèè γk(x) � îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ
èãðû íà îòðåçêå [tk, T ] ñ íà÷àëüíîé ïîçèöèåé x(tk) = x.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò â
êëàññå êóñî÷íî-ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé äëÿ èãðîêà v:

J−(τ) = max
v1∈V [t0,t1]

min
u1∈U [t0,t1]

. . .

. . . max
vK∈V [tK−1,tK ]

min
uK∈U [tK−1,tK ]

γ(x0 + u1 + v1 + ...+ uK + vK).

Ëåììà

Åñëè ôóíêöèÿ γ(·) íåïðåðûâíà, òî ïðåäåëüíûå îïòèìàëüíûå
ãàðàíòèðîâàííûå ðåçóëüòàòû èãðîêîâ u è v ñîâïàäàþò:

lim
|τ |→0

J+(τ) = lim
|τ |→0

J−(τ).
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Âåðíåìñÿ ê îáùåé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t), v(t)),

ñ öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì

J =

∫ T

t0

F (t, x(t), u(t), v(t)) dt+ γ(x(T )).

Ôóíêöèåé öåíû èãðû íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ σ(t, x), ðàâíàÿ ïðåäåëüíîìó
ãàðàíòèðîâàííîìó ðåçóëüòàòó äëÿ èãðû íà îòðåçêå âðåìåíè [t, T ] ñ
íà÷àëüíîé ïîçèöèåé x(t) = x.

Çàìåòèì, ÷òî σ(T, x) = γ(x).
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Òåîðåìà

Åñëè f, F, γ, σ ∈ C1 è f(t, x, u, v) = f1(t, x, u) + f2(t, x, v) è
F (t, x, u, v) = F1(t, x, u) + F2(t, x, v), òî ôóíêöèÿ öåíû èãðû
óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Àéçåêñà�Áåëìàíà (Ãàìèëüòîíà-ßêîáè)

∂σ(t, x)

∂t
+ min
u∈U(t)

max
v∈V (t)

[(
∂σ(t, x)

∂x
, f(t, x, u, v)

)
+ F (t, x, u, v)

]
= 0.

Ïðè ýòîì

upos(t, x) = argmin
u∈U(t)

[(
∂σ(t, x)

∂x
, f1(t, x, u)

)
+ F1(t, x, u)

]
,

vpos(t, x) = argmax
v∈V (t)

[(
∂σ(t, x)

∂x
, f2(t, x, v)

)
+ F2(t, x, v)

]
.

Ïðîáëåìà íåãëàäêîñòè: èç ãëàäêîñòè ïàðàìåòðîâ çàäà÷è f, F, γ íå ñëåäóåò
ãëàäêîñòü öåíû èãðû.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó

ẋ(t) = A(t)x(t) +Bu(t)u(t) +Bv(t)v(t),

ñ êâàäðàòè÷íûì öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì

J =

∫ T

t0

(
(x(t), C(t)x(t))+(u(t), Du(t)u(t))−(v(t), Dv(t)v(t))

)
dt+(x(T ), Gx(T ))

áåç ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ.

Çäåñü A(t) ∈ Rn×n, Bu(t) ∈ Rn×p, Bv(t) ∈ Rn×q, C(t) ∈ Rn×n, Du(t) ∈ Rp×p,
Dv(t) ∈ Rq×q è G ∈ Rn×n � çàäàííûå ìàòðèöû.

Ïóñòü ìàòðè÷íûå ôóíêöèè A(t), Bu(t), Bv(t), C(t), Du(t), Dv(t)
íåïðåðûâíû ïî t, ìàòðèöû C(t), Du(t), Dv(t), G ñèììåòðè÷íû; ìàòðèöû
Du(t) è Dv(t) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Òåîðåìà

Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ S(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ìàòðè÷íîãî
óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

Ṡ(t) = S(t)Bu(t)D
−1
u (t)B′u(t)S(t)− S(t)Bv(t)D−1v (t)B′v(t)S(t)−

− S(t)A(t)−A′(t)S(t)− C(t)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì S(T ) = G. Òîãäà ôóíêöèÿ öåíû èãðû

σ(t, x) = (x, S(t)x),

à îïòèìàëüíûå ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè

upos(t, x) = −D−1u (t)B′u(t)S(t)x, vpos(t, x) = D−1v (t)B′v(t)S(t)x.

Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè,
åñëè íåò ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ èãðó ñ ïðîñòîé äèíàìèêîé

ẋ(t) = u(t) + v(t), t ∈ [t0, T ],

ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ

u(t) ∈ U(t), v(t) ∈ V (t),

è öåëåâûì ôóíêöèîíàëîì
J = γ(x(T )),

ãäå

γ(x) = ψ(x,M) =

{
0, x ∈M,
+∞, x 6∈M

� èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ çàäàííîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà M ⊂ Rn.

Â ýòîì ñëó÷àå öåëü èãðîêà u ñîñòîèò â ïðèâåäåíèè ôàçîâîãî âåêòîðà â
êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T íà öåëåâîå ìíîæåñòâî M : x(T ) ∈M , ò.å.
ïîèìêà. Öåëü èãðîêà v � óêëîíåíèå: x(T ) 6∈M .
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû
Çàäà÷à øîôåð-óáèéöà

ẋ(t) = −y(t)u(t) + vx(t), ẏ(t) = x(t)u(t)− 1 + vy(t),

|u(t)| ≤ 1, v(t) = (vx(t), vy(t)), |v(t)| ≤ 0.3,

M � øàð ðàäèóñà 0.3 ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0).
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû
Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ ïðîãðàììíûõ
ñòðàòåãèé èãðîêà u:

Ĵ+(x0) = min
u(·)

max
v(·)

γ

(
x0 +

∫ T

t0

u(t) dt+

∫ T

t0

v(t) dt

)
=

= min
u∈U [t0,T ]

max
v∈V [t0,T ]

γ(x0 + u+ v).

Ëåììà

Åñëè J = γ(x) = ψ(x,M) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ öåëåâîãî ìíîæåñòâà

M , òî Ĵ+(x0) = ψ(x,M0) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà

M0 =M ∗− V [t0, T ] + U [t0, T ],

ãäå + è ∗− � îïåðàöèè ñóììû è ðàçíîñòè ìíîæåñòâ â ñìûñëå
Ìèíêîâñêîãî:

X + Y = {x+ y : x ∈ X, y ∈ Y }, X ∗− Y = {z : z + Y ⊂ X}.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû

Ïóñòü τ = {tk}Kk=1 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0, T ], γk(x) � îïòèìàëüíûé
ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ èãðîêà u íà îòðåçêå [tk, T ] ñ íà÷àëüíîé
ïîçèöèåé x(tk) = x. Òîãäà γk(x) = ψ(x,Mk) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ
àëüòåðíèðîâàííîé ñóììû Ïîíòðÿãèíà Mk, îïðåäåëÿåìîé èç ïîïÿòíîé
êîíñòðóêöèè

MK =M,

Mk−1 =Mk
∗− V [tk−1, tk] + U [tk−1, tk], k ∈ K, 1.

Íàáîð ìíîæåñòâ {Mk}Kk=0 íàçûâàåòñÿ ìîñòîì.
Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ìîñòà îïòèìàëüíàÿ êóñî÷íî-ïðîãðàììíàÿ ñòðàòåãèÿ
óïðàâëåíèÿ èãðîêà u îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé∫ tk

tk−1

u(t) dt = uk ∈ U [tk−1, tk]
⋂(

x(tk−1)−
(
Mk

∗− V [tk−1, tk]
))
.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ñâîäèòñÿ ê
âû÷èñëåíèþ ìîñòà ÷åðåç ñóììû è ðàçíîñòè Ìèíêîâñêîãî.
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Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè
Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè (â ò.÷. îïåðàöèè ñóììû è ðàçíîñòè
Ìèíêîâñêîãî) íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ÷èñëåííî, çàäàâàÿ ìíîæåñòâî
êîíå÷íûì íàáîðîì äàííûõ.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî â Rn ìîæíî ïðèáëèçèòü ìíîãîãðàííèêîì, êîòîðûé
çàäàåòñÿ êîíå÷íûì íàáîðîì âåðøèí è ãðàíåé. Îïåðàöèè ñ
ìíîãîãðàííèêàìè ðåàëèçîâàíû, íàïðèìåð, â
The Computational Geometry Algorithms Library (https://www.cgal.org)
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Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè
Ïðè ÷èñëåííîé àïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâ âîçíèêàåò ïîãðåøíîñòü, êîòîðóþ
îáû÷íî èçìåðÿþò ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

Ðàññòîÿíèåì Õàóñäîðôà ìåæäó ìíîæåñòâàìè X è Y íàçûâàåòñÿ

h(X,Y ) = max{h+(X,Y ), h+(Y,X)},
ãäå

h+(X,Y ) = sup
x∈X

inf
y∈Y
‖x− y‖.

Èíà÷å ãîâîðÿ, h+(X,Y ) � ýòî ìèíèìàëüíûé ðàçìåð îêðåñòíîñòè
ìíîæåñòâà X, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî Y .
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Îïåðàöèè ñ ìíîæåñòâàìè
Åñëè ìíîæåñòâî X ⊂ Rn âûïóëî è çàìêíóòî, òî îíî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé îïîðíîé ôóíêöèåé

s(p,X) = sup
x∈X

(p, x), p ∈ Rn

X = {x ∈ Rn : (p, x) ≤ s(p,X) ∀p ∈ Rn}.

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìîæíî õðàíèòü â ïàìÿòè êîìïüþòåðà
çíà÷åíèÿ îïîðíîé ôóíêöèè â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê ñåòêè P = {pi}Ii=1,
pi ∈ Rn. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî X ìîæíî ïðèáëèçèòü ìíîãîãðàííèêîì

X(P ) = {x ∈ Rn : (pi, x) ≤ s(pi, X), i ∈ 1, I}.
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Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç

Cèëüíî âûïóêëûì îòðåçêîì Dr(x, y) ñ êîíöàìè â òî÷êàõ x, y ∈ Rn
íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ øàðîâ ðàäèóñà r, ñîäåðæàùèõ òî÷êè x, y:

Dr(x, y)→ [x, y] ïðè r → +∞.
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Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç

Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ

âûïóêëûì, åñëè

∀x, y ∈ X [x, y] ⊂ X

r-ñèëüíî âûïóêëûì, åñëè
∀x, y ∈ X
‖x− y‖ ≤ 2r è Dr(x, y) ⊂ X

r-ñëàáî âûïóêëûì, åñëè
∀x, y ∈ X : ‖x− y‖ < 2r
∃z ∈ Dr(x, y)∩X : z 6= x, z 6= y
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Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç

Ìíîæåñòâî X ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ

âûïóêëûì, åñëè

∀x, y ∈ X [x, y] ⊂ X

r-ñèëüíî âûïóêëûì, åñëè
∀x, y ∈ X
‖x− y‖ ≤ 2r è Dr(x, y) ⊂ X

r-ñëàáî âûïóêëûì, åñëè
∀x, y ∈ X : ‖x− y‖ < 2r
∃z ∈ Dr(x, y)∩X : z 6= x, z 6= y

Ã.Å. Èâàíîâ (ÌÔÒÈ) Äèôô. èãðû è ïàðàì. âûï. àíàëèç 29.09.2017 26 / 35



Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç
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Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç

Òåîðåìà

Äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà X ⊂ Rn è ÷èñëà r > 0 ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
ýêâèâàëåíòíû:
1) X ÿâëÿåòñÿ r-ñèëüíî âûïóêëûì;
2) X ïðåäñòàâèìî êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ øàðîâ ðàäèóñà r;
3) îïîðíàÿ ôóíêöèÿ s(p,X) äèôôåðåíöèðóåìà íà åäèíè÷íîé ñôåðå
S1 = {p ∈ Rn : ‖p‖ = 1} è ãðàäèåíò grad s(p,X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé r íà S1:

‖ grad s(p1, X)− grad s(p2, X)‖ ≤ r‖p1 − p2‖ ∀p1, p2 ∈ S1.
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Äèôôåðåíöèàëüíûå èãðû è ïàðàìåòðè÷åñêè

âûïóêëûé àíàëèç
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà îïîðíîé ôóíêöèè:

grad s(p, U) = u(p) := argmax
u∈U

(p, u).

Åñëè ìíîæåñòâî U íåâûïóêëî, òî ôóíêöèÿ
u(p) ðàçðûâíà.
Åñëè ìíîæåñòâî U ñèëüíî âûïóêëà ñ ïàðàìåò-
ðîì r, òî ôóíêöèÿ u(p) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé r.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ñ C1-ãëàäêîé ôóíêöèåé
öåíû σ(t, x) è ñèëüíî âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè U(t) è V (t) ïîçèöèîííûå
ñòðàòåãèè

upos(t, x) = argmin
u∈U(t)

[(
∂σ(t, x)

∂x
, f1(t, x, u)

)
+ F1(t, x, u)

]
,

vpos(t, x) = argmax
v∈V (t)

[(
∂σ(t, x)

∂x
, f2(t, x, v)

)
+ F2(t, x, v)

]
.

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà îòíîñèòåëüíî x.
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Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç

Òåîðåìà

(Îá èñ÷èñëåíèè ïàðàìåòðîâ âûïóêëîñòè)
1) åñëè ìíîæåñòâà X è Y ñîîòâåòñòâåííî rX è rY -ñèëüíî âûïóêëû
(ò.å. ñèëüíî âûïóêëû ñ ïàðàìåòðàìè rX è rY ), òî èõ ñóììà
Ìèíêîâñêîãî ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ñ ïàðàìåòðîì (rX + rY );
2) åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ [t1, t2] ìíîæåñòâî U(t) ñèëüíî âûïóêëî ñ

ïàðàìåòðîì r(t), òî ìíîæåñòâî

∫ t2

t1

U(t) dt ñèëüíî âûïóêëî ñ

ïàðàìåòðîì

∫ t2

t1

r(t) dt;

3) åñëè ìíîæåñòâà X è Y ñèëüíî âûïóêëû ñ ïàðàìåòðàìè rX è rY
ñîîòâåòñòâåííî, òî èõ ïåðåñå÷åíèå X ∩ Y ñèëüíî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì
max{rX , rY };
4) åñëè ìíîæåñòâî X ñèëüíî âûïóêëî ïàðìåòðîì rX , à ìíîæåñòâî
X ∗− Y íå ïóñòî, òî îíî ñèëüíî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì rX .

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè â ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé èãðîêà u è öåëåâîå ìíîæåñòâî M
ñèëüíî âûïóêëû, òî àëüòåðíèðîâàííûå ñóììû Mk ñèëüíî âûïóêëû.
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Ïàðàìåòðè÷åñêè âûïóêëûé àíàëèç
Ïóñòü P = {pi}Ii=1 � ñåòêà íà åäèíè÷íîé ñôåðå S1. Ìåëêîñòüþ ñåòêè P
íàçûâàåòñÿ

|P | = sup
q∈S1

min
i∈{1,I}

‖q − pi‖.

Ðàññìîòðèì ïîãðåøíîñòü ñåòî÷íîé àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîãî êîìïàêòà
X ⊂ Rn ìíîãîãðàííèêîì

X(P ) = {x ∈ Rn : (pi, x) ≤ s(pi, X), i ∈ 1, I}.

Òåîðåìà

1) Â îáùåì ñëó÷àå

h(X,X(P )) ≤ |P | ·max
x∈X
‖x‖.

2) Åñëè ìíîæåñòâî X ñèëüíî
âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì r > 0,
òî

h(X,X(P )) ≤ r|P |2.
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Òåîðåìà

Ïóñòü τ = {tk}Kk=1 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0, T ] ìåëêîñòè |τ |. Ïóñòü
âûïîëíåíî óñëîâèå íåïóñòîé âíóòðåííîñòè äëÿ ìîñòà {Mk(τ)}Kk=0. Òîãäà
àëüòåðíèðîâàííûå ñóììû M0(τ) ñõîäÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ïðåäåëüíîìó

ìíîæåñòâó M̂ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ:

h(M0(τ), M̂) ≤ C1|τ |.

Åñëè â ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèé èãðîêà u ñèëüíî âûïóêëû, òî àëüòåðíèðîâàííûå ñóììû
ñõîäÿòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ:

h(M0(τ), M̂) ≤ C2|τ |2.
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Íå âñå àêñèîìû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíåíû äëÿ ìíîæåñòâ. Â
÷àñòíîñòè, â îáùåì ñëó÷àå X + Y ∗− Z 6= X ∗− Z + Y :

Òåîðåìà

Ïóñòü ìíîæåñòâî X ⊂ Rn çàìêíóòî, ñëàáî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì r1, à
çàìûêàíèå åãî äîïîëíåíèÿ Rn \X ñëàáî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì r2 (ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî X èìååò C1-ãëàäêóþ ãðàíèöó). Ïóñòü ìíîæåñòâî
Y ⊂ Rn ñèëüíî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì s1 < r1, à ìíîæåñòâî Z ⊂ Rn
ñèëüíî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì s2 < r2. Òîãäà

X + Y ∗− Z = X ∗− Z + Y.
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Òåîðåìà

Ïóñòü â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå ñ ïðîñòîé äèíàìèêîé öåëåâîå
ìíîæåñòâî M ñëàáî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì r1, à çàìûêàíèå åãî
äîïîëíåíèÿ Rn \X ñëàáî âûïóêëî ñ ïàðàìåòðîì r2. Ïóñòü ïðè ëþáîì
t ∈ [t0, T ] ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U(t) è V (t) ñèëüíî
âûïóêëû ñ ïàðàìåòðàìè ru(t) è rv(t) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü∫ T

t0

ru(t) dt < r1,

∫ T

t0

rv(t) dt < r2.

Òîãäà â ýòîé èãðå ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà â êëàññå ïðîãðàììíûõ
ñòðàòåãèé.
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