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Ëèñòîê 2

1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà G = ⟨a, b|aba−1b−1⟩ èìååò êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ Äåíà, è ñòàëî
áûòü, íå ãèïåðáîëè÷íà.

Íàïîìèíàíèå: ïëîùàäü Area(w) ñëîâà w, êîòîðîå òðèâèàëüíî â ãðóïïå G = ⟨X|R⟩ � ýòî ìè-
íèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ ñðåäè äèàãðàìì Äåíà íàä ⟨X|R⟩, ãðàíè÷íûì ñëîâîì
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ w. Ôóíêöèÿ Äåíà f(l), l ∈ N, ãðóïïû G çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

f(l) = max{Area(w) : w ñëîâî äëèíû l, w = 1 â G}.

2. Ðàññìîòðèì ãðóïïó G = ⟨a, b|aba−1b−2⟩. Ôóíêöèÿ Äåíà l(n) ýòîé ãðóïïû èìååò ïîðÿäîê
2n. Äëÿ êàæäîãî n, íàéäèòå äèàãðàììó âàí Êàìïåíà äëÿ ñëîâà

anba−nbanb−1a−nb−1.

(Ýòî ñëîâî èìååò äëèíó 4n+ 4, ïîòîìó ÷òî an ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèì-
âîëîâ a äëèíû n.) Ïîäñêàçêà: äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàììû âîñïîëüçóéòåñü áëîêîì, óêàçàííûì
íèæå.

3. Íà ëåêöèè áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ëåììà: åñëè ñëîâî w ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì ñëîâîì
íåêîòîðîé äèàãðàììû âàí Êàìïåíà íàä ãðóïïîé G = ⟨X|R⟩ (ãäå X � íàáîð îáðàçóþùèõ, à R
� íàáîð ñîîòíîøåíèé), òî â ñâîáîäíîé ãðóïïå F (X) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

w =

k∏
i=1

(ui)
−1Riui,

ãäå ui � íåêîòîðîå ñëîâî, à Ri ∈ R � îäíî èç ñîîòíîøåíèé, è k åñòü êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíè-
êîâ äèàãðàììû. Êàê, ãëÿäÿ íà äèàãðàììó âàí Êàìïåíà, îïðåäåëèòü ýòè ñëîâà ui? Óáåäèòåñü
íà ïðèìåðàõ, ÷òî âàø ðåöåïò äàåò âåðíûé ðåçóëüòàò (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñëîâà a2b2a−2b−2 â
ãðóïïå ⟨a, b|aba−1b−1⟩, ðàññìîòðåííîãî íà ëåêöèè.)

4*. Äâà ñëîâà w1, w2 íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè â ãðóïïå G, åñëè äëÿ êàêîãî-òî ñëîâà u
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî w1 = u−1w2u â ãðóïïå G. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ãèïåðáîëè÷åñêîé
ãðóïïû èìååòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ äâóõ çàäàííûõ ñëîâ w1, w2 îïðåäåëÿåò, ñîïðÿæåíû
ëè îíè â ýòîé ãðóïïå.

5. Íàðèñóéòå ãðàô Êýëè ãðóïïû T (2, 3, 7) (ñì. ïåðâûé ëèñòîê). Ïîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãðàô
êâàçèèçîìåòðè÷åí ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè, ñòàëî áûòü, ãðóïïà T (2, 3, 7) ãèïåðáîëè÷åñêàÿ.

Íàïîìèíàíèå: ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (X, d) è (X ′, d′) íàçûâàþòñÿ êâàçèèçîìåòðè÷íû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå f : X → X ′ è λ, k ∈ R òàêèå, ÷òî

1

λ
d(x, y)− k ≤ d′(f(x), f(y)) ≤ λd(x, y) + k

äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, è âäîáàâîê f ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ñþðüåêöèåé, òî åñòü ëþáîé ýëåìåíò X ′

ëåæèò íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå k îò îáðàçà êàêîãî-òî ýëåìåíòà èç X.

6.Ïîêàæèòå, ÷òî êâàçèèçîìåòðèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

7. Ïóñòü äâå ñèñòåìû îáðàçóþùèõ è ñîîòíîøåíèé ⟨S1|R1⟩, ⟨S2|R2⟩ çàäàþò èçîìîðôíûå
ãðóïïû. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ãðàôû Êýëè êâàçèèçîìåòðè÷íû.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïû Z2 è Z3 íå êâàçèèçîìåòðè÷íû. Ïîäñêàçêà: äëÿ ãðóïïû G, çàäàí-
íîé îáðàçóþùèìè è ñîîòíîøåíèÿìè ⟨S|R⟩ ðàññìîòðèòå òàê íàçûâàåìóþ ôóíêöèþ ðîñòà

γ(n)⟨S|R⟩ := |{g ∈ G : d(g, 1) ≤ n}|.
Çäåñü d(g, 1) � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ñëîâà èç àëôàâèòà S, ïðåäñòàâëÿþùåãî ýëåìåíò g.

Ïîêàæèòå, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ðîñòà äëÿ êâàçèèçîìåòðè÷íûõ ãðóïï
èìååò îäèíàêîâóþ àñèìïòîòèêó ïðè n → ∞.


