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1. Введение

Теория дробных дифференциальных и интегральных операторов является важной ча-
стью (не)линейного анализа, поскольку она естественным образом возникает во многих об-
ластях математики и математической физики, инженерии, нейро-биологии, экономики, тео-
рии управления и науки о горении (см. [1], [ 2] [3], [4]). Кроме того, в области динамических
систем и теории управления, система дробного порядка представляет собой динамическую
систему, которая может моделироваться дифференциальным уравнением дробного порядка,
содержащим производные нецелого порядка [5]. Производные и интегралы дробных поряд-
ков используются для описания объектов, которые также могут быть охарактеризованы
степенной нелокальностью [6].
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Хорошо известно, что существуют разные подходы к исследованию дифференциаль-
ных уравнений дробного порядка (ДУДП), кроме того, это зависит от рассматриваемого
процесса, который описывается с помощью ДУДП, и уравнений такого типа. Например,
приближенные и численные методы были использованы и для ДУДП (подробности см. в
[7], [8]). Кроме того, существуют некоторые классические методы, которые применимы для
решения некоторых ДУДП с участием хорошо известных операторов, таких как Риман-
Лиувилль, Капуто, Эрдели-Кобер и другие. Отметим, что применяя классические методы,
мы можем получить классические решения, которые более полезны на практике.

Как нам известно, дробная производная Капуто является одним из наиболее исполь-
зуемых определений дробной производной наряду с определениями Римана-Лиувилля и
Грюнвальда-Летникова. В математических тематиках и приложениях также часто исполь-
зуется так называемая дробная производная Эрдели-Кобера. Есть работы [9] - [12], в кото-
рых авторы исследовали некоторые модификации типа Капуто оператора Эрдели-Кобера
и связи с их исследованиями масштабно-инвариантного решения диффузионно-вольных
уравнений. Значительное развитие дробных дифференциальных уравнений мы можем най-
ти в работах [13] - [15].

Дифференциальные уравнения с частными производными были успешно использованы
для моделирования нескольких физических процессов (подробности см. [16] - [18]). В рабо-
тах ([19] - [21] и др.) мы можем найти применение дробного исчисления в исследованиях
вырождающихся уравнений в частных производных смешанного типа и гиперболических
уравнений.

2.Постановка задачи и необходимые соотношения

Рассмотрим уравнение:

0 =


uxx −C Dα

oyu+
n∑
k=1

pk

(
Iγ1k,σ1kβ1k

u
)
x, at y > 0

(−y)muxx − uyy +
n∑
k=1

qk

(
Iγ2k,σ2kβ2k

u
)
η, at y < 0

(1)

с операторами (см [9],[11],[12],[13]):

CD
α
oyu =

1

Γ(1− α)

y∫
0

(y − t)−αut(x, t)dt,

(
Iγ,σβ u

)
x =

β

Γ(β)
x−β(γ+σ)

x∫
0

tβ(γ+1)−1

(xβ − tβ)
1−σ u(t, 0)dt (2)

гдеη = x+ (1− 2δ)(−y)
1

1−2δ , m, α, βjk, γjk, σjk, pk, qk = const, m > 0, 0 < α, βjk, γjk, σjk < 1,
более того 0 < γjk + σjk < 1, (j = 1, 2; k = 1, 2, ...n), δ = m

2(m+2) .

Пусть Ω - конечная область ограниченная сегментами: A1A2 = {(x, y) : x = 1, 0 < y <
h}, B1B2 = {(x, y) : x = 0, 0 < y < h}, B2A2 = {(x, y) : y = h, 0 < x < 1} при y > 0,

и с характеристиками: A1C : x + (1− 2δ)(−y)
1

(1−2δ) = 1; B1C : x − (1− 2δ)(−y)
1

1−2δ = 0

уравнения (1) при y < 0, где A1 (1; 0) , A2 (1;h) , B1 (0; 0) , B2 (0;h) , C
(

1
2 ;−

(
m+2

4

)1−2δ
)
.

Введем обозначения: Ω+ = Ω ∩ (y > 0), Ω− = Ω ∩ (y < 0), I1 =
{
x : 0 < x < 1

2

}
,

I2 = {y : 0 < y < h} .
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Формулировка задачи.
Требуется найти решение u(x, y) уравнения (1) из класса функций:

W =
{
u(x, y) : u(x, y) ∈ C(Ω̄) ∩ C2(Ω−) , uxx ∈ C

(
Ω+
)
, CD

α
oyu ∈ C

(
Ω+
)}

удовлетворяющее краевым:

u(x, y)
∣∣∣A1A2

= ϕ(y), 0 6 y 6 h, (3)

u(x, y)
∣∣∣B1B2

= ψ(y), 0 6 y 6 h, (4)

u(x, y)|B1C
= h(x), x ∈ I1. (5)

и разрывным условиям склеивания:

lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = λuy(x,−0), (x, 0) ∈ A1B1 (6)

где ϕ(y), ψ(y), h(x) заданные функции, причҷм λ = const, (λ ∈ R+) .

Известно, что функция Римана для уравнения (1) при y < 0 (в характеристических
координатах ξ = x− (1− 2δ)(−y)

1
1−2δ и η = x+ (1− 2δ)(−y)

1
1−2δ ) определяется через гипер-

геометрическую функцию Гаусса [22]:

R(ξ0, η0; ξ, η) =
(η − ξ)2δ

(η − ξ0)δ(η0 − ξ)δ
H

(
δ, δ, 1;

(ξ0 − ξ) (η − η0)

(η − ξ0) (η0 − ξ)

)
. (7)

где

H(a1, a2, a3; z) =
Γ(a3)

Γ(a2)Γ(a3 − a2)

1∫
0

xa2−1(1− x)a3−a2−1(1− zx)−a1dx,

0 < Re a2 < Re a3, |arg(1− z)| < π.

Отметим, что решение задачи Коши для уравнения (1) в области Ω− с начальными
данными

u(x, 0) = τ(x), 0 6 x 6 1; uy(x,−0) = ν−(x), 0 < x < 1 (8)

дается формулой [20],[22]:

u(ξ, η) = k1

η∫
ξ

(s− ξ)−δ(η − s)−δν− (s) ds−

−k2

η∫
ξ

(η − ξ)1−2δ(s− ξ)δ−1(η − s)δ−1τ− (s) ds+

+
n∑
k=1

η∫
ξ

qkI
γ2k, σ2k
β2k

τ(s)ds

η∫
s

(η − ξ)2δ

(η − s)δ(z − ξ)δ
H

(
δ, δ, 1;

(s− ξ) (η − z)
(η − s) (z − ξ)

)
dz, (9)

где k1 = (2−4δ)2δ−1Γ(2−2δ)
Γ2(1−δ) , k2 = Γ(2δ)

Γ2(δ)
.



4

Учитывая (5), (2) и используя свойства оператора Римана-Луувилля ([13]) из (9) полу-
чим:

ν− (η) =
k2Γ(δ)

k1Γ(1− δ)
D1−2δ

0 η τ (η)− 2

k1Γ(1− δ)
η3δD1−δ

0 η

η∫
0

n∑
k=1

qkβ2k

Γ(βk)
t−β2k(γ2k+σ2k)dt×

×
t∫

0

sβ2k(γ2k+1)−1

(tβ2k − sβ2k)
1−σ2k τ(s)ds

η∫
t

1

(η − t)δzδ
H

(
δ, δ, 1;

t (η − z)
z (η − t)

)
dz+

+
2

k1Γ(1− δ)
ηδD1−δ

0 η h
(η

2

)
, (10)

здесь Dα
axf (α ∈ R+)- дробное дифференцирование Римана-Лиувилля, которое имеет вид

[13.стр.70]:

(Dα
axf)x =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n x∫
a

f(t)

(x− t)α−n+1dt, n = [α] + 1, x > a.

С другой стороны, в силу обозначений (8) и lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = ν+(x), 0 < x < 1 из (6)
имеем

ν+(x) = λν−(x) (11)

Для дальнейших исследований, из уравнения (1) при y → +0 учитывая (11) и

lim
y→0

Dα−1
0y f(y) = Γ(α) lim

y→0
y1−αf(y)

мы получим:

τ ′′(x)− Γ(α)ν+(x) +
n∑
k=1

pkI
γ1k,σ1k
β1k

τ(x) = 0, 0 < x < 1 (12)

3.Теорема единственности.

Теорема 1. Пусть λ > 0 и верны условия

0 < α, βjk, γjk, σjk < 1, 0 < γjk + σjk < 1, pk < 0, qk < 0, (j = 1, 2), k = 1, 2, ..., n. (13)

тогда решение исследуемой задачи единственно.

Доказательство. Исследуем интеграл J =
1∫
0

τ(t)ν+(t)dt.

С этой целью, обе части уравнения (12) умножаем на τ(x) и проинтегрируем от 0 до 1:

Γ(α)

1∫
0

τ(t)ν+(t)dt =

1∫
0

τ ′′(t)τ(t)dt+

1∫
0

τ(t)

n∑
k=1

pkI
γ1k,σ1k
β1k

τ(t)dt. (14)

В силу [ϕ(y) ≡ ψ(y) ≡ 0] и используя τ(0) = τ(1) = 0 после некоторых вычислений получим

J ≡
1∫

0

τ(t)ν+(t)dt = −
1∫

0

(
τ ′(t)

)2
dt+

n∑
k=1

pkβ1k

Γ(β1k)

1∫
0

τ(t)dt

t∫
0

zβ1k(γ1k+1)−1

(tβ1k − zβ1k)
1−σ1k τ(z)dz.
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Учитывая
x∫

0

βtβγ+β−1

(xβ − tβ)
1−δ τ(t)dt =

xβ∫
0

tγ

(xβ − t)1−δ τ
(
t1/β

)
dt (15)

и применяя формулу [22.стр.188]:

|x− t|−δ =
1

Γ (δ) cosπ δ2

∞∫
0

zδ−1cos [z (x− t)] dz, 0 < δ < 1,

после не которых упрощений,окончательно получим (см [20]):

1∫
0

τ(x)dx

x∫
0

tβ1k(γ1k+1)−1τ(t)

(xβ1k − tβ1k)
1−σ1k dt =

=

1∫
0

x1/β1k−1τ(x1/β1k)dx

x∫
0

tγ1kτ(t1/β1k)

(x− t)1−σ1k dt > 0.

Следовательно в силу (13), находим

1∫
0

τ(t)ν+(t)dt 6 0. (16)

Теперь, докажем что
1∫
0

τ(t)ν−(t)dt > 0 из области Ω−.

Возпользуясь заменой tβ2k ∼ t, sβ2k ∼ s и zβ2k ∼ z из (10) находим

ν− (η) =
k2Γ(δ)

k1Γ(1− δ)
D1−2δ

0 η τ (η)− 2η3δ

k1Γ(1− δ)
D1−δ

0 η

n∑
k=1

qk
β2kΓ(1 + β2k)

ηβ2k∫
0

t1/β2k−1

tγ2k+σ2k
dt×

×
t∫

0

sγ2k

(t− s)1−σ2k τ(s1/β2k)ds

ηβ2k∫
t

z
1−δ
β2k
−1(

η − t1/β2k
)δH

(
δ, δ, 1;

t1/β2k
(
η − z1/β2k

)
z1/β2k

(
η − t1/β2k

)) dz+
+

2

k1Γ(1− δ)
ηδD1−δ

0 η h
(η

2

)
. (17)

Исследуем интеграл (см (17)):

A(η) ≡ 2η3δ

k1Γ(1− δ)
D1−δ

0 η

n∑
k=1

qk
β2kΓ(1 + β2k)

ηβ2k∫
0

t1/β2k−1

tγ2k+σ2k
dt×

×
t∫

0

sγ2k

(t− s)1−σ2k
τ
(
s1/β2k

) ηβ2k∫
t

z
1−δ
β2k − 1(

η − t1/β2k
)δH

(
δ, δ, 1;

t1/β2k
(
η − z1/β2k

)
z1/β2k

(
η − t1/β2k

)) dz.
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Вводя замену
t1/β2k

(
η − z1/β2k

)
z1/β2k

(
η − t1/β2k

) = θ

в последнем интеграле и после несложных упрощений имеем:

A(η) ≡ 2η1−δ

k1Γ(1− δ)
D1−δ

0 η

n∑
k=1

qk
Γ(1 + β2k)

ηβ2k∫
0

t(2−δ−β2k)/β2k

tγ2k+σ2k
(
η − t1/β2k

)δ−1
dt×

×
t∫

0

sγ2k

(t− s)1−σ2k τ(s1/β2k)ds

1∫
0

(
t1/β2k + θ

(
η − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ

=
2η1−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

d

dη

η∫
0

(η − y)δ−1dy
n∑
k=1

qk
Γ(1 + β2k)

yβ2k∫
0

t(2−δ−β2k)/β2kt−(γ2k+σ2k)(
y − t1/β2k

)δ−1
dt×

×
t∫

0

sγ2k

(t− s)1−σ2k τ(s1/β2k)ds

1∫
0

(
t1/β2k + θ

(
y − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ.

Далее, также вводя замену y ∼ yη, t ∼ (ηy)β2kt в первом и во втором интеграле получим:

A(η) ≡ 2η1−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

n∑
k=1

qk
Γ(1 + β2k)

d

dη
η1−(γ2k+σ2k)β2k

1∫
0

y1−δ−(γ2k+σ2k)β2kdy

(1− y)1−δ ×

×
1∫

0

t(2−δ−β2k)/β2kdt(
1− t1/β2k

)δ−1
tγ2k+σ2k

(ηy)β2k t∫
0

sγ2kτ(s1/β2k)ds(
t(ηy)β2k − s

)1−σ2k

1∫
0

H (δ, δ, 1; θ) dθ(
t1/β2k + θ

(
1− t1/β2k

))2−δ .
Интегрируя по частьям в третьем интеграле имеем:

A(η) ≡ 2η1−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

n∑
k=1

qk(1− (γ2k + σ2k)β2k)

Γ(1 + β2k)σ2k
η−(γ2k+σ2k)β2k×

×
1∫

0

y1−δ−(γ2k+σ2k)β2k

(1− y)1−δ dy

1∫
0

t(2−δ−β2k)/β2kt−(γ2k+σ2k)(
1− t1/β2k

)δ−1
dt×

×
(ηy)β2k t∫

0

sγ2kτ(s1/β2k)(
t(ηy)β2k − s

)1−σ2k ds

1∫
0

(
t1/β2k + θ

(
1− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ+

+
2η1−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

n∑
k=1

qkη
(1−γ2k−σ2k)β2k

Γ(1 + β2k)

1∫
0

y1−δ+(1−γ2k−σk)βk

(1− y)1−δ dy×

×
1∫

0

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k(
1− t1/β2k

)δ−1
dt

(ηy)β2k t∫
0

γkβ2ks
γ2k−1τ(s1/β2k) + sγ2k+1/β2k−1τ ′(s1/β2k)(

t(ηy)β2k − s
)1−σ2k ds×
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×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
1− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ. (18)

Вводя обратные замены yη ∼ y, (ηy)β2kt ∼ t, окончательно находим

A(η) ≡ 2η2−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

n∑
k=1

qk(1− (γ2k + σ2k)β2k)

Γ(1 + β2k)σ2k
η−(γ2k+σ2k)β2k×

×
ηβ2k∫
0

sγ2kτ(s1/β2k)ds

η∫
s1/β2k

dy

(1− yη)1−δ

(yη)β2k∫
s

t(2−δ−β2k)/β2kt−(γ2k+σ2k)

(t− s)1−σ2k(yη − t1/β2k
)δ−1

dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yη − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ+

+
2η2−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

n∑
k=1

γkqkη
(1−γ2k−σ2k)β2k

Γ(β2k)

ηβ2k∫
0

sγ2k−1τ(s1/β2k)ds×

×
η∫

s1/β2k

dy

(1− yη)1−δ

(yη)β2k∫
s

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− s)1−σ2k(yη − t1/β2k
)δ−1

dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yη − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ+

+
2η2−δ

k1Γ(1− δ)Γ(δ)

n∑
k=1

qkη
(1−γ2k−σ2k)β2k

Γ(1 + β2k)

ηβ2k∫
0

sγ2k+1/β2k−1τ ′(s1/β2k)ds×

×
η∫

s1/β2k

dy

(1− yη)1−δ

(yη)β2k∫
s

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− s)1−σ2k(yη − t1/β2k
)δ−1

dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yη − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ. (19)

Учитывая (19) элементарно доказывается аналогичная лемма как в работе [19].

На основе той леммы (см [19]), заключаем что
1∫
0

τ(x)ν−(x)dx ≥ 0, следовательно, в силу

(16) и (11) получим
1∫
0

τ(x)ν−(x)dx = 0 из которого следует что τ(x) ≡ 0, ν−(x) ≡ 0. В итоге,

можем получит что u(x, y) ≡ 0 в Ω
+ и Ω

−
. Отметим, что если однородная задача имеет

только тривиальное решение, то соответственная основная задача имеет единственное
решение. Теорема 1 доказана.
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4. Существование решения исследуемой задачи.

Теорема 2. Если выпольнены все условия Теорема 1 и

ϕ(y), ψ(y) ∈ C
(
I2

)
∩ C1 (I2) ; h(x) ∈ C1

(
I1

)
∩ C2 (I1) , (20)

то решение исследуемой задачи существует.
Доказательство. В силу (11) из уравнения (12) имеем

τ ′′(x) = f(x), (21)

где

f(x) = λΓ(α)ν−(x)−
n∑
k=1

ψ(0)pkβ1kx
β1k(γ1k+σ1k)

Γ(β1k)

x∫
0

tβ1k(γ1k+1)−1

(xβ1k − tβ1k)
1−σ1k dt−

−
n∑
k=1

pkβ1kx
β1k(γ1k+σ1k)

Γ(β1k)

x∫
0

τ ′(z)dz

x∫
z

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(xβ1k − tβ1k)
1−σ1k . (22)

Решение уравнения (21) удовлетворяющие τ(0) = ψ(0), τ(1) = ϕ(0) имеет вид: τ(x) =
x∫
0

(x− t)f(t)dt− x
1∫
0

(1− t)f(t)dt+ ϕ(0)(1− x) + xψ(0); следовательно, мы можем найти:

τ ′(x) =

x∫
0

f(t)dt−
1∫

0

(1− t)f(t)dt+ ψ(0)− ϕ(0). (23)

В силу (19) и подставляя (17) в (22) после некоторых упрощений имеем:

f(x) = k11x
2δ−1ψ(0)− k11

x∫
0

(x− t)2δ−1τ ′(t)dt−

−
n∑
k=1

ψ(0)pkβ1kx
β1k(γ1k+σ1k)

Γ(β1k)

x∫
0

tβ1k(γ1k+1)−1

(xβ1k − tβ1k)
1−σ1k dt−

−
n∑
k=1

pkβ1kx
β1k(γ1k+σ1k)

Γ(β1k)

x∫
0

τ ′(z)dz

x∫
z

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(xβ1k − tβ1k)
1−σ1k−

−2k11x
2−δ

k2

n∑
k=1

ωkx
−(γ2k+σ2k)β2k

x∫
0

τ ′(z)dz

x∫
z

sβ2k
(γ2k+1)−1

ds×

×
x∫
s

dy

(1− yx)1−δ

(yx)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt−(γ2k+σ2k)

(t− sβ2k)
1−σ2k(yx− t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yx− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ−



9

−2k11x
2−δ

k2

n∑
k=1

ωkx
−(γ2k+σ2k)β2kψ(0)

x∫
0

sβ2k
(γ2k+1)−1

ds×

×
x∫
s

dy

(1− yx)1−δ

(yx)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt−(γ2k+σ2k)

(t− sβ2k)
1−σ2k(yx− t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yx− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ+

+
2k11x

2−δ

k2

n∑
k=1

γkqkx
(1−γ2k−σ2k)β2k

Γ(β2k)

x∫
0

τ ′(z)dz

x∫
z

sβ2kγ2k−1ds×

×
x∫
s

dy

(1− yη)1−δ

(yx)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yx− t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yx− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ+

+
2k11x

2−δ

k2

n∑
k=1

γkqkx
(1−γ2k−σ2k)β2kψ(0)

Γ(β2k)

x∫
0

sβ2kγ2k−1ds×

×
x∫
s

dy

(1− yη)1−δ

(yx)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yx− t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yx− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ+

+
2k11x

2−δ

k2

n∑
k=1

qkx
(1−γ2k−σ2k)β2k

Γ(β2k)

x∫
0

sβ2kγ2kτ ′(s)ds×

×
x∫
s

dy

(1− yx)1−δ

(yx)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yx− t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yx− t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ, (24)

где k11 = k2λΓ(α)Γ(δ)
k1Γ(1−δ) , ωk =

qk(1−(γ2k+σ2k)β2k)

Γ(β2k)σ2k
.

Далее, рассматривая (24) из (23) получим

τ ′(x) =
2k11

k2

n∑
k=1

qk
Γ(β2k)

x∫
0

z2−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kdz

z∫
0

Ak(s, z)τ
′(s)ds+
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+
2k11

k2

n∑
k=1

γkqk
Γ(β2k)

x∫
0

z2−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kdz

z∫
0

Bk(µ, z)τ
′(µ)dµ−

−2k11

k2

n∑
k=1

ωk

x∫
0

z2−δ−(γ2k+σ2k)β2kdz

z∫
0

Ck(µ, z)τ
′(µ)dµ−

−
n∑
k=1

pkβ1k

Γ(β1k)

x∫
0

zβ1k(γ1k+σ1k)dz

z∫
0

τ ′(s)ds

z∫
s

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k−

−k11

x∫
0

dz

z∫
0

(z − t)2δ−1τ ′(t)dt−

−2k11

k2

n∑
k=1

qk
Γ(β2k)

1∫
0

(1− z)z2−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kdz

z∫
0

Ak(s, z)τ
′(s)ds−

−2k11

k2

n∑
k=1

γkqk
Γ(β2k)

1∫
0

(1− z)z2−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kdz

z∫
0

Bk(µ, z)τ
′(µ)dµ+

+
2k11

k2

n∑
k=1

ωk

1∫
0

(1− z)z2−δ−(γ2k+σ2k)β2kdz

z∫
0

Ck(µ, z)τ
′(µ)dµ+

+
n∑
k=1

pkβ1k

Γ(β1k)

1∫
0

(1− z)zβ1k(γ1k+σ1k)dz

z∫
0

τ ′(s)ds

z∫
s

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k +

+k11

1∫
0

(1− z)dz
z∫

0

(z − t)2δ−1τ ′(t)dt+ F (x), (25)

где

Ak(s, z) = sβ2kγ2k

z∫
s

dy

(1− yz)1−δ

(yz)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yz − t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yz − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ, (26)

Bk(µ, z) =

z∫
µ

sβ2kγ2k−1ds

z∫
s

dy

(1− yη)1−δ

(yz)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yz − t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yz − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ, (27)
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Ck(µ, z) =

z∫
µ

sβ2k
(γ2k+1)−1

ds

z∫
s

dy

(1− yz)1−δ

(yz)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt−(γ2k+σ2k)

(t− sβ2k)
1−σ2k(yz − t1/β2k

)δ−1
dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yz − t1/β2k

))δ−2
H (δ, δ, 1; θ) dθ, (28)

F (x) =
n∑
k=1

ψ(0)pkβ1k

Γ(β1k)

1∫
0

1− z
z−β1k(γ1k+σ1k)

dz

z∫
0

tβ1k(γ1k+1)−1

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k dt−

−
n∑
k=1

ψ(0)pkβ1k

Γ(β1k)

x∫
0

zβ1k(γ1k+σ1k)dz

z∫
0

tβ1k(γ1k+1)−1

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k dt−

−2k11ψ(0)

k2

n∑
k=1

ωk

x∫
0

z2−δ−(γ2k+σ2k)β2kCk(0, z)dz+

+
2k11

k2

n∑
k=1

γkqkψ(0)

Γ(β2k)

x∫
0

z2−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kBk(0, z)dz+

+
2k11ψ(0)

k2

n∑
k=1

ωk

1∫
0

(1− z)z2−δ−(γ2k+σ2k)β2kCk(0, z)dz−

−2k11

k2

n∑
k=1

γkqkψ(0)

Γ(β2k)

1∫
0

(1− z)z2−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kBk(0, z)dz+

+
k11

2δ
x2δψ(0) + (ψ(0)− ϕ(0))(x− 1)− k11ψ(0)

2δ(2δ + 1)
. (29)

После некоторых упрощений из (25), окончательно получим

τ ′(x) =

1∫
0

K(x, t)τ ′(t)dt+ F (x). (30)

Здесь

K(x, t) =

{
K1(x, t); 0 6 t 6 x,

K2(x, t); x 6 t 6 1.
(31)

K1(x, s) =
2k11

k2

n∑
k=1

qk
Γ(β2k)

x∫
s

[Ak(s, z) + γkBk(s, z)] z
3−δ+(1−γ2k−σ2k)β2kdz−

−2k11

k2

n∑
k=1

qk
Γ(β2k)

1∫
x

1− z
zδ−2−(1−γ2k−σ2k)β2k

[Ak(s, z) + γkBk(s, z)] dz−



12

−2k11

k2

n∑
k=1

ωk

x∫
s

Ck(s, z)z
3−δ−(γ2k+σ2k)β2kdz+

+
2k11

k2

n∑
k=1

ωk

1∫
x

(1− z)z2−δ−(γ2k+σ2k)β2kCk(s, z)dz−

−
n∑
k=1

pkβ1k

Γ(β1k)

x∫
s

z1+β1k(γ1k+σ1k)dz

z∫
s

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k +

+
n∑
k=1

pkβ1k

Γ(β1k)

1∫
x

(1− z)zβ1k(γ1k+σ1k)dz

z∫
s

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k +

+k11

x∫
s

(1− z)(z − s)2δ−1dz + k11

1∫
s

(1− z)(z − s)2δ−1dz +
k11

2δ
(x− s)2δ (32)

K2(x, s) = −2k11

k2

n∑
k=1

qk
Γ(β2k)

1∫
s

1− z
zδ−2−(1−γ2k−σ2k)β2k

[Ak(s, z) + γkBk(s, z)] dz+

+
2k11

k2

n∑
k=1

ωk

1∫
s

(1− z)z2−δ−(γ2k+σ2k)β2kCk(s, z)dz+

+
n∑
k=1

pkβ1k

Γ(β1k)

1∫
s

(1− z)zβ1k(γ1k+σ1k)dz

z∫
s

tβ1k(γ1k+1)−1dt

(zβ1k − tβ1k)
1−σ1k +

+k11

1∫
s

(1− z)(z − s)2δ−1dz (33)

Так как (см [13])

H(a1, a2, a3; z) ≤


c1, if a3 − a1 − a2 > 0, 0 ≤ z ≤ 1
c2(1− z)a3−a1−a2 , if a3 − a1 − a2 < 0, 0 < z < 1
c3 (1 + |ln(1− z)|) , if a3 − a1 − a2 = 0

(34)

и интегрируя по частям из (26)

Ak(s, z) 6
δ2Γ(1− 2δ)sβ2kγ2k

|δ − 1|Γ2(1− δ)

∣∣∣∣∣∣∣
z∫
s

(yz)δ−1dy

(1− yz)1−δ

(yz)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yz − t1/β2k

)δ dt
∣∣∣∣∣∣∣+

+
δ2sβ2kγ2k

|δ − 1|

∣∣∣∣∣∣∣
z∫
s

dy

(1− yz)1−δ

(yz)β2k∫
sβ2k

t(1−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yz − t1/β2k

)δ dt
∣∣∣∣∣∣∣+
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+
δ2sβ2kγ2k

|δ − 1|

∣∣∣∣∣∣∣
z∫
s

dy

(1− yz)1−δ

(yz)β2k∫
sβ2k

t(2−δ−β2k)/β2kt1−γ2k−σ2k

(t− sβ2k)
1−σ2k(yz − t1/β2k

)δ dt×

×
1∫

0

(
t1/β2k + θ

(
yz − t1/β2k

))δ−1

(1− θ)2δ
H (1− δ, 1− δ, 2; θ) dθ

∣∣∣∣∣∣
В след за этим , учитывая 2 − 1 + δ − 1 + δ = 2δ > 0, |θ| 6 1 имеем (см (34))

H (1− δ, 1− δ, 2; θ) 6 const. Далее, рассматривая
(yz)β2k∫
sβ2k

dt =
s
β2k
0∫

sβ2k

dt+
(yz)β2k∫
s
β2k
0

dt после неслож-

ных оценок заключаем, что

|Ak(s, z)| 6 c1s
β2kγ2k

∣∣∣∣∣∣
z∫
s

(yz)1−(σ2k+γ2k)β2k
(
sβk0 − sβk

)σk
(1− yz)1−δ(yz − s0)δ

dy

∣∣∣∣∣∣+

+c2s
β2kγ2k

∣∣∣∣∣∣∣
z∫
s

(yz)(1−σ2k−γ2k)β2k
(
sβk0 − sβk

)σk−1

(yz − s0)δ(1− yz)1−δ dy

∣∣∣∣∣∣∣
На основе того что

z∫
s
dy =

s0/z∫
s
dy +

z∫
s0/z

dy мы можем заключить, что

|Ak(s, z)| 6 c11s
β2kγ2k

∣∣∣sβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k(1− s0)δ−1|sz − s0|1−δz1−(σ2k+γ2k)β2k+

+c12s
β2kγ2k

∣∣∣sβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k−1
(1− s0)δ−1|sz − s0|2−δz2(1−σ2k−γ2k)β2k−1+

+c21s
β2kγ2k

∣∣∣sβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k ∣∣z2 − s0

∣∣1−δ(1− z2
)δ−1

z1−2(σ2k+γ2k)β2k+

+c22s
β2kγ2k

∣∣∣sβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k−1∣∣z2 − s0

∣∣2−δ(1− z2
)δ−1

z2(1−σ2k−γ2k)β2k−1 6

6 constsβ2kγ2k
∣∣∣sβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k−1
(1− s0)δ−1(1− z2

)δ−1
z2(1−σ2k−γ2k)β2k−1 (35)

Аналогично получим, что:

|Bk(µ, z)| 6 const(1− s0)δ−1(1− z2
)δ−1

z2(1−σ2k−γ2k)β2k−1
∣∣∣µβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k−1

×
∣∣∣zγ2kβ2k − µγ2kβ2k ∣∣∣ (36)

|Ck(µ, z)| 6 const(1− s0)δ−1(1− z2
)δ−1

z2(1−σ2k−γ2k)β2k−1
∣∣∣µβ2k − sβ2k0

∣∣∣σ2k−1

×
∣∣∣z(1+γ2k)β2k − µ(1+γ2k)β2k

∣∣∣ (37)

|Bk(0, z)| 6 consts
β2k(σ2k−1)
0 (1− s0)δ−1(1− z2

)δ−1
z(2−2σ2k−γ2k)β2k−1 (38)

|Ck(0, z)| 6 consts
β2k(σ2k−1)
0 (1− s0)δ−1(1− z2

)δ−1
z(3−2σ2k−γ2k)β2k−1 (39)
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Таким образом, в силу класса заданных функий (см (20)) и (13) учитывая (35)-(39) из
(31)-(33) и (29) соответственно получим, что |K(x, s)| 6 const и |F (x)| 6 const, для всех
0 6 x 6 1. Следовательно, решая интегральное уравнение (30) находим τ(x), далее из (10)
и (11) соответсвенно находим ν−(x) и ν+(x) (см [19]). Единственное решение исследуемой
задачи в области Ω+ представимо в виде [22], [23]:

u(x, y) =

y∫
0

Gξ(x, y, 0, η)ψ(η)dη −
y∫

0

Gξ(x, y, 1, η)ϕ(η)dη +

1∫
0

G0(x− ξ, y)τ(ξ)dξ−

−
y∫

0

1∫
0

G(x, y, ξ, η)dξdη

n∑
k=1

pk

(
Iγ1k,σ1kβ1k

τ
)
ξ.

Здесь G0(x− ξ, y) = 1
Γ(1−α)

y∫
0

η−αG(x, y, ξ, η)dη,

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)α/ 2−1

2

∞∑
n=−∞

[
e

1,α/2
1,α/2

(
−|x− ξ + 2n|

(y − η)α/2

)
− e1,α/2

1,α/2

(
−|x+ ξ + 2n|

(y − η)α/2

)]

функция Грина как и в работах [19], [22], [23].

e1,δ
1,δ(z) =

∞∑
n=0

zn

n!Γ(δ − δn)

функция типа Райта [23]. Таким образом, Теорема 2. доказана.
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