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Â çàäà÷àõ áóäóò ôèãóðèðîâàòü àëãåáðû ñ äåëåíèåì è àíòèàâòîìîðôèçìàìè1

R ⊂ C ⊂ H ⊂ O . Îíè îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî:

C := R+ Ri è (x1 + y1i)(x2 + y2i) := x1x2 − y1y2 + (x1y2 + y1x2)i, x+ yi := x− yi,

H := C+ Cj è (z1 + w1j)(z2 + w2j) := z1z2 − w1w2 + (q1r2 + w1z2)j, (z + wj)∗ := z − wj,
O := H+ H` è (q1 + r1`)(q2 + r2`) := q1q2 − r1r∗2 + (q1r2 + r1r

∗
2)`, (q + r`)∗ := q∗ − r`.

Äëÿ àëãåáðû A ∈ {C,H,R} îïðåäåëÿåì íîðìó ||a|| := (
√
aa,
√
aa∗,

√
aa∗).

Äëÿ àëãåáðû A ∈ {R,C,H} îïðåäåëÿåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó A× := A \ {0} è

ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ P1(A) :=
(A×A)\{(0,0)}

A× , ãäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ äåéñòâèå A× íà (A×A,
îïðåäåë¼ííîå ôîðìóëîé λ · (a1, a2) := (λa1, λa2); îðáèòà òî÷êè (a, b) ∈ A × A îáîçíà÷àåòñÿ

(a : b).

Ôèêñèðóåì ïîêðûòèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé P1(H) = U0 ∪ U∞, ãäå U0 := {(z : w) | w 6= 0} è
U∞ := {(z : w) | z 6= 0}.

10.1*. Ðàññìîòðèì äëÿ h,m ∈ Z ðàññëîåíèå íàä P1(H) ñî ñëîÿìè
S3, êîòîðûå áóäóò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê êâàòåðíèîíû íîðìû 1, è

ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà (â óêàçàííîì ïîêðûòèè) (q, y) 7→
(
1
q ,

qhyqm

||q||h+m

)
.

Îáîçíà÷èì Σh,m òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Äîêàæèòå,
÷òî â ñëó÷àå h+m = 1 èìååò ìåñòî ãîìåîìîðôèçì Σh,m ≈homeo S7.
Óêàçàíèå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ � èñïîëüçîâàòü òåîðèþ Ìîðñà.
10.2**. Äîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå h + m = 1, (h −m)2 /∈ 7N + 1 ìíîãîîá-
ðàçèå Σh,m �ýêçîòè÷åñêàÿ ñôåðà, òî åñòü Σh,m 6≈di�eo S7.

10.3. Îïðåäåëèì Re : O → R : o 7→ o + o∗ è ImO := ker(Re);
îêòîíèîíû èç ïîñëåëäíåãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ ìíèìûìè. Äî-
êàæèòå, ÷òî ñôåðó S6 ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ìíîæåñòâî ìíèìûõ
îêòîíèîíîâ åäèíè÷íîé íîðìû.
10.4. Îïðåäåëèòå îðòîãîíàëüíîñòü îêòîíèîíîâ.
10.5. Äëÿ u ∈ S6 îáîçíà÷èì ïðàâûé ñäâèã Ru : O → O : o 7→ ou.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâûå ñäâèãè ñîõðàíÿþò ïëîñêîñòè 〈1, u〉 è 6-ìåðíûå
ïðîñòðàíñòâà 〈1, u〉⊥. Ñ ïîìîùüþ ñäâèãà â íà÷àëî êîîðäèíàò óñòàíîâèòå
èçîìîðôèçì

〈1, u〉⊥ ' TuS6

è ñäåëàéòå âûâîä î òîì, ÷òî Ru îïðåäåëÿåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó íà
TuS6 äëÿ êàæäîãî u ∈ S6. (Ýòî è çíà÷èò, ÷òî S6 � ïî÷òè êîìïëåêñíîå

ìíîãîîáðàçèå).
10.6*. Ïðîâåðüòå, ÷òî ââåä¼ííàÿ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ïî÷òè êîìïëåêñ-
íàÿ ñòðóêòóðà íå èíòåãðèðóåìà.

29 àïðåëÿ, Ã.Á. Øàáàò

1Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå àëãåáðû λ : A → A íàçûâàåòñÿ àíòèàâòîìîðôèç-

ìîì, åñëè ∀a, a′ ∈ A [λ(aa′) = λ(a′)λ(a)].
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