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Ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèÿõ,

çàäà÷è ê ëåêöèè 4

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ïëàí äîêàçàòåëüñòâà òðèàíãóëèðóåìîñòè ïðîèç-

âîëüíîé êîìïàêòíîé ñâÿçíîé ïîâåðõíîñòè. Èäåÿ è îáîçíà÷åíèÿ (óâû, íå

î÷åíü ñîâðåìåííûå) çàèìñòâîâàíû èç ñòàòüè P.H. Doyle, D.A.Moran, A

Short Proof that Compact 2-Manifolds Can Be Triangulated, Inventiones

math. 5,160-162(1968).

Òåðìèíû è îáîçíà÷åíèÿ

Êîìïàêòíàÿ ñâÿçíàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïîâåðõíî-

ñòüþ.
Îñíîâíàÿ ïîâåðõíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ M .
Äóãîé íàçûâàåòñÿ îáðàç íåïðåðûâíîãî âëîæåíèÿ îòðåçêà â ïî-

âåðõíîñòü.
Òîïîëîãè÷åñêîé îêðóæíîñòüþ íàçûâàåòñÿ îáðàç íåïðåðûâíîãî

âëîæåíèÿ îêðóæíîñòè â ïîâåðõíîñòü.
(Îòêðûòîé èëè çàìêíóòîé) êëåòêîé íàçûâàåòñÿ îáðàç íåïðå-

ðûâíîãî âëîæåíèÿ îòêðûòîãî èëè çàìêíóòîãî äèñêà â ïîâåðõíîñòü.
Äëÿ ìíîæåñòâà E ⊆M ÷åðåç E îáîçíà÷àåòñÿ åãî çàìûêàíèå.

Äëÿ ìíîæåñòâà E ⊆ M ÷åðåç
◦
E îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî åãî

âíóòðåííèõ òî÷åê.
Ãðàíèöåé çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ⊂ M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

åãî íåâíóòðåííèõ òî÷åê ∂F := F \
◦
F .

Ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âïîëíå
íåñâÿçíûì, åñëè âñå åãî ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà îäíîòî÷å÷íû.

Èçâåñòíûå èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà Æîðäàíà-Ø¼íôëèñà. Ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ

ðàçáèâàåò R2 íà äâå îáëàñòè. Íåêîòîðûé ãîìåîìîðôèçì R2 → R2

ïåðåâîäèò òàêóþ êðèâóþ â îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ.

Óòîëùåíèå äóãè. Ëþáàÿ äóãà íà ïîâåðõíîñòè ëåæèò âî âíóò-

ðåííîñòè îòêðûòîé êëåòêè. Ýòà êëåòêà ìîæåò áûòü âûáðàíà

íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ ëþáûì íàïåð¼ä çàäàííûì ìíîæåñòâîì â äî-

ïîëíåíèè ê äóãå.
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Ñëåäóåò èç ëåììû î âîðîòíèêå, ñì., íàïðèìåð, À. Õàò÷åð,
Àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, Ì., "Ìèð�, 2011.

Êðèòåðèé ñòÿãèâàåìîñòè çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà.

Ïóñòü ìíîæåñòâî K ⊂ M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ïå-

ðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ êëåòîê

K =
∞⋂
i=1

Ei, ãäå
◦
Ei ⊃ Ei+1 äëÿ i ∈ {1, 2, . . . }.

Òîãäà ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî M/K ãîìåîìîðôíî M , è äëÿ ëþáîãî

îòêðûòîãî â M ìíîæåñòâà U , ñîäåðæàùåãî K, ñóùåñòâóåò ãî-

ìåîìîðôèçì h : M/K → M , ñîâïàäàþùèé ñ h ◦ π íà M \ U , ãäå
π :M →M/K � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé (ïî-âèäèìîìó, äîâîëüíî ðåäêîé) òåîðåìû,
âåðíîé è â ñòàðøèõ ðàçìåðíîñòÿõ, ìîæíî íàéòè â A. Douady,
Plongements des sph�eres, S�eminaire Bourbaki 13, expos�e 205 (1960).

Åù¼ îäèí òåðìèí1: ïîäìíîæåñòâî ïîâåðõíîñòè áóäåò íàçûâàòüñÿ
íåñóùåñòâåííûì, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé çàìêíóòîé
êëåòêå.

1. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå âïîëíå íåñâÿçíîå ìíîæåñòâî íåñó-
ùåñòâåííî, åñëè îíî ñîäåðæèòñÿ â êîíå÷íîì îáúåäèíåíèè òîïîëî-
ãè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.
Îäèí èç ïîäõîäîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â îñíîâíîé äëÿ íàñ

ðàáîòå Doyle, Moran(1968).

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü ìîæåò áûòü ïîêðûòà êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì çàìêíóòûõ êëåòîê

M =
n⋃

i=1

Bi

òàê, ÷òî âñå ãðàíèöû

Ci := ∂Bi

� òîïîëîãè÷åñêèå îêðóæíîñòè.

Â äàëüíåéøåì òàêîå ïîêðûòèå áóäåò ôèêñèðîâàíî è áóäåò ïðåäïîëà-
ãàòüñÿ ìèíèìàëüíûì, òî åñòü íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäïîêðûòèå íå
ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì.

1Ïðåäëîæåí ìíîé, ÃÁØ.
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Âàæíóþ ðîëü áóäåò èãðàòü íåêëàññè÷åñêîå (íàïîìíèì, ÷òî ìû íå
ïðåäïîëàãàåì ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà ïîâåðõíîñòè!) îáúåäèíåíèå òîïî-
ëîãè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé

C :=
n⋃

i=1

Ci

è åãî ñèíãóëÿðíîå ïîäìíîæåñòâî

A :=

{òî÷êè ìíîæåñòâà C, ÍÅ èìåþùèå 1-ìåðíûõ åâêëèäîâûõ îêðåñòíîñòåé â C}.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A êîìïàêòíî è âïîëíå íåñâÿçíî.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A íåñóùåñòâåííî.

Çàìå÷àíèå. Ñ ó÷¼òîì êðèòåðèÿ Äóàäè ýòî óòâåðæäåíèå òàâòîëîãè÷íî.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ââåñòè òàêóþ çàìêíóòóþ êëåòêó

D ⊂M,

÷òî

A ⊂
◦
D.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî M \ C ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ìíî-
æåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ êëåòîê, çàìûêàíèÿ
êîòîðûõ � çàìêíóòûå êëåòêè.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå òåîðåìó Æîðäàíà-Ø¼íôëèñà.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî C \ D ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ìíîæå-
ñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ äóã, ãðàíèöû êîòîðûõ
ëåæàò íà ∂D.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

M1 :=M/D

ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ, ãîìåîìîðôíîé ïîâåðõíîñòè M .

Îáîçíà÷èì ϕ1 :M −→M1 êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ è p := π1(D).

Íà íîâîé ïîâåðõíîñòè ëåæèò ðîçà

R := ϕ1

(
C \D

)
.
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8. Äîêàæèòå, ÷òî R � áóêåò êîíå÷íîãî èëè ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
îêðóæíîñòåé, ñêëååííûõ â òî÷êå p.

9. Äîêàæèòå, ÷òî äîïîëíåíèå M1 \ R ãîìåîìîðôíî äîïîëíåíèþ
M \ (C ∪D).

10. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p ñîäåðæèò ïî÷òè
âñå îêðóæíîñòè áóêåòà R.

Óêàçàíèå. Ïðèìåíèòå ñîîáðàæåíèÿ êîìïàêòíîñòè.

Äàëåå ôèêñèðóåì òàêóþ îêðåñòíîñòü V ⊃ p è çàêëåèì äèñêàìè âñå
îêðóæíîñòè èç çàäà÷è 10.

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé áóêåò äèñêîâ T .

10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî T ñòÿãèâàåìî.

11. Ïîñòðîèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó íî-
âóþ ïîâåðõíîñòü

ϕ2 :M1 −→M1/T :=M2,

äîêàæèòå, ÷òî íà ýòîé ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ åñòåñòâåííûé äåòñêèé

ðèñóíîê2, òî åñòü ãðàô, äîïîëíåíèå ê êîòîðîìó ãîìåîìîðôíî
íåñâÿçíîìó îáúåäèíåíèþ îòêðûòûõ êëåòîê.

12. Äîêàæèòå, ÷òî èç òðèàíãóëèðóåìîñòè ïîâåðõíîñòè M2 ñëå-
äóåò òðèàíãóëèðóåìîñòü ïîâåðõíîñòè M1, à èç òðèàíãóëèðóåìîñòè
ïîâåðõíîñòè M1 ñëåäóåò òðèàíãóëèðóåìîñòü ïîâåðõíîñòè M .

13. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé èìååòñÿ äåòñêèé ðè-
ñóíîê, òðèàíãóëèðóåìà.

4 ìàðòà, Ã.Á. Øàáàò

2Ñì. îáèëüíóþ ëèòåðàòóðó.
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