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Курс посвящён введению в одну из наиболее важных формальных си-

стем – арифметику Пеано – и доказательству некоторых относящихся к ней 
классических результатов, лежащих в основе структурной теории доказа-
тельств. Будут рассмотрены следующие темы: 

Секвенциальное исчисление для логики предикатов. Теорема об устра-
нении правила сечения и ее следствия: теорема Эрбрана и интерполяцион-
ная теорема Крейга. Доказуемость трансфинитной индукции для началь-
ных отрезков ординала 𝜀0. Недоказуемость трансфинитной индукции до 
ординала 𝜀0 в арифметике Пеано (теорема Генцена). Доказуемо рекурсив-
ные функции. Иерархия функций Харди и порожденные ей классы. Недока-
зуемые комбинаторные утверждения. 

Курс рассчитан на студентов, прослушавших вводный курс математи-
ческой логики. 

 
Тема 1. Исчисление секвенций для логики предикатов в форме Тейта. 
 
1.1. Секвенциальное исчисление для логики предикатов в форме Тейта. 
1.2. Теорема об устранении правила сечения. 
1.3. Следствия теоремы об устранении правила сечения: свойство подфор-
мульности, теорема Эрбрана (для экзистенциальных формул), интерполя-
ционная теорема Крейга. 
1.4. Формализация арифметики Пеано в секвенциальном исчислении. Си-
стема РА(Х) арифметики со свободными предикатными переменными. 
 
Тема 2. Арифметика ординалов. 
 
2.1. Вполне упорядоченные множества, операции сложения, умножения, 
возведения в степень. 



2.2. Канторовская нормальная форма. 
 
Тема 3. Омега-логика. 
 
3.1. Омега-правило и омега-логика. Система арифметики с омега-правилом 
РА𝜔. 
3.2. Доказуемость истинных Π1

  1-утверждений в РА𝜔. 
3.3. Погружение выводов в арифметики РА(Х) в РА𝜔. 
 
Тема 4. Устранение сечения в арифметике с омега-правилом. 
 
4.1. Высота и ранг омега-вывода. Устранение правила сечения в арифме-
тике с омега-правилом с оценками ранга и высоты. 
4.2. Принцип трансфинитной индукции. Арифметическая схема трансфи-
нитной индукции для арифметически определимой системы ординальных 
обозначений. 
4.3. Лемма о нижней оценке высоты вывода без сечений формулы трансфи-
нитной индукции в системе РА𝜔. Недоказуемость трансфинитной индук-
ции до ординала 𝜀0 в арифметике Пеано (теорема Генцена). 
 
Тема 5. Система обозначеній для ординала ординала 𝜀0. 
 
5.1. Примитивно рекурсивные функции, кодирование конечных последова-
тельностей, возвратная рекурсия. 
5.2. Преобразование данного вполне упорядоченного множества типа а в 
множество типа 𝜔𝛼. Примитивно рекурсивная последовательность систем 
обозначений для ординалов 𝜔0 = 1, 𝜔𝑛+1 =  𝜔𝜔𝑛 . 
5.3. Доказуемость трансфинитной индукции для начальных отрезков орди-
нала 𝜀0 в арифметике Пеано (теорема Генцена). 
5.4. Канторовская система обозначений для ординала 𝜀0; её примитивная 
рекурсивность. 
 
Тема 6. Теоретико-доказательственные ординалы. 
 
6.1. Система арифметики второго порядка АСА0. Ординал теории как супре-
мум всех порядковых типов доказуемо фундированных в Т вполне упорядо-
чений. 
6.2. Теорема: для любого Π1

  1 -предложения 𝜋 найдется примитивно рекур-
сивное дерево Т такое, что 𝜋 эквивалентно утверждению о фундированно-
сти Т. 
6.3. Порядок Клини-Брауэра на омега-дереве. Эквивалентность его фунди-
рованности и фудированности дерева. Формализуемость в АСА0. 
6.4. Построение разрешимого вполне упорядочения универсального для 
множества всех доказуемо фундированных в теории Т примитивно 



рекурсивных вполне упорядочений. Совпадение его порядкового типа и ор-
динала теории. 
6.5. Следствие: ординал Π1

  1 -корректной теории меньше супремума орди-
налов всех рекурсивных вполне упорядочений (ординала Чёрча-Клини). 
6.6. Неизменность ординала Π1

  1 -корректной теории при ее расширении 
множеством истинных Σ1

  1-предложений. 
6.7. Всякий рекурсивно перечислимый ординал примитивно рекурсивен. 
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