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Ðàáîò ïîñâÿùåííûì âîïðîñàì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ïîëîæèòåëüíûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëüíî - äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äðîáíîãî ïîðÿäêà ñðàâíè-
òåëüíî íåìíîãî. Â îñíîâíîì, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
ñ ïðèìåíåíèåì òåîðåì î íåïîäâèæíîé òî÷êå äëÿ íåëèíåéíûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Â äàííîé ðàáîòå â êàêîé-
òî ñòåïåíè âîñïîëíåí óêàçàííûé ïðîáåë, ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ñðåäñòâ óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

Dα
0+x(t) + f (t, (Tx) (t)) = 0, 0 < t < 1, (1)

x(0) = 0, x′(1) = 0, (2)

ãäå α ∈ (1, 2] � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, Dα
0+ � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ, T : C → Lp (1 < p < ∞) � ëèíåéíûé ïîëîæè-
òåëüíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, ôóíêöèÿ f(t, u) íåîòðèöàòåëüíà íà
[0, 1] × [0,∞), ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ Êàðàòåîäîðè è f(·, 0) ≡ 0.

Áëèçêèå ê çàäà÷å (1)�(1) ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû àâòîðîì, â ÷àñò-
íîñòè, â [1,2].
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Î ÂÛÁÎÐÎ×ÍÛÕ ÎÖÅÍÊÀÕ ÓÑËÎÂÍÎÉ
ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ

ß.Þ. Àãðàíîâè÷ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
agranovich.yan@gmail.com

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîâðåìåííûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ âîëà-
òèëüíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì âíóòðèäíåâíûõ è âûñîêî÷àñòîòíûõ
áèðæåâûõ äàííûõ. Ìîäåëè îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ âûáîðî÷íûõ
îöåíêàõ óñëîâíîé äèñïåðñèè.

Â ðàáîòå [1] ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà. Îáîçíà-
÷àÿ ÷åðåç rt íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì ïðèðàùåíèÿ öåí çàêðûòèÿ, ïî-
ëó÷èì: r2t = µrt εt.

Çàäàäèì äíåâíîé äèàïàçîí èçìåíåíèÿ öåí â âèäå íàòóðàëüíîãî
ëîãàðèôìà îòíîøåíèÿ öåí wt = ln(Ht/Lt) ãäå Ht è Lt ìàêñèìàëüíàÿ
è ìèíèìàëüíàÿ öåíû â òå÷åíèå äíÿ ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà: w2

t = µwt ηt.
Òðèòèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ îïèñûâàåò ðåàëèçîâàííóþ äèñïåð-

ñèþ: v2t = µvt ξt.
Çäåñü µrt , µ

w
t , µvt ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäà-

íèÿìè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí r2t , w
2
t , v

2
t ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå óñëîâíî-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöè-
åíòîâ ïðè ëàãèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ r2t−1 , w

2
t−1 è v

2
t−1

µrt = (ωr + αrr
2
t−1 + βrµ

r
t−1) + γrr

2
t−1it−1 + δrrt−1+

+ψrw
2
t−1 + ϑrw

2
t−1it−1 + ψrv

2
t−1 + λrv

2
t−1it−1,

(1)

µwt = (ωw + αww
2
t−1 + βwµ

w
t−1) + γww

2
t−1it−1 + δwrt−1+

+ψwr
2
t−1 + ϑwr

2
t−1it−1 + ψwv

2
t−1 + λwv

2
t−1it−1,

(2)

µvt = (ωv + αvv
2
t−1 + βvµ

v
t−1) + γvv

2
t−1it−1 + δvrt−1+

+ψvr
2
t−1 + ϑvr

2
t−1it−1 + ψvw

2
t−1 + λvw

2
t−1it−1,

(3)

Ñïîñîá ìîäåëèðîâàíèÿ âîëàòèëüíîñòè, ïðåäëîæåííûé â [2] ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

µrt = ωr + αrxt−1 + βrµ
r
t−1 + ψrxt−1it−1 + δrrt−1 (4)

µxt = ωx + αxxt−1 + βxµ
x
t−1 + ψxxt−1it−1 + δxrt−1 (5)
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ãäå rt � ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðèðàùåíèå öåí, µt � óñëîâíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå îæèäàíèÿ, xt � ÿäåðíàÿ îöåíêà óñëîâíîé äèñïåðñèè rt ñ
âåñîâîé ôóíêöèåé Ïàðçåíà.

Â ðàáîòå [3] èñïîëüçîâàí êëàññè÷åñêèé GARCH ïîäõîä. Îäíàêî,
â ìîäåëü óñëîâíîé äèñïåðñèè â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé ââîäÿò å¼ âûáî-
ðî÷íóþ îöåíêó çà ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè:

rt =
√
htzt, lnht = ω +

p∑
i=1

βi lnht−1 +

q∑
j=1

γj lnxt−j ,

lnxt = ξ + ψ lnht + τ(zt) + ut,

(6)

ãäå ht � óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ, xt � å¼ âûáîðî÷íàÿ îöåíêà,
zt ∽ i.i.d.(0, 1) è ut ∽ i.i.d.(0, σ2

u) íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû.

Ïðîâîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íà áàçå íàèáîëåå ëèêâèä-
íûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ, ïîçâîëÿþùåå âûáðàòü èç ðàññìàòðè-
âàåìûõ ìîäåëåé íàèáîëåå òî÷íóþ. Ðàññ÷èòûâàþòñÿ øåñòü ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèé ïîòåðü. Ëó÷øåé èç (1) �(6) áóäåì ñ÷èòàòü ìîäåëü, êî-
òîðàÿ ïîêàæåò íàèìåíüøèå ñóììàðíûå ïîòåðè.

Ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷¼òîâ ñàìîé òî÷íîé ìîäåëüþ èç ðàññìîòðåí-
íûõ, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Realized GARCH (6). Ìîäåëè (3) è (5), îñ-
íîâàííûå íà ðåàëèçîâàííîé äèñïåðñèè è ÿäåðíîé îöåíêå ïîêàçàëè
ñðåäíþþ òî÷íîñòü íà âñ¼ì èíòåðâàëå ñðàâíåíèÿ è íàèõóäøóþ òî÷-
íîñòü íà êîðîòêîì èíòåðâàëå.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåä¼ííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò óòâåð-
æäàòü, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè âûáîðî÷íûõ îöåíîê óñëîâíîé äèñïåð-
ñèè, îñíîâàííûõ íà âíóòðèäíåâíûõ äàííûõ, âûáîð ìåæäó ïðåäñòàâ-
ëåííûìè ìîäåëÿìè ñëåäóåò äåëàòü â ïîëüçó ìîäåëè Realized GARCH.
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Î ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
ÅÂËÀÍÎÂÀ-ÊÓÒÓÇÎÂÀ

Ð.Ñ. Àäàìîâà, À.Ê. Þòèøåâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà Åâëàíîâà-Êóòóçîâà äëÿ ñëó÷àÿ
ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöû M îöåíîê ýêñïåðòàìè íà-
áîðà àëüòåðíàòèâ.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ìàòðèöå M âû÷èñëÿþòñÿ êîýô-
ôèöèåíòû êîìïåòåíòíîñòè ýêñïåðòîâ, ïðåäñòàâèìûå íà n-îì øàãå â
âèäå ñòðîêè

(Kn
1 ,K

n
2 , . . . ,K

n
m) = (1, 1, . . . , 1)(MMT )n.

Ïðîöåññ çàêàí÷èâàþò, êîãäà äâå ñòðîêè, ïîëó÷åííûå ïîñëåäîâà-
òåëüíî, îòëè÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Òåîðåìà. Åñëè íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ0 ìàòðèöû
èìååò êðàòíîñòü, ðàâíóþ k, òî

limn→∞(Kn
1 ,K

n
2 , . . . ,K

n
m) = S1(p11, p21, . . . , pm1)+

+S2(p12, p22, . . . , pm2) + · · ·+ Sk(p1k, p2k, . . . , pmk),

ãäå ñòðîêè ñîñòàâëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ñîáñòâåííîì
ïîäïðîñòðàíñòâå ìàòðèöû MMT , ñîîòâåòñòâóþùåì ñîáñòâåííî-
ìó çíà÷åíèþ λ0, à Si = p1i + p2i + · · ·+ pmi.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P � îðòîãîíàëüíàÿ, à D � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöû, òàêèå, ÷òî

D = P−1MMTP.

Åñëè M� êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðè-
öûMMT íåîòðèöàòåëüíû. Åñëè æå îíà ïðÿìîóãîëüíàÿ, òî äîïîëíèì
ìàòðèöóM äî êâàäðàòíîé ìàòðèöû íóëÿìè. Äëÿ ïîëó÷åííîé ìàòðè-
öû M̃ ïðîèçâåäåíèå M̃M̃T áóäåò èìååò òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
÷òî è MMT , çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, íåêîòîðîãî ÷èñëà íóëå-
âûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Óïðîñòèì ïðîöåññ àëãîðèòìà òåì, ÷òî ïîñëå êàæäîãî øàãà ïî-
ëó÷åííóþ ñòðîêó áóäåì äåëèòü íà íàèáîëüøåå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè êîìïåòåíòíî-
ñòè ýêñïåðòîâ. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî â ìàòðèöå D âñå ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ äåëèì íà λ0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì ñòðîêó

(K1,K2, . . . ,Km) = (1, 1, . . . , 1)PD∗P−1,
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ãäå ìàòðèöà D∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû D çàìåíîé λ0 íà 1, à îñòàëü-
íûõ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íà 0. Ïîñêîëüêó P−1 = PT , èìååì

(K1,K2, . . . ,Km) = S1(p11, p21, . . . , pm1)+
+S2(p12, p22, . . . , pm2) + · · ·+ Sk(p1k, p2k, . . . , pmk).

Çàìå÷àíèå. Îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â ñîáñòâåííîì ïîäïðîñò-
ðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî, íî ýòî íå ñêàçûâàåòñÿ íà êîð-
ðåêòíîñòè ïîëó÷àåìîé îöåíêè. Äåéñòâèòåëüíî, ìåíÿÿ áàçèñ â ñîá-
ñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ0,
ìû óìíîæàåì ìàòðèöó P íà ìàòðèöó ýòîãî ïåðåõîäà ê íîâîìó áà-
çèñó, ÷òî íå èçìåíÿåò ðåçóëüòàòà.
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ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÍÀÈËÓ×ØÈÕ n�×ËÅÍÍÛÕ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÉ ÊËÀÑÑÎÂ ÔÓÍÊÖÈÉ Â

ÀÍÈÇÎÒÐÎÏÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ËÎÐÅÍÖÀ
Ã. Àêèøåâ (Àñòàíà, Êàçàõñòàíñêèé ôèëèàë ÌÃÓ)

akishev_g@mail.ru

Ïóñòü Rm � m-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x = (x1, . . . , xm) ñ
âåùåñòâåííûìè êîîðäèíàòàìè; Tm = [0, 2π)m è p = (p1, . . . , pm), τ =
(τ1, . . . , τm) è pj , τj ∈ (1,∞), j = 1, . . . ,m. L∗

p,τ (Tm) �àíèçîòðîïíîå
ïðîñòðàíñòâî Ëîðåíöà , âñåõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f(x)
èìåþùèõ ïåðèîä 2π ïî êàæäîé ïåðåìåííîé è äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà

‖f‖∗p,τ

=

[∫ 1

0

[
. . .

[∫ 1

0

(
f∗1,...,∗m(t)

)τ1
t
τ1
p1

−1

1 dt1

] τ2
τ1

. . .

] τm
τm−1

t
τm
pm

−1
m dtm

] 1
τm

êîíå÷íà , ãäå f∗1,...,∗m (t1, ..., tm) - íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà
ôóíêöèè |f(2πx)| ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xj ∈ [0, 1) ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ (ñì. [1]).
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Â ñëó÷àå p1 = ... = pm = τ1 = ... = τm = p ïðîñòðàíñòâî L∗
p,τ (Tm)

ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà Lp (Tm) ñ íîðìîé ‖f‖p (ñì. [ 2],
ãë. I, ï. 1.1).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ an(f) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈
L1(Tm) ïî ñèñòåìå {ei⟨n,x⟩}n∈Zm è 〈y, x〉 =

m∑
j=1

yjxj ;

δs(f, x) =
∑
n∈ρ(s)

an(f)e
i⟨n,x⟩,

ρ(s) =
{
k = (k1, ..., km) ∈ Zm : [2sj−1] ⩽ |kj | < 2sj , j = 1, ...,m

}
,

[a]�öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a, s = (s1, ..., sm), sj = 0, 1, 2, . . ..
Ïóñòü p = (p1, ..., pm), τ = (τ1, . . . , τm), r = (r1, . . . , rm) è pj , τj ∈

(1,∞), rj > 0, j = 1, . . . ,m, 1 ⩽ θ ⩽ ∞. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùèé
àíàëîã êëàññà Íèêîëüñêîãî�Áåñîâà Srp,θB â àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ëîðåíöà

Srp,τ,θB =
{
f ∈ L∗

p,τ (Tm) :
(∑
s∈Zm

+

2⟨s,r⟩θ(‖δs(f)‖∗p,τ )θ
)1/θ

⩽ 1
}
.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à: îöåíêà âåëè÷èíû

en(S
r
p,τ (1),θB)q,τ (2) = sup

f∈Sr

p,τ(1),θ
B

en(f)q,τ (2) ,

ãäå en(f)q,τ (2) � íàèëó÷øåå n�÷ëåííîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ïðè-
áëèæåíèå ôóíêöèè f ∈ Sr

p,τ (1),θ
B, n ∈ N ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

L∗
q,τ (2)(Tm), q = (q1, . . . , qm), τ (2) = (τ

(2)
1 , . . . , τ

(2)
m ), 1 < qj , τ

(2)
j < ∞,

j = 1, . . . ,m.
Òî÷íûå ïî ïîðÿäêó îöåíêè íàèë÷øèõ n�÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé

ðàçëè÷íûõ êëàññîâ â ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà Lp, õîðîøî èçâåñòíû (áî-
ëåå ïîäðîáíî ñì. [3]). Îöåíêè âåëè÷èíû en(S

r
p,τ (1),θ

B)q,τ (2) , â ñëó÷àå

1 < pj < qj < ∞, 1 < τ
(1)
1 , τ

(2)
1 < ∞, j = 1, . . . ,m ðàíåå óñòàíîâëåíû

â [4]. Â ñëó÷àå 1 < pj = qj = p <∞, j = 1, . . . ,m äîêàçàíà

Òåîðåìà.Ïóñòü 1 < p ⩽ τ
(1)
j <∞ j = 1, . . . ,m, τ

(2)
1 = ... = τ

(2)
m =

τ2 < min{2, p}, 1 ⩽ θ ⩽ ∞ è 0 < r1 = . . . = rν < rν+1 ⩽ . . . ⩽ rm.
1. Åñëè 1 < τ2 < θ ⩽ ∞ è r1 > 0 èëè 1 ⩽ θ ⩽ τ2 <∞ è r1 >

1
θ−

1
τ2
,

òî

en(S
r
p,τ (1),θB)q,τ (2) ⩽ Cn−r1(log2(n+ 1))

(ν−1)(r1+
1
τ2

− 1
θ )+

ν∑
j=1

( 1
τ2

− 1

τ
(1)
j

)

.
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2. Åñëè 1 ⩽ θ < τ2 <∞ è 0 < r1 <
1
θ −

1
τ2
, òî

en(S
r
p,τ (1),θB)q,τ (2) ⩽ Cn−r1(log2(n+ 1))

ν∑
j=1

( 1
τ2

− 1

τ
(1)
j

)

.

Ëèòåðàòóðà
1. Blozinski A. P. Multivariate rearragements and Banach function

spaces with mixed norms /A. P. Blozinski //Trans. Amer. Math. Soc. �
1981. � Vol. 263, � 1 � P. 146�167.

2. Íèêîëüñêèé Ñ. Ì., Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
è òåîðåìû âëîæåíèÿ /Ñ. Ì. Íèêîëüñêèé. � Ì. : Íàóêà, 1977. � 456 ñ.

3. Dinh Dung , Temlyakov V.N., Ullrich T. Hyperbolic cross
approximation // arXiv: 1601. 03978v1[math.NA] 15 Jan. 2016. 154 p.

4. Àêèøåâ Ã. Î ïîðÿäêàõ M�÷ëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ êëàññîâ â
ïðîñòðàíñòâå Ëîðåíöà /Ã. Àêèøåâ // Ìàòåì. æóð. � 2011. � Ò. 11,
� 1. � Ñ. 5�29.

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ
ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ Â ÊÎËÜÖÅ ÔÓÍÊÖÈÉ
Î.Â. Àêîïÿí, Ð.Ð. Àêîïÿí (Åêàòåðèíáóðã, ÓðÔÓ)

RRAkopyan@mephi.ru

Ïóñòü Cr,R = {z ∈ C : r < |z| < R} � êîëüöî ñ ãðàíè÷íûìè
îêðóæíîñòÿìè γr è γR; z0 ∈ Cr,R; m è n � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà. Íà êëàññå H2

n àíàëèòè÷åñêèõ â êîëüöå Cr,R ôóíêöèé f, äëÿ
êîòîðûõ L2(γr)-íîðìà ôóíêöèè êîíå÷íà è ‖f (n)‖L2(γR) ⩽ 1, ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñâÿçàííûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è.

Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèîíàëà:

ω(δ) = sup{|f (m)(z0)| : f ∈ H2
n, ‖f‖L2(γr) ⩽ δ}. (1)

Èç îïðåäåëåíèÿ (1) äëÿ ôóíêöèé ïðîñòðàíñòâà Õàðäè H2(Cr,R) ñëå-
äóåò àíàëîã íåðàâåíñòâà Àäàìàðà-Êîëìîãîðîâà:

|f (m)(z0)| ⩽ ‖f (n)‖L2(γR) ω
(
‖f‖L2(γr)/‖f

(n)‖L2(γR)

)
. (2)

Ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè (1) òåñíî ñâÿçàí ñ âåëè÷èíîé îïòèìàëü-
íîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Äëÿ ϕ èç F(L2(γr)) � ìíîæåñòâà âñåõ ôóíê-
öèîíàëîâ íà L2(γr), âåëè÷èíà

U(δ, ϕ) = sup{|f (m)(z0)− ϕ(fδ)| :

© Àêîïÿí Î.Â., Àêîïÿí Ð.Ð., 2023
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f ∈ Hn
2 , fδ ∈ L2(γr), ‖f − fδ‖L2(γr) ⩽ δ}

ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ âîññòàíîâëåíèÿ ìåòîäîì ϕ (ïðîèçâîäíîé ïî-
ðÿäêà m) ôóíêöèè êëàññà Hn

2 â òî÷êå z0 ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè,
çàäàííûì ñ ïîãðåøíîñòüþ íà îêðóæíîñòè γr. Òîãäà

E(δ) = inf{U(δ, ϕ) : ϕ ∈ F(L2(γr))} (3)

åñòü âåëè÷èíà îïòèìàëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷è-
íû (1) è (3) ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì E(δ) = ω(δ), δ > 0.

Èñòîðèþ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷, áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìûì (1) è
(3), ñì. â [1],[2] è ïðèâåä¼ííóþ òàì áèáëèîãðàôèþ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ gh, h > 0, àíàëèòè÷åñêóþ â êîëüöå Cr,R, å¼
ðÿäîì Ëîðàíà

gh(z) =

+∞∑
k=−∞

αk,mz0
k−m

r2k + hα2
k,nR

2(k−n) z
k,

â êîòîðîì

αk,s =

s−1∏
j=0

(k − j), s ∈ N, è αk,0 = 1.

Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë ϕh èç F(L2(γr)) ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

ϕh(f) =

+∞∑
k=−∞

αk,mr
kzk−m0

r2k + hα2
k,nR

2(k−n) ck, f(z) =

+∞∑
k=−∞

ckz
k, |z| = r.

Òåîðåìà. Âåðõíÿÿ ãðàíü (1) äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèÿõ cgh, |c| =
‖g(n)‖−1

L2(γR). Íèæíÿÿ ãðàíü (3) äîñòèãàåòñÿ íà ôóíêöèîíàëå ϕh. Ïà-

ðàìåòðû δ è h ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

+∞∑
k=−∞

α2
k,m|z0|2(k−m)

r2k

(r2k + hα2
k,nR

2(k−n))2
= δ2

+∞∑
k=−∞

α2
k,mα

2
k,n|z0|

2(k−m)
R2(k−m)

(r2k + hα2
k,nR

2(k−n))2
.
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ÎÁ ÎÐÁÈÒÀÕ 7-ÌÅÐÍÛÕ ÀËÃÅÁÐ ËÈ C 4-ÌÅÐÍÛÌ
ÍÈËÜÐÀÄÈÊÀËÎÌ1

Ð.Ñ. Àêîïÿí, À.Â. Ëîáîäà (Ìîñêâà, ÌÈÐÝÀ; Âîðîíåæ, ÂÃÒÓ)
akrim111@yandex.ru, lobvgasu@yandex.ru

Ñîãëàñíî [1], [2], ó 7-ìåðíîé íåðàçëîæèìîé ðàçðåøèìîé âåùå-
ñòâåííîé àëãåáðû Ëè ìàêñèìàëüíûé íèëüïîòåíòíûé èäåàë (íèëü-
ðàäèêàë) N ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü îò 4 äî 7. Ïðè ýòîì 4-ìåðíûé
íèëüðàäèêàë èìåþò âñåãî 8 òèïîâ 7-ìåðíûõ (íåðàçëîæèìûõ ðàçðå-
øèìûõ) àëãåáð Ëè (ñì. [2]).

Ïðèìåð 1. Àëãåáðà g6 èç [2] çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òàáëèöåé êîì-
ìóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (a, b, c ∈ R):

g6 e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7
e1 −e2 e1
e2 e1 e2
e3 e3 e3
e4 ae4 be4 ce4
e5
e6

Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îïèñàíèÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ ãèïåðïî-
âåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå C4, ÿâëÿþùèõñÿ îðáèòàìè 7-ìåðíûõ àë-
ãåáð Ëè, àâòîðàìè èçó÷àëàñü ñèòóàöèÿ Ëåâè-íåâûðîæäåííûõ îðáèò.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåàëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå C4 áîëåå ÷åì 300 òèïîâ
7-ìåðíûõ àëãåáð, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ dimN ⩾ 4, íå èìåþò
íåâûðîæäåííûõ îðáèò (ñì., íàïðèìåð, [3]).

Òåîðåìà 1. Âñå 8 òèïîâ àëãåáð èç [2] äîïóñêàþò àôôèííûå ðå-
àëèçàöèè è Ëåâè-íåâûðîæäåííûå òðóá÷àòûå îðáèòû.

Óòî÷íèì, ÷òî 4-ìåðíûé íèëüðàäèêàë â àëãåáðàõ èç [2] ÿâëÿåò-
ñÿ àáåëåâûì èäåàëîì. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ïðèìåíèìà ïðåäëîæåí-
íàÿ â [3] ñõåìà èçó÷åíèÿ îðáèò 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè, èñïîëüçóþùàÿ
òðè ñëó÷àÿ óïðîùåíèÿ íåçàâèñèìîé ÷åòâåðêè êîììóòèðóþùèõ ãîëî-
ìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé èç òàêèõ àëãåáð. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû
1 îòíîñèòñÿ ê ïðîñòåéøåìó ñëó÷àå âûïðÿìëåíèÿ ÷åòâåðêè êîììóòè-
ðóþùèõ ïîëåé.

Ïðèìåð 2. 7-ìåðíûå àëãåáðû Ëè ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
â C4 ñ áàçèñàìè

e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1), (1)
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-

00497) è ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-21-00109).
© Àêîïÿí Ð.Ñ., Ëîáîäà À.Â., 2023
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e5 = (z2,−z1, 0, az4), e6 = (z1, z2, z3, bz4), e7 = (0, 0, z3, cz4),

ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ðåàëèçàöèÿìè àëãåáð èç ïðèìåðà 1.
Ïðåäëîæåíèå 1. Îðáèòàìè â C4 àëãåáð ñ áàçèñàìè (1) ÿâëÿ-

þòñÿ íåâûðîæäåííûå òðóá÷àòûå ïîâåðõíîñòè ñ óðàâíåíèÿìè

yA1 y
B
2 |e(C+i) ln(y3+iy4)| = 1. (2)

Ïðåäëîæåíèå 2. 7-ìåðíûå àëãåáðû Ëè ñ áàçèñàìè

e1 = (0, i, z1, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0), e4 = (0, 0, 0, 1), (3)

e5 = (iz1, iz2, z1z2, az4), e6 = (0, z2, z3, bz4), e7 = (z1, 0, z3, cz4)

òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè àëãåáðû g6. Îðáèòàìè ýòèõ ðåà-
ëèçàöèé ÿâëÿþòñÿ Ëåâè-íåâûðîæäåííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ óðàâ-
íåíèÿìè (A,B,C � êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ a, b, c èç ïðèìåðà 1)

y3 = y1y2 + yA4 |z1|BeC arg z1 .

Çàìå÷àíèå. Ïîâåðõíîñòè â R4, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè (2),
àôôèííî îäíîðîäíû è èìåþò äèñêðåòíûå àôôèííûå ñòàáèëèçàòîðû,
ò.ê. èõ íåò â ñïèñêå [4].
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Í.Ä. Àðàõîâ, Â.Ë. Ïðÿäèåâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
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Ïóñòü Γ - îðèåíòèðîâàííûé ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô (ñì. [1]), íà
êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′′(x) + pi(x)ϕi(y(x))y(x)gi(y
′(x)) = 0, x ∈

m⋃
j=1

γj , (1)

ãäå γj , j = 1,m - ð¼áðà Γ, i = 1, 2, ñ óñëîâèÿìè òðàíñìèññèè (óñëî-
âèÿìè ãëàäêîñòè): ∑

j∈I(a)

αj(a)y
′
j(a) = 0, a ∈ J(Γ), (2)

ãäå J(Γ) ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ âåðøèí Γ, I(a) = {j = 1,m |
γj 3 a}, αj(a) > 0 ôèêñèðîâàííû, y′j(a) - ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y
â òî÷êå a ïî íîðìàëè, âíóòðåííåé äëÿ ðåáðà γj . Î êîýôôèöèåíòàõ
óðàâíåíèé (1) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî: âî-ïåðâûõ, pi, i = 1, 2, ðàâíî-
ìåðíî íåïðåðûâíû ïîëîæèòåëüíû è îòäåëåíû îò íóëÿ íà êàæäîì
γj , âî-âòîðûõ, ôóíêöèÿ f , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì f(y) = yϕ(y),
âîçðàñòàåò íà R, â-òðåòüèõ, g, ϕ ∈ F , ãäå F � ìíîæåñòâî ïîëîæè-
òåëüíûõ è íåïðåðûâíûõ íà R ôóíêöèé, íåóáûâàþùèõ íà (−∞; 0] è
íåâîçðàñòàþùèõ íà [0;+∞), â-÷åòâ¼ðòûõ, p1 ⩾ p2, g1 ⩾ g2, ϕ1 ⩾ ϕ2.

Òåîðåìà (ñì. [2]) Ïóñòü Γ � ãðàô-äåðåâî. Ïóñòü u è v � ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâåííî, ïðè i = 1 è ïðè i = 2, ïðè÷¼ì
u > 0 íà Γ. Ïóñòü ∂Γ - ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ âåðøèí Γ, è ïóñòü â
êàæäîé âåðøèíå a ∈ ∂Γ \ {b}, ãäå b - íåêîòîðàÿ ãðàíè÷íàÿ âåðøèíà
Γ, âûïîëíåíî óñëîâèå (ïðîèçâîäíûå � â ñìûñëå îðèåíòàöèè îò a):

[(v(a) = u(a)) ∧ (v′(a) ⩾ u′(a))] ∨ [((0 < u(a) < v(a))∧
∧(u′(a)/u(a) ⩽ v′(a)/v(a))].

Òîãäà äëÿ ëþáîé a ∈ ∂Γ \ {b}
10) v(x)/u(x) íå óáûâàåò ïðè x, ïðîáåãàþùåì ëîìàííóþ Γ(a, b) ⊆

⊆ Γ îò å¼ íà÷àëà a äî å¼ êîíöà b,

© Àðàõîâ Í.Ä., Ïðÿäèåâ Â.Ë., 2023
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20) v ⩾ u íà Γ.
Îêàçûâàåòñÿ, óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû ñîõðàíÿåò ñèëó è ïðè

áîëåå îáùèõ, íåæåëè (2), óñëîâèÿõ òðàíñìèññèè. À èìåííî, âìåñòî
(2) ìîæíî ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ

Ha

((
y′j(a)

y(a)

)
j∈I(a)

, y(a)

)
= 0, a ∈ J(Γ), (3)

â êîòîðûõ ôóíêöèè Ha : R|I(a)| × (0;+∞) −→ R îáëàäàþò ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâîì: åñëè, ñîõðàíÿÿ ðàâåíñòâî Ha((βj)j∈I(a), u) = 0,
â íàáîðå (βj)j∈I(a) âñå ÷èñëà, êðîìå îäíîãî (ïóñòü ýòî áóäåò βj0),
óìåíüøèòü, à ÷èñëî u > 0 óâåëè÷èòü, òî βj0 óâåëè÷èòñÿ. È òîãäà
óòâåðæäåíèå òåîðåìû îñòà¼òñÿ â ñèëå.
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèÿõ ýêñòðåìóìà â êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷àõ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëå-
íèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ñëó÷àþ, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåîáõî-
äèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, íî íå âûïîëíÿþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ. Â ÷àñòíîñòè, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ßêîáè, íî íå âûïîëíÿåòñÿ
óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè. Ñôîðìóëèðóåì â òåçèñàõ äâå òåîðåìû äëÿ
ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ è äëÿ çàäà÷è ñî ñòàð-
øèìè ïðîèçâîäíûìè. Àíàëîãè÷íûå òåîðåìû ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è
Áîëüöà è èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ
êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì

J(x) =

t1∫
t0

(Aẋ2+ 2Cẋx+Bx2 + 2Dx︸ ︷︷ ︸
L

) dt→ min;
x(t0) = x0,

x(t1) = x1.
(P1)

© Àñêåðîâà Í.Þ., Ãàëååâ Ý.Ì., 2023
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü A(·), C(·)∈C1([t0; t1]), B(·), D(·)∈C([t0; t1]),
âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà íà ìèíèìóì. Òîãäà

a) åñëè âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, òî äîïóñòèìàÿ ýêñ-
òðåìàëü x̂ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé
ìèíèìóì;

b) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè è äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü ñó-
ùåñòâóåò, òî îíà äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìèíèìóì â çàäà÷å;

c) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, íî íå âûïîëíåíî óñèëåííîå
óñëîâèå è äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü íå ñóùåñòâóåò, òî Sabsmin =
−∞;

d) åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, òî Sabsmin = −∞. Åñëè ïðè
ýòîì ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü x̂, òî x̂ /∈ wlocminP1.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñî ñòàðøèìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ êâàäðàòè÷-
íîãî ôóíêöèîíàëà, èìåþùåãî äèàãîíàëüíûé âèä

J(x)=

t1∫
t0

(
n∑
k=0

Ak(x
(k))2dt

)
→ min;

x(k)(t0)=xk0,

x(k)(t1)=xk1,
k=0, . . . , n−1. (P2)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè Ak(·) ∈ Ck([t0; t1]), k = 0, . . . , n, è
âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. Òîãäà

a) åñëè âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, òî äîïóñòèìàÿ
ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííàÿ è äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé
ìèíèìóì;

b) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, íî íå âûïîëíåíî óñèëåííîå è
äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò, òî îíà äîñòàâëÿåò àáñîëþò-
íûé ìèíèìóì;

c) åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, íî íå âûïîëíåíî óñèëåííîå, äî-
ïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü íå ñóùåñòâóåò è

n∑
k=1

k∑
j=1

(−1)j+1 d
j−1

dtj−1

(
Akh

(k)
)
x(k−j)

∣∣∣t1
t0

6= 0,

ãäå h � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
h(k)(t0) = h(k)(t1) = 0, k = 0, . . . , n− 1, òî Sabsmin = −∞.

d) åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, òî SabsminP = −∞. Åñëè
ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü, òî îíà íå äîñòàâ-
ëÿåò äàæå ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì.
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Â ïóíêòå c) ñëó÷àé, êîãäà âûïèñàííàÿ ñóììà íå ðàâíÿåòñÿ íóëþ,
òðåáóåò äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé.

Óòâåðæäåíèÿ òåîðåì, àíàëîãè÷íûå ïóíêòàì a) è d), â ïðîñòåéøåé
çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, çàäà÷å Áîëüöà, çàäà÷å ñî ñòàðøè-
ìè ïðîèçâîäíûìè è èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å ñîäåðæàòñÿ â ìîíî-
ãðàôèè [1].

Òåîðåìà 1 äëÿ ÷èñòî êâàäðàòè÷íîãî ñëó÷àÿ (áåç ëèíåéíîé äîáàâ-
êè Dx) ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè [2].
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Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

uα(x) =

x∫
0

H(x+ t)u(t) dt+

x∫
0

K(x− t)u′(t) dt+ f(x), α > 1, (1)

ãäå H(x), K(x) è f(x) íà ïîëóîñè [0,∞) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

H ∈ C1[0,∞), H(x) íå óáûâàåò è H(0) ⩾ 0, (2)

K ∈ C1[0,∞), K ′(x) íå óáûâàåò, K(0) = 0 è K ′(0) > 0, (3)

f ∈ C1[0,∞), f(x) íå óáûâàåò è f(0) = 0. (4)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå:

Q1
0 =

{
u(x) : u ∈ C[0,∞) ∩ C1(0,∞), u(0) = 0, u(x) > 0 ïðè x > 0

}
.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-11-00177).
© Àñõàáîâ Ñ.Í., 2023
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Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3) è (4). Åñëè u ∈ Q1
0

è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [0,∞):

L(x) ≡

α− 1

α

x∫
0

[H(2t) +K ′(0)] dt

1/(α−1)

⩽ u(x) ⩽

⩽

α− 1

α

x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt+ f (α−1)/α(x)

1/(α−1)

≡ R(x).

Ðàññìîòpèì íåëèíåéíûé èíòåãpàëüíûé îïåpàòîp ñâåpòêè T :

(Tu)(x) =

 x∫
0

[H(x+ t) +K ′(x− t)]u(t) dt+ f(x)

1/α

, α > 1,

â êëàññå Pb = {u(x) : u ∈ C[0, b] è L(x) ⩽ u(x) ⩽ R(x)}, ãäå b > 0.
Ââåäåì â êëàññå Pb ìåòðèêó

ρb(u1, u2) = sup
0<x⩽b

|u1(x)− u2(x)|
R(x)

(6)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

q = sup
0<x⩽b

α−1
α

x∫
0

[2H(2t)−H(t) +K ′(t)] dt+ f (α−1)/α(x)

(α− 1)
x∫
0

[H(2t) +K ′(0)]dt

< 1. (7)

Òåîðåìà 1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2), (3), (4) è (7), òî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) èìååò â Q1

0 (è â Pb ïðè
ëþáîì b > 0) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u∗(x). Ýòî ðåøåíèå óäîâëå-
òâîðÿåò íåðàâåíñòâàì L(x) ⩽ u∗(x) ⩽ R(x) è åãî ìîæíî íàéòè â
ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Pb ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïpèáëèæåíèé ïî ôîðìóëå un = Tun−1, n ∈ N, ñî ñõîäèìîñòüþ ïî
ìåòpèêå (6). Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

ρb(un, u
∗) ⩽ qn

1− q
· ρb(Tu0, u0), n ∈ N,

ãäå u0 ∈ Pb åñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå (ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ).
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Òåîðåìà 1 îáîáùàåò òåîðåìó 2 èç ðàáîòû [1], â êîòîðîé èçó÷åíî
óðàâíåíèå (1) ïðè f(x) ≡ 0. Ñëåäóÿ ðàáîòå [2], àíàëîãè÷íî ìîæíî èñ-
ñëåäîâàòü óðàâíåíèå âèäà (1) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îò-
íîñèòåëüíî ïðèëîæåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, òåñíî ñâÿçàííûõ
ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1), ñì. [3].
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Î ÏÐÎÂÅÐÊÅ ¾ÏÐÎÑÒÎÉ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÑÒÈ¿
ÃÈÏÅÐÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ Â C4 1
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Âåùåñòâåííàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü M ∈ Cn íàçûâàåòñÿ (ëîêàëüíî)
ãîëîìîðôíî îäíîðîäíîé â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå, åñëè ñóùåñòâóåò âå-
ùåñòâåííàÿ àëãåáðà Ëè ãîëîìîðôíûõ (âáëèçè äàííîé òî÷êè) âåêòîð-
íûõ ïîëåé, êàñàòåëüíûõ ê M , òàêàÿ ÷òî çíà÷åíèÿ ïîëåé èç ýòîé àë-
ãåáðû â îáñóæäàåìîé òî÷êå íàêðûâàþò âñþ êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü
ê M .

Ãîëîìîðôíî îäíîðîäíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòî
îäíîðîäíîé, åñëè íå ñóùåñòâóåò àëãåáðû Ëè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-
âèþ îäíîðîäíîñòè, è èìåþùåé ðàçìåðíîñòü, áîëüøóþ ÷åì 2n− 1.

Â ïðîñòðàíñòâå C4 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñåìåéñòâà ¾ïðåòåíäåí-
òîâ¿ íà ïðîñòóþ îäíîðîäíîñòü (A,B,C ∈ R):

y3 = y1y2 + yA4 |z1|BeC arg z1 , (1)

(v − x22)x
2
1 = A(x3 − y1x2)

2, (2)

(y4 −By21 + 3x21y2 + y21y2 + 3x1y3)
2 = Cy31 − y21(2x1y2 + y3)

2. (3)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-
00497) è ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-21-00109).
© Àòàíîâ À.Â., Ëîáîäà À.Â., 2023
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Ïîâåðõíîñòè èç ñåìåéñòâ (1)�(3) ÿâëÿþòñÿ Ëåâè-íåâûðîæäåí-
íûìè ïðè ¾îáùåì ïîëîæåíèè¿ îïðåäåëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ, à èõ ôîð-
ìû Ëåâè èìåþò ñèãíàòóðó (+,+,−). Ñîãëàñíî [1], ñòàáèëèçàòîð ëþ-
áîé Ëåâè íåâûðîæäåííîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â Cn+1, ñèãíàòóðà ôîð-
ìû Ëåâè êîòîðîé èìååò ðîâíî îäèí ìèíóñ, ëèíåàðèçóåòñÿ â íåêî-
òîðûõ íîðìàëüíûõ ïî Ìîçåðó (ñì. [2]) êîîðäèíàòàõ. Áëèçêèå ê id
ïðåîáðàçîâàíèÿ èç ýòîãî ñòàáèëèçàòîðà èìåþò âèä

z∗ = Cz, w∗ = λ2w, ãäå C = λeiθV, λ, θ ∈ R, V ∈ SU(n− 1, 1). (4)

Ïðåîáðàçîâàíèÿìè èç ñòàáèëèçàòîðà âåùåñòâåííîé ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè áåñêîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Nklm èç åå íîðìàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ

Imw = 〈z, z〉+
∑
k,l,m

Nklm(z, z̄) (Rew)
m

(5)

äîëæíà ñîõðàíÿòüñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Nklm(Cz,Cz)λ2m = λ2Nklm(z, z̄). (6)

Äëÿ ñåìåéñòâ (1)�(3) ïîëó÷åíèå âûâîäîâ î ïðîñòîé îäíîðîäíîñòè
ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîñëå ïðîâåðêè óñëîâèé (6) ëèøü äëÿ
äâóõ ìëàäøèõ ìíîãî÷ëåíîâ N220 è N320 èç óðàâíåíèÿ (5).

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîâåðõíîñòè, îïðåäåëÿå-
ìîé óðàâíåíèåì (1), ïðè A = 1/2, B = 1, C = 0:

(y3 − y1y2)
2 = y4(x

2
1 + y21). (7)

Ïðåäëîæåíèå 1.Ìíîãî÷ëåí N220, ïîëó÷àåìûé ïðîñòåéøåé íîð-
ìàëèçàöèåé óðàâíåíèÿ (7), ñîäåðæèò 18 ñëàãàåìûõ è ñîõðàíÿåòñÿ
ëèøü ñëåäóþùèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà (4):

C = eiθ

 1 0 0
0 1 + it −it
0 it 1− it

 , t, θ ∈ R. (8)

Çàìå÷àíèå 1. Ïàðà (N220, N320), ïîëó÷àåìàÿ ïðîñòåéøåé íîð-
ìàëèçàöèåé, äîïóñêàåò T (N220, a)-âîçìóùåíèÿ (ñì. [3, ô-ëà (1.12)])
ìíîãî÷ëåíà N320 ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðîì a ∈ C3.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðè ëþáîì âåêòîðå a ∈ C3 ñîõðàíåíèå âîçìó-
ùåííîé ïàðû (N220, N

∗
320) ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà (8) âîçìîæíî ëèøü

ïðè òðèâèàëüíûõ ïàðàìåòðàõ t, θ.
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Çàìå÷àíèå 2. Â òîì æå ñåìåéñòâå (1) èìåþòñÿ ñôåðè÷åñêèå ïî-
âåðõíîñòè ñ ¾áîãàòûìè¿ ñòàáèëèçàòîðàìè, íàïðèìåð, ïîâåðõíîñòü
y3 − y1y2 = y24(x

2
1 + y21). Â (ëþáîì) íîðìàëüíîì óðàâíåíèè ýòîé ïî-

âåðõíîñòè ìíîãî÷ëåí N220 ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì.
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ËÈÍÅÉÍÛÕ ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÅÉÒÐÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ
À.Ñ. Áàëàíäèí (Ïåðìü, ÏÍÈÏÓ)
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Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíîãî
àâòîíîìíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåéòðàëüíîãî òèïà

(1)


ẋ(t)−

J∑
j=1

aj ẋ (t− hj) =

∫ υ

0

x(t− s) dr(s), t ∈ R+,

x(ξ) = ϕ(ξ), ẋ(ξ) = ϕ̇(ξ), ξ < 0,

ãäå J ∈ N, aj ∈ R, hj , υ ∈ R+, ôóíêöèÿ r : [0, υ] → R èìååò îãðàíè-
÷åííóþ âàðèàöèþ, r(0) = 0, èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�
Ñòèëòüåñà.

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ
ðàñïîëîæåíèÿ íóëåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

g(p) = p

1−
J∑
j=1

aje
−phj

−
∫ υ

0

e−pξ dr(ξ), p ∈ C.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âåðòè-
êàëüíûõ öåïåé íóëåé (áåñêîíå÷íî ìíîãî íóëåé ëåæàò â âåðòèêàëüíîé
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ïîëîñå êîíå÷íîé øèðèíû). Åñëè ýòè öåïè ëåæàò ñïðàâà îò ìíèìîé
îñè, òî óðàâíåíèå íåóñòîé÷èâî; åñëè ñëåâà îò ìíèìîé îñè è îòäåëåíû
îò íåå, òî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî. Áîëåå òîãî, îòäåë¼ííîñòü êîð-
íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îò ìíèìîé îñè åñòü íåîáõîäèìîå
óñëîâèå ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè.

Â ðàáîòàõ [1�4] áûëè ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå êðèòåðèè ýêñïîíåí-
öèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óðàâíåíèé íåéòðàëü-
íîãî òèïà âèäà (1) è ïîñòðîåíû îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷è-
âîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îäíàêî ïîëó÷åííûå êðèòåðèè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
äëÿ óðàâíåíèÿ (1) óòâåðæäàþò òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå ïîêàçàòåëÿ
ýêñïîíåíòû è åãî çíàê, íî íå äàþò îöåíêè. Ïîýòîìó èíòåðåñíà åù¼
îäíà çàäà÷à: òî÷íàÿ îöåíêà ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (êîýôôèöèåíòîâ è çàïàçäûâàíèé) óðàâíå-
íèÿ (1). Äëÿ óðàâíåíèÿ

ẋ(t)− aẋ(t− 1) = bx(t− 1), t ∈ R+,

â ðàáîòå [5] ïîëó÷åíà òî÷íàÿ îöåíêà ïîêàçàòåëÿ ðåøåíèé.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÐÀÇÍÎÑÒÍÎÉ ÑÕÅÌÅ ÄËß
ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎ-ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Î.Ï. Áàðàáàø (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
navyS9@yandex.ru

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ðàñïðîñòðà-
íåíèå ýïèäåìèé è äèíàìèêó íàðîäîíàñåëåíèÿ, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà
ëîãèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+Au(S − u), (1)

ãäå A-ïîñòîÿííàÿ ðîñòà, S-òåîðåòè÷åñêèé ìàêñèìóì äëÿ ÷èñëà u. Ïî-
ñòðîåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðîâåäåì â ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè D = (0 ⩽ x ⩽ 1, 0 ⩽ t ⩽ T ) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
u(x, 0) = u0(x), 0 ⩽ x ⩽ 1, è íåíóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u(0, t) = u1(t), u(1, t) = u2(t), 0 ⩽ t ⩽ T. Ââåäåì ñåòêó

whτ = wh × wτ = {xi = ih, i = 0, 1, .., N} × {tj = jτ, j = 0, 1, ..,M}

ñ øàãàìè h = 1/N è τ = T/M .
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà L = ∂

∂t −
∂2

∂x2 èñïîëüçóåì øåñòè-
òî÷å÷íûé øàáëîí [1], ñîñòîÿùèé èç óçëîâ

(xi±1, tj+1), (xi, tj+1), (xi±1, tj)

ñ öåíòðîì â òî÷êå (xi, tj+1). Çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè â óçëå
(xi, tj) îáîçíà÷èì ÷åðåç yji . Ïðîâåäåì ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ:
çàìåíèì ∂u

∂t ïåðâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé, à
∂2u
∂x2 - âòîðîé ðàçíîñò-

íîé ïðîèçâîäíîé. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå uxx = Λu è ââîäÿ ïðîèç-
âîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð σ ∈ (0, 1),ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ ñõå-
ìó "c âåñàìè"[2]:

yj+1
i − yji
τ

= Λ(σyj+1
i + (1− σ)yji ) + ϕji , 0 < i < N, 0 ⩽ j < M, (2)

ãäå ϕji - ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïðàâîé ÷àñòè f(u) = Au(S − u) íà
âíóòðåííèõ óçëàõ ñåòêè,à

Λyi =
yi−1 − 2yi + yi+1

h2
.
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Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ àïïðîêñèìèðóåì òî÷íî

yj0 = uj1, y
j
N = uj2, (3)

y0i = y(xi, 0) = u0(xi), (4)

Òîãäà íåâÿçêà ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì

ψ = Λ(σû+ (1− σ)u)− ut + ϕ,

ϕ = (A− β)(S − u)û+ β(S − û)u.

C÷èòàÿ ôóíêöèþ u(x, t) äîñòàòî÷íî ãëàäêîé, à îïåðàòîð Λ ëèíåéíûì,
ïðèìåíèì ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, t), ïî-
ëó÷èì:

ψ = −Au(S−u)+(A−β)(S−u)u+β(S−u)u+O(h2+τ) = O(h2+τ).

C ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñõåìó (2)ñ êðàåâûìè
óñëîâèÿìè (3) ïðèâîäèì ê âèäó

Aiy
j+1
i−1 +Biy

j+1
i + Ciy

j+1
i+1 = Di, i = 1, .., N − 1,

yj+1
0 = uj+1

1 , yj+1
N = uj+1

2 .

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé, ò.ê.
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè è äâóì ñî-
ñåäíèì. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè [3].

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà ïîçâîëèëà äîáèòüñÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî h è ïåðâîãî ïî τ ,à òàêæå ñâåäåíèÿ íåëè-
íåéíîãî óðàâíåíèÿ (1) ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, ðåøåíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂ
ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÐÀÇÍÎÑÒÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ Ñ

ÈÍÂÎËÞÖÈÅÉ
À.Ã. Áàñêàêîâ, Ã.Â. Ãàðêàâåíêî, Í.Á. Óñêîâà
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Îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð J , äåéñòâóþùèé â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå X, íàçîâåì èíâîëþöèåé, åñëè J2 = I, ãäå I � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé îïåðàòîð èíâîëþöèè J : `p → `p, p ∈
[1,∞], äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå Jx(n) = x(−n), n ∈ Z, x ∈ `p. Ïðè-
ìåðû èññëåäîâàíèÿ îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé èìååòñÿ, íàïðèìåð, â [1,
2].

Ñèìâîëîì `∞ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
x : Z → C (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ). Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè α ∈ `∞ îïðåäåëèì îïåðàòîð Aα = αI, Aαx = αx, α ∈
`∞, x ∈ `p, D(Aα) = {x ∈ `p, αx ∈ `p, p ∈ [1,∞]}. Îïåðàòîð Aα íàçî-
âåì äèàãîíàëüíûì îïåðàòîðîì.

Ââåäåì ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Aα,β = Aα + AβJ = alphaI + βJ :
D(A) ⊂ `p → `p, p ∈ [1,∞]. Îòìåòèì, ÷òî I = Ae,0, ãäå e ∈ `∞, e(n) =
1, ∀n ∈ Z, J = A0,e, ñèìâîëîì 0 îáîçíà÷åíà íóëåâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.

Êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ l2 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ l2(Z+,C2) ôîðìóëîé x(n) = {x(n), x(−n)}, n ∈
Z+. Òàêàÿ çàìåíà áûëà ïðåäëîæåíà â [3]. Ïóñòü U : `2 → `2(Z+,C2),
Ux = x. Ââåäåì îïåðàòîð B̃α,β , êîòîðûé ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì Aα,β
ñîîòíîøåíèåì B̃α,β = UAα,βU

−1.
Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷åòîì äîêàçûâàåòñÿ
Ëåììà 1. Îïåðàòîð Aα,β óíèòàðíî ýêâèâàëåíòåí îïåðàòîðó

B̃α,β : `2(Z+,C2) → `2(Z+,C2) âèäà

(B̃α,βx)(n) =

(
α(n) β(n)
β(−n) α(−n)

)
x(n) = Q(n)x(n), n ∈ Z+. (1)

Èòàê, σ(B̃α,β) = ∪n∈Z+
σ(Q(n)) è äàëåå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà Q(n), n ∈ Z, ÷òî íå
ñîñòàâëÿåò òðóäà.

Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (1) âûòåêàåò
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Ëåììà 2. Ñïåêòð îïåðàòîðà Aα,β åñòü çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
÷èñåë âèäà{

α(0),
α(n) + α(−n)±

√
(α(n)− α(−n))2 + 4β(n)β(−n)

2

}
.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð Aα,β : D(Aα,β) ⊂ `2 → `2
ñàìîñîïðÿæåí. Âîçìóòèì åãî îïåðàòîðîì B, òàêèì, ÷òî îí ïðèíàä-
ëåæèò äâóñòîðîííåìó îïåðàòîðíîìó èäåàëó σ2(`2). Òîãäà äëÿ âîç-
ìóùåííîãî îïåðàòîðà Aα,β + B ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìû èç [4, 5],
êàñàþùèåñÿ ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà âîçìóùåííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Aα,β = A∗
α,β è B ∈ σ2(`2). Òîãäà ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ÷åòíàÿ âåùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R → R+

ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ìîäóëÿ íà R, ÷òî äëÿ λ ∈ σ(Aα,β + B)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Imλ| ⩽ f(Reλ).
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ÄÈÀÃÐÀÌÌÀ ÊÈÐÁÈ ÏÎËßÐÍÛÕ ÏÎÒÎÊÎÂ ÍÀ
×ÅÒÛÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

È.Õ. Áàõîâàääèíîâ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ)
bakhovaddinov@gmail.com

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n.
Íàïîìíèì, ÷òî ïîòîê f t íà Mn íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì, åñëè îí
ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûé è èìååò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωft , ñî-
äåðæàùåå ðîâíî îäíî èñòî÷íèêîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, îäíî ñòî-
êîâîå è ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâå-
ñèÿ. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ P (M4) ïîëÿðíûõ ïîòîêîâ íà
M4 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî f t ∈ P (M4) ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ñîñòî-
ÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñîñòîèò òîëüêî èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, óñòîé-
÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ äâóìåðíû. Ïîñêîëü-
êó òðàíñâåðñàëüíîñü ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè, èç îïðå-
äåëåíèÿ êëàññà íåïîñðåäñâåííî ñëåäóåò, ÷òî W s

p ∩Wu
q = ∅ äëÿ ëþ-

áûõ äâóõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ p, q ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà
f t ∈ P (M4). Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M4

ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì.
Â ñèëó [1] äëÿ ïîòîêà f t ∈ P (M4) ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ϕ : M4 → [0, 4] � ôóíêöèÿ Ìîðñà, ñòðîãî óáûâàþùàÿ
âäîëü íåçàìêíóòûõ òðàåêòîðèé ïîòîêà, ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî-
÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà
f t, ïðè÷åì ϕ(p) = dimWu

p äëÿ ëþáîãî p ∈ Ωft .
Ïîëîæèì Σft = ϕ−1(1), Σ′ = ϕ−(3), lσ = Wu

σ ∩ Σft äëÿ ëþáîãî
ñåäëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ σ, l′σ = W s

σ . Èç òðàíñâåðñàëüíîñòè
ïåðåñå÷åíèÿ ñôåð Σft ,Σ′ c èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè ñåäåë
ñëåäóåò, ÷òî lσ, l′σ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè çàìêíóòûìè ãëàäêèìè êðè-
âûìè (óçëàìè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Lft (L′) îáúåäèíåíèå âñåõ óçëîâ
lσ (l′σ). Ìíîæåñòâà Σft \ Lft ,Σ′ \ L′ ãîìåîìîðôíû ïðè ïîìîùè ãî-
ìåîìîðôèçìà η : Σft \ Lft → Σ′ \ L′ òàêîãî, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ Σft \ Lft òî÷êà ηx ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ïî-
òîêà f t, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x, ñî ñôåðîé Σ′. Ïîýòîìó ñôåðà
Σ′ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç Σft õèðóðãèåé âäîëü çàöåïëåíèÿ Lft è
äëÿ êàæäîãî óçëà lσ îïðåäåëåíî öåëîå ÷èñëî nσ (îñíàùåíèå), õàðàê-
òåðèçóþùåå ýòó õèðóðãèþ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Ñîâîêóïíîñòü òàêèõ
îñíàùåííûõ óçëîâ íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé Êèðáè ìíîãîîáðàçèÿM4.

Òåîðåìà Ïîòîêè f t, gt ∈ P (M4) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : Σft →
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Σgt òàêîé, ÷òî h(Lft) = Lgt è nσ = nh(σ) äëÿ ëþáîãî ñåäëîâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ σ ∈ Ωft .
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O P-ÑÂßÇÍÎÑÒÈ ÑÎËÍÖ1

Á.Á. Áåäíîâ (Ìîñêâà, ÏÌÃÌÓ)
bednov_b_b@sta�.sechenov.ru

Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X. Ìíîæåñòâî âñåõ áëè-
æàéøèõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà M äëÿ x ∈ X îáîçíà÷àåòñÿ

PM (x) = {y ∈M | ρ(x,M) = ‖x− y‖}.

Äëÿ íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊂ X òî÷êà x ∈ X \M íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé ñîëíå÷íîñòè, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ PM (x) (òî÷êà ñâå-
òèìîñòè) òàêàÿ, ÷òî y ∈ PM

(
(1− λ)y + λx

)
äëÿ âñåõ λ ⩾ 0, òî åñòü

äëÿ êàæäîé òî÷êè íà ëó÷å, âûõîäÿùåì èç y ê x, òî÷êà y ÿâëÿåòñÿ
áëèæàéøåé â M . Ìíîæåñòâî M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñîëíöåì [1], åñëè
êàæäàÿ òî÷êà x ∈ X \M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñîëíå÷íîñòè äëÿ M .

Èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû î ñâÿçíîñòè ñîëíö:
1) â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ëþ-

áîå ñîëíöå ñâÿçíî [2];
2) â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ëþ-

áîå ñîëíöå ëèíåéíî ñâÿçíî [3];
3) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì åñòü

íåñâÿçíîå ñîëíöå [4].
ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ P -ñâÿçíûì, åñëè PM (x) ñâÿçíî äëÿ ëþ-

áîãî x ∈ X [5].
Î P -ñâÿçíîñòè ñîëíö â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èçâåñòíî:
1) â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîëíöå P -ñâÿçíî [6];
2) â ln∞ñîëíöå P -ñâÿçíî [7];
3) â (BM)-ïðîñòðàíñòâàõ ñîëíöå P -ñâÿçíî [8].
Â îáçîðå [9] ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà 12: áóäåò ëè ñîëíöå â ïðî-

ñòðàíñòâå ln1 P -ñâÿçíûì?

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ãðàíò � 22-21-00415).
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Òåîðåìà 1. Â l31 ñîëíöå P -ñâÿçíî.

Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàíèÿ ñîëíö â öèëèíäðè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ([10], [11]) óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Â X = Y ⊕∞ R ïðè dimY = 2 ñîëíöå P -ñâÿçíî.
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ÌÍÎÃÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ1

Ñ.È. Áåçðîäíûõ (Ìîñêâà, ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ)
sbezrodnykh@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåìàÿ â äîêëàäå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
Ëàóðè÷åëëû F

(N)
D (a; b, c; z), ñì. [1], [2], çàâèñèò îò N êîìïëåêñ-

íûõ ïåðåìåííûõ (z1, . . . , zN ) =: z ∈ CN è êîìïëåêñíûõ ïàðàìåòðîâ
(a1, . . . , aN ) =: a ∈ CN , b, c ∈ C. Ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà â âèäå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà òèïà Ýéëåðà [1], [2]:

F
(N)
D (a; b, c; z) =

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1∏N
j=1(1− tzj)aj

dt, (1)

ãäå z ∈
{
|arg(1− zj)| < π, j = 1, N

}
, Re b > 0, Re (c− b) > 0, Γ(s) �

ãàììà�ôóíêöèÿ. Â ïîëèêðóãå UN :=
{
|zj | < 1, j = 1, N

}
ôóíêöèÿ

F
(N)
D ïðåäñòàâèìà â âèäå N�êðàòíîãî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà

F
(N)
D (a; b, c; z) :=

∞∑
|k|=0

(b)|k|(a1)k1 · · · (aN )kN
(c)|k|k1! · · · kN !

zk11 · · · zkNN ; (2)

ñóììèðîâàíèå â (2) âåäåòñÿ ïî ìóëüòèèíäåêñó k := (k1, . . . , kN ) ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîìïîíåíòàìè kj ⩾ 0, j = 1, N , äëÿ êî-
òîðîãî |k| :=

∑N
j=1 kj . Cèìâîë Ïîõãàììåðà (a)m := Γ(a+m)/Γ(a)

ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ m èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ: (a)0 = 1, (a)m =
a(a+ 1) · · · (a+m− 1).

Ôóíêöèÿ F (N)
D , îïðåäåëÿåìàÿ èç (1) èëè (2), óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-

þùåé ñèñòåìå èç N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè,
ñì. [1], [2]:

zj(1− zj)
∂2u

∂zj2
+ (1− zj)

∑′N

k=1
zk

∂2u

∂zj∂zk
+

+
[
c− (1 + aj + b)zj

] ∂u
∂zj

− aj
∑′N

k=1
zk
∂u

∂zk
− ajbu = 0, j = 1, N ;

(3)

çäåñü ¾øòðèõ¿ íàä ñóììîé îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ
ïî k 6= j. Èçâåñòíî [1], [2], ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z ∈ CN ýòà
ñèñòåìû èìååò N + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-21-00727).
© Áåçðîäíûõ Ñ.È., 2023
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Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîò [3], [4] ïî ðåøå-
íèþ ïðîáëåìû àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû
F

(N)
D . Ýòà ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âíå ïîëèêðóãà UN

óêàçàòü ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

F
(N)
D (a; b, c; z) =

∑N

j=0
λj uj(a; b, c; z), z /∈ UN , (4)

ãäå íàáîð ôóíêöèé {uj(a; b, c; z)}Nj=0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â ïðîñòðàí-
ñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû (3), à λj � íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû. Â ñòà-
òüÿõ [4], [5] ïîñòðîåíà ñèñòåìà ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå-
íèÿ âèäà (4), ãäå uj âûïèñàíû ÿâíî â òåðìèíàõ ãèïåðãåîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ Ãîðíà N ïåðåìåííûõ, à êîýôôèöèåíòû λj âûðàæåíû â
âèäå êîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé ãàììà-ôóíêöèé. Îáëàñòè ñõîäèìîñòè
ïîñòðîåííûõ ôîðìóë â ñîâîêóïíîñòè ïîêðûâàþò CN \ UN , òàê ÷òî
äëÿ êàæäîé òî÷êè z ∈ CN \UN ìîæíî óêàçàòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ïðåäñòàâëåíèå (4), â êîòîðîì âñå ðÿäû uj â äàííîé òî÷êè ñõîäÿòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî.

Â ñòàòüÿõ [3], [5] ôîðìóëû àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ôóíê-
öèè Ëàóðè÷åëëû ïðèìåíåíû äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíîãî àëãîðèò-
ìà ïîñòðîåíèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ â ñèòó-
àöèè ðåçêî íåðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðîîáðàçîâ âåðøèí. Òà-
êàÿ ñèòóàöèÿ, íàçûâàåìàÿ ýôôåêòîì ¾êðîóäèíãà¿ (îò àíãëèéñêîãî
¾to crowd¿ � ¾òîëïèòüñÿ¿), ìîæåò ïðèâîäèòü ê ñåðüåçíûì âû÷èñëè-
òåëüíûì òðóäíîñòÿì ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ, ñì.
îá ýòîì [6]�[8]. Â äîêëàäå ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ôóíêöèè Ëà-
óðè÷åëëû ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü êðîóäèíã â êà÷åñòâå áëàãîïðè-
ÿòñòâóþùåãî ôàêòîðà. Ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ ïðîáëåìû
ïàðàìåòðîâ èíòåãðàëà Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà è âû÷èñëåíèÿ êîí-
ôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñëîæíîãî âèäà.
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lbeklaryan@outlook.com, abeklaryan@hse.ru

Ñîâîêóïíîñòü êîíñòðóêöèé
(
Υ, d, s, η,GΓ|Q, g

)
íàçûâàåòñÿ ñî-

ëèòîííûì áóêåòîì è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì Γ =
(Υ, d, s, η,Q, g), ãäå:

(1) êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà Υ ñ îáðàçóþùèìè {γ̌1, . . . , γ̌d} è
âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè {γ1, . . . , γs}, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå ïðîñòðàíñòâî KnΥ =

∏
γ∈ΓR

n
γ , R

n
γ = Rn áåñêîíå÷íûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé κ = {xγ}γ∈Γ, xγ ∈ Rn, xγ = (x1γ , . . . , x
n
γ )

′
ñî

ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèåé ïîëíîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ;

(2) êîíå÷íî ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà ñäâèãîâ TΥ = {Tγ : γ ∈ Υ}, äåé-
ñòâóþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå KnΥ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

Tγ̄{xγ}γ∈Υ = {xγγ̄}γ∈Υ, γ̄ ∈ Υ, {xγ}γ∈Υ ∈ KnΥ, Tγ̄ ∈ TΥ;

(3) ýïèìîðôèçì η : Υ → Q, ãäå Q ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ ïðÿ-
ìîé, ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ, è, ñîîòâåòñòâåííî, Q êîíå÷íî
ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà ñ îáðàçóþùèìè q̌j = η(γ̌j), j = 1, . . . , d è
âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè qj = η(γj), j = 1, . . . , s;

© Áåêëàðÿí Ë.À., Áåêëàðÿí À.Ë., 2023
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(4) ôóíêöèÿ g : R × Rns → Rn èçìåðèìàÿ ïî t ∈ R ïðè êàæ-
äîì x1, . . . , xs ∈ R è ïðè ïî÷òè êàæäîì t ∈ R íåïðåðûâíàÿ ïî
x1, . . . , xs ∈ Rn (óñëîâèÿ Êàðàòåîäîðè);

(5) îïåðàòîð

GΓ : R×KnΥ → KnΥ, Γ = (Υ, d, s, η,Q, g)

òàêîé, ÷òî êîîðäèíàòà
(
GΓ(t,κ)

)
e
áåñêîíå÷íîìåðíîé âåêòîð-

ôóíêöèè GΓ(t,κ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ åäèíè÷íîìó ýëåìåíòó e
ãðóïïû Υ, çàâèñèò òîëüêî ëèøü îò êîíå÷íîãî ÷èñëà êîîðäèíàò
è ðàâíà (

GΓ(t,κ)
)
e
= g
(
t, xγ1 , . . . , xγs

)
;

(6) ïðè ïî÷òè êàæäîì t ∈ R âûïîëíÿþòñÿ �ïî÷òè ïåðåñòàíîâî÷-
íûå� ñîîòíîøåíèÿ

Tγ̄GΓ(t,κ) =
d

dt
η(γ̄)(t) ·GΓ(η(γ̄)(t), Tγ̄κ), ∀κ ∈ KnΥ, ∀γ̄ ∈ Υ.

Äëÿ ñîëèòîííîãî áóêåòà
(
Υ, d, s, η,GΓ|Q, g

)
ñ Γ = (Υ, d, s, η,Q, g) â

ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå KnΥ ñ ôàçîâîé ïåðåìåííîé κ ∈ KnΥ îïðåäåëèì
ñèñòåìó

κ̇(t) = GΓ(t,κ), äëÿ ï.â. t ∈ R, (1)

κ(η(γ̄)(t)) = Tγ̄κ(t), ∀t ∈ R, ∀γ̄ ∈ Υ, (2)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ÎÄÓ (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ïðî-
èçâîäíàÿ ïî Ãàòî, à íåëîêàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ (2) îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ
ðåøåíèé ñèñòåìû ñäâèã ïî ïðîñòðàíñòâó ðàâåí ñäâèãó ïî âðåìåíè.
Ðåøåíèÿ òàêîé ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ðåøåíèÿìè òèïà áåãóùåé âîë-
íû (ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ), à ãðóïïà Q íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé
áåãóùåé âîëíû.

Â ïàðå ñ ñèñòåìîé (1)-(2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) = g(t, x(q1(t), . . . , qs(t)), t ∈ R. (3)

Êàæäûé ñîëèòîííûé áóêåò
(
Υ, d, s, η,GΓ|Q, g

)
ñ Γ =

(Υ, d, s, η,Q, g) îïðåäåëÿåò äóàëüíóþ ïàðó
(
GΓ|Q, g

)
ôóíêöèÿ-

îïåðàòîð. Äëÿ êàæäîãî ñîëèòîííîãî áóêåòà (äóàëüíîé ïàðû)
ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé ñîëèòîííûé áóêåò (êàíîíè÷åñêàÿ äóàëü-
íàÿ ïàðà) âèäà

(
Q, d, s, I, GΓ|Q, g

)
ñ Γ = (Q, d, s, I, Q, g) (

(
GΓ|Q, g

)
),
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ãäå I òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì ãðóïïû Q. Äëÿ çàäàííûõ Q, g
êàíîíè÷åñêèé áóêåò âûäåëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé ñòðóêòóðîé
íàáîðà Γ = (Q, d, s, I, Q, g) è, ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîðà GΓ.

Â òåîðèè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè èçó÷àåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíàÿ
äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

mÿi = yi−1 − 2yi + yi+1 + ϕ(yi), i ∈ Z, yi ∈ R, t ∈ R, (4)

ãäå ïîòåíöèàë ϕ(·), â ÷àñòíîñòè, çàäàåòñÿ ãëàäêîé ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé. Óðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ïîòåíöèàëîì Ôðåí-
êåëÿ-Êîíòîðîâîé [1]. Òàêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî ðàçíîñòíûì
àíàëîãîì íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóåò ïîâåäåíèå
ñ÷åòíîãî ÷èñëà øàðîâ ìàññû m, ïîìåùåííûõ â öåëî÷èñëåííûõ òî÷-
êàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ãäå êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ øàðîâ ñîåäèíå-
íà ìåæäó ñîáîé óïðóãîé ïðóæèíîé, è îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå
ïðîäîëüíûõ âîëí â áåñêîíå÷íîì îäíîðîäíîì àáñîëþòíî óïðóãîì
ñòåðæíå. Íàèáîëåå âàæíûé êëàññ âîëí îïèñûâàåòñÿ ðåøåíèÿìè òèïà
áåãóùèõ âîëí (ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ).

Ñ òàêîé ñèñòåìîé ñâÿçàíî èçó÷åíèå êàíîíè÷åñêîãî ñîëèòîííîãî
áóêåòà

(
Q, d, s, I, GΓ|Q, g

)
ñ Γ = (Q, d, s, I, Q, g), ãäå: Q =< q̌(t) = t+

τ >, τ > 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, Q ∼= Z; d = s = 1 è âûäåëåííûé ýëåìåíò
q ãðóïïû Q ñîâïàäàåò ñ îáðàçóþùåé q̌; ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî K2

Z =∏
i∈ZR

2
i , R

2
i = R2 (âåðõíèé èíäåêñ 2 îáóñëîâëåí òåì, ÷òî óðàâíåíèÿ

(1) âòîðîãî ïîðÿäêà) è ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîð GΓ è ôóíêöèÿ g.
Ïðåäñòàâëåííîå èññëåäîâàíèå äåìîíñòðèðóåò ôðàãìåíò íåêîòî-

ðîãî îáùåãî ïîäõîäà. Äëÿ òàêîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàí ôîðìàëèçì [2],
öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âçàèìíî
îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñîëèòîííûìè ðåøåíèÿìè áåñêî-
íå÷íîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) (ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (1)-(2))
è ðåøåíèÿìè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òî÷å÷-
íîãî òèïà (3). Äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî êîíå÷íî ðàçíîñòíîãî àíàëîãà
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ íåëèíåéíûì ïîòåíöèàëîì îáùåãî âèäà (4)
êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå è íàëè÷èå ðÿäà äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåò-
ðèé. Äëÿ òàêîé ñèñòåìû óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâà îãðà-
íè÷åííûõ ñîëèòîííûõ ðåøåíèé [4]. Ðàíåå òàêàÿ ñèñòåìà áûëà èçó÷å-
íà â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà [3].
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Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñ èíâîëþöèåé

1

βi

∂u(x, t)

∂t
=
∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1−x

+ q(x)u(x, t) + f(x, t), (1)

u(0, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), (2)

ãäå β � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, x ∈ [0; 1], t ∈ (−∞; +∞), âñå ôóíêöèè,
âõîäÿùèå â (1)�(2) êîìïëåêñíîçíà÷íûå. Ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññå
ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî îáåèì ïåðåìåííûì â
ïîëîñå [0; 1]× (−∞; +∞).

Â [1] â ñëó÷àå q ∈ C1[0, 1] è f(x, t ≡ 0, ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâà-
íèÿõ íà ϕ(x) äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàëèñü óòî÷íåííûå àñèìïòîòèêè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé è ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, à òàêæå ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå
ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè ðÿäà ôîðìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ).

Çäåñü ìû ïîëó÷èì òåîðåìó î êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè, èñïîëüçóÿ
ïðåäñòàâëåíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ ÷åðåç êîíòóðíûå èíòåãðàëû îò
ðåçîëüâåíòû ñïåêòðàëüíîãî îïåðàòîðà. Ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííû-
ìè ìèíèìàëüíûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óñëî-
âèÿ: ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0.

© Áåëîâà Ä.Â., 2023
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Òåîðåìà 1. Åñëè u(x, t) � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è(1)�(2),
òî îíî åäèíñòâåííî è íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

u(x, t) = − 1

2πi

( ∫
|λ|=r

+
∑
n⩾n0

∫
γn

)[
Rλϕ(x)e

λβit+

+βi

∫ t

0

Rλf(·, τ)eλβi(t−τ)dτ
]
. (3)

Çäåñü Rλ � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà L: Ly = y′(1 − x) + q(x)y(x),
y(0) = 0; γn = {λ : |λ − (2πn + a)| = δ} � êîíòóðû â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî îäíî ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà L, a = π/2 +
1∫
0

q(t)dt, δ > 0 è äîñòàòî÷íî

ìàëî, 2πn+a � ãëàâíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
(ñì. [1]); r > 0 � ôèêñèðîâàíî è âçÿòî òàêèì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, áîëüøèå ïî ìîäóëþ r, ëåæàò â γn.

Ðÿä â (3) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è
ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0; 1].

Êðîìå òîãî, äàíî îòëè÷íîå îò [1] ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøå-
íèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è (ïðè q = 0), áîëåå óäîáíîå â äàëüíåéøèõ
èññëåäîâàíèÿõ. À èìåííî, åñëè q(x) ≡ 0, f(x, t ≡ 0, òî ðåøåíèå çàäà-
÷è èìååò âèä:

u(x, t) =
1

2

(
ϕ̃(x+βt) + ϕ̃(x−βt)

)
+
1

2
i
(
ϕ̃(1−x+βt)− ϕ̃(1−x−βt)

)
,

ãäå ϕ̃(x) = ϕ(x) ïðè x ∈ [0, 1], à íà âñþ îñü ïðîäîëæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèé ϕ̃(−x) = −ϕ̃(x), ϕ̃(1 + x) = ϕ̃(1− x).
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ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÏÔ). Àíàëèç è ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà óäîá-
íåå ïðîâîäèòü äëÿ ìàòðèöû îáðàòíîãî ÄÏÔ âèäà

FN = (ωkj)N−1
k,j=0, ãäå ω = ωN = e

2πi
N .

Õîòÿ ôîðìóëèðîâêà àëãîðèòìà Êóëè-Òüþêè (ñì. [1]) ñ÷èòàåòñÿ óñòî-
ÿâøåéñÿ, íî è ñåé÷àñ ìîæíî ïðèâíåñòè â íåå íåêîòîðûå óòî÷íåíèÿ.
Çäåñü ìû ãîâîðèì îá èñïîëüçîâàíèè â ìàòðè÷íîé ôîðìóëèðîâêå çà-
ïèñè àëãîðèòìà äâóõ îïåðàöèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö: èç-
âåñòíîå êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ⊗ è íîâîå b-ïðîèçâåäåíèå �, ââå-
äåííîå â 2007 ãîäó è îïèñàííîå â [2].

Ïðåäëîæèì ôîðìóëèðîâêó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ìàòðè÷íîé ôîðìû
àëãîðèòìà Êóëè-Òüþêè íà ïðèìåðå îñíîâàíèÿ N = pqr:

FN = T3 · T2 · T1 · L, (1)

ãäå Is � åäèíè÷íàÿ óêàçàííîãî ïîðÿäêà, L = Ip � Iq � Ir, T1 =
Ir⊗ Iq⊗Fp, T2 = Ir⊗ ((Fq⊗ Ip) ·Dq,p), T3 = (Fr⊗ Iq⊗ Ip) ·Dr,pq, Ds,m

� äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âðàùåíèé, äèàãîíàëü êîòîðîé ðàçáèòà íà
s ãðóïï (çäåñü j îò 0 äî s − 1 åñòü íîìåð ãðóïïû) ïî m ýëåìåíòîâ
âèäà 1, ωj , ω2j , . . . , ω(m−1)j , ω = ωsm = e

2πi
sm .

Åñëè â (1) èñêëþ÷èì ìíîæèòåëü T3, à â ðàçëîæåíèè îñòàëüíûõ
ìíîæèòåëåé óáåðåì òåíçîðíûé ñîìíîæèòåëü Ir, òî ïîëó÷èì ðàçëî-
æåíèå äëÿ Fpq. Èç ñðàâíåíèÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ Fpq ñ (1) âûâîäèò-
ñÿ îáùèé ïðèíöèï ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû ÄÏÔ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
÷èñëà ñîìíîæèòåëåé â N . Èç íåãî âûòåêàåò îñíîâíîé ñëó÷àé àëãî-
ðèòìà Êóëè-Òüþêè äëÿ N = 2n: FN = Tn . . . T2 · T1 · L, ãäå L = I⊘n2 ,
Tj = I2n−j ⊗ ((F2 ⊗ I2j−1) ·D2,2j−1).

Åñëè èç ôîðìóë äëÿ Tj óäàëèòü ìàòðèöû D2,2j−1 , òî ïîëó÷èì
áûñòðûé àëãîðèòì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà (ÄÏÓ) â íó-
ìåðàöèè Ïýëè, èç êîòîðîãî óäàëåíèåì ìàòðèöû ðåâåðñíîé ïåðåñòà-
íîâêè L = I⊘n2 ïîëó÷àåì àëãîðèòì äëÿ ÄÏÓ-Àäàìàðà (ïåðâûé àë-
ãîðèòì Ãóäà [3]).

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó � ïîñòðîèòü áûñòðûé àëãîðèòì äèñêðåò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà ñ ìàòðèöåé K = F⊗n

m äëÿ ñëó÷àÿ
ñîñòàâíîãî m êàê ñóïåðïîçèöèþ äâóõ áûñòðûõ àëãîðèìòìîâ: âíóò-
ðåííèé äëÿ ÄÏÔ îñíîâàíèÿm è âíåøíèé äëÿ êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè.
Ðåøåíèå çàäà÷è ñòàëî âîçìîæíûì êàê òîëüêî â [4] áûëà ïîëó÷åíà
ñëåäóþùàÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà âòîðîãî àëãîðèòìà Ãóäà [3]

(Fm � Imn−1)n. (2)

59



Íàèáîëåå óäîáíàÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ôàêòîðèçàöèÿ äèñêðåò-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà äëÿ ñîñòàâíîãî îñíîâàíèÿ ïîëó-
÷àåòñÿ ïðè m = 2s (îñíîâàíèå â âèäå ñòåïåíè äâîéêè). Ïðèâåäåì
ðåçóëüòàò äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü m = ps . Òîãäà

F⊗n
m = (Ts · Ts−1 · . . . T1)n,

ãäå T1 = Fp � I⊘s−1
p � Ips(n−1) , à Tj = Ipsn−j ⊗ ((Fp ⊗ Ipj−1) ·Dp,pj−1)

ïðè j > 1.
Â äàííîé òåîðåìå ñîäåðæàòñÿ (1) ïðè n = 1 è (2) ïðè s = 1.
Âîçìîæíà ôàêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Êðåñòåíñîíà ñîñòàâíîãî îñíîâàíèÿ íà îñíîâå ïåðâîãî (à íå âòîðî-
ãî) àëãîðèòìà Ãóäà â êà÷åñòâå âíåøíåé îïåðàöèè. Íî â ýòîì ñëó-
÷àå âñå mn ñîìíîæèòåëåé Tj áóäóò ðàçëè÷íûìè, ÷òî çíà÷èòåëüíî
óñëîæíÿåò îïèñàíèå àëãîðèòìà. Ïðè îöåíêè ÷èñëà îïåðàöèé îáà ýòè
âàðèàíòà àëãîðèòìîâ ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó N logN ,
ñîâïàäàþùåìó ñ îöåíêîé ÷èñëà îïåðàöèé äëÿ èñõîäíûõ àëãîðèòìîâ:
Êóëè-Òüþêè è êàæäîìó èç äâóõ àëãîðèòìîâ Ãóäà.
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àäó À.À. Ñàìàðñêîãî � ¾ìîäåëü � àëãîðèòì � ïðîãðàììà¿. Â îñ-
íîâå ëåæèò ¾ìîäåëü¿, òî � åñòü ïðåäñòàâëåíèå ñëîâåñíîãî îïèñàíèå

© Áîãîìîëîâ Ñ.Â.,Þðìàëüíèê Ð.Þ., 2023

60



ÿâëåíèÿ â âèäå êîððåêòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ïðåâðàùåíèÿ êà÷åñòâåííûõ çíàíèé íåêîé íàóêè â
êîëè÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò. Êàê ïèñàë Ô. Ýíãåëüñ, íàóêà òîëüêî òî-
ãäà ñòàíîâèòñÿ íàóêîé, êîãäà îíà îâëàäåâàåò àïïàðàòîì ìàòåìàòèêè.
Â íàøè äíè ñëåäóåò äîáàâèòü: ¾è êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèåé¿.

Îñíîâíàÿ öåííîñòü âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó-
÷åíèè ðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëåé ýâîëþöèè ìèêðîñêîïè÷åñêèõ îáúåêòîâ
è ñâåäåíèè ê ìàêðîñêîïè÷åñêîìó îïèñàíèþ âñåé ñèñòåìû íà îñíîâå
èåðàðõèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êàê ñòîõàñòè÷åñêèõ, òàê è íåñëó-
÷àéíûõ.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ èåðàðõèÿ ñòðîèòñÿ êàê ïåðåõîäû ïî èçìåíåíèþ
íåêîòîðîãî ìàëîãî (èëè áîëüøîãî) ïàðàìåòðà îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõ
ïðåäñòàâëåíèé, îïèñûâàåìûõ ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè (ÑÄÓ) ðàçðûâíûìè ìåðàìè, ê äèôôóçèîííûì àï-
ïðîêñèìàöèÿì, îïèñûâàåìûì ÑÄÓ ìåðàìè Âèíåðà. Êàæäûé øàã
ñòîõàñòè÷åñêîé èåðàðõèè ïîðîæäàåò íåñëó÷àéíóþ ìîäåëü, òåì ñà-
ìûì ôîðìèðóÿ äåòåðìèíèðîâàííóþ èåðàðõèþ. Ýòè èåðàðõèè ñâÿçà-
íû ìåæäó ñîáîé è ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ.

Âñå ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè íåìûñëèìû áåç âûñîêîïðîèçâîäè-
òåëüíûõ âû÷èñëåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì. Ïîýòî-
ìó îñíîâíàÿ ðîëü ïðèíàäëåæèò ðàñïàðàëëåëèâàíèþ àëãîðèòìîâ íà
ñàìîì ãëóáîêîì óðîâíå. Íàèëó÷øèì ñïîñîáîì äîñòèæåíèÿ ýòîé öå-
ëè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå âåðîÿòíîñòíîé ôîðìàëèçàöèè ñèñòåìû,
ñîñòîÿùåé èç ìàëûõ îáúåêòîâ, òàê êàê êàæäàÿ èç ðåàëèçàöèé ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå âñåé
ñèñòåìû, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî íåçàâèñèìî íà îòäåëüíîì ïðî-
öåññîðå è ðåçóëüòèðóþùåå óñðåäíåíèå äåëàåòñÿ òîëüêî íà çàâåðøà-
þùåì ýòàïå.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî îñÿçàåìîãî ïðèìåðà ïîêàæåì, êàê ïðîñòåé-
øàÿ, íî äàëåêî íå òðèâèàëüíàÿ ìîäåëü ãàçà èç òâ¼ðäûõ ñôåð ïðèâî-
äèò ê ìèêðî�ìåçî�ìàêðî èåðàðõèè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ÷èñëà Êíóä-
ñåíà (ïàðàìåòðà îáåçðàçìåðèâàíèÿ) çà ñ÷¼ò ïåðåõîäîâ îïèñàíèÿ ñè-
ñòåìû ñ ïîìîùüþ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ îò ðàçðûâíûõ ê äèôôóçè-
îííûì â øåñòèìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ðåäóêöèåé ê òð¼õ-
ìåðíîìó. Òàêàÿ öåïî÷êà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óòî÷íÿòü óðàâíåíèÿ
Áîëüöìàíà, Ôîêêåðà-Ïëàíêà-Êîëìîãîðîâà è Íàâüå-Ñòîêñà, à ãëàâ-
íîå, ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ¾ñêâîçíûå¿ àëãîðèòìû â ðàìêàõ óíèôèöèðî-
âàííûõ ìåòîäîâ ÷àñòèö, ñòîõàñòè÷åñêèõ è äåòåðìèíèðîâàííûõ èëè
ñî÷åòàþùèõ èõ îáà. Ýòîò ïðèìåð äàåò íàì èíñòðóìåíò, êîòîðûé

61



ìîæíî ïðèìåíÿòü ê áèîëîãè÷åñêèì, äåìîãðàôè÷åñêèì, ýïèäåìèîëî-
ãè÷åñêèì ìîäåëÿì.

Âîçüì¼ì ãàç èç íåóñòàííî ïåðåìåùàþùèõñÿ òâ¼ðäûõ ñôåð, âçàè-
ìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäèò áëàãîäàðÿ óïðóãèì ñòîëê-
íîâåíèÿì. ×òîáû èçáåæàòü ÷ðåçìåðíîé èíôîðìàöèè î íàøåé ñèñòå-
ìå, âûðàæàåìîé ïîëîæåíèÿìè è ñêîðîñòÿìè âõîäÿùèõ â íå¼ ÷àñòèö,
ñàìûì ïðîäóêòèâíûì ñïîñîáîì å¼ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèâëå÷å-
íèå âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè N ìîëåêóë áóäåì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè, ÷òî ñîâåðøåííî îïðàâäàíî ïî ôèçè÷åñêèì ñîîáðàæåíèÿì.
Ëþäâèã Áîëüöìàí âûâîäèë ñâî¼ óðàâíåíèå, îïèðàÿñü íà ýòîò îáðàç
è íà÷èíàÿ ñ äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòåìû, ââîäÿ ñëó÷àéíîñòü íà ýòà-
ïå ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû ìîëåêóëÿðíîãî õàîñà � Stossanzahlanzatz. À.Â.
Ñêîðîõîä èçíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàåò ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç áîëüøî-
ãî ÷èñëà ñëó÷àéíî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö, è èññëåäóåò ïîâåäå-
íèå òàêèõ ñèñòåì ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè èõ ÷èñëà.

Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ ñòîëêíîâåíèé äâóõ ÷àñòèö ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè
âåêòîðà ω (ñëåâà) è öèëèíäð äëÿ ïîäñ÷¼òà Nreached

ij (ñïðàâà)

Ôîðìàëèçóåì ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö, êîòîðûå ïîðîæäàþò ïðîöåñ-
ñû äèôôóçèè, âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè
ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñêà÷êà, êîòîðàÿ ëåã-
êî ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñòîëêíîâåíèè äâóõ òâ¼ðäûõ ñôåð
äèàìåòðà D, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âîçüì¼ì äèàìåòð ýôôåêòèâíîãî ñå-
÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ (Ðèñ.1 ñëåâà): υ

′

i − υi = f(υi, υj , ω) = ω(ω, υi − υj).
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Ýâîëþöèÿ íàáîðà èç N ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé
óðàâíåíèé ñòîõàñòè÷åñêîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè:

dxi(t) = υi(t)dt,

dυi(t) =
N∑
j=1

∫
Ω

f(υi, υj , ω)bij(dω × dt), i = 1, ..., N, (1)

λij =
N collisions
ij

N
=
Nreached
ij

N
=

1

N

1

Kn
n(xi, t)∆Vi,

ãäå xi(t) � ïîëîæåíèÿ, è υi(t) � ñêîðîñòè ÷àñòèö, ÿâëÿþòñÿ 3D ñëó÷àé-
íûìè ïðîöåññàìè, f(·) � ôóíêöèÿ ñêà÷êà, èëè ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè
υi èç - çà ñòîëêíîâåíèÿ ñ ÷àñòèöåé ñêîðîñòè υj ;

bij � ñ÷èòàþùèå (ñ ðåçóëüòàòîì ðîçûãðûøà 0 èëè 1) íåçàâèñèìûå
áåðíóëëèåâñêèå ìåðû (ñ èíòåíñèâíîñòÿìè, èëè âåðîÿòíîñòÿìè âûïà-
äåíèÿ �1�, λij , êîòîðûå î÷åíü ìàëû � ðåäêèå ñòîëêíîâåíèÿ, ðàçðåæåí-
íûé ãàç); îíè óêàçûâàþò íà ôàêò ñòîëêíîâåíèÿ èëè åãî îòñóòñòâèå;

äëÿ ïîäñ÷¼òà ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé N collisions
ij âîñïîëüçóåìñÿ (ñî-

âåðøåííî òàê æå, êàê è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà) èäååé î
òîì, ÷òî ÷èñëî óäàðèâøèõ ïî i - ÷àñòèöå j - ÷àñòèö ðàâíî èõ ÷èñëó
Nreached
ij , óñïåâøèõ çà âðåìÿ dt äî íå¼ äîëåòåòü, à îíî ðàâíî ÷èñëó ÷à-

ñòèö, ñîäåðæàùèõñÿ â öèëèíäðå îáú¼ìîì ∆Vi, èçîáðàæ¼ííîì ñïðàâà
íà Ðèñ. 1; Kn (÷èñëî Êíóäñåíà) � ïàðàìåòð îáåçðàçìåðèâàíèÿ.

Èåðàðõèÿ ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óìåíüøåíèåì ÷èñëà Êíóäñå-
íà è ïðèâîäèò ê ñòîõàñòè÷åñêîé ìåçîñêîïè÷åñêîé, à çàòåì � ìàêðî-
ñêîïè÷åñêîé ìîäåëÿì.

Äðóãèì ïðèìåðîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïðî-
öåññà ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè ðàñòèòåëüíîãî ñîîáùåñòâà. Áèîëîãè÷å-
ñêàÿ ñèñòåìà èç îäíîãî âèäà ðàñòåíèé, âèä ðàñòåíèÿ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ b, d, d′. Ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü íåêóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â êîòîðîå ðàñòåíèÿ ðîæäàþòñÿ è
ãèáíóò â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ äðóã ñ äðóãîì. Ðàññìîòðèì ñè-
ñòåìó èç N âçàèìîäåéñòâóþùèõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà. xi êîîðäèíàòà,
ðàññìàòðèâàåìàÿ åäèíèöà ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ìîæåò ïîÿâèòüñÿ
ðàñòåíèå x = {x1, x2...xN}, vi - îäíî èç äâóõ ñîñòîÿíèé ïðèíèìàþùåå
çíà÷åíèÿ: 0 - íåò ðàñòèòåëüíîñòè èëè 1 - ðàñòèòåëüíîñòü ïðèñóòñòâó-
åò v = {v1, v2...vN}. Äëÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ìîäåëè ââåäåì ïàðàìåòð
Flora.

Îáåçðàçìåðåâàíèå ìîäåëè: x = x·x∗ - ïðîñòðàíñòâî, t = t· t∗ -
âðåìÿ, b = b· b∗ - èíòåíñèâíîñòü ðîæäåíèÿ, d = d· d∗ - èíòåíñèâíîñòü
åñòåñòâåííîé ãèáèëè (ñòàðåíèå, îêðóæàþùàÿ ñðåäà), d′ = d′· d′∗ -
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èíòåíñèâíîñòü ãèáèëè â ðåçóëüòàòå êîíêóðåíöèè, Florab = x∗· t∗· b∗,
Florad = x∗· t∗· d∗, Florad′ = x∗· t∗· d′∗.{

dxi(t) = 0,

dvi(t) = bBi (dt)− bDi (dt).
(2)

Ìåðà Áåðíóëëè bAa ñ âåðîÿòíîñòüþ λa, a èíäåêñû b, d, d′. B - ðîæäå-
íèå (birth), è D - ãèáåëü (death) äâà íåçàâèñèìûõ ñîáûòèÿ. Â òî÷êå
xi âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ðàâíà λij è çàâèñèò îò xj è vj âçàèìîäåé-
ñòâèå i è âñåõ j ïîðîæäàåò ñîâîêóïíîñòü íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé Bij ,
Bi âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç ñîáûòèé Bij :

bBi =

1, λBi = 1−
N∏
j=1

(1− λbij),

0, λBi = 1− λBi . λbij =
1
N bδ(vi, 0)δ(vj , 1)mb(xi, xj)Florabdt

Âåðîÿòíîñòè λbij çàâèñÿò îò ñîñòîÿíèé â òî÷êàõ xi è xj δ(vi =
0) × δ(vj = 1) è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè mb(xi, xj) ÷åì xi áëèæå
ê xj âåðîÿòíîñòü âûøå, èíòåíñèâíîñòè b, ïðèðàùåíèå âðåìåíè dt íà
îáåçðàçìåðèâàþùèé ïàðàìåòð Flora. Ñèìâîë Êðîíåêåðà δ(v,A) = 1,
åñëè v = A, è δ(v,A) = 0, åñëè v 6= A. Àíàëîãè÷íûìè ðàçìûø-
ëåíèÿìè îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîð bDi (dt) äëÿ ñîáûòèé ãèáèëè. Ïîñëå
ôîðìàëèçàöèè ìèêðî ìîäåëè (2), ïðè ìàëîì ïàðàìåòðå îáåçðàçìå-
ðåâàíèÿ, òàê æå ìîæíî âûâåñòè ðÿä ìàêðî ñòàòèñòèê, ïëîòíîñòè è
êîððåëÿöèè ïîïóëÿöèè.
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêèõ ïî âðåìåíè
ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà â òîíêîì ñëîå:

dũε
dt

−4εũε + (ũε · ▽ε)ũε = F (t, x1, x2, εy) (1)
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ãäå ▽ε = ( ∂
∂x1

, ∂
∂x2

, ( 1ε )
∂
∂y ) è 4ε = ( ∂

2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2
+ ( 1

ε2 )
∂2

∂y2 ) ñèíãóëÿðíûå
ïî ε äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ñî ñëåäóþùèìè ïåðèîäè÷åñêèìè
ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì óñëîâèÿìè:

ũ (t, 0, x2, y) = ũ (t, l1, x2, y) , ũx1
(t, 0, x2, y) = ũx1

(t, l1, x2, y) ,

ũ (t, x1, 0, y) = ũ (t, x1, l2, y) , ũx2
(t, x1, 0, y) = ũx2

(t, x1, l2, y) ,

ũ (t, x1, x2, 0) = ũ (t, x1, x2, 1) , ũy (t, x1, x2, 0) = ũy (t, x1, x2, 1) .

Êðîìå òîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
∫
Q
Fdx1dx2dy = 0, à ðåøåíèÿ

èùóòñÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
∫
Q
ũεdx1dx2dy = 0, ãäå Q =

(0, l1)× (0, l2)× (0, 1) è ▽ε · uε = 0.Òàêàÿ çàäà÷à èçó÷àëàñü â [1].
Íàðÿäó ñ òðåõìåðíûì óðàâíåíèåì, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèâåäåííîå

óðàâíåíèå Íàâü-Ñòîêñà, èìåþùåå ñëåäóþùèé âèä:
∂v
∂t −

(
∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2

)
v + (v · 52) v =

(
F01

F02

)
,

∂u3

∂t −
(
∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2

)
u3 +

(
v1

∂
∂x1

+ v2
∂
∂x2

)
u3 = F03.

(2)

ãäå u = (v, u3) = (v1(t, x1, x2), v2(t, x1, x2), u3(t, x1, x2)),
F0(t, x1, x2) = F (t, x1, x2, 0) è ▽2 · v = 0 ñî ñëåäóþùèìè ïåðèîäè-
÷åñêèìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì óñëîâèÿìè:

u (t, 0, x2) = u (t, l1, x2) , ux1
(t, 0, x2) = ux1

(t, l1, x2) ,

u (t, x1, 0) = u (t, x1, l2) , ux2
(t, x1, 0) = ux2

(t, x1, l2) .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
∫
Ω
F0dx1dx2 = 0, à ðåøåíèÿ

äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
∫
Ω
u (t, x1, x2) dx1dx2 = 0.

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ïðèâåäåííîå òðåõìåðíîå óðàâíåíèå
(2) èìååò ðåøåíèå u0, è ëèíåàðèçîâàííîå íà ïåðâûõ äâóõ åãî êîìïî-
íåíòàõ äâóìåðíîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà

∂ŵ

∂t
−
(
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
ŵ+ (ŵ · 52)u

0
i +

(
u0i · 52

)
ŵ+ σŵ = 0, i = 1, 2;

(3)
íå èìååò íåíóëåâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ðåøåíèé, òîãäà ïðè ìàëûõ
ε òðåõìåðíîå óðàâíåíèå Íàâüå-Ñòîêñà (1) èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ïî t
ðåøåíèÿ rε è ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

sup
t

(∫
Q

∣∣rε (t, x1, x2, y)− u0 (t, x1, x2)
∣∣2 dx1dx2dy)→ 0

ε→0
.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.Ïóñòü óðàâíåíèå (3) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ïå-

ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè Re σ ⩽ −σ0 6= 0, òî åñòü u0i (t), i = 1, 2
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2).
Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε òðåõìåðíîå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâ-
íåíèå íà ðåøåíèè rε

û′ε −4εûε + (rε(t) · ▽ε)ûε + (ûε · ▽ε)rε(t) + σûε = 0

òàêæå íå áóäåò èìåòü ïåðèîäè÷åñêèõ ïî t ðåøåíèé ïðè Re σ ⩽
−σ0 < 0, òî åñòü ðåøåíèå rε áóäåò àñèïìòîòî÷åñêè óñòîé÷èâûì
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû èç [2], [3].
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Å.Ñ. Áîëäûðåâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
elenaboldyreva11@mail.ru

Â ñîâðåìåííîì îáùåñòâå íàèâûñøóþ çíà÷èìîñòü èìåþò òàêèå êà-
÷åñòâà ëè÷íîñòè êàê: ñòðåìëåíèå ê àêòèâíîìó ïîçíàíèþ, ðàöèîíàëü-
íîå ìûøëåíèå, ñïîñîáíîñòü ê êðèòè÷åñêîìó àíàëèçó ðàñòóùåãî ïî-
òîêà èíôîðìàöèè è îáúåêòèâíîìó âîñïðèÿòèþ äåéñòâèòåëüíîñòè, ��
èìåííî îíè ïîçâîëÿþò ÷åëîâåêó áûòü àäàïòèâíûì â óñëîâèÿõ âûñî-
êîé íåîïðåäåëåííîñòè æèçíåäåÿòåëüíîñòè.

Ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè îáó÷àþùèõñÿ è îñâî-
åíèå øêîëüíîé ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå
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âçàèìîñâÿçàííûå ñòîðîíû îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà. Ïåäàãîãè÷å-
ñêàÿ ïðàêòèêà ïîäòâåðæäàåò, ÷òî óñïåøíîå óñâîåíèå çíàíèé çàâèñèò
îò ïðîÿâëÿåìîãî äåÿòåëüíîãî èíòåðåñà îáó÷àþùèõñÿ ê èçó÷àåìîìó
ìàòåðèàëó, ò.å. ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ êàê èíòåãðàòèâíîå êà÷åñòâî ëè÷íîñòè,ïðîÿâëÿþùååñÿ â ïðîöåññå
ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëüíîé äåÿòåëüíîñòè ïðè îâëàäåíèè çíàíèÿìè, ñïî-
ñîáàìè è ïðèåìàìè èõ ïîëó÷åíèÿ è ôîðìèðóþùååñÿ ïîä óïðàâëÿþ-
ùèì âîçäåéñòâèåì ïåäàãîãà [1].

Ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè ó øêîëüíèêîâ ê ìà-
òåìàòèêå ñïîñîáñòâóåò áîëåå ýôôåêòèâíîìó îñâîåíèþ îáðàçîâàòåëü-
íîé ïðîãðàììû, ôîðìèðîâàíèþ òâîð÷åñêîãî ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè
çàäà÷, ðàçâèòèþ îñîçíàííîãî ïîâåäåíèÿ è âíóòðåííåé ìîòèâàöèè ê
îáó÷åíèþ, ðàçâèòèþ ïðèðîäíûõ òàëàíòîâ ðåáåíêà.

Îäíàêî, âîïðîñ î äèäàêòè÷åñêèõ ñðåäñòâàõ, ñïîñîáñòâóþùèõ ýô-
ôåêòèâíîìó ôîðìèðîâàíèþ ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè ó øêîëüíè-
êîâ ê ìàòåìàòèêå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Òåì íå ìåíåå, íàêîïëåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé îïûò ïîçâîëÿåò
óòâåðæäàòü, ÷òî òðàäèöèîííî ôîðìèðîâàíèå ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâ-
íîñòè ó øêîëüíèêîâ ê ìàòåìàòèêå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ áåñå-
äû, ñîçäàíèÿ ïðîáëåìíîé ñèòóàöèè è ïðèìåíåíèÿ òâîð÷åñêèõ çàäà-
íèé [2], òàê æå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ, îá-
ëàäàþùèõ øèðîêèìè äèäàêòè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè (ãèïåðòåêñò,
ñëîâàðü, âèäåî óðîêè, âèäæåòû, òåñòû, îáó÷àþùèå èãðû è ò.ä.).
Ïðåäñòàâëåííûå ýëåêòðîííûå ñðåäñòâà îáó÷åíèÿ ìàòåìàòèêå âûñòó-
ïàþò èíñòðóìåíòîì, ïîâûøàþùèì ñòåïåíü âëèÿíèÿ ïåäàãîãà íà ïðî-
öåññ ôîðìèðîâàíèÿ ïîçíàâàòåëüíîé àêòèâíîñòè ó øêîëüíèêîâ. Îíè
ñïîñîáñòâóþò ïîëó÷åíèþ êà÷åñòâåííî íîâûõ êîãíèòèâíûå íàâûêîâ è
óìåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíî äîáûâàòü íîâûå çíàíèÿ, ðàñ-
øèðÿòü ïîçíàâàòåëüíûå èíòåðåñû, ðàçâèâàòü òâîð÷åñêîå ìûøëåíèå
[1].
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ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÅ ÊÎÖÈÊËÛ Â
ÀËÃÅÁÐÅ ÑÈÌÂÎËÎÂ ÁÓÒÅ ÄÅ ÌÎÍÂÅËß1

À.Â. Áîëòà÷åâ, À.Þ. Ñàâèí (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
boltachevandrew@gmail.com, antonsavin@mail.ru

Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèåM = Rn+ ñ êîîðäèíàòàìè (x′, xn) è êðà-
åì X = Rn−1, îïðåäåëÿåìîìó óðàâíåíèåì xn = 0. Ðàññìîòðèì àë-
ãåáðó ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ Áóòå äå Ìîíâåëÿ íà M (ñì. [1]) íóëåâîãî
ïîðÿäêà è òèïà. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòàìè àëãåáðû A ÿâëÿþòñÿ
ïàðû

ã = (a, aX) ∈ O(T ∗
0M)⊕O(T ∗

0X,B(H+ ⊕ C)), (1)

ãäå a � îäíîðîäíûé ñèìâîë íóëåâîãî ïîðÿäêà íà êîêàñàòåëüíîì ðàñ-
ñëîåíèè T ∗

0M áåç íóëåâîãî ñå÷åíèÿ, íàçûâàåìûé âíóòðåííèì ñèì-
âîëîì è óäîâëåòâîðÿþùèé ñâîéñòâó òðàíñìèññèè.

Ôóíêöèÿ aX â (1) íàçûâàåòñÿ ãðàíè÷íûì ñèìâîëîì è ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé îïåðàòîð-ôóíêöèåé íà T ∗

0X âèäà

aX(x′, ξ′) =

(
Π+a|∂T∗

0M
+Π′g c

Π′
ξn
b r

)
:
H+

⊕
C

−→
H+

⊕
C

. (2)

Çäåñü

� H+ = Fxn→ξn(S(R+)) � ïðîñòðàíñòâî îáðàçîâ Ôóðüå ïðîñòðàí-
ñòâà Øâàðöà S(R+) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà R+, áûñòðî óáûâàþ-
ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè;

� a|∂T∗
0M

∈ C∞(T ∗
0M |∂M ); r ∈ C∞(T ∗

0X);

� b ∈ C∞(T ∗
0X,H−); c ∈ C∞(T ∗

0X,H+), g ∈ C∞(T ∗
0X,H+ ⊗H−),

ãäå H− = F(S(R−));

� îïåðàòîðû Π± : H+⊕H− → H± ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè, ïðè÷åì
Π′ � ôóíêöèîíàë ñëåäóþùåãî âèäà

Π′ : H+ ⊕H− −→ C,

u(ξn) 7−→ lim
xn→0+

F−1
ξn→xn

(u(ξn)).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 21-51-
12006).
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Ìû îïðåäåëÿåì ÿâíûå ïåðèîäè÷åñêèå öèêëè÷åñêèå êîöèêëû
(ñì. [2]) íà àëãåáðå ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ Áóòå äå Ìîíâåëÿ A. Òàê-
æå ðàññìàòðèâàåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûé ñëó÷àé � èçó÷àåòñÿ äåéñòâèå
äèñêðåòíîé ãðóïïû Γ íà ìíîãîîáðàçèè ñ êðàåì è àññîöèèðîâàííîå
äåéñòâèå íà àëãåáðå A.
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ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß. ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÄËß
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Âîïðîñ î òîì, êàê ó÷èòü ìàòåìàòèêå ñòóäåíòîâ íåìàòåìàòè÷åñêèõ
ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ (åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ, ãóìàíèòàðíûõ, èíæå-
íåðíûõ) ïîäíèìàåòñÿ ðåãóëÿðíî. Ê ñîæàëåíèþ, îáû÷íî îí îáñóæäà-
åòñÿ íà óðîâíå òàê íàçûâàåìîãî ¾òåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ¿ (êàêèå
òåìû èçó÷àòü, êàêèå íå èçó÷àòü) è âàðèàíòîâ èçëîæåíèÿ òåîðåì (ñ
äîêàçàòåëüñòâîì èëè áåç äîêàçàòåëüñòâà). Òàêîå îáñóæäåíèå ñ çàâèä-
íîé ðåãóëÿðíîñòüþ îêàçûâàåòñÿ íåïðîäóêòèâíûì. Ïðîáëåìà çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé êîìïîíåíòû ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ â äðóãîé ñïåöèàëüíîñòè íåâîçìîæíî áåç
âûõîäà çà íîðìàòèâíûå ðàìêè ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòåìàòèêè. Â äî-
êëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíà ñóòü ïðîáëåìû è àíîíñèðîâàíà ïðîãðàììà
ðàáîò, ïîçâîëÿþùèõ îñóùåñòâèòü äåéñòâèòåëüíî ïðîäóêòèâíîå ïðî-
åêòèðîâàíèå ¾ìàòåìàòèêè äëÿ íå-ìàòåìàòèêîâ¿.

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàòåìàòèê íå ìîæåò ïîñòðîèòü êóðñ
ìàòåìàòèêè äëÿ äðóãîé ñïåöèàëüíîñòè èíà÷å, ÷åì ¾óðåçàâ¿ êóðñ
¾ìàòåìàòèêè äëÿ ìàòåìàòèêîâ¿ (èáî êóðñ ìàòåìàòèêè â åãî ðàñ-
ïîðÿæåíèè îäèí � òîò, êîòîðûé ÷èòàëñÿ åìó!), âûêèíóâ èç íåãî òå
íåäåëèìûå åäèíèöû, êîòîðûå âîçìîæíî âûêèíóòü â ðàìêàõ âûäåëåí-
íîãî îáúåìà ÷àñîâ. Òàêèìè åäèíèöàìè è ÿâëÿþòñÿ ¾òåìû¿ è ¾äîêà-
çàòåëüñòâà¿. Îáñóæäåíèå ñîäåðæàíèÿ êóðñà â ýòèõ òåðìèíàõ ñ ïðî-
ôèëüíûì ñïåöèàëèñòîì âñåãäà íîñèò äîâîëüíî ñòðàííûé õàðàêòåð.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, âîïðîñ òèïà ¾À ÷èòàòü Âàøèì ñòóäåíòàì òàêóþ-òî
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òåîðåìó ñ äîêàçàòåëüñòâîì èëè áåç?¿ ñòàâèò åãî â òóïèê � îí âîîáùå
íå ïîíèìàåò, î ÷åì ðå÷ü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà âîïðîñ òèïà ¾À íóæ-
íû ëè Âàì ðÿäû?¿ îòâåò îáû÷íî áûâàåò ¾Ðÿäû íóæíû, íî áåçî âñåõ
ýòèõ Âàøèõ ¾òåîðèé¿ ñ ýïñèëîí è äåëüòà!¿, è ýòîò îòâåò ñòàâèò â òó-
ïèê óæå ìàòåìàòèêà, ïîñêîëüêó äëÿ íåãî ¾Ðÿäû¿ � ýòî è åñòü òåîðèÿ
ðÿäîâ, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæàò îïðåäåëåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå
â òåðìèíàõ ¾ýïñèëîí è äåëüòà¿.

Â ðåçóëüòàòå ñòîðîíû äîñòèãàþò êîìïðîìèññà â ñìûñëå èçâåñòíî-
ãî àôîðèçìà (¾Êîìïðîìèññ � ýòî ðåøåíèå, êîòîðîå íå óñòðàèâàåò íè
îäíó èç ñòîðîí...¿), è ÷òåíèå ìàòåìàòèêè äëÿ íå-ìàòåìàòèêîâ âûçû-
âàåò îòâðàùåíèå è ó òåõ, êîìó îíà ÷èòàåòñÿ (ïîñêîëüêó èì î÷åâèäíî,
÷òî äëÿ èõ ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ýòî íå íóæíî, òàê ÷òî
ýòîò êóðñ ïðåâðàùàåòñÿ ïðîñòî â íàñèëèå íàä ëè÷íîñòüþ ñòóäåíòà),
è ó òåõ, êòî ÷èòàåò (ïîñêîëüêó òîò ðåçóëüòàò ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, êî-
òîðûé ïðåïîäàâàòåëü âèäèò íà êîíòðîëüíûõ è ýêçàìåíàõ, íå ìîæåò
íå âûçûâàòü îòâðàùåíèÿ, äà ïëþñ åùå è îòíîøåíèå ñòóäåíòîâ íå äî-
áàâëÿåò ýíòóçèàçìà) . Íå âïîëíå î÷åâèäíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òàêîé
ðåçóëüòàò â ïðèíöèïå íåèçáåæåí. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü íåî÷åâèä-
íîå î÷åâèäíûì, òðåáóåòñÿ ââåñòè ðÿä êàòåãîðèàëüíûõ ïîíÿòèé, áåç
êîòîðûõ ÿñíîñòè äîáèòüñÿ íåëüçÿ.

Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ ê ïîíÿòèþ ñðåäñòâà, è çàôèê-
ñèðîâàòü òîò ôàêò, ÷òî ïðèâû÷íûå íàì ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû �
íå ¾äàííûå íàì âåùè¿, à ñðåäñòâà ìûøëåíèÿ, ñîçäàííûå äëÿ òîãî,
÷òîáû ìûñëèòü ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, ôåíîìåíû, ðåàëüíûå (ôèçè÷å-
ñêèå, èíæåíåðíûå è ò.ï.) îáúåêòû. Ñðåäñòâèàëüíûé âçãëÿä íà ìàòå-
ìàòèêó ïîçâîëÿåò íàì ïîíÿòü è çàôèêñèðîâàòü ïåðâûé ôóíäàìåí-
òàëüíûé òåçèñ: âñå ñôåðû ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè èñïîëüçóþò
îäíè è òå æå ìàòåìàòè÷åñêèå ìûñëèòåëüíûå ñðåäñòâà. ×èñëà,
ìàòðèöû, ôóíêöèè, äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøå-
íèÿ, òå èëè èíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû, ñòàòèñòèêè, ëîãè÷åñêèå
êîíñòðóêöèè èñïîëüçóþòñÿ âñþäó. Â ýòîì, ñîáñòâåííî, è ïðîÿâëÿåòñÿ
èçâåñòíàÿ óíèâåðñàëüíîñòü ìàòåìàòèêè � êàê íàáîðà óíèâåðñàëüíûõ
ñðåäñòâ.

Âòîðîå ïîíÿòèå, êîòîðîå íàì ïîíàäîáèòñÿ � ýòî ïîíÿòèå ñïîñî-
áà èñïîëüçîâàíèÿ òîãî èëè èíîãî ñðåäñòâà. Îäíî è òî æå ñðåäñòâî
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ýòî âèäíî äàæå íà ìà-
òåðèàëå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè: òàêîå ïðîñòåéøåå çíàêîâîå ñðåä-
ñòâî, êàê áóêâà, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Îíà ìîæåò îáî-
çíà÷àòü êîíêðåòíîå èçâåñòíîå ÷èñëî, íåèçâåñòíîå ÷èñëî, ïåðåìåííóþ
âåëè÷èíó, ñëîæíîå âûðàæåíèå è ò.ä. Âòîðîé ôóíäàìåíòàëüíûé òå-
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çèñ: â ðàçíûõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèå
ìûñëèòåëüíûå ñðåäñòâà èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Èìåí-
íî íà ýòîì ðàçëè÷èè íåîáõîäèìî ñêîíöåíòðèðîâàòü ñâîå âíèìàíèå â
ïåðâóþ î÷åðåäü, êîãäà ìû ãîâîðèì î ñîäåðæàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáðàçîâàíèÿ äëÿ íå-ìàòåìàòèêîâ.

Òðåòüå ïîíÿòèå, êîòîðîå íàì ïîòðåáóåòñÿ � ïîíÿòèå îðãàíè-
çîâàííîñòè ìûñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ è ñïîñîáîâ èõ èñïîëüçîâàíèÿ.
Òàê æå, êàê èíñòðóìåíòû ó õèðóðãà ðàñïîëîæåíû âî âïîëíå îïðåäå-
ëåííîì ïîðÿäêå, òàê è ìûñëèòåëüíûå èíñòðóìåíòû ïðîôåññèîíàëà
îðãàíèçîâàíû âïîëíå îïðåäåëåííûì îáðàçîì, êîòîðûé îòâå÷àåò ðå-
øàåìîìó êëàññó ïðîôåññèîíàëüíûõ çàäà÷. È ýòè çàäà÷è ó ìàòåìà-
òèêà è ó íå-ìàòåìàòèêà � ðàçíûå.

Ïðîôåññèîíàëüíàÿ ìàòåìàòèêà, ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, èññëåäóåò
ãðàíèöû òåõ ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìûñëèòåëüíûõ
ñðåäñòâ, êîòîðûå èçâåñòíû â ÷åëîâå÷åñêîé êóëüòóðå . Â ïîãðàíè÷íûõ
ñèòóàöèÿõ èíòóèöèÿ (â òîì ÷èñëå è ïðîôåññèîíàëüíàÿ) îòêàçûâàåò �
ýòî äîñòàòî÷íî ¾ãðóáûé¿ èíñòðóìåíò, îí ïîçâîëÿåò ¾ñõâàòèòü¿ ñóòü
äåëà, ïîçâîëÿåò ¾ïî÷óâñòâîâàòü¿ íàëè÷èå ãðàíèöû, íî íå ïîçâîëÿåò
åå òî÷íî îáðèñîâàòü. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ãðàíèö îïèðàåòñÿ íà ëî-
ãè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ãðîìîçäêèì, ÷åì
èíòóèòèâíûé, íî çàòî ãîðàçäî áîëåå íàäåæíûì è òî÷íûì. È ëîãè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà ¾ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ¿ èìåííî ýòîé ïðîáëåìîé �
èññëåäîâàíèÿ ãðàíèö � è îïðåäåëÿåòñÿ. Áåç íåå ìàòåìàòèê ïåðåñòàåò
áûòü ìàòåìàòèêîì. È ïîýòîìó ïðîôåññèîíàëüíîå îáðàçîâàíèå ìàòå-
ìàòèêà è ñâÿçàíî ñ âûñòðàèâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ è ñïîñî-
áîâ â ëîãè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà � îðãàíèçîâàííîñòü
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ è ñïîñîáîâ â ïðîôåññèîíàëüíîé ìàòåìàòè-
êå.

Òðåòèé ôóíäàìåíòàëüíûé òåçèñ: ëîãè÷åñêàÿ îðãàíèçîâàííîñòü
ìàòåìàòè÷åñêîãî çíàíèÿ, êîòîðàÿ îñâàèâàåòñÿ ìàòåìàòèêàìè
â ðàìêàõ èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ, íå-ìàòåìàòèêàì íå
íóæíà. À ÷òî æå èì íóæíî?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ìû âûäåëèëè íåñêîëüêî ñïå-
öèôè÷íûõ ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìûñëèòåëüíûõ
ñðåäñòâ â íå-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñôåðàõ äåÿòåëüíîñòè. Ýòî à) ìåòàôî-
ðà; á) ñðåäñòâî çíàêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ñîäåð-
æàíèÿ; â) îïåðàòèâíàÿ ñèñòåìà; ã) ñðåäñòâî ìûøëåíèÿ ñâîåãî ñîá-
ñòâåííîãî ñîäåðæàíèÿ. Îñâîåíèå ýòèõ ñðåäñòâ òðåáóåò íå ëîãè÷åñêèõ
äîêàçàòåëüñòâ, à ÷åòêîé íîðìàòèâíîé ñèñòåìû îïåðèðîâàíèÿ ñ ìà-
òåìàòè÷åñêèìè ñðåäñòâàìè ñ óêàçàíèåì ãðàíèö èõ ïðèìåíåíèÿ òåì
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èëè èíûì ñïîñîáîì. Ñóùåñòâåííûì ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ òî, ÷òî òî
èëè èíîå èñïîëüçîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ ïðîèñõîäèò âñåãäà
â ïðîôåññèîíàëüíîì ïðîáëåìíîì ïîëå, è íå òîëüêî ñâÿçàíî ñ ðåøå-
íèåì òîé èëè èíîé ïðîôåññèîíàëüíîé ïðîáëåìû, íî è âûâîäèò íà
íåêèå íîâûå ïðîôåññèîíàëüíûå ïðîáëåìû, òàê ÷òî åãî èñïîëüçîâà-
íèå íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì íå òîëüêî ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, íî è ñ
ïðîôåññèîíàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Î÷åð÷åííûé êðóã ïðèìåíåíèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ñðåäñòâ ìûøëå-
íèÿ � ýòî ôàêòè÷åñêè ëèøü îäíà èç òðåõ ôóíêöèé ìàòåìàòèêè â ïðî-
ôåññèîíàëüíîì îáðàçîâàíèè � óòèëèòàðíàÿ. Êðîìå òîãî, ìàòåìà-
òèêà èìååò ðàçâèâàþùóþ ôóíêöèþ � îíà ìîæåò ñëóæèòü ðàçâèòèþ
èíòåëëåêòà � ïðîñòðàíñòâåííîãî, ëîãè÷åñêîãî, îáðàçíîãî, äèíàìè÷å-
ñêîãî, ñòðóêòóðíîãî, àëãîðèòìè÷åñêîãî è ò.ï. ìûøëåíèÿ. Ïðè ïðîåê-
òèðîâàíèè ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ýòó ôóíêöèþ
òàêæå íåîáõîäèìî ðåàëèçîâûâàòü, íî ïðè ýòîì íóæíî ïîíèìàòü, ÷òî
ìàòåìàòèêà çäåñü ñîâñåì íå îáÿçàíà áûòü íåîáõîäèìîé: òå æå ôóíê-
öèè ìîãóò óñïåøíî ðàçâèâàòüñÿ è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ, ïðåæäå âñåãî,
ïðîôåññèîíàëüíûõ äèñöèïëèí, òàê ÷òî ìàòåìàòèêà çäåñü èãðàåò íå
âåäóùóþ, à âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü.

Íàêîíåö, òðåòüÿ ôóíêöèÿ ìàòåìàòèêè � ïåðñïåêòèâíàÿ: íå ñåê-
ðåò, ÷òî ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ìûñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ â òîé èëè èíîé
ïðîôåññèè ìîã áû ïðîäóêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðî-
ôåññèîíàëüíûõ ïðîáëåì, íî ïîêà íå îñâîåí, èëè îñâîåí òîëüêî íà
óðîâíå ìåòàôîð. Âûäåëåíèå òàêèõ ñðåäñòâ è ïîòåíöèàëüíûõ ñïîñî-
áîâ èõ èñïîëüçîâàíèÿ � åùå îäíà ëèíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîäåðæàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.

Ðåçóëüòàòîì ðàññìîòðåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçî-
âàíèÿ äëÿ íå-ìàòåìàòèêîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìûñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ,
ñïîñîáîâ èõ èñïîëüçîâàíèÿ è îðãàíèçîâàííîñòåé ýòèõ ñðåäñòâ è ñïî-
ñîáîâ îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî ïðîáëåìàòèçàöèÿ ñóùåñòâóþùåãî ñî-
äåðæàíèÿ, íî è îôîðìëåíèå ïðîãðàììû ðàáîò ïî ôîðìèðîâàíèþ òà-
êîãî ñîäåðæàíèÿ, êîòîðîå îêàæåòñÿ ïðîôåññèîíàëüíî àäåêâàòíûì.
Ðåàëèçàöèÿ ýòîé ïðîãðàììû íà÷àòà àâòîðîì äîêëàäà â 2022 ãîäó íà
ìàòåðèàëå ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ äëÿ ãåîãðàôîâ (ñïåöèàëü-
íîñòè "Êëèìàòîëîãèÿ"è "Ìåòåîðîëîãèÿ").

Ëèòåðàòóðà
1. Áîðîâñêèõ À.Â. Î ñîäåðæàíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ.
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Ï.À. Áîðîäèí (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
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Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f(x, y), çàäàí-

íàÿ íà òîðå T2 = [0, 2π)× [0, 2π), èìååò ðÿä Ôóðüå

f(x, y) =
∑
m,n∈Z

cmne
i(mx+ny)

ñ óñëîâèÿìè

a) c00 = 0, cmn 6= 0 ïðè m2 + n2 > 0;

b)
∑

m,n∈Z
(m2 + n2)|cmn|2 <∞.

Òîãäà ñóììû

N∑
k=1

f(x+ αk, y + βk), αk, βk ∈ R, N ∈ N,

ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå

L0
2(T2) =

{
g ∈ L2(T2) :

∫
T2

g(x, y) dxdy = 0

}
.

Î ÍÓËßÕ È ÒÅÉËÎÐÎÂÑÊÈÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÕ
ÖÅËÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÓËÅÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ã.Ã. Áðàé÷åâ (Ìîñêâà, ÌÏÃÓ)
braichev@mail.ru

Â äîêëàäå äëÿ öåëîé ôóíêöèè íóëåâîãî ïîðÿäêà ïðèâîäÿòñÿ ñî-
îòíîøåíèÿ, íàïðÿìóþ ñâÿçûâàþùèå ðîñò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åå íó-
ëåé ñ óáûâàíèåì òåéëîðîâñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëó÷åííûå ñâåäå-
íèÿ äîïîëíÿþò ðåçóëüòàòû î ôóíêöèÿõ ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà,
äîêàçàííûå ðàíåå àâòîðîì â [1].

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Âàëèðîíà [2] ïîñëóæèë îòïðàâíîé òî÷êîé
íàøåãî èññëåäîâàíèÿ.
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Ïóñòü öåëàÿ ôóíêöèÿ f(z) ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Òåéëîðà

f(z) =

∞∑
n=0

fn z
n, fn =

f (n)(0)

n!
, z ∈ C, (1)

è Λf = {λn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå íóëåé, çàïèñàííàÿ â ïî-
ðÿäêå íåóáûâàíèÿ ìîäóëåé è ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé. Åñëè òåéëîðîâ-
ñêèå êîýôôèöèåíòû öåëîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

fn−1fn+1

f2n
→ 0, n→ ∞, (2)

òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ïîâåäåíèå åå íóëåé è êîýôôèöèåíòîâ:

fn ∼ (−1)n f0
λ1λ2 · · · λn

, λn ∼ − fn−1

fn
, n→ ∞.

Îòìåòèì, ÷òî öåëûå ôóíêöèè, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ïîä÷èíå-
íû òðåáîâàíèþ (2), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
r→+∞

lnMf (r)

ln2 r
= 0,

ãäå Mf (r) = max
|z|=r

|f(z)|. Ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå øèðîêèå êëàññû

öåëûõ ôóíêöèé ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðîñòà.
Ïóñòü ôóíêöèÿ h(r) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, äèôôåðåíöèðóå-

ìà íà (0, +∞) è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
r→+∞

rh′(r) ln r

h(r)
= ρ, (3)

íàïðèìåð, h(r) = lnρ r, ãäå ρ ⩾ 1. Òèï è íèæíèé òèï öåëîé ôóíê-
öèè f îòíîñèòåëüíî h(r) (êîðîòêî, h-òèï è íèæíèé h-òèï) îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

Th = Th(f) = lim
r→+∞

lnMf (r)

h(r)
, th = th(f) = lim

r→+∞

lnMf (r)

h(r)
.

Ãîâîðÿò, ÷òî öåëàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñîâåðøåííî ðåãóëÿðíûé ðîñò, åñ-
ëè åå h-òèï è íèæíèé h-òèï ñîâïàäàþò, ò. å. åñëè Th = th.

Îòìåòèì, ÷òî ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà (1), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ (2), îáðàçóþò ëîãàðèôìè÷åñêè âûïóêëóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëèì f̂n � ¾ñïðÿìëåííûå ïî Àäàìà-
ðó¿ êîýôôèöèåíòû ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ (1) � ðàâåíñòâîì f̂n =
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e−G(n), n ∈ N0, ãäå y = G(x), x ⩾ 0, çàäàåò óðàâíåíèå ãðàíèöû âû-
ïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà òî÷åê (n,− ln |fn|), n ∈ N0 = N ∪ {0}.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ h óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), öåëàÿ
ôóíêöèÿ f èìååò ñîâåðøåííî ðåãóëÿðíûé ðîñò è Th(f) ∈ (0,+∞).
Òîãäà ïðè ρ > 1 ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà, ñâÿçû-
âàþùèå íóëè è êîýôôèöèåíòû f :

ln |λ1λ2 . . . λn| ∼ ln f̂−1
n , ln |λn| ∼ ln

f̂n−1

f̂n
, n→ ∞.

Ïðè h(r) = ln r lnα ln r ñ α > 0 (çäåñü ρ = 1) âûïîëíÿåòñÿ

ln ln |λn| ∼ ln ln
f̂n−1

f̂n
, n→ ∞.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÉ T-ÑÄÂÈÃ È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
Þ.Í. Áóëàòîâ (Åëåö, ÅÃÓ èì. È.À.Áóíèíà)

y.bulatov@bk.ru

Èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ñ ∆B îïåðàòîðîì È.À. Êèïðèÿíîâà ïîñâÿ-
ùåíà ðàáîòà [1]. Cèíãóëÿðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ
èìååò ñëåäóþùèé âèä(

d2

dt2
− γ

t

d

dt

)
u(t) + u(t) = B−γu+ u = 0, −γ ∈ (−1, 0).

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ îïðåäåëåíû êàê J-ôóíêöèè Áåññåëÿ

J±µ(t) = 2±µ Γ(1± µ) tµ J±µ(t),

ãäå Jν � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, µ = γ+1
2 .
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Èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ äëÿ j-ôóíêöèé Áåññåëÿ â [2] ïîëó÷åíà òåî-
ðåìà ñëîæåíèÿ äëÿ J-ôóíêöèé Áåññåëÿ: Jµ(xξ) Jµ(yξ) = TyxJµ(xξ),
x, y, ξ ∈ R+

1 , â êîòîðîé Ty � ïñåâäîñäâèã , îïðåäåëåííûé ôîðìóëîé

Tyf(x)=
Γ
(
γ+3
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
γ+2
2

) π∫
0

(x y)γ+1f
(
x

α→ y
)

(x
α→ y )γ+1

sinγ+1 αdα, (1)

ãäå (x
α→ y )=

√
x2+y2−2xy cosα.

Òàê æå èçó÷àþòñÿ äâå êîíñòðóêöèè îáîáùåííûõ T-ñäâèãîâ, âîç-
íèêàþùèå èç îïðåäåëåíèÿ T-ïñåâäîñäâèãà (1):

∗
Ty f(x) = x−(γ+1)Tyf(x),

∗∗
Tyx f(x) = y−(γ+1)Tyxf(x). (2)

Êîíñòðóêöèÿ (1) íå ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ ñäâèãîâ
Á.Ì. Ëåâèòàíà [3], ò.ê. íå âûïîëíåíî îñíîâíîå óñëîâèå, ÷òîáû íåêî-
òîðûé îïåðàòîð áûë ñäâèãîì àðãóìåíòà ôóíêöèè, çàêëþ÷àþùååñÿ â
ñóùåñòâîâàíèå ¾íóëåâîãî çëåìåíòà¿ xo, íå ìåíÿþùåãî ôóíêöèè. Äëÿ
îáîáùåííîãî ñäâèãà Ïóàññîíà [3] òàêèì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà
xo = 0.

Ñâîéñòâî 1. Ëèíåéíîñòü T-ñäâèãà: åñëè f è g ôóíêöèè ñóììè-
ðóåìûå ñ âåñîì x−γ , òî

∗
Ty [a f(x) + b g(x)] = a

∗
Ty f(x) + b

∗
Ty g(x).

Ñâîéñòâî 2.
∗
Ty f(0) = f(y).

Ñâîéñòâî 3. Àññîöèàòèâíîñòü T-ñäâèãà: åñëè ôóíêöèÿ f ïðåä-
ñòàâëåíà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì Ôóðüå ïî J-ôóíêöèÿì Áåñ-
ñåëÿ, òî

∗
Tzy

∗
Tyx f(x) =

∗
Tzx

∗∗
Tyx f(x) ,

∗∗
Tzy

∗
Tyx f(x) =

∗∗
Tzx

∗
Tyx f(x) ,

∗∗
Tzy

∗∗
Tyx f(x) =

∗∗
Tzx

∗∗
Tyx f(x) .

Ñâîéñòâî 4. Íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ T-ñäâèãà: äëÿ ëþáîé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f(x) ôóíêöèÿ
∗
Ty f(x) íåïðåðûâíà ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, y).

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ
∗
Tyx è

∗∗
Tyx âîçíèêëà â èññëåäîâàíèÿõ [2]

ïðè îïðåäåëåíèè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðà È.À. Êèïðè-
ÿíîâà.
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Àâòîð áëàãîäàðèò ïðîôåññîðà Ë.Í. Ëÿõîâà çà ïîñòàíîâêó ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé â ýòîé çàìåòêå çàäà÷è è îêàçàííóþ ïîìîùü â èññëå-
äîâàíèÿõ ýòîé ïðîáëåìû.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ È ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ
ÌÎÄÅËÅÉ ÑÒÐÀÕÎÂÀÍÈß
Å.Â. Áóëèíñêàÿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

ebulinsk@yandex.ru

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ èëè
ÿâëåíèé íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ
ìîäåëü. Ïðè ýòîì äëÿ îäíîãî è òîãî æå ÿâëåíèÿ (ïðîöåññà) ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü áîëüøîå ÷èñëî ìîäåëåé, êîòîðûå îïèñûâàþò åãî ñ ðàç-
ëè÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Êðîìå òîãî, îäíà è òà æå ìîäåëü ìîæåò
âîçíèêàòü äëÿ îïèñàíèÿ ÿâëåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì îáëà-
ñòÿì ïðèëîæåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåíû
òàê íàçûâàåìûå ìîäåëè ¾âõîäà-âûõîäà¿ (input-output models), åñëè
ðå÷ü èäåò î òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ êàê ñòðàõîâàíèå, ôèíàíñû, óïðàâëå-
íèå çàïàñàìè, òåëåêîììóíèêàöèè, òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,
äèíàìèêà ïîïóëÿöèé, òåîðèÿ íàäåæíîñòè è äðóãèå. Äëÿ èõ èñïîëü-
çîâàíèÿ (ñì. [1,2]) íåîáõîäèìî çàäàòü íàáîð (T, Z, Y, U,Ψ,L), ãäå T
� ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ, Z � âõîäÿùèé ïðîöåññ, Z = {Z(t), t ∈
[0, T ]}, àíàëîãè÷íî, Y = {Y (t), t ∈ [0, T ]} � âûõîäÿùèé ïðîöåññ,
U = {U(t), t ∈ [0, Y ]} � óïðàâëåíèå, à Ψ � ôóíêöèîíàë, êîòîðûé
äàåò âîçìîæíîñòü íàéòè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû X = {X(t), t ∈ [0, T ]}, â
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âèäåX = Ψ(Z, Y, U), òàê êàê îí õàðàêòåðèçóåò ñòðóêòóðó ðàññìàòðè-
âàåìîé ñèñòåìû è ñïîñîá åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò
L � ýòî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, îöåíèâàþùàÿ êà÷åñòâî ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ ñèñòåìû.

Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé ïðèêëàäíîé
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòî-
ðîå îáåñïå÷èâàåò äîñòèæåíèå ýêñòðåìóìà öåëåâîé ôóíêöèè. Â ñòðà-
õîâàíèè, ÿâëÿþùåìñÿ ñòàðåéøåé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé, èìåþòñÿ äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà (ñòîèìîñòíîé è íàäåæ-
íîñòíûé) ïðè âûáîðå öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. îöåíèâàþòñÿ ëèáî ïî-
íåñåííûå êîìïàíèåé óáûòêè, ëèáî âåðîÿòíîñòü åå ðàçîðåíèÿ íà ãî-
ðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ. Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ïîÿâèëèñü è äðó-
ãèå ïîäõîäû, íàïðèìåð, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ è ïîèñê
óñëîâíûõ ýêñòðåìóìîâ. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ âû-
áîð íà÷àëüíîãî êàïèòàëà è ñòðàõîâîé ïðåìèè, ïðèìåíåíèå ñîñòðàõî-
âàíèÿ èëè ïåðåñòðàõîâàíèÿ, èñïîëüçîâàíèå áàíêîâñêèõ çàéìîâ è èí-
âåñòèöèé, ñòðàòåãèÿ âûïëàòû äèâèäåíäîâ. Áîëüøîé èíòåðåñ òàêæå
ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ êàïèòàëà ñòðàõîâîé
êîìïàíèè ïðè íåîãðàíè÷åííîì ðîñòå ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ (ñì.
[3]), â òîì ÷èñëå äîêàçàòåëüñòâî çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë, öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû, ïîëó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé è ò.ä.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü íà ïðàêòèêå ïîëó÷åííûå
îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óñòîé÷èâà, ò.å. ìàëûå ôëóêòóàöèè ïàðàìåò-
ðîâ èëè âîçìóùåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé, ôèãóðèðóþùèõ â ïîñòðîåííîé
ìîäåëè, ïðèâîäÿò ê ìàëûì èçìåíåíèÿì öåëåâîé ôóíêöèè (ñì. [4]).
Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè. Îñíîâ-
íîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî èñïîëüçîâàíèþ âåðîÿòíîñòíûõ ìåòðèê.

Â ïîñëåäíèå ãîäû øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëî èññëåäîâà-
íèå ìîäåëåé ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíè óäîáíåå
äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ
ìîäåëåé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò
òàêèå ñèòóàöèè, êîãäà ìîäåëü ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì áîëåå òî÷íî
îïèñûâàåò ðåàëüíîå ïîëîæåíèå äåë. Ïîýòîìó áóäóò ðàññìîòðåíû 3
ìîäåëè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è äëÿ íèõ íàéäåíà îïòèìàëüíàÿ ïî-
ëèòèêà è óñòàíîâëåíà óñòîé÷èâîñòü.

Ðèñê - ýòî êëþ÷åâîå ñëîâî âî âñåõ èññëåäîâàíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñî
ñòðàõîâàíèåì. Êàê èçâåñòíî, ðèñê âîçíèêàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
çàðàíåå íåÿñíî, áóäåò ëè èñõîä áëàãîïðèÿòíûì èëè íåáëàãîïðèÿò-
íûì. Âñå ðèñêè äåëÿòñÿ íà ÷èñòûå è ñïåêóëÿòèâíûå. Ïåðâûå ïðèâî-
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äÿò ê ïîòåðÿì (óùåðáó), à âòîðûå ìîãóò ïîâëå÷ü íå òîëüêî ïîòåðè,
íî è äîõîä (ïðèáûëü). Ñïåêóëÿòèâíûå ðèñêè èçó÷àåò ôèíàíñîâàÿ
ìàòåìàòèêà. ×èñòûå ðèñêè, êîòîðûìè çàíèìàåòñÿ àêòóàðíàÿ ìàòå-
ìàòèêà, äåëÿòñÿ íà ôèçè÷åñêèå, âûçâàííûå ïðèðîäíûìè ÿâëåíèÿìè
èëè äåÿòåëüíîñòüþ ÷åëîâåêà, è ìîðàëüíûå, îáóñëîâëåííûå íå÷åñò-
íûì èëè íåäîáðîñîâåñòíûì ïîâåäåíèåì çàñòðàõîâàííûõ. Äëÿ èõ èñ-
ñëåäîâàíèÿ òðåáóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, íàçûâàå-
ìûå â ñîâîêóïíîñòè ¾àêòóàðíûå íàóêè¿ (ñì. [1]). Ìåòîäû ðàçäåëåíèÿ
è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ðèñêà áûëè èçâåñòíû åùå âî âòîðîì òûñÿ÷åëå-
òèè äî íàøåé ýðû. Îäíàêî àêòóàðíûå íàóêè âîçíèêëè çíà÷èòåëüíî
ïîçäíåå, â 17-ì âåêå. Èñòîðèÿ èõ ðàçâèòèÿ íàñ÷èòûâàåò 4 ïåðèî-
äà (äåòåðìèíèñòè÷åñêèé, ñòîõàñòè÷åñêèé, ôèíàíñîâûé è ñîâðåìåí-
íûé). Îòìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèé ïåðèîä çíàìåíèò ñîçäàíèåì òåî-
ðèè êîëëåêòèâíîãî ðèñêà (êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà
è åå ìíîãî÷èñëåííûå ìîäèôèêàöèè). Ñîâðåìåííûé ïåðèîä õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëîæíûõ ñèñòåì, ïåðåïëåòåíèåì àêòóàðíûõ
è ôèíàíñîâûõ ïðîáëåì, óíèôèêàöèåé ñòîèìîñòíîãî è íàäåæíîñòíî-
ãî ïîäõîäîâ è ïðèìåíåíèåì ìîùíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà (ñì.
[2]). Ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå óäåëÿåòñÿ äèñ-
êðåòíûì ìîäåëÿì, òàê êàê îíè ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ â ÿâíîì
âèäå, à âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ áîëåå òî÷íî îòðàæàþò ñóòü ïðîèñõî-
äÿùèõ ïðîöåññîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îíè ìîãóò ñëóæèòü õîðîøèì
ïðèáëèæåíèåì äëÿ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (ñì. [3]). Ïî-
ýòîìó â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåí ðÿä ìîäåëåé ñ íåïðåðûâíûì è
äèñêðåòíûì âðåìåíåì.

Îñíîâíàÿ öåëü ðèñê-ìåíåäæìåíòà (èëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëî-
âèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè) � ýòî îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èñ-
ñëåäóåìîé ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùàÿ ìèíèìèçèðîâàòü, à â ëó÷øåì ñëó-
÷àå âîâñå èñêëþ÷èòü âîçíèêàþùèé ðèñê. Ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä îï-
òèìèçàöèîííûõ êðèòåðèåâ è ðàçëè÷íûå êëàññû äîïóñòèìûõ óïðàâ-
ëåíèé. Òàê, âîçìîæíî óïðàâëÿòü âûáîðîì âûïëà÷èâàåìûõ äèâèäåí-
äîâ, âèäîì äîãîâîðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ, èíâåñòèöèÿìè, áàíêîâñêèìè
çàéìàìè è äð.

Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà îäèí èç ïðîñòåéøèõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ìî-
äåëè ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, áàíêîâñêèìè çàéìàìè è ïðîïîðöèî-
íàëüíûì ïåðåñòðàõîâàíèåì. Ïðåäïîëîæèì, òðåáîâàíèÿ íà âîçìåùå-
íèå óáûòêîâ îïèñûâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíà-
êîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷-
íûì ñðåäíèì. Ñòðàõîâùèê ïåðåäàåò â ïåðåñòðàõîâàíèå äîëþ θ ïî-
ñòóïèâøèõ òðåáîâàíèé, à ïîñëå ïåðåñòðàõîâàíèÿ ïîëó÷àåò ïðåìèþ
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M . Êðîìå òîãî, â íà÷àëå êàæäîãî ïåðèîäà (ãîä, ìåñÿö, äåíü) îí ìî-
æåò áðàòü çàåì ïî íåêîòîðîé ïðîöåíòíîé ñòàâêå. Åñëè èìåþùèõ-
ñÿ ñðåäñòâ íåäîñòàòî÷íî, âîçìîæåí ýêñòðåííûé çàåì ñ ïîâûøåííîé
ñòàâêîé. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå îïòèìàëüíîé ïîëèòèêè çàé-
ìîâ, ò.å. ìèíèìèçèðóþùåé äîïîëíèòåëüíûå îæèäàåìûå èçäåðæêè.
Äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Îïòèìàëüíàÿ ïîëèòèêà çàéìîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ
íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êðèòè÷åñêèõ óðîâíåé yn òà-
êèõ, ÷òî íà ïåðâîì øàãå n-øàãîâîãî ïðîöåññà, åñëè íà÷àëüíûé êà-
ïèòàë x ìåíüøå yn, òî åãî íàäî óâåëè÷èòü ñ ïîìîùüþ çàéìà äî
yn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàåì íå íóæåí.

Äëÿ äàííîé ìîäåëè óñòàíîâëåíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå êàïèòàëà
ïðè áåñêîíå÷íîì óâåëè÷åíèè ãîðèçîíòà ïëàíèðîâàíèÿ, àñèìïòîòè÷å-
ñêè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü ê ìàëûì ôëóê-
òóàöèÿì ïàðàìåòðîâ è âîçìóùåíèÿì ðàñïðåäåëåíèé. Àíàëîãè÷íûå
ïðîáëåìû èññëåäîâàíû è äëÿ äðóãèõ ìîäåëåé.
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Ðàññìîòðèì ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íà ãåî-
ìåòðè÷åñêîì ãðàôå, ñîñòîÿùåì èç äâóõ ðåáåð-êîëåö, êàñàþùèõñÿ â
îäíîé òî÷êå (óçëå ãðàôà):

∂2uj(x, t)

∂t2
=
∂2uj(x, t)

∂x2
− qj(x)uj(x, t), (1)

(j = 1, 2), (x, t) ∈ [0, 1]× [0,+∞),

u1(0, t) = u1(1, t) = u2(0, t) = u2(1, t), (2)

u′1x(0, t)− u′1x(1, t) + u′2x0, t)− u′2x(1, t) = 0, (3)

u1(x, 0) = ϕ1(x), u2(x, 0) = ϕ2(x),
u′1t(x, 0) = 0, u′2t(x, 0) = 0.

(4)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (1)�(4) êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå, qj , ϕj ∈ L[0, 1]. Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû, óñèëèâàþùèå [1�2].

Èñïîëüçóåì ìåòîäèêó, ïðåäëîæåííóþ À.Ï. Õðîìîâûì â [3�4],
îïèðàþùóþñÿ íà èäåè ïî óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ è ïðèâëå-
÷åíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ñëåäóÿ [3�4] çàäà÷ó (1)�(4) áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé, à ïîä
ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è ïîíèìàåì ¾ñóììó¿ âîîáùå ãîâîðÿ ðàñ-
õîäÿùåãîñÿ ðÿäà ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ (ñì. [2]).

Èñïîëüçóÿ òåõíèêó èç [4], ïîëó÷èì
Òåîðåìà 1. Îáîáùåííàÿ çàäà÷è (1)�(4) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå

u(x, t) = A(x, t) =

∞∑
n=0

An(x, t),

ãäå A0(x, t) =
1

2
[F̃ (x+ t) + F̃ (x− t)],

© Áóðëóöêàÿ Ì.Ø., Äàâûäîâà Ì.Á., Êèñåëåâà À.Â. , 2023
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An(x, t) =
1

2

t∫
0

dτ

x+t−τ∫
x−t+τ

F̃n−1(η, τ) dη, n ⩾ 1

è Q(x) = diag(q1(x), q2(x)), Fn(x, t) = −Q(x)An(x, t) ïðè x ∈ [0, 1],

F̃n−1 åñòü ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé Fn−1 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé
(11) èç [2].

Îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(4) [2] è îáîáùåí-
íîå ðåøåíèå, ïðèâîäèìîå çäåñü, âûðàæàþòñÿ îäíîé è òîé æå ôîðìó-
ëîé.
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íåëîêàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà ãðàôàõ. Îïðåäåëåíèå òàêèõ îïåðàòîðîâ
îñëîæíåíî î÷åâèäíûìè ïðè÷èíàìè, ñâÿçàííûìè ñ ¾ïðîõîæäåíèåì¿
íåëîêàëüíîñòè ÷åðåç âíóòðåííèå âåðøèíû ãðàôà. Ïîýòîìó èçó÷à-
ëèñü, ãëàâíûì îáðàçîì, òîëüêî ëîêàëüíî íåëîêàëüíûå ñëó÷àè, êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùåå íåëîêàëüíîå óðàâíåíèå íà êàæäîì ðåáðå ãðàôà íå
ñâÿçàíî ñ óðàâíåíèÿìè íà îñòàëüíûõ ðåáðàõ.

Íàïðèìåð, â ðàáîòå [2] áûëè ðàññìîòðåíû òàêèå ëîêàëüíî íåëî-
êàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäûâàíèåì âèäà

−y′′(x) + q(x)y(x− a) (1)

íà ãðàôå-çâåçäå. Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîðû ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àð-
ãóìåíòîì íà èíòåðâàëå àêòèâíî èçó÷àþòñÿ ñ ïåðâîé ïîëîâèíû ïðî-
øëîãî âåêà â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè.

Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ èíîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ
âèäà (1) íà ãðàôàõ, èñïîëüçóþùèé ïîíÿòèå ãëîáàëüíîãî çàïàçäûâà-
íèÿ. Äëÿ ãðàôà-çâåçäû ñ åäèíè÷íûìè ðåáðàìè è ãëîáàëüíûì çàïàç-
äûâàíèåì a ∈ (0, 2) îí ðåàëèçóåòñÿ â êðàåâîé çàäà÷å

−y′′j (x) + qj(x)yj(x− a) = λyj(x), 0 < x < 1, j = 1,m,

yj(x−a) = y1(x−a+1), x ∈ (max{0, a−1},min{a, 1}), j = 2,m, (2)

y1(1) = y2(0) = . . . = ym(0), y′1(1) =

m∑
j=2

y′j(0),

y
(νj)
j (1− δj,1) = 0, νj ∈ {0, 1}, j = 1,m,

ãäå δj,k � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à qj(x) � ñóììèðóåìûå êîìïëåêñíûå
ôóíêöèè, ïðè÷åì q1(x) = 0 ï.â. íà (0,min{a, 1}), â òî âðåìÿ êàê
qj(x) = 0 ï.â. íà (0,max{0, a− 1}) ïðè j = 2,m.

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî çàïàçäûâàíèå ¾ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ¿ ÷åðåç âíóòðåííþþ âåðøèíó. Äàííîå êà÷åñòâî åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ è íà ãðàôû áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû.

Äëÿ ñëó÷àÿ m = 3 è a = 1 ïîëó÷åíî ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà-
÷è âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ qj(x) ïî ñïåêòðàì ëèáî ïîäñïåê-
òðàì äâóõ êðàåâûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì îõâà÷åí øèðîêèé êðóã âîïðî-
ñîâ, îáû÷íî âîçíèêàþùèõ â òåîðèè îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.
Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè,
è ïîëó÷åíû êîíñòðóêòèâíûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è
âìåñòå ñ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè.
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Òàêæå ïîëó÷åíà ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ íà ãðàôàõ äî
ýòîãî íå èçó÷àëàñü äàæå ñ ó÷åòîì êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Öåíòðàëü-
íûì ìåñòîì çäåñü ñòàëà ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü âîññòàíîâëåíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ îïðåäåëèòåëåé ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷
ïî èõ íóëÿì, âûòåêàþùàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3].
Ïåðå÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîäðîáíî èçëîæåíû â [4].

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî ñ ñîâðåìåííûì ñîñòîÿíèåì òåîðèè îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ îïåðàòîðà (1) íà èíòåðâàëå (ò.å. ïðè m = 2) ìîæíî îçíà-
êîìèòüñÿ, íàïðèìåð, â êðàòêîì îáçîðå, ïðèâåäåííîì â [5].
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

u′′(x) = −
(
a(x)− γ2

)
u(x)− αu3(x), x ∈ [0, 1], (1)

ãäå a(x) åñòü íåïðåðûâíàÿ, ïîëîæèòåëüíàÿ è ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùàÿ íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ôóíêöèÿ, γ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, α

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 18-71-10015).
© Âàëîâèê Ä.Â., Çàðåìáî Å.Â., Ìîñêàëåâà Ì.À., 2023
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� ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âìåñòå ñ óñëîâèÿìè

u′(0)−
√
γ2 − a1 · u(0) = 0, (2)

u′(1) +
√
γ2 − a2 · u(1) = 0, (3)

ãäå a1, a2 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷åì a2 ⩾ a1, è äîïîë-
íèòåëüíûì óñëîâèåì

u(0) = A, (4)

ãäå A åñòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Çàäà÷à P ñîñòîèò â íàõîæäåíèè γ = γ̂ > 0, òàêèõ ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ðåøåíèå u ≡ u(x; γ̂) óðàâíåíèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì (2), (4). ×èñëî γ̂, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðå÷èñëåííûì óñëîâèÿì,
áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è P, à îòâå÷àþùóþ
åìó ôóíêöèþ u(x; γ̂) � ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé çàäà÷è P.

Åñëè â óðàâíåíèè (1) ïîëîæèòü α = 0, òî çàäà÷à P âûðîæäàåòñÿ
â ëèíåéíóþ çàäà÷ó P0. Èç òåîðèè èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à P0 èìååò
êîíå÷íîå ÷èñëî (âîçìîæíî íè îäíîãî) ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé γ = γ̃ ∈ (

√
a2,

√
amax), ãäå amax = maxx∈[0,1] a(x) [1].

Òåîðåìà 1. Çàäà÷à P èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé γ̂i ñ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè; ïðè÷åì äëÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ γ̂ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

(1− δ)s−1
( 1

2m

)
⩽ γ̂(m) ⩽ (1 + δ)s−1

( 1

4
√
2(m+ 1)

)
, (5)

ãäå m åñòü (äîñòàòî÷íî áîëüøîé) íîìåð ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ,
s−1 åñòü îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê s(t) = t−1 ln t è δ > 0 åñòü ïðîèçâîëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàäà÷à P îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ýëåê-
òðîìàãíèòíîé ÒÅ-âîëíû â ïëîñêîì îòêðûòîì äèýëåêòðè÷åñêîì âîë-
íîâîäå, çàïîëíåííûì íåëèíåéíîé íåîäíîðîäíîé ñðåäîé. Àíàëîãè÷-
íàÿ çàäà÷à äëÿ çàêðûòîãî âîëíîâîäà (ñ äðóãèìè êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè) èññëåäîâàíà â [2].

Ëèòåðàòóðà
1. Courant R. Methods of Mathematical Physics, Vol. 1 / R. Courant,

D. Hilbert // WILEY�VCH Verlag GmbH & Co. KGaA: Weinheim. �
2004.

2. Valovik D. V. Study of a Nonlinear Eigenvalue Problem by the
Integral Characteristic Equation Method / D. V. Valovik // Di�erential
Equations. � 2020. � Vol. 56., no. 2. � P. 171�184.
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ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ È ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È
ÊÀÊ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÑÐÅÄÑÒÂÀ
Â.Á. Âàñèëüåâ (Áåëãîðîä, ÍÈÓ "ÁåëÃÓ")

vbv57@inbox.ru

1. Ïóñòü Z2 îáîçíà÷àåò öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó íà ïëîñêîñòè.
Îáîçíà÷èì K = {x ∈ R2 : x = (x1, x2), x1 > 0, x2 > 0} ïåðâûé
êâàäðàíò, Kd = hZ2 ∩ K,h > 0. Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ôóíêöèÿìè
äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé ud(x̃), x̃ = (x̃1, x̃2) ∈ hZ2.

Îáîçíà÷èì T2 = [−π, π]2, ℏ = h−1 è ζ2 = h−2((e−ih·ξ1 − 1)2 +
(e−ih·ξ2 − 1)2), S(hZ2) � äèñêðåòíûé àíàëîã ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà
áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ áûñòðî óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íî-
ñòè ôóíêöèé..

Ïðîñòðàíñòâî Hs(hZ2) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ ôóíêöèé è ÿâëÿ-
åòñÿ çàìûêàíèåì ïðîñòðàíñòâà S(hZ2) â íîðìå

||ud||s =

∫
ℏT2

(1 + |ζ2|)s|ũd(ξ)|2dξ

1/2

,

ãäå ũd(ξ) îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

(Fdud)(ξ) ≡ ũd(ξ) =
∑
x̃∈hZ2

e−ix̃·ξud(x̃)h
2, ξ ∈ ℏT2.

Ïðîñòðàíñòâî Hs(Kd) ñîñòîèò èç äèñêðåòíûõ ôóíêöèé èç ïðî-
ñòðàíñòâà Hs(hZ2), íîñèòåëè êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ â Kd. Íîðìà â
ïðîñòðàíñòâå Hs(Kd) èíäóöèðóåòñÿ íîðìîé ïðîñòðàíñòâà Hs(hZ2).

2. Ïóñòü Ad(ξ) � èçìåðèìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåí-
íàÿ íà R2 ñ î îñíîâíûì êâàäðàòîì ïåðèîäîâ ℏT2. Ïîä äèñêðåòíûì
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì Ad ñ ñèìâîëîì Ad(ξ) â äèñ-
êðåòíîì êâàäðàíòå Kd ìû ïîíèìàåì îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà

(Adud)(x̃) =
∑
ỹ∈hZ2

h2
∫

ℏT2

Ad(ξ)e
i(x̃−ỹ)·ξũd(ξ)dξ, x̃ ∈ Kd, (1)

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñèìâîëû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

c1(1 + |ζ2|)α/2 ⩽ |Ad(ξ)| ⩽ c2(1 + |ζ2|)α/2

© Âàñèëüåâ Â.Á., 2023
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ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c2, íå çàâèñÿùèìè îò h, è ÷èñëî
α ∈ R ìû íàçûâàåì ïîðÿäêîì äèñêðåòíîãî ïñåâäîäèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà Ad.

Íàñ èíòåðåñóåò ðàçðåøèìîñòü äèñêðåòíîãî óðàâíåíèÿ

(Adud)(x̃) = 0, x̃ ∈ Kd, (1)

â ïðîñòðàíñòâå Hs(Kd).
Ìû èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíî ñïåöèàëüíûå îáëàñòè [1] äâóìåð-

íîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà C2. Îáëàñòü âèäà Th(K) = ℏT2+iK
íàçûâàåòñÿ òðóá÷àòîé îáëàñòüþ íàä êâàäðàíòîì K, ìû áóäåì îïå-
ðèðîâàòü ñ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè f(x+ iτ) â îáëàñòè Th(K) =
ℏT2 + iK.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèåé ýëëèï-
òè÷åñêîãî ñèìâîëà Ad(ξ) íàçûâàåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

Ad(ξ) = Ad, ̸=(ξ)Ad,=(ξ),

ãäå ìíîæèòåëè Ad, ̸=(ξ), Ad,=(ξ) äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîë-
æåíèå â òðóá÷àòûå îáëàñòè Th(K), Th(−K) ñîîòâåòñòâåííî è óäî-
âëåòâîðÿþò îöåíêàì

c1(1 + |ζ̂2|)æ
2 ⩽ |Ad, ̸=(ξ + iτ)| ⩽ c′1(1 + |ζ̂2|)æ

2 ,

c2(1 + |ζ̂2|)
α−æ

2 ⩽ |Ad,=(ξ − iτ)| ⩽ c′2(1 + |ζ̂2|)
α−æ

2 ,

ñ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè c1, c
′
1, c2, c

′
2, íå çàâèñÿùèìè îò h;

ζ̂2 ≡ ℏ2
(
(e−ih(ξ1+iτ1) − 1)2 + (e−ih(ξ2+iτ2) − 1)2

)
,

ξ = (ξ1, ξ2) ∈ ℏT2, τ = (τ1, τ2) ∈ K.

×èñëî æ ∈ R íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé ôàê-
òîðèçàöèè.

Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà æ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà âûáîð ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé è èõ êîëè÷åñòâî. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ïðîñòîé ñëó÷àé. Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ
ïåðèîäè÷åñêàÿ âîëíîâàÿ ôàêòîðèçàöèÿ ñèìâîëà Ad(ξ) ñ èíäåêñîì
æ,æ− s = 1 + δ, |δ| < 1/2.

Äîáàâèì ñëåäóþùèå äèñêðåòíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ud|x̃1=0
= fd(x̃2), ud|x̃2=0

= gd(x̃1). (2)
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1),(2) � ýòî äèñêðåòíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î äèñêðåòíîé çàäà÷å Äèðèõëå

(1),(2).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü fd, gd ∈ Hs−1/2(R+), s > 1/2, inf |ã0(ξ2)| 6=

0, inf |b̃0(ξ1)| 6= 0. Òîãäà äèñêðåòíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå (1), (2) ýêâè-
âàëåíòíà íåêîòîðîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, ôóíêöèè ã0, b̃0 îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïî ñèìâîëó îïåðàòîðà Ad.

Òåïåðü ìû ââîäèì â ðàññìîòðåíèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå

(Au)(x) = 0, x ∈ K, (3)

ñ ñèìâîëîì A(ξ), óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ

c1(1 + |ξ|)α ⩽ |A(ξ)| ⩽ c2(1 + |ξ|)α

è äîïóñêàþùèé âîëíîâóþ ôàêòîðèçàöèþ [1] îòíîñèòåëüíî K

A(ξ) = A ̸=(ξ)A=(ξ)

ñ èíäåêñîì æ, òàêèì, ÷òî æ − s = 1 + δ, |δ| < 1/2, äîáàâèâ ê íåìó
ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

u|x1=0
= f(x2), u|x2=0

= g(x1) (4)

è â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå inf |Ã0(ξ2)| 6=
0, inf |B̃0(ξ1)| 6= 0,

∞∫
−∞

A−1
̸= (ξ)dξ1 ≡ Ã0(ξ2),

∞∫
−∞

A−1
̸= (ξ)dξ2 ≡ B̃0(ξ1).

Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé çàäà÷à (3),(4) îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìà [1]. Ñïåöèàëüíûé âûáîð ýëåìåíòîâ ïåðèîäè÷åñêîé âîëíîâîé
ôàêòîðèçàöèè è äèñêðåòíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò äàòü ñëå-
äóþùåå ñðàâíåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü æ > 1. Ïðè îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è (3), (4) çàäà÷à (1), (2) òàêæå áóäåò îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ h. Ñðàâíåíèå ðåøåíèé çàäà÷ (1), (2) è (3), (4) ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëûõ h äàåòñÿ îöåíêîé

||u− ud||Hs(ℏT2) ⩽ const hæ−1(||f ||s−1/2 + ||g||s−1/2)

ãäå const íå çàâèñèò îò h.
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3. Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñèíãóëÿðíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ Ãåëüäåðà ñ âåñîì ðàññìàòðè-
âàëèñü â ðàáîòå [2] , ðÿä ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è êðàåâûìè çàäà÷àìè â ïîëóïðîñòðàíñòâå,
ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [3�7] .
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Ïóñòü r ∈ Z+, 1 ⩽ p ⩽ ∞. Êëàññ Ñîáîëåâà íà îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè Ω ⊂ Rd îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

W r
p (Ω) = {f ∈ Lloc

1 (Ω) : ‖∇rf‖Lp(Ω) ⩽ 1};
1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò �

22-21-00204).
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çäåñü ∇rf � âåêòîð èç âñåõ îáîáùåííûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî-
ðÿäêà r ôóíêöèè f , ‖∇rf‖Lp(Ω) îáîçíà÷àåò Lp-íîðìó |∇rf(·)|, ãäå | · |
� åâêëèäîâà íîðìà.

Ïóñòü n ∈ Z+, X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ X. ×å-
ðåç dn(M, X) îáîçíà÷èì êîëìîãîðîâñêèé ïîïåðå÷íèê ìíîæåñòâà M
â ïðîñòðàíñòâå X.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω ⊂ Rd � îáëàñòü ñ óñëîâèåì Äæîíà, 1 ⩽
q < ∞, rj ∈ Z+, 1 < pj ⩽ ∞, 1 ⩽ j ⩽ s, ïðè ýòîì r1 < r2 < · · · < rs,
rj
d − 1

pj
< ri

d − 1
pi
äëÿ j > i. Ïóñòü M =

⋂s
j=1W

rj
pj (Ω). Ïðåäïîëîæèì,

÷òî r1
d + 1

q −
1
p1
> 0.

1. Åñëè pi ⩾ q äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , s}, òî

dn(M, Lq(Ω)) � n−
rs
d .

2. Åñëè q ⩽ 2, pi ⩽ q äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , s}, òî

dn(M, Lq(Ω)) � n−
r1
d − 1

q+
1
p1 .

3. Åñëè q > 2, pi ⩽ 2 äëÿ âñåõ i ∈ {1, . . . , s} è r1
d 6= 1

p1
, òî

dn(M, Lq(Ω)) � n
−min

{
r1
d + 1

2−
1
p1
, q
2

(
r1
d + 1

q−
1
p1

)}
.

4. Ïóñòü q ⩽ 2,

I := {i ∈ 1, s : pi ⩾ q} 6= {1, . . . , s},

J := {i ∈ 1, s : pi ⩽ q} 6= {1, . . . , s}.

Äëÿ i ∈ I, j ∈ J îïðåäåëèì ÷èñëà λij ðàâåíñòâàìè

1

q
=

1− λij
pj

+
λij
pi
.

Ïóñòü

(i0, j0) = argmax
i∈I, j∈J

((1− λij)rj/d+ λijri/d).

Òîãäà

dn(M, Lq(Ω)) � n−((1−λi0j0
)rj0/d+λi0j0

ri0/d).
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5. Ïóñòü q > 2,

I := {i ∈ 1, s : pi ⩾ q} 6= {1, . . . , s},

J := {i ∈ 1, s : 2 ⩽ pi ⩽ q},
K := {i ∈ 1, s : pi ⩽ 2} 6= {1, . . . , s}.

Îïðåäåëèì ÷èñëà λij è λ̃ij ðàâåíñòâàìè

1

q
=

1− λij
pj

+
λij
pi
, i ∈ I, j ∈ J ∪K,

1

2
=

1− λ̃ij
pj

+
λ̃ij
pi
, i ∈ I ∪ J, j ∈ K,

è ïîëîæèì

(i0, j0) = argmax
i∈I, j∈J∪K

((1− λij)rj/d+ λijri/d),

(i1, j1) = argmax
i∈I∪J, j∈K

((1− λ̃ij)rj/d+ λ̃ijri/d).

Îïðåäåëèì ôóíêöèè h0, h1, h2 : [1, q/2] → R ∪ {−∞} ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

h0(t) =

{
t
(
(1− λi0j0)

rj0
d + λi0j0

ri0
d

)
, åñëè I 6= ∅,

−∞, åñëè I = ∅,

h1(t) =

{
t
(
(1− λ̃i1j1)

rj1
d + λ̃i1j1

ri1
d − 1

2

)
+ 1

2 , åñëè K 6= ∅,
−∞, åñëè K = ∅,

h2(t) =

{
maxj∈J ϕj(t), åñëè J 6= ∅,
−∞, åñëè J = ∅,

ãäå

ϕj(t) = t

(
rj
d

− 1

2
· 1/pj − 1/q

1/2− 1/q

)
+

1

2
· 1/pj − 1/q

1/2− 1/q
.

Ïîëîæèì
h = max{h0, h1, h2}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ôóíêöèè h åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíè-
ìóìà t∗ ∈ [1, q/2]. Òîãäà

dn(M, Lq(Ω)) � n−h(t∗).
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
êëàññîâ Ñîáîëåâà íà îòðåçêå (èõ ãëàäêîñòü ìîæåò áûòü äðîáíîé).
Ýòî îáîáùàåò ðåçóëüòàò Ý.Ì. Ãàëååâà [1] íà áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü
ïàðàìåòðîâ.

Ëèòåðàòóðà
1. Ãàëååâ Ý.Ì. Ïîïåðå÷íèêè ïî Êîëìîãîðîâó êëàññîâ ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ôóíêöèé îäíîé è íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ / Ý.Ì. Ãàëååâ // Èçâ.
ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð. ìàòåì. � 1990. � Ò. 54, � 2. � Ñ. 418�430.

ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÍÀ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÇÈÃÌÓÍÄÀ

À.Â. Âàñèí, Å.Ñ. Äóáöîâ (Ñàíêò-Ïåòåðáóðã)
dubtsov@pdmi.ras.ru

Óñå÷¼ííûå îïåðàòîðû Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà. Ïóñòü Ω(x)
� îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè 0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ Ck-äèôôåðåí-
öèðóåìîé íà Rd \ {0} è èìååò íóëåâîé èíòåãðàë ïî åäèíè÷íîé ñôåðå.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ÿäðî Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà

K(x) =
Ω(x)

|x|d
, x 6= 0,

ïîðîæäàåò ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Tf(y) = PV

∫
Rd

f(x)K(y − x) dx,

ãäå èíòåãðàë ñëåäóåò ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ, dx îáî-
çíà÷àåò ìåðó Ëåáåãà íà ïðîñòðàíñòâå Rd. Äëÿ çàäàííîé îáëàñòè
D ⊂ Rd ìîäèôèêàöèÿ TD îïåðàòîðà T çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

TDf = (Tf)χD, suppf ⊂ D,

è íàçûâàåòñÿ óñå÷¼ííûì îïåðàòîðîì Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà.
Ïðîñòðàíñòâà Çèãìóíäà. Íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-

öèÿ ω : [0,∞) → [0,∞), ω(0) = 0, íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì íåïðåðûâíîñòè
ïîðÿäêà n ∈ N, åñëè n ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì,
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû äâà ïðèâåä¼ííûõ íèæå ñâîéñòâà.

1. Äëÿ íåêîòîðîãî q, n ⩽ q < n + 1, ôóíêöèÿ ω(t)
tq ïî÷òè óáûâà-

åò, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C = C(q) òàêàÿ, ÷òî
ω(st) < Csqω(t), s > 1.

© Âàñèí À.Â., Äóáöîâ Å.Ñ., 2023
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2. Äëÿ ëþáîãî r, n − 1 < r < n, ôóíêöèÿ ω(t)
tr ïî÷òè âîçðàñòà-

åò, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C = C(r) òàêàÿ, ÷òî
ω(st) < Csrω(t), s < 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí êóá è ñèìâîë Q äëÿ êóáà â ïðîñòðàí-
ñòâå Rd, ð¼áðà êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïóñòü |Q|
� îáú¼ì ðàññìàòðèâàåìîãî êóáà, ` = `(Q)� äëèíà åãî ðåáðà. Îáîçíà-
÷èì ñèìâîëîì Pn ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå, ÷åì
n. Äëÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè ω ïîðÿäêà n ∈ N ïðîñòðàíñòâî Çèã-
ìóíäà Zω(D) â îáëàñòè D ⊂ Rd ñîñòîèò èç ôóíêöèé f ∈ L1(D, dx),
äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà ñëåäóþùàÿ íîðìà:

‖f‖ = ‖f‖L1(D,dx) + sup
Q⊂D

inf
P∈Pn

1

ω(`)
‖f − P‖L1(Q,dx/|Q|).

Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ñôîðìóëèðîâàííîå íèæå îïèñàíèå îãðàíè-
÷åííûõ óñå÷¼ííûõ îïåðàòîðîâ TD íà ïðîñòðàíñòâàõ Çèãìóíäà ìî-
òèâèðîâàíî ïîäîáíûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëèïøèöà è
Ñîáîëåâà èç ðàáîò [1] è [2] ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ω � ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ïîðÿäêà n ∈ N,
D ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü è TD � óñå÷¼ííûé îïå-
ðàòîð Êàëüäåðîíà-Çèãìóíäà ñ Cn+1-ãëàäêèì ÿäðîì. Òîãäà îïåðàòîð
TD îãðàíè÷åí íà ïðîñòðàíñòâå Zω(D) â òîì è òîëüêî â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà:
(i) TDP ∈ Zω(D) äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà P ∈ Pn(D);
(ii) äëÿ ëþáîãî êóáà Q ⊂ D ñ öåíòðîì x0 è ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà Px0

,
îäíîðîäíîãî ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé x−x0, ñóùåñòâó-
åò ìíîãî÷ëåí SQ ∈ Pn(D) òàêîé, ÷òî

‖TD(χDPx0
)− SQ‖L1(Q,dx/|Q|) ⩽ C‖P‖ω̃(`(Q)),

ãäå ω̃(x) = ω(x)/max
{
1,
∫ 1

x
ω(t)t−n−1dt

}
è êîíñòàíòà C íå çàâèñèò

îò êóáà Q.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 è äàëüíåéøèå êîììåíòàðèè ñîäåðæàò-

ñÿ â ñòàòüå [3].

Ëèòåðàòóðà
1. Mateu J. Extra cancellation of even Calder�on-Zygmund operators

and quasiconformal mappings / J. Mateu, J. Orobitg, J. Verdera //
J. Math. Pures Appl. (9) � 2009. � V. 91, � 4. � P. 402�431.

2. Prats M. A T (P ) theorem for Sobolev spaces on domains /
M. Prats, X. Tolsa // J. Funct. Anal. � 2015. � V. 269, � 10. � P. 2946�
2989.
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3. Âàñèí À.Â. T (P )-òåîðåìà äëÿ ïðîñòðàíñòâ Çèãìóíäà íà îá-
ëàñòÿõ / À.Â. Âàñèí, Å.Ñ. Äóáöîâ // Ìàòåì. çàìåòêè � 2023. � â
ïå÷àòè.

Ê ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÞ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈ
ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÎÄÍÎÉ

ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ì.Þ. Âàòîëêèí (Èæåâñê, ÈæÃÒÓ)
vmyu6886@gmail.com

Ïóñòü I ⊆ R � îòêðûòûé èíòåðâàë, P = (pik)
2
0 � íèæíÿÿ òðå-

óãîëüíàÿ ìàòðèöà, pik : I → R, òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèè p00(·) è p22(·)
èçìåðèìû, ïî÷òè âñþäó êîíå÷íû è ïî÷òè âñþäó îòëè÷íû îò íóëÿ, à

ôóíêöèè
1

p11(·)
,
p10(·)
p11(·)

,
p20(·)
p22(·)

,
p21(·)
p22(·)

ëîêàëüíî ñóììèðóåìû â I.

Îïðåäåëèì êâàçèïðîèçâîäíûå 0
Px,

1
Px,

2
Px ôóíêöèè x : I → R

ðàâåíñòâàìè (ñì. [1]): 0
Px

.
= p00x,

1
Px

.
= p11

d( 0
Px)

dt
+ p10(

0
Px),

2
Px

.
= p22

d( 1
Px)

dt
+ p21(

1
Px) + p20(

0
Px).

Ëèíåéíûì îäíîðîäíûì êâàçèäèôôåðåíöèàëüíûì íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå (ñì. [1]) (â ðàáîòå [1] èçó÷àåòñÿ óðàâíåíèå ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà)

( 2
Px)(t) = 0, t ∈ I. (1)

Åãî ðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ x : I → R, èìåþùàÿ
ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå íóëåâóþ è ïåðâóþ êâàçèïðîèçâîä-
íûå è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (1) ïî÷òè âñþäó â I.

Óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ íåîñöèëëÿöèîííûì íà ïðîìåæóòêå J ⊂
I (çäåñü J = [a, b], −∞ < a < b < +∞), åñëè íóëåâàÿ êâàçèïðîèçâîä-
íàÿ ëþáîãî åãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ èìååò íà J íå áîëåå îäíîãî
íóëÿ (ñì. [1]).

Ðàññìîòðèì êâàçèäèôôåðåíöèàëüíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñ êðàå-
âûìè óñëîâèÿìè I-ãî ðîäà ñëåâà � I-ãî ðîäà ñïðàâà, ò.å. çàäà÷ó

( 2
Px)(t) = −λ( 0

Px)(t) (t ∈ J = [a, b]), (2)

0
Px(a) = 0, 0

Px(b) = 0. (3)

© Âàòîëêèí Ì.Þ., 2023
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé {xk(·)}∞0 ïîñòðîèì òàê: x0(·) åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è ( 2

Px)(t) = 0 (t ∈ J), 0
Px(a) = 0, 1

Px(a) = 1;
ôóíêöèè xk(·) íàõîäÿòñÿ ðåêóððåíòíî êàê ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷
( 2
Pxk)(t) = ( 0

Pxk−1)(t) (t ∈ J), 0
Pxk(a) = 0, 1

Pxk(a) = 0 (k = 1, 2, . . . ).

Íóëåâàÿ êâàçèïðîèçâîäíàÿ ðåøåíèÿ u(t, λ) óðàâíåíèÿ (2) ïðåä-
ñòàâèìà â âèäå ðÿäà

0
Pu(t, λ) =

0
Px0(t)− λ 0

Px1(t) + λ2 0
Px2(t)− λ3 0

Px3(t) + . . . (4)

(ýòî ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ðàáîòû [2]). 0
Pu(a, λ) = 0,

ò.å. ïåðâîå èç êðàåâûõ óñëîâèé (3) âûïîëíåíî. Âûïîëíåíèÿ âòîðîãî
èç óñëîâèé (3) ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷¼ò âûáîðà ïàðàìåòðà λ, à, èìåí-
íî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (2),(3) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîðíè
óðàâíåíèÿ Φ(λ) = 0, ãäå Φ(·) � ñóììà ðÿäà (4) ïðè t = b. Ôóíêöèÿ
u(t, λ∗) =

∑∞
k=0(−1)k(λ∗)kxk(t) (t ∈ J) åñòü ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

çàäà÷è (2),(3), îòâå÷àþùàÿ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ∗.
Ïóñòü óðàâíåíèå (1) íåîñöèëëÿöèîííî íà îòðåçêå J è C(t, s) åñòü

ôóíêöèÿ Êîøè óðàâíåíèÿ (1), êîíñòàíòû M1 è M2 åñòü

M1
.
= max
t∈[a,b]

0
PC(t, a), M2

.
= max

(s,t)∈[a,b]×[a,b]

∣∣ 1
RC

∗(s, t)
∣∣

(
(C∗(t, s)) � ôóíêöèÿ Êîøè ôîðìàëüíî ñîïðÿæ¼ííîãî â ñìûñëå
Ëàãðàíæà óðàâíåíèÿ (ñì. [1]), R = (rik)

2
0 � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ

ìàòðèöà (ñì. [1]), rik : I → R,

rik = (−1)i+k p2−k,2−i p2−i,2−i/p2−k,2−k (k ∈ 0 : i, i ∈ 0 : 2)
)
.

Ïóñòü M
.
= max{M1,M2}, ôóíêöèè p00(·), p11(·), p22(·) íåîòðèöà-

òåëüíû íà J. Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèÿ ξ(t)
.
= min{p11(t), p22(t)} ïðè

êàæäîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà t èç J . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíê-
öèÿ 1/ξ(t) ñóììèðóåìà íà J è ïóñòü ψ(t)

.
=
∫ t
a
ds/ξ(s) (t ∈ J). Ñ÷èòà-

åì, ÷òî ôóíêöèÿ p21(t) ⩾ 0 (t ∈ J).

Òåîðåìà 1. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè 0 ⩽ 0
Pxk(t) ⩽

Mk+1ψ2k(t)/(2k)!
(t ∈ J, k = 0, 1, . . . ).

Ñëåäñòâèå. Åñëè p11(t) = p22(t) ≡ 1 íà J èëè 1 ⩽ p11(t) ïðè
âñåõ t èç J è p22(t) ≡ 1 íà J (1 ⩽ p22(t) ïðè âñåõ t èç J è p11(t) ≡ 1
íà J), òî îöåíêè âûãëÿäÿò òàê 0 ⩽ 0

Pxk(t) ⩽ Mk+1(t − a)2k/(2k)!
(t ∈ J, k = 0, 1, . . . ).

Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè ϕk(t) : J → R ñ ïîìîùüþ ñëå-
äóþùèõ ðàâåíñòâ: ϕk(t)Mk+1ψ2k(t)/(2k)! = 0

Pxk(t), ãäå k = 0, 1, . . .
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(0 ⩽ ϕk(t) ⩽ 1). Ïóñòü

v(t, λ)
.
= ϕ0(b)M +

∞∑
k=1

(−1)kλkϕk(b)M
k+1ψ2k(t)

(2k)!
(t ∈ J).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ v(t, λ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

λ
(
v(t, λ)

)′′
√
λ
= ψ2(t)

(
ξ(t)

(
ξ(t)

(
v(t, λ)

)′
t

)′

t

)
(5)

è óñëîâèÿì

v(b, λ) = 0
Pu(b, λ),

(
ξ(t)

(
v(t, λ)

)′
t

) ∣∣∣∣
t=a

= 0,

v(t, λ)
∣∣
λ=0

=
((√

λ v(t, λ)
)′
√
λ

) ∣∣∣∣
λ=0

= 0
PC(b, a).

(6)

Òî ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (5),(6), ôóíêöèÿ v(t, λ), óäîâëåòâîðÿåò
ïåðâîìó èç óñëîâèé (6), îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà-
÷è (2),(3) ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê êîðíè óðàâíåíèÿ v(b, λ) = 0.

Äàëåå èññëåäóåòñÿ àñèìïòîòèêà êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ è â èòîãå
äëÿ èñõîäíîé êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (2),(3), êîòî-
ðàÿ â ÿâíîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

p22(t)
(
p11(t)

(
p00(t)x(t)

)′
+ p10(t)

(
p00(t)x(t)

))′
+

+p21(t)
(
p11(t)

(
p00(t)x(t)

)′
+ p10(t)

(
p00(t)x(t)

))
+ p20(t)

(
p00(t)x(t)

)
=

= −λ
(
p00(t)x(t)

)
(t ∈ J = [a, b]),

p00(a)x(a) = 0, p00(b)x(b) = 0,

ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà å¼ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè äîñòàòî÷íî îá-
ùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ êâàçèäèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2) (ñì. ïåðâûé àáçàö íàñòîÿùèõ òåçèñîâ). À,
èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Àñèìïòîòèêà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâîé çàäà÷è

(2),(3) èìååò âèä λk =
(πk)2(∫ b

a

1

min{p11(s), p22(s)}
ds

)2 + O

(
1

k

)
ïðè

k → ∞
(
k∈ N

)
.
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ðåøåòà, àêòèâíî
ðàçðàáàòûâàåìûõ â ñîâðåìåííîé òåîðèè ÷èñåë.

1. Äðåâíåéøèì èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ ðåøåòà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðå-
øåòà Ýðàòîñôåíà (276 � 196 ãã. äî íàøåé ýðû). Íî òîëüêî â 1918 ã.
Â. Áðóí [1] óñîâåðøåíñòâîâàë ýòîò ìåòîä ðåøåòà. Îí çàìåíèë ïîëíîå
âûñåèâàíèå äðóãèì, íåïîëíûì: îñòàþòñÿ íå òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà,
íî è ñîñòàâíûå ÷èñëà ñ áîëüøèìè ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè. À. À. Áóõ-
øòàá [2] â 1938ã. äàë áîëåå ñîâåðøåííóþ ñòðóêòóðó ìåòîäà ðåøåòà
Áðóíà, ïðèìåíèâ èíòåãðî-êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. Â. À. Òàð-
òàêîâñêèé [3] â 1939 ã. ðàçðàáîòàë ìåòîä ïðèáëèæåííîãî ðåøåòà, Þ.
Â. Ëèííèê [4] â 1941 ã. ðàçðàáîòàë ìåòîä áîëüøîãî ðåøåòà. Ï. Êóí
[5] â 1941 ã. âïåðâûå çàìåòèë, ÷òî îöåíêè áóäóò ëó÷øå, åñëè ê ÷èñëàì
äîáàâèòü êîýôôèöèåíòû (âåñà). À. Ñåëüáåðã [6] â 1949 ã. ðàçðàáîòàë
ñâîé ìåòîä ðåøåòà, ïðåäëîæèâ äðóãóþ èäåþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê
ñâåðõó. Á. Â. Ëåâèí [7] â 1961 ã. ðàçðàáîòàë ìåòîä ðåøåòà òèïà ðåøåòà
Áðóíà, ñîäåðæàùèé è ìåòîä ðåøåòà Áóõøòàáà.

2. À. À. Áóõøòàá [8] â 1967 ã. ïîñòðîèë êîìáèíàòîðíîå âåñîâîå
ðåøåòî. Õ. � Ý. Ðèõåðò [9] â 1969 ã. ïîñòðîèë ñâîé ìåòîä âåñîâîãî
ðåøåòà. Ì. Ëàáîðäý [10] â 1979 ã. óïðîñòèë âåñà Áóõøòàáà, ïîëó÷èë
íåïðåðûâíóþ ôîðìó è ïîêàçàë, ÷òî âåñà Ðèõåðòà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì âåñîâ Áóõøòàáà, è äàþò ðåçóëüòàòû õóæå. À. À. Áóõøòàá
[11] â 1985 ã. àíîíñèðîâàë íîâûé òèï ìåòîäà âåñîâîãî ðåøåòà. Ïðè-
âåäåì âåñà Áóõøòàáà (1985 ã.), îáîçíà÷èâ âåñîâóþ ôóíêöèþ ÷åðåç
T (X) :

T (X) :=
1

2

∑
X

1
a ⩽ p < X

a−1
g′a

Sk(Ap;X
1
a )+

© Âàõèòîâà Å.Â., Âàõèòîâà Ñ.Ð. , 2023

97



+
1

2c− b− 1

{
(c− b)

∑
X

a−1
g′a ⩽ p < X

a−g′
a

Sk(Ap;X
1
a )+

+
∑

X
a−g′

a ⩽ p < X
c
a

(c− a
ln p

lnX
)Sk(Ap;X

1
a )+

+a

1+a(g′−1)
ag′2∫
1
a

( ∑
X

a−1
g′a ⩽ p < X1−g′z

Sk(Ap;X
z)

)
dz+

+
∑

X
1
a ⩽ p < X

a−1
g′a

(
b+ 1

2
− a

ln p

lnX

)
Sk

(
Ap;

(
X

p

) 1
g′
)
+

+
1

g′

∑
X

a−1
g′a ⩽ p < X

a−g′
a

(
bg′ − a+ g′ − a(g′ − 1)

ln p

lnX

)
×

×Sk

(
Ap;

(
X

p

) 1
g′
)}

, (1)

ãäå k ∈ N, a, b, c, g′ ∈ R, 1 ⩽ b ⩽ c ⩽ a, 2c−b−1 > 0, 1 ⩽ g′ ⩽ a−1,
Sk(Ad; z) := |{an ∈ A|an ≡ 0(mod d), (an, Pk(z)) = 1}|, Pk(z) =

∏
p<z

p,

A = {an ∈ Z|an ⩽ X}, X > 1, Ad = {an ∈ A|an ≡ 0(mod d)}, d ∈ N.
Â ðàáîòàõ [12] � [17] èññëåäîâàíû âåñà Áóõøòàáà, àíîíñèðîâàí-

íûå â 1985 ã., ðàçðàáîòàíû äâà ìåòîäà âåñîâîãî ðåøåòà: ìåòîä âå-
ñîâîãî ðåøåòà, ñîäåðæàùèé ðåøåòî Ñåëüáåðãà â ñî÷åòàíèè ñ âåñàìè
Áóõøòàáà (1985 ã.) è ìåòîä âåñîâîãî ðåøåòà, ñîäåðæàùèé ðåøåòî
Áðóíà â ñî÷åòàíèè ñ âåñàìè Áóõøòàáà (1985 ã.).

Îòìåòèì, ÷òî âåñà Áóõøòàáà (1985 ã.) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ïðå-
èìóùåñòâà â âûáîðå ïàðàìåòðîâ âåñîâîãî ðåøåòà â ñðàâíåíèè ñ âå-
ñàìè Áóõøòàáà (1967 ã.), èõ íåïðåðûâíîé ôîðìîé, ïîëó÷åííîé Ëà-
áîðäý, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âåñà Ðèõåðòà.
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Â ñîîáùåíèè ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ çàìêíóòûõ ñåïàðàáåëüíûõ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ â
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîãðóæåíèÿ Rd, ïîçâîëÿþùèõ îïðå-
äåëÿòü, â íàèáîëåå îáùåì âèäå, òàêèå èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà âìå-
ñòå ñ çàäàâàåìîé íà íèõ àíàëèòè÷åñêèì îáðàçîì ìåðîé.

Ïóñòü D =
⊗d

j=1[aj , bj) ⊂ Rd, 0 < aj < bj < c � ïîëóîòêðû-
òûé ïàðàëëåëèïèïåä. Êëàññ âñåõ òàêèõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì ñèìâî-
ëîì D. Äèçúþíêòèâíîå ïîêðûòèå D(D), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ⋃
D′∈D(D)D

′ = D, áóäåì íàçûâàòü äðîáëåíèåì áðóñà D.
Íà ñåìåéñòâå D(D) âñåõ ïîêðûòèé áðóñà D ââåäåì îòíîøåíèå ÷à-

ñòè÷íîãî ïîðÿäêà, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü îòíîøåíèåì ïîä÷èí¼ííî-
ñòè. Äðîáëåíèå D2(D) ïîä÷èíåíî äðîáëåíèþ D1(D), åñëè äëÿ êàæ-
äîé ïàðû 〈D1, D2〉 òàêèõ áðóñîâ D1 ∈ D1(D) è D2 ∈ D2(D) âûïîëíÿ-
åòñÿ îäíî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé D1 ⊃ D2, D1 ∩D2 = ∅.

Ïóñòü cl(·) îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ â Rd
è D+ = cl(D) � çàìûêàíèå áðóñà D.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,B,P〉 íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì cëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîãðóæåíèÿ Rd, åñ-
ëè Ω ñîñòîèò èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ X ⊂ Rd è B ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå êëàññû F = {X ⊆ Rd :
D+ ∩ X̃ 6= ∅}; D ∈ D ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó
F0.

Îïðåäåëåíèå 2 [1]. Ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,B,P〉 íàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòðàíñòâîì çàìêíóòûõ ñëó÷àéíûõ ìíîæåñòâ, åñëè B ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé âñå ýëåìåíòû ñèñòåìû F0 è
ïðè ýòîì ìåðà P òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî êëàññà F =
{X̃} ∈ B ïîäìíîæåñòâ, êëàññ cl(F) ≡ {cl(X̃)} òàêæå èçìåðèì â
ýòîì ïðîñòðàíñòâå è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Pr{F} = Pr{cl(F)}.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,B,P〉, íàçûâàåòñÿ ñåïàðà-
áåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò ñ÷¼òíîå, âñþäó ïëîòíîå â Rd ìíîæå-
ñòâî ñåïàðàáåëüíîñòè T ⊂ Rd è êëàññ NT ∈ B ïîäìíîæåñòâ, èìå-
þùåå âåðîÿòíîñòü P(NT ) = 0, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòî-

ãî áðóñà D− =
⊗d

j=1(aj , bj) âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ {D− ∩ T ⊂
X̃} \ {D− ⊂ X̃} ⊂ NT , {D− ∩ T ∩ X̃ = ∅} \ {D− ∩ X̃ = ∅} ⊂ NT .

Ïðèêëàäíàÿ öåííîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî
ñåïàðàáåëüíîñòü çàìêíóòîãî ñëó÷àéíîãî ìíîæåñòâà íå çàâèñèò îò
âûáîðà ñ÷åòíîãî âñþäó ïëîòíîãî â ïðîñòðàíñòâå ïîãðóæåíèÿ ìíî-
æåñòâà ñïåðàáåëüíîñòè T .

Ïðåäëàãàåìàÿ êîíñòðóêöèÿ ïðîñòðàíñòâ 〈Ω,B,P〉 îñíîâàíà íà
ââîäèìîì íàìè ïîíÿòèè áóëåâñêîé c-ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 4. Áóëåâñêóþ ñèñòåìó F ýëåìåíòîâ èç 2Ω ñ åäè-
íèöåé Ω íàçîâåì c-ñèñòåìîé, åñëè îíà ñîäåðæèò ýëåìåíòû Ω è ∅
è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(a) åñëè ýëåìåíòû A è B ïðèíàäëåæàò ñèñòåìå F, òî ñóùå-
ñòâóåò íå êîíå÷íûé äèçúþíêòèâíûé íàáîð F(A,B) ⊂ F íåïóñòûõ
ýëåìåíòîâ èç F òàêîé, ÷òî ýëåìåíò A∩B ïðåäñòàâèì â âèäå ðàç-
ëîæåíèÿ

A ∩ B =
⋃

F∈F(A,B)

F .

(b) åñëè A ∈ F, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé äèçúþíêòèâíûé íàáîð
F(A) ⊂ F íåïóñòûõ ýëåìåíòîâ èç F òàêîé, ÷òî

∁A =
⋃

F∈F(A)

F .

Òåîðåìà. Ïóñòü F � c-ñèñòåìà è F0 � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ äèçú-
þíêòèâíûõ íàáîðîâ ýëåìåíòîâ èç F. Òîãäà ñåìåéñòâî A (F), îïðå-

äåëÿåìîå ôîðìóëîé A (F) =
{⋃

F∈G(A) F ;G ∈ F0

}
ÿâëÿåòñÿ ìèíè-

ìàëüíîé àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé ñèñòåìó F.

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü îäíîçíà÷íî àääèòèâíóþ ìå-
ðó, çàäàííóþ íà c-ñèñòåìå F, à çàòåì, ïðè âûïîëíèè óñëîâèÿ ñ÷åò-
íîé ïîëóàääèòòèâíîñòè ìåðû P íà c-ñèñòåìå F, íà ìèíèèìàëüíóþ
σ-àëãåáðó B(F), ïîðîæäàåìóþ ýòîé ñèñòåìîé.

Ëèòåðàòóðà
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Î ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ
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Ïóñòü u(x, y) äâóìåðíàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü â êîíôîðì-
íûõ êîîðäèíàòàõ, îïðåäåëåííàÿ íà îáëàñòè D. ϕ- ïðåïÿòñòâå â îá-
ëàñòè D, ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ïîäîáëàñòè D1 ⊂ D- îáëàñòè
íàëåãàíèÿ. Ãðàíèöó ∂D1=Ã îáëàñòè íàëåãàíèÿ íàçîâ¼ì ñâîáîäíîé
ãðàíèöåé íà ìèíèìàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Èìååì çàäà÷ó ýêñòðåìàëü-
íóþ çàäà÷ó 

∫
D

(| 5 u|2 + 2uf)dx −→ min,

u|∂D = g(s),
(1)

ãäå u ∈W 4
2 (D), ñ ó÷¼òîì óñëîâèÿ íàëåãàíèÿ u ⩾ ϕ.

Â [1] � [2] ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.
Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c òàêàÿ, ÷òî u-ðåøåíèå çà-

äà÷è ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé, äîïóñêàåò îöåíêó

u(x) ⩽ cd2(x), (2)

ãäå c = c(n, sup
D
u, dist{x, ∂D1}), d(x) = dist{x,Ã}.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ D \ D1, è ëþáîãî øàðà
Br(x0) ⊂ D \ D1 âûïîëíåíà îöåíêà

sup
Br(x0)

u ⩾ r2c0
2n

+ (u− ϕ)(x0). (3)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïóñòü íà îáëàñòè D çàäàíà çàäà÷à ìèíèìàëüíûõ ïî-

âåðõíîñòåé ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. Ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâè-
åì íà îáëàñòè D1. Òîãäà

1) íà D1 u ≡ ϕ,
2) íà D\intD1 çàäà÷à 

∆u = f,

u|∂D = g(s),

u ⩾ ϕ.

(4)

© Âëàñîâà À.À., Ñòåíþõèí Ë.Â., 2023
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îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.
3) íà ãðàíèöå ∂D1 = Γ ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå âòîðûå ïðîèç-

âîäíûå èç ïðîñòðàíñòâà L∞,loc(D1).
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Ðàññìîòðèì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H çàäà÷ó íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà (îïèñûâàþùóþ
íîðìàëüíûå äâèæåíèÿ ñëàáîäèññèïàòèâíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû)

L(λ)u := λ2Cu+ λBu+ (A2 −K)u = 0, (1)

ãäå îïåðàòîð C îãðàíè÷åí, ïîëîæèòåëåí è îãðàíè÷åííî îáðàòèì, A
� ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé îïåðàòîð ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì,
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îïåðàòîð K ÿâëÿåòñÿ A-îãðàíè÷åííûì, ò.å. KA−1 ∈ L(H), îïåðàòîð
B ⩾ 0, D(A) ⊂ D(B), BA−q îãðàíè÷åí äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ [0; 1).

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî ñïåêòð òàêîãî ïó÷êà ÿâëÿåò-
ñÿ äèñêðåòíûì, ò.å. ñîñòîèò èç èçîëèðîâàííûõ êîíå÷íîêðàòíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ åäèíñòâåííîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé íà áåñêîíå÷-
íîñòè è ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Åñëè äîïîëíèòåëüíî K ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì, òî ñïåêòð ðàñïîëîæåí ñèììåòðè÷íî îòíîñè-
òåëüíî âåùåñòâåííîé îñè.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû f := A2u, µ := iλ ïðèõîäèì ê çàäà÷å äëÿ
îïåðàòîðíîãî ïó÷êà Ì.Â. Êåëäûøà

M(µ)f := (C−1 −Q0A
q−1 − µQ1A

q−2 − µ2A−2)f = 0, (2)

ãäå Q0 := C−1(KA−1)A−q è Q1 := iC−1BA−q � îãðàíè÷åííûå îïå-
ðàòîðû.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòîâ èç [2] ïðè C = I âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ïó÷êà ëîêàëèçîâàíû â ñåêòîðàõ ∆0 = {λ : | arg λ| < δ} è ∆2 = {λ :
| arg λ − π| < δ}. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî A−1 ∈ Sr(H), òî
ñèñòåìà êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ M(µ) ÿâëÿåòñÿ äâóêðàòíî ïîëíîé â H.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî λj(A−1) ∼ cj−p, p > 0.

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ ïîìîùüþ çàìåíû g = µA−1f ïó÷îê
ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàí òàê, ÷òî êàæäûé íàáîð ôóíêöèé (f0, f1) ∈
H⊕D(A) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
ýëåìåíòîâ îïåðàòîðà A, ðàâíîãî ñóììå ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòî-
ðà A1 ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì è ïîä÷èíåííîãî åìó îïåðàòîðà A2.
Ïðè ýòîì (ñì. [3]) ýòà ñèñòåìà îáðàçóåò äâóêðàòíûé áàçèñ ñî ñêîá-
êàìè Áàðè, Ðèññà ëèáî Àáåëÿ-Ëèäñêîãî ïîðÿäêà α > p−1 − (1 − q1)
ñîîòâåòñòâåííî â îäíîì èç òðåõ ñëó÷àåâ:

1) p(1− q1) > 1; 2) p(1− q1) = 1; 3) p(1− q1) < 1,

ãäå q1 = 0 â ñëó÷àå q = 0; ëèáî q1 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà
(q; 1) (â ñëó÷àå C = I ïîëàãàåì, ÷òî q1 = q).

Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòð ïó÷êà (2) íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè íóëÿ è äâóõ ¾ïàðàáîëè÷åñêèõ îáëàñòÿõ¿, ïðèìûêàþùèõ ê ïî-
ëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñÿì, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì

|Imλ| ⩽ b′(±Reλ)q1 ,

ãäå b′ � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè q = 0
ñïåêòð ðàñïîëîæåí â ïîëîñå, à â ñëó÷àå C = I èìååì b′ > b,
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b = ‖A2A−q
1 ‖ = (‖Q0‖2 + ‖Q1‖2)1/2. Òàêæå èç òî÷íîé àñèìïòîòèêè

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A1 ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ôîðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A â ïðàâîé è
ëåâîé ïîëóïëîñêîñòÿõ.

Ïîëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ êâàäðàòíîãî ïó÷êà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ, à òàêæå äëÿ ñïåêòðàëü-
íûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ìàëûå äâèæåíèÿ ñèñòåì ñî÷ëåí¼ííûõ ìà-
ÿòíèêîâ ñ òðåíèåì â øàðíèðàõ, çàïîëíåííûõ ñèñòåìàìè èäåàëüíûõ
æèäêîñòåé.
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Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E íà îòðåçêå [0, T ] ⊂ R ðàññìîòðèì
àáñòðàêòíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

du(t)

dt
= Au(t), 0 ⩽ t ⩽ T. (1)

Çäåñü A � ëèíåéíûé çàìêíóòûé îïåðàòîð â E ñ ïëîòíîé îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ D(A) 6= E, ïîðîæäàþùèé â E àíàëèòè÷åñêóþ ïîëó-
ãðóïïó U(t) êëàññà C0 (ñì. [1], [2]). Ñ÷èòàåì, ÷òî A èìååò ÷èñòî âåùå-
ñòâåííûé ñïåêòð, ðàñïîëîæåííûé íà ëó÷å (−∞,−α] ïðè íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè α > 0. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå u0 ∈ E ðåøå-
íèÿ u(t) = U(t)u0 ñåé÷àñ íåèçâåñòíî.
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Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå ñîîòíîøåíèå

T∫
0

η(t)u(t) dt = u1 (2)

ñ çàäàííîé ôóíêöèåé η ∈ C1[0, T ], òàêîé, ÷òî η(0) > 0. Òðåáóåòñÿ ïî
ýëåìåíòó u1 ∈ E âîññòàíîâèòü íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå u0 ∈ E. Èç-çà
ñãëàæèâàþùèõ ñâîéñòâ èíòåãðàëà (2) ïðåäïîëàãàåì, ÷òî u1 ∈ D(A).

Òîãäà çàäà÷à (1), (2) ýêâèâàëåíòíà îïåðàòîðíîìó óðàâíåíèþ

βu0 −Bu0 = f, (3)

ãäå β ≡ η(0), f ≡ −Au1, à ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð B
îïðåäåëåí ôîðìóëîé

B = η(T )U(T )−
T∫

0

η′(t)U(t) dt. (4)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) áóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà Íåéìàíà

u0 =

∞∑
k=0

1

βk+1
Bkf, (5)

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìåòîäó èòåðàöèé ñ óêàçàííûì îïåðàòîðîì B.
Óñëîâèÿ η(t) > 0 è η′(t) ⩽ 0 ïðè 0 ⩽ t ⩽ T ãàðàíòèðóþò ñõîäè-

ìîñòü ðÿäà (5) (ñì. [3]). Âîçíèêàåò âîïðîñ î ïåðåíîñå äàííîãî ïîäõîäà
íà äðóãèå êëàññû âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé η(t).

Ïî òåîðåìå îá îòîáðàæåíèè ñïåêòðà (ñì. [4], òåîð. 16.4.1) äëÿ
îïåðàòîðà (4) ïîëó÷àåì óñëîâèå

0 < HT (p) ≡ p

T∫
0

e−pt η(t) dt < 2η(0), ∀p ⩾ α > 0, (6)

ãàðàíòèðóþùåå ñõîäèìîñòü ðÿäà (5). Çäåñü HT (p) � ïðåîáðàçîâàíèå
Êàðñîíà îò ôóíêöèè η(t) íà îòðåçêå [0, T ]. Èçâåñòíî, ÷òî

lim
p→+∞

HT (p) = η(0). (7)

Ñðàâíåíèå (6) è (7) äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî. Îñîáî îòìåòèì òàêîé ðå-
çóëüòàò.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü |η(t)− η(0)| ⩽ Lt ïðè 0 ⩽ t ⩽ T ñ íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé L > 0. Òîãäà åñëè

L < αη(0), (8)

òî âûïîëíåíî óñëîâèå (6) è ðÿä (5) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå E.
Ïðîâåðêà ñîîòíîøåíèÿ (8) â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ íå ñîñòàâëÿåò

òðóäà. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå L ìîæíî áðàòü max |η′(t)| íà [0, T ].
Ñ èñïîëüçîâàíèåì èçëîæåííûõ ñîîáðàæåíèé ïîäãîòîâëåíà êîì-

ïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå Python äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
íåëîêàëüíîé çàäà÷è (1), (2) â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.
Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò âûñîêóþ íàäåæíîñòü
ìåòîäà èòåðàöèé, îñíîâàííîãî ñõîäèìîñòè ðÿäà (5).
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ÍÈÃÄÅ ÍÅ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÑÒÅÏÅÍÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ ÒÀÊÀÃÈ È ÈÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀ1

Î.Å. Ãàëêèí, Ñ.Þ. Ãàëêèíà, À.À. Òðîíîâ
(Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÈÓ ÂØÝ)

olegegalkin@ya.ru, svetlana.u.galkina@mail.ru, tronovaa@yandex.ru

Äîêëàä ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ ñòåïåííûõ ôóíêöèé Òàêàãè Sp(x). Ïî
êîíñòðóêöèè îíè àíàëîãè÷íû íåïðåðûâíîé, íî íèãäå íå äèôôåðåí-
öèðóåìîé ôóíêöèè Òàêàãè T (x), îïèñàííîé â 1903 ã â [1]:

Îïðåäåëåíèå 1. Ñòåïåííîé ôóíêöèåé Òàêàãè ñ ïàðàìåòðîì
(ïîêàçàòåëåì) p > 0 ìû íàçûâàåì âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ëàáîðàòîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è
ïðèëîæåíèé ÍÈÓ ÂØÝ, ãðàíò Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ,
ñîãëàøåíèå � 075-15-2022-1101.
© Ãàëêèí Î.Å., Ãàëêèíà Ñ.Þ., Òðîíîâ À.À., 2023

107



Sp(x), çàäàâàåìóþ íà ÷èñëîâîé îñè R ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

Sp(x) =
∞∑
n=0

(
S0(2

nx)

2n

)p
=

∞∑
n=0

Sp0 (2
nx)

2np
, x ∈ R, (1)

ãäå S0(x) = ρ(x,R) = infq∈R |x − q| � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé x è
áëèæàéøåé ê íåé öåëîé òî÷êîé.

Åñëè p = 1, òî Sp(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Òàêàãè T (x) èç [1].

Ãðàôèê ñòåïåííîé ôóíêöèè Òàêàãè y = Sp(x) ïðè p = 0,5,
èçîáðàæåííûé ñïëîøíîé ëèíèåé, ìîæíî óâèäåòü äàëåå íà ðèñóíêå 1,
âìåñòå ñ ãðàôèêàìè ïåðâûõ ïÿòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (1), èçîá-
ðàæåííûìè ïóíêòèðîì. Âåðòèêàëüíûå øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè íà
ýòîì ðèñóíêå óêàçûâàþò ïîëîæåíèå äâóõ òî÷åê ãëîáàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà íà îòðåçêå [0; 1]: x = 1/3 è x = 2/3 (ñì. òåîðåìó 3).

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè y = Sp(x) ïðè p = 0,5.

Íàìè ïîëó÷åíû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 1. Ïðè ëþáîì p > 0 ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ Òàêàãè Sp íà
ìíîæåñòâå R âñþäó îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà, ÷åòíà, èìååò ïåðèîä
1 è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè:

Sp(x) = Sp(q − x) ïðè âñåõ q ∈ R è âñåõ x ∈ R.

Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî p > 0 ôóíêöèÿ Sp îãðàíè÷åíà, ïðè÷åì äëÿ
âñåõ x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 ⩽ Sp(x) ⩽ 1/(2p − 1).
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Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáîì p ∈ (0; 1) ó ñòåïåííîé ôóíêöèè Òàêàãè
Sp íåò íè êîíå÷íîé ëåâîé, íè êîíå÷íîé ïðàâîé ïðîèçâîäíîé íè â
îäíîé òî÷êå èç R.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p ∈ (0; 1). Òîãäà:
1) ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè Sp(x), x ∈ R ðàâåí 2p/(3p(2p− 1))
è äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â òî÷êàõ âèäà x = q + 1/3 è x = q + 2/3,
ãäå q � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî;

2) ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè Sp(x) ïî x ∈ R ðàâåí 0 è äîñòèãà-
åòñÿ òîëüêî â öåëûõ òî÷êàõ x.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü p ∈ (0; 1]. Òîãäà âåðíû äâà óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè x, y ∈ R è 0 < |x− y| ⩽ 1, òî âåðíî íåðàâåíñòâî

|Sp(x)−Sp(y)| ⩽ |x− y|p
(
Φp+ log2

1

|x− y|

)
, ãäå Φp =

2p

2p − 1
− log2 3.

2) Ôóíêöèÿ Sp óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ëîãàðèôìè÷åñêîìó
óñëîâèþ Ã¼ëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì p è êîíñòàíòîé C = 2p/(2p−1):
åñëè x, y ∈ R è 0 < |x− y| ⩽ 1/3, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|Sp(x)− Sp(y)| ⩽
2p

2p − 1
·|x− y|p· log3

1

|x− y|
.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÌÅÒÎÄÀ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ
ÑÒÅÏÅÍÅÉ
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(Êàëóãà, ÊÃÓ)
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Â ñòàòüå ïðèâåäåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êëàññà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, â ÷àñòíîñòè óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, íîâûì
ìåòîäîì, íàçâàííûì ìåòîäîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ îáîáùåííûõ ñòåïå-
íåé (ÏÎÑ) [1,2,3].

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò x1, x2.
Ââåäåì äâà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ êîììóòèðóþùèõ îïåðà-
òîðà D (1) , D (2), ãäå â ñêîáêàõ óêàçàíà èõ çàâèñèìîñòü êàæäîãî îò

© Ãëàäûøåâ Þ.À., Ëîøêàðåâà Å.À., Àôàíàñåíêîâà Þ.Â., 2023
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îäíîé êîîðäèíàòû. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÏÎÑ ïîëîæèì, ÷òî êàæäûé
îïåðàòîð ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íå îáÿçàòåëüíî êîììó-
òèðóþùèõ îïåðàòîðà D (1) = D2 (1)D1 (1) , D (1) = D2 (1)D1 (1) ,
çàíóìåðîâàííûõ âíèçó èíäåêñîì. Ïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîðû Di (j)
äåéñòâóþò â ëèíåéíîì âåêòîðíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå L
ôóíêöèè f (x1, x2) ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ïîòðåáóåì, ÷òî õî-
òÿ áû îäíà èç ïàð îïåðàòîðîâ D2 (1) , D1 (1) è D2 (2) , D1 (2) èìåþò
íå ïóñòûå ÿäðà ñ ýëåìåíòàìè Cij , çàíóìåðîâàííûìè ñîîòâåòñòâåííî
Di (j)Cij = 0. Âòîðîå óñëîâèå ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ó âñåõ Di (j)
ïðàâûõ îáðàòíûõ Ii (j) îïåðàòîðîâ Di (j) Ii (j) = 1.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð äàþò îïåðàòîðû

D (1) = ∂2

∂x2
1
, D (2) = α ∂

∂x2
, (1)

ãäå α - êîíñòàíòà.

D2 (1) = D1 (1) =
∂
∂x1

, D2 (2) = α, D1 (2) =
∂

∂x2
.

Îáîáùåííûå êîíñòàíòû äëÿ îïåðàòîðîâD (1) èD (2) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü C (1) = C1 (1) + I1 (1)C2 (1) .

Ïðèìåì D (1)C (1) = 0, D (2)C (2) = 0 .
Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ (1) èìååì C (1) = C1 + xC2, C (2) = α.
Äëÿ îáùåé êîíñòàíòû èìååì C = C (1)C (2) .
Ïàðàìåòðè÷åñêèå îáîáùåííûå ñòåïåíè ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âè-

äå âûðàæåíèÿ

X(P1) (1)X(P2) (2)C = P1!P2!I
P1 (1) IP2 (2)C.

ÏÎÑ îáðàçóþò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì áèíîìû
ÏÎÑ

(X (1)∓X (2))
n
C =

n∑
i=0

(±1)
i
CinX

(n−i) (1)X(i) (2)C,

êîòîðûå çàïèñàíû äëÿ óäîáñòâà â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå. Íàçîâåì
ýòè âûðàæåíèÿ áèíàðíûìè (ñèììåòðèçîâàííûìè) ÏÎÑ. Åñëè ââå-
ñòè ñèììåòðèçîâàííûå îïåðàòîðû

DS = 1
2 (D (1) +D (2)) , D̄S = 1

2 (D (1)−D (2)) ,

òî èìååì DS(X (1)−X (2))
n
C = 0, D̄S (X (1) +X (2))

n
C = 0. Åñ-

ëè ïðèíÿòü óñëîâèå (1), òî áèíàðíûå ÏÎÑ ïðèâîäÿò ê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ýðìèòà [4].
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Ïðåäëîæåííûé ìåòîä äîïóñêàåò îáîáùåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïðè ëþáîì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.
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Ðåøåíèå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè â ìàòåðèàëå ñ òðåùèíîé
À.Â. Ãëóøêî, Å.À. Ëîãèíîâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

kuchp2math@vsu.ru, loginova@vsu.ru

Â îáëàñòè x = (x1;x2) ∈ R2\l, ãäå l = {x = (x1;x2) |x2 = 0;
x1 ∈ (−1; 1)}: èçó÷àåòñÿ çàäà÷à

∆T + δ
∂T

∂x2
= 0, (1)

(κ+ 1)
∂2u

∂x21
+ (κ− 1)

∂2u

∂x22
+ 2

∂2v

∂x1∂x2
+ β(κ− 1)

∂u

∂x2
+

+ β(κ− 1)
∂v

∂x1
= 4α0e

γx2
∂T

∂x1
, (2)
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(κ− 1)
∂2v

∂x21
+ (κ+ 1)

∂2v

∂x22
+ 2

∂2u

∂x1∂x2
+ β(3− κ)

∂u

∂x1
+

+ β(κ+ 1)
∂v

∂x2
= 4α0e

γx2

(
(β + γ)T +

∂T

∂x2

)
, (3)

T (x1,+0)− T (x1,−0) = T0(x1), (4)

∂T (x1,+0)

∂x2
+
δ

2
T (x1,+0)− ∂T (x1,−0)

∂x2
− δ

2
T (x1,−0) = T1(x1), (5)

u(x1; +0)− u(x1;−0) = 0, v(x1; +0)− v(x1;−0) = 0, (6)

∂u(x1; +0)

∂x2
− ∂u(x1;−0)

∂x2
= q1(x1), (7)

∂v(x1; +0)

∂x2
− ∂v(x1;−0)

∂x2
= q2(x1). (8)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü T0(x1), T1(x1) ∈ C1([−1; 1]), T0(±1) = 0,
u(x1, x2), v(x1, x2) � ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(8), qi(x1) ≡ 0, i = 1, 2.
Òîãäà óñëîâèÿ (6) âûïîëíåíû ïî íåïðåðûâíîñòè, à óñëîâèÿ (8) � â
ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Òàêæå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìï-
òîòè÷åñêèå ïî ãëàäêîñòè âáëèçè ãðàíèöû ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé
u(x1, x2), ν(x1, x2) è èõ ïðîèçâîäíûõ

u(x1, x2) = P1(x1, x2), v(x1, x2) = P2(x1, x2),

∂u

∂x1
(x1, x2) =

α0

3π (κ+ 1)

(
x2 (x1 − 1)

(x1 − 1)
2
+ x22

−

− x2 (x1 + 1)

(x1 + 1)
2
+ x22

)
T0 (x1) + P3(x1, x2),

∂u

∂x2
(x1, x2) =

α0

3π (κ+ 1)

(
1

2
ln
(
(x1 − 1)

2
+ x22

)
+

+
x22

(x1 − 1)
2
+ x22

)
T0 (x1)−

α0

3π (κ+ 1)

(
1

2
ln
(
(x1 + 1)

2
+ x22

)
+

+
x22

(x1 + 1)
2
+ x22

)
T0 (x1) + P4(x1, x2),
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∂v

∂x1
(x1, x2) =

α0

3π (κ+ 1)

(
1

2
ln
(
(x1 − 1)

2
+ x22

)
+

+
x22

(x1 − 1)
2
+ x22

)
T0 (x1)−

α0

3π (κ+ 1)

(
1

2
ln
(
(x1 + 1)

2
+ x22

)
+

+
x22

(x1 + 1)
2
+ x22

)
T0 (x1) + P5(x1, x2),

∂v

∂x2
(x1, x2) =

α0

3π (κ+ 1)

(
x2 (x1 + 1)

(x1 + 1)
2
+ x22

−

− 2 arctg

(
x1 + 1

x2

))
T0 (x1)−

α0

3π (κ+ 1)

(
x2 (x1 − 1)

(x1 − 1)
2
+ x22

−

− 2 arctg

(
x1 − 1

x2

))
T0 (x1) + P6(x1, x2),

ãäå Pj(x1, x2), j = {1, ..., 6} � íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå íà R2

ôóíêöèè.
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Ïðîâåäÿ àíàëèç óïðàâëåíèåì ëîãèñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ìîæíî
ñäåëàòü âûâîä î íåîáõîäèìîñòè ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è, îï-
òèìèçèðóþùåé ðàçìåùåíèå ãðóçà â òðàíñïîðòíîì ñðåäñòâå ñ ó÷åòîì
îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Óëîæèòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ãðóçà â òðàíñïîðò
ïðè óñëîâèè, ÷òî äîïóñòèìûå íàãðóçêè íà îñè òðàíñïîðòíîãî ñðåä-
ñòâà íå áóäóò ïðåâûøåíû, à òàêæå áóäóò ñîáëþäåíû äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ.

Â ïîäîáíîé ïîñòàíîâêå äàííàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î ðàíöå
(èëè çàäà÷åé î ðþêçàêå) [1].

Â êà÷åñòâå òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà, íà êîòîðîå ðàññ÷èòûâàþòñÿ
íàãðóçêè, âûáðàí ñòàíäàðòíûé äâóõîñíûé òÿãà÷ ñ îäíîîñíûì ïîëó-
ïðèöåïîì.

Ðàññ÷èòàåì, êàêèì îáðàçîì áóäóò ðàñïðåäåëåíû íàãðóçêè ñ ó÷å-
òîì íàõîäÿùåãîñÿ â ïîëóïðèöåïå ãðóçà (ðèñ. 1).

Ðèñ. 1. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òÿãà÷ è ïîëóïðèöåï ñ ãðóçîì

Ïðåäñòàâëÿåì óðàâíåíèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå óñ-
ëîâèÿ ðàâåíñòâà ñèë è ìîìåíòîâ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà òÿãà÷ â äàííîé
ñèñòåìå:

N1 +N2 −mT × g −N = 0 (1)

mT × g ×XT
c.t. +N × l1 −N2 × LT = 0, (2)

ãäå: N1 � íàãðóçêà íà ïåðåäíþþ îñü òÿãà÷à, mT � ìàññà òÿãà÷à, N2

� íàãðóçêà íà çàäíþþ îñü òÿãà÷à, XT
c.t. � ðàññòîÿíèå îò ïåðåäíåé

îñè òÿãà÷à äî öåíòðà òÿæåñòè, N � ñèëà, ñ êîòîðîé ïîëóïðèöåï â
ìåñòå ñöåïêè äàâèò íà òÿãà÷.
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Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëóïðèöåïà (óñëîâèå ðàâåíñòâà ñèë ðàññìàòðè-
âàåòñÿ îòíîñèòåëüíî çàäíåé îñè ïîëóïðèöåïà), mgr � ìàññà ãðóçà,
mp.p. � ìàññà ïîëóïðèöåïà:

N +N3 − (mp.p. +mgr)× g = 0 (3)

mgr × g × α+mp.p. × g ×Xp.p.
c.t. −N × Lp.p. = 0, (4)

ãäå: Lp.p. � ðàññòîÿíèå îò çàäíåé îñè ïîëóïðèöåïà äî ìåñòà ñöåïêè
ñ òÿãà÷îì, Xp.p.

c.t. � ðàññòîÿíèå îò çàäíåé îñè ïîëóïðèöåïà äî öåí-
òðà òÿæåñòè, α � ðàññòîÿíèå îò çàäíåé îñè ïîëóïðèöåïà äî öåíòðà
òÿæåñòè ãðóçà.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (1 � 4) ìîæíî, âûâåñòè ôîð-
ìóëû äëÿ ðàñ÷åòà íàãðóçêè íà âñå òðè îñè àâòîòðàíñïîðòíîãî ñðåä-
ñòâà. Èç óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷àåì:

N = (mgr × g × α+mp.p. × g ×Xp.p.
c.t. )/L

p.p.. (5)

Èç óðàâíåíèÿ (3) ïîëó÷àåì:

N3 = (mp.p. +mgr)× g −N. (6)

Èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷àåì:

N2 = (mT × g ×XT
c.t. +N × l1)/L

T . (7)

Íàêîíåö, èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì:

N1 = −mT × g +N −N2. (8)

Èç äàííûõ óðàâíåíèé ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òî áû
èçìåíèòü íàãðóçêè íà îòäåëüíûå îñè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà íåîá-
õîäèìî èçìåíÿòü ïàðàìåòð N , êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò
òîëüêî îäèí åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð, êîòîðûì ìîæíî âàðüèðîâàòü
� ýòî ïàðàìåòð α.

Ôîðìóëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà äëÿ ñëó÷àÿ ñ íåñêîëüêèìè
ãðóçàìè, â îáùåì âèäå:

α = (mgr
1 ×X1+m

gr
2 ×X2+. . .+m

gr
k ×Xk)/(m

gr
1 +mgr

2 +. . .+mgr
k ), (9)

ãäå: mgr
k � ìàññà k-é ñåêöèè ïîëóïðèöåïà, Xk � ðàññòîÿíèå îò öåí-

òðà òÿæåñòè k-ãî ãðóçà äî çàäíåé îñè ïîëóïðèöåïà.
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Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò ãðóçà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ êàê íåêèé óñëîâíûé îáú¼ì (ìåøîê èëè íàãðóæåííóþ ïàëëåòó), à
âíóòðè ýòîãî îáú¼ìà âåñ áóäåò ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî. Â ðåçóëüòà-
òå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè êàæäîãî ýëåìåíòà ãðóçà ìîæíî
ïðèíÿòü, ÷òî îí íàõîäèòñÿ ðîâíî ïîñåðåäèíå ñâîåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî
ðàçìåðà îòíîñèòåëüíî ïðîäîëüíîé îñè òðàíñïîðòíîãî ñðåäñòâà.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðàâëÿåìûå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå ñèñòå-
ìû (ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì µ > 0, çàïàçäûâàíèåì h > 0) :

M(µ)dz/dt = A(t)z(t) +G(t)z(t− h) +B(t)u(t),

ãäå t ∈ T = [t0, t1], ìàòðèöàM(µ) = diag(En, µEm), ãäå Ek � åäèíè÷-
íàÿ k×k ìàòðèöà. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû z(t) = ψ(t), t0−h ⩽
t < t0, z0 = z(t0) òî÷íî íåèçâåñòíî è çàäàíû ëèøü îãðàíè÷åíèÿ
z0 ∈ Z0, Z0 � âûïóêëûé êîìïàêò â Rn+m; ψ(t) ∈ Ψ(t), t0 − h ⩽ t <
t0, Ψ(t) � çàäàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ñî çíà÷åíèÿìè â âèäå
âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, íåïðåðûâíîå ïî t â ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Ðåà-
ëèçàöèè óïðàâëåíèÿ u(t), t ∈ T � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ u(·) ∈ P , P � ñëàáî êîìïàêòíîå âûïóêëîå
ìíîæåñòâî â Lr2(T ). Â äàííîì ñëó÷àå

P = {u(·) |
t1∫
t0

u′(t)R(t)u(t)dt ⩽ λ2}, λ = const > 0,

R(t) � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ñ íåïðå-
ðûâíûìè ýëåìåíòàìè; øòðèõ � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Âûïîëíåíî
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óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çà-
ïàçäûâàíèåì.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ [1]: ñðåäè
u(·) ∈ P íàéòè u0 = u0(·), äîñòàâëÿþùåå

ε0(t1, µ) = J(u0) = min
u(·)∈P

J(u(·)),

J(u(·)) = max
z0∈Z0

max
ψ(·)∈Ψ(·)

ϕ(z(t1;u(·), z0, ψ(·))),

ãäå ϕ(·) � çàäàííàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ; z(t;u(·), z0, ψ(·)) � ðåøåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû, èñõîäÿùåå èç Z0, ïðè íåêîòîðîì ψ(·) ∈ Ψ(·) è
ôèêñèðîâàííîì u(·) ∈ P .

Ïðåäëàãàåìàÿ ïðîöåäóðà [2] ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óïðàâëÿþùåå
âîçäåéñòâèå, äîñòàâëÿþùåå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ñ çàäàííîé ñòåïå-
íüþ òî÷íîñòè o(µk). Àïïðîêñèìàöèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âèäà ðàçëîæåíèÿ B(t). Ðàçðåøèìîñòü èñõîä-
íîé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, à òàêæå äîïóñòèìîñòü èñïîëüçóåìûõ àíàëè-
òè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì òðåáîâàíèé.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòåéøèé ãåîìåòðè÷åñêèé ãðàô èç
äâóõ ðåáåð, îäíî èç êîòîðûõ îáðàçóåò öèêë-ïåòëþ.

Ïàðàìåòðèçóÿ êàæäîå ðåáðî ãðàôà îòðåçêîì [0, 1], çàäàäèì èí-
òåãðàëüíûé îïåðàòîð íà ãðàôå Γ, êàê îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå
âåêòîð-ôóíêöèé:

y(x) = Af(x) =

1∫
0

A(x, t)f(t) dt, x ∈ [0, 1], (1)
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ãäå y(x) = (y1(x), y2(x))
T , f(x) = (f1(x), f2(x))

T , A(x, t) � íåêîòîðàÿ
ìàòðèöà.

Â [1, Òåîðåìà 1] ïîñòðîåí êëàññ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ÿä-
ðàìè, èìåþùèìè ðàçðûâû íà ëèíèÿõ t = x è t = 1 − x, è îáëàñòüþ
çíà÷åíèé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè â óçëå ãðàôà:

y1(0) = y1(1) = y2(0).

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: êîì-
ïîíåíòû ÿäðà A(x, t), à òàêæå ∂k

∂xk A(x, t) (k = 1, 2), ∂
∂t A(x, t),

∂2

∂x∂t A(x, t) íåïðåðûâíû, êðîìå ìîæåò áûòü, ëèíèé t = x, t = 1 − x;
α2
1 − α2

2 6= 0 (ñì. [2]). Â [2, Òåîðåìà 2] ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ
îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü A−1 ñóùåñòâóåò. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(x) ñ êîìïîíåíòàìè èç L[0, 1]

lim
∥∥Sr(f, x)− (σr(f1, x), σr(f2, x))

T
∥∥
[ε,1−ε] = 0,

ãäå Sr(f, x) � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ñîá-
ñòâåííûì è ïðèñîåäèíåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà A äëÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λk, ïîïàäàþùèõ â êðóã |λk| < r; σr(fj , x) �
÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè fj ïî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêîé ñèñòåìå {e2kπix}+∞

k=−∞, âêëþ÷àþùàÿ ñëàãàåìûå, äëÿ êîòîðûõ
|2πk| < r.
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ÏÎÒÎÊÎÂ1

Å.ß. Ãóðåâè÷, È.À. Ñàðàåâ (ÍÈÓ ÂØÝ, Íèæíèé Íîâãîðîä)
egurevich@hse.ru, ilasaraev34@gmail.com

ÏóñòüMn � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàç-
ìåðíîñòè n ⩾ 3, è G(Mn) � êëàññ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà
ìíîãîîáðàçèè Mn òàêîé, ÷òî äëÿ èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ (íàïîìíèì,
÷òî ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì ïîòîêîì f t íà ìíîãîîáðàçèè Mn íàçûâà-
åòñÿ ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûé ïîòîê ñ êîíå÷íûì íåáëóæäàþùèì ìíî-
æåñòâîì Ωft).

Ïîëîæèì Ωift = {p ∈ Ωft | dimWu
p = i}, i ∈ {0, . . . , n}, µft =

|Ω0
ft ∪Ωnft |, νft = |Ω1

ft ∪Ωn−1
ft |,mft = |

n−2⋃
i=2

Ωift è gft = (νft −µft +2)/2.

Îáîçíà÷èì çà Sng ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîå ñâÿçíîé ñóììå
ñôåðû Sn è g > 0 êîïèé ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé Sn−1 × S1, è çà Nn

m �
ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîå ñâÿçíîé ñóììå m > 0 êîïèé íåêîòîðûõ
îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé, íå ãîìåîìîðôíûõ Sn.

Â ñèëó [2] âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü f t ∈ G(Mn). Òîãäà

1. åñëè mft = 0, òî Mn ãîìåîìîðôíî Sngft
;

2. åñëè mft > 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî 0 < m0
ft ⩽ min{mft , (µft+

νft)/2} òàêîå, ÷òî Mn ãîìåîìîðôíî Sngft
]Nn

m0
ft
.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå ïîòîêà
f t ∈ G(Mn) ãîìåîìîðôíî Sng , òî ìíîæåñòâà Ωift ïóñòû äëÿ i ∈
{2, . . . , n− 2}, à ïðîáëåìà òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè òàêèõ ïî-
òîêîâ ñâîäèòñÿ ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å.

Ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñâåñòè ïðîáëåìó òîïîëîãè÷å-
ñêîé êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ èç êëàññà G(Mn) ê êëàññèôèêàöèè
âñïîìîãàòåëüíûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà Sng è íà Nn

m.
Ëåììà. Ïóñòü f t ∈ G(Mn). Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð ïîïàð-

íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãëàäêî âëîæåííûõ ñôåð Sn−1
1 , . . . , Sn−1

kft
∈Mn,

1 Ïóáëèêàöèÿ ïîäãîòîâëåíà â õîäå ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèÿ (� 23-00-028)
â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûé ôîíä Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíè-
âåðñèòåòà ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ (ÍÈÓ ÂØÝ)¿ â 2023� 2024 ãã.
© Ãóðåâè÷ Å.ß., Ñàðàåâ È.À., 2023
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m0
ft ⩽ kft ⩽ µft è èõ òðóá÷àòûõ îêðåñòíîñòåé T1, . . . , Tkft òàêèõ,

÷òî:

1. äëÿ ëþáîãî i ñôåðà Sn−1
i è ãðàíèöû îêðåñòíîñòè Ti ÿâëÿþòñÿ

äëÿ òðàåêòîðèé ïîòîêà f t ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè áåç êîíòàê-
òà;

2. ìíîãîîáðàçèå Mn \
kft⋃
i=1

intTi ñîñòîèò èç (kft + 1) êîìïîíåíò

ñâÿçíîñòè P1, . . . , Pkft+1 òàêèõ, ÷òî Ωft ⊂
kft+1⋃
i=1

Pi;

3. çàìêíóòûå ìíîãîîáðàçèÿ {Mn
i }, ïîëó÷àåìûå èç {Pi} ïðèêëå-

èâàíèåì 2(kft) êîïèé n-øàðîâ {Bnj } ïî ãðàíèöå, ãîìåîìîðôíû
ëèáî Sngi (òîãäà gi ⩾ 0,mi = 0), ëèáî Nn

mi
(òîãäà mi ⩾ 0, gi = 0)

ñîîòâåòñòâåííî, g1 + · · ·+ gkft = gft ,m1 + · · ·+mkft = m0
ft ;

4. íà êàæäîì èç ìíîãîîáðàçèé Mn
i çàäàí ïîòîê f ti ∈ G(Mn) ñî-

îòâåòñòâåííî òàêîé, ÷òî f ti |Pi
= f t|

Pi
, à f ti |Bn

j
èìååò åäèí-

ñòâåííîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ñòîêîâîå èëè èñòî÷íèêîâîå);
ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Ωn−1

ft ∪ Ω1
ft ëåæèò â îáúåäèíåíèè òåõ

ìíîãîîáðàçèé {Mn
i }, êîòîðûå ãîìåîìîðôíû Sngi .

Òåîðåìà. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ G(Mn) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà kft = kf ′t = k è ñóùåñòâóþò íàáîðû

ñôåð {Sn−1
i }, {S′n−1

i }, óäîâëåòâîðÿþùèå çàêëþ÷åíèþ ëåììû òàêèå,

÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , k + 1} ïîòîêè f ti , f
′t
i òîïîëîãè÷åñêè ýê-

âèâàëåíòíû.

Ëèòåðàòóðà
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ÐÅÃÓËßÐÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ Â ÏÎËÓÏËÎÑÊÎÑÒÈ
À.Ë. Ãóñåâ (Êóðñê, ÊÃÓ)
cmex1990goose@yandex.ru

Á.ß. Ëåâèíûì áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà â
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [1]. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðíûå ìíîæå-
ñòâà ÿâëÿþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûìè â ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíê-
öèé ñ èíäèêàòîðîì, íå ïðåâûøàþùèì äàííîãî. Òàêèå ìíîæåñòâà
èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè öåëûõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè, îíè
ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäåíèé ìíîæåñòâ
â ðàáîòàõ À.Ô. Ãðèøèíà è À.Ô. Ëåîíòüåâà. Êðàòíûå ðåãóëÿðíûå
ìíîæåñòâà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè èçó÷àë Ì.Â. Êàáàíêî [2]. Ìû
ðàñïðîñòðàíÿåì ýòî ïîíÿòèå íà ìíîæåñòâà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
C+ = {z : Im z > 0} êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
[ρ,∞]+, ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà â ïîëóïëîñêîñòè
C+, íå ïðåâûøàþùåãî ρ > 1,.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê A = {an = rne
iθn},

ïðèíàäëåæàùàÿ ïîëóïëîñêîñòè C+, íàçûâàåòñÿ ñëàáî ðåãóëÿðíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå [ρ,∞]+, ρ > 1 (WR+(ρ)-
ìíîæåñòâîì), åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé (C+) èëè
(C+

′) :
(C+) 1) Ñðåäè òî÷åê ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò òî÷åê ñ îäè-

íàêîâûì ìîäóëåì;
2) |an| > 2, n = 1, 2, . . . ;
3) ðÿä

∞∑
n=1

sin(arg an)

|a|ρ+εn

<∞

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ε > 0;
4) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ε > 0 èç íåðàâåíñòâà |an| ⩾ |ak| >

R = R(ε) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå :

|an| ⩾ |ak|+ Im ak/|ak|ρ+ε .

(C′
+) 1

′) Ñðåäè òî÷åê ìíîæåñòâà A íåò êðàòíûõ òî÷åê ;
2′) |an| > 2, n = 1, 2, . . . ;
3′) ðÿä

∞∑
n=1

sin(arg an)

|a|ρ+εn

<∞

© Ãóñåâ À.Ë., 2023

121



ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì ε > 0;

4′) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ïðè rn > R = R(ε) êðóæêè ðàäèóñîâ

ρn = (sin θn)
1/2r

1− ρ+ε
2

n

ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ an íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ìíîæåñòâà óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (C+) èñïîëüçîâàëèñü â ðà-
áîòàõ Ê. Ã. Ìàëþòèíà [3] äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðîèçâåäå-
íèé â ïîëóïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê A = {an = rne
iθn},

ïðèíàäëåæàùàÿ ïîëóïëîñêîñòè C+, íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîí-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå [ρ,∞]+, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë {bn}∞n=1 óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì:

sup
n∈N

ln+ ln+ |bn|
ln |an|+ 1

<∞ , lim
|an|→∞

ln+ ln+ |bn|
ln |an|

⩽ ρ, ρ > 1 ,

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ [ρ,∞]+, ðåøàþùàÿ ïðîáëåìó èíòåðïîëÿ-
öèè

F (an) = bn, n = 1, 2, . . . .

Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé èíòåðïîëÿöèîííîñòè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èç [4], äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A = {an}, A ∈ C+, ÿâëÿ-
åòñÿ WR+(ρ)-ìíîæåñòâîì. Òîãäà A � èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü â ïðîñòðàíñòâå [ρ,∞]+.
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ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ1

Í.Ñ. Äàèðáåêîâ, Î.Ì. Ïåíêèí
(Àëìàòû, Óíèâåðñèòåò Ñóëåéìàíà Äåìèðåëÿ;

Âîðîíåæ, ÂÃÓ;
Àëìàòû, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ)

Nurlan.Dairbekov@gmail.com, o.m.penkin@gmail.com

Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ àíàëîã íåðàâåíñòâà Õàðíàêà â åãî ñòàí-
äàðòíîé ôîðìå:

sup
K
u ⩽ C inf

K
u,

â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè: u � íåîòðèöàòåëüíàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ â ñìûñëå òàê íàçûâàåìîãî ¾ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà¿ íà ñòðàòèôè-
öèðîâàííîì ìíîæåñòâå Ω = Ω◦ ∪ ∂Ω◦ ñ ïëîñêèìè ñòðàòàìè, K �
êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî Ω◦, à C = C(Ω◦,K) � êîíñòàíòà. Òåîðåìà
î ñðåäíåì äëÿ òàêîãî ëàïëàñèàíà âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ñïåöè-
àëüíûõ ¾äîïóñòèìûõ¿ ñôåð, ÷òî äåëàåò äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà
Õàðíàêà äîâîëüíî ñëîæíûì â ñðàâíåíèè ñ åãî êëàññè÷åñêèì àíàëî-
ãîì.

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ òåðìèíîëî-
ãèè, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [1], ãäå ìîæíî íàéòè âñå íåîáõîäèìûå
ïîäðîáíîñòè. Çäåñü æå îãðàíè÷èìñÿ êðàòêèìè êîììåíòàðèÿìè ïðè-
ìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó çäåñü ñëó÷àþ. Ñòðàòèôèöèðîâàí-
íîå ìíîæåñòâî Ω � ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
Rn, ñîñòàâëåííîå èç ìíîãîîáðàçèé σkj � ñòðàò (k � ðàçìåðíîñòü, à j
ñëóæèò äëÿ íóìåðàöèè). Ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäè-
íåíèÿ Ω = Ω◦ ∪ ∂Ω◦, ãäå Ω◦ � îòêðûòîå, ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî Ω,
ñîñòàâëåííîå èç ñòðàò è òàêîå, ÷òî Ω

◦
= Ω. Âñå òîïîëîãè÷åñêèå òåð-

ìèíû îòíîñÿòñÿ ê òîïîëîãèè íà Ω èç îáúåìëþùåãî Rn. Âñå ñòðàòû
èç Ω◦ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïëîñêèìè è ïðèìûêàþò äðóã ê äðóãó ïî òèïó
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.

Ìíîæåñòâî ω ⊂ Ω íàçîâ¼ì µ-èçìåðèìûì, åñëè êàæäîå ïåðåñå÷å-
íèå σkj ∩ ω = ωkj èçìåðèìî â ñìûñëå k-ìåðíîé ìåðû Ëåáåãà íà σkj .
Ñòðàòèôèöèðîâàííàÿ ìåðà µ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÌÎÍ ÐÊ (ïðîåêò
AP14871251).
© Äàèðáåêîâ Í.Ñ., Ïåíêèí Î.Ì., 2023
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ôîðìóëîé:
µ(ω) =

∑
σkj∈Ω

µk(ωkj),

â êîòîðîé µk(ωkj) îáîçíà÷àåò k-ìåðíóþ ìåðó Ëåáåãà íà σkj . Èçìåðè-
ìîñòü ôóíêöèè f : Ω → R îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíî. Èíòåãðàë Ëåáå-
ãà µ-èçìåðèìîé ôóíêöèè ïî µ-èçìåðèìîìó ìíîæåñòâó ω ñâîäèòñÿ ê
ñóììå ∫

ω

f dµ =
∑
σkj∈S

∫
ωkj

f dµ.

Ìû ïðèìåíÿåì dµ âìåñòî dµk äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè.
Âåêòîðíîå ïîëå ~F â ïðîñòðàíñòâå Rn íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ê

Ω◦, åñëè äëÿ ëþáîé ñòðàòû σkj ⊂ Ω◦ è ëþáîé òî÷êè X ∈ σkj âåêòîð
~F (X) ïðèíàäëåæèò TXσkj .

Îáîçíà÷åíèå ~C1(Ω◦) ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîñòðàíñòâó êàñàòåëüíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé F íà Ω◦, ñóæåíèÿ ~F |σki

êîòîðûõ íà êàæäóþ âíóò-
ðåííþþ ñòðàòó σki ⊂ Ω◦ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è èìåþò
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå â êàæäóþ òî÷êó ëþáîé ïðèìûêàþùåé
âíóòðåííåé ñòðàòû íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Íåïðåðûâ-
íîñòü ïîëÿ ~F â öåëîì íà Ω◦ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî êàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå èç ~C1(Ω◦) ÿâëÿåò ñîáîé íàáîð íåçà-
âèñèìûõ ïîëåé êëàññà C1 â êîëè÷åñòâå, ðàâíîì êîëè÷åñòâó ñòðàò â
Ω◦.

Ôîðìàëüíî, äèâåðãåíöèÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ~F ∈
~C1(Ω◦) â òî÷êå X ∈ σkj ⊂ Ω◦ çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∇ · ~F (X) = ∇k · ~F (X) +
∑

σk+1i≻σkj

~F (X + 0 · ~νi) · ~νi, (1)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì (k+1)-ìåðíûì ñòðàòàì σk+1i,
ïðèìûêàþùèì ê σkj . Ïîÿñíèì ñìûñë íåêîòîðûõ îáîçíà÷åíèé, èñ-
ïîëüçîâàííûõ â ýòîé ôîðìóëå. Çíà÷îê ∇k â ïðàâîé ÷àñòè îáîçíà÷àåò
îïåðàòîð îáû÷íîé, k-ìåðíîé, äèâåðãåíöèè, ïðèìåí¼ííûé ê ñóæåíèþ
~F |kj íà ñòðàòó σkj , ~νi � åäèíè÷íàÿ âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê σkj â σk+1j

â òî÷êå X, à ~F (X+0 ·~νi) � ïðåäåë ~F (Y ) ïðè Y ∈ σk+1i, ñòðåìÿùåìñÿ
ê X èçíóòðè ñòðàòû σk+1i � σkj ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà νi.

Ïðèìåðîì êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíò ∇u
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè u, ñóæåíèå êîòîðîé íà êàæäóþ âíóòðåííþþ
ñòðàòó íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Â ýòîì ñëó÷àå ∇u ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïðîñòî íàáîð ãðàäèåíòîâ ýòèõ ñóæåíèé. Åñëè ∇u ∈
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~C1(Ω◦), òî áóäåò ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü ëàïëàñèàí íà
ñòðàòèôèöèðîâàííîì ìíîæåñòâå ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû ∆u = ∇ ·
(∇u).

Ñòðàòà σkj ñâîáîäíà, åñëè îíà íå ïðèìûêàåò íè ê êàêîé ñòðà-
òå áîëüøåé ðàçìåðíîñòè (â ýòîì ñëó÷àå îíà, î÷åâèäíî, âíóòðåííÿÿ,
σkj ⊂ Ω◦). Ìÿãêèé ëàïëàñèàí îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∆̃u = ∇ · (p∇u), (2)

ãäå p = 1 íà ñâîáîäíûõ ñòðàòàõ, à íà îñòàëüíûõ ñòðàòàõ p îáðàùàåòñÿ
â íóëü.

ßâíîå âûðàæåíèå ìÿãêîãî ëàïëàñèíà â òî÷êàõ ñâîáîäíûõ ñòðàò
ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì ëàïëàñèàíîì (â ñëó÷àå íåïëîñêèõ ñòðàò � ñ
îïåðàòîðîì Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè).

Åñëè æå ñòðàòà σkj íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, íî ñóùåñòâóþò ñâî-
áîäíûå ñòðàòû σk+1i � σkj , (íàçîâåì òàêóþ ñòðàòó ïîëóñâîáîäíîé)
òî òîãäà â òî÷êå X ∈ σkj âûðàæåíèå äëÿ ìÿãêîãî ëàïëàñèàíà èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

∆̃u(X) =
∑

σk+1i≻σkj

∇u(X + 0 · ~νi) · ~νi,

â êîòîðîì ñóììèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû
σk+1i � σkj . Ñìûñë îáîçíà÷åíèé ðàçúÿñíÿåòñÿ â [1].

Íàêîíåö, åñëè ñòðàòà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé è íå ïðèìûêàåò íè
ê êàêèì ñâîáîäíûì ñòðàòàì íà åäèíèöó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, òî íà
òàêîé ñòðàòå ∆̃u = 0.

2. Íåðàâåíñòâî Õàðíàêà. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà.

Òåîðåìà 1 (íåðàâåíñòâî Õàðíàêà) Ïóñòü Ω � ñòðàòèôè-
öèðîâàííîå ìíîæåñòâî, à K � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â Ω◦. Òîãäà
äëÿ êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé ãàðìîíè÷åñêîé â Ω◦ ôóíêöèè u âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

sup
X∈K

u(X) ⩽ C inf
X∈K

u(X)

ñ êîíñòàíòîé C = C(K,Ω◦), íå çàâèñÿùåé îò u.
Ìû ïîëó÷àåì å¼ êàê ñëåäñòâèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà

äëÿ ïðî÷íûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ. Ñòðàòèôèöèðîâàííîå
ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ ïðî÷íûì (ðàçìåðíîñòè d), åñëè

� âñå ñâîáîäíûå ñòðàòû â Ω◦ èìåþò îäíó è òó æå ðàçìåðíîñòü d,
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� ìíîæåñòâî Ω◦ \Ω◦
d−2 (Ω

◦
d−2 � îáúåäèíåíèå âñåõ ñòðàò σkj ⊂ Ω◦

ñ k ⩽ d− 2) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Â ñâîþ î÷åðåäü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà Õàðíàêà äëÿ ïðî÷-
íûõ ìíîæåñòâ ñëåäóåò èç åãî ñïðàâåäëèâîñòè äëÿ äîïóñòèìûõ øàðîâ
â òàêèõ ìíîæåñòâàõ.

Ìû íàçûâàåì øàð Br(X0) = {X ∈ Ω : d(X,X0) < r} äîïóñòè-
ìûì, èëè, ïîäðîáíåå, îòêðûòûì øàðîì äîïóñòèìîãî ðàäèóñà r > 0
ñ öåíòðîì â òî÷êå X0 ∈ Ω◦, åñëè r íå ïðåâîñõîäèò ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè X0 äî âñåõ ñòðàò, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ íå ñîäåðæàò X0. Ñïðà-
âåäëèâîñòü ñôåðè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà Õàðíàêà äëÿ äîïóñòèìûõ øà-
ðîâ ñ öåíòðàìè íà d- è (d − 1)-ìåðíûõ ñòðàòàõ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî Õàðíàêà äëÿ êîìïàêòîâ, ïåðåñåêàþùèõñÿ òîëüêî ñ d- è
(d − 1)-ìåðíûìè ñòðàòàìè (ñð. [2]). Ýòî áûëà ïåðâàÿ ïîïûòêà äî-
êàçàòü íåðàâåíñòâî Õàðíàêà â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè. Ìû ðàñ-
øèðÿåì ðåçóëüòàò íà ïðîèçâîëüíûå êîìïàêòû ñíà÷àëà â ïðî÷íûõ
ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ, à çàòåì � íà êîìïàêòû â ïðîèç-
âîëüíûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâàõ, ïðåäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå
â âèäå îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ (êîòîðûå ñàìè ïî ñåáå
èìåþò ñòðóêòóðó ïðî÷íûõ ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ìíîæåñòâ), ñóæå-
íèÿ íà êîòîðûå ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé.
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Ïóñòü çàäàí íàáîð (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ) òî÷åê zk = xk +
iyk ∈ C+. Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè

Tk(ζ) =

√
yk

x− zk
Bk−1(x), Bk−1(x) :=

k−1∏
m=1

x− zm
x− zm

,
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k ∈ N, B0 ≡ 1, îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó (Òàêåíàêà-
Ìàëüìêâèñòà) â L2 íà äåéñòâèòåëüíîé îñè îòíîñèòåëüíî ìåðû dx/π.
Êðîìå òîãî, ñóììà Ôóðüå Sn[f ](ζ) =

∑n
k=1 αk[f ]Tk(ζ) äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè f ∈ H1(C+) èíòåðïîëèðóåò ýòó ôóíêöèþ âî âñåõ óçëàõ
zm ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè.

Ðàññìîòðèì ÿäðî J(z) = J(z, z0) = (z − z0)
−1 ñ íåêîòîðûì

z0 ∈ C−. Âû÷èñëèì åãî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå; êàæäîìó óçëó zk ñî-
îòâåòñòâóåò êîýôôèöèåíò (ïî òåîðåìå î âû÷åòàõ)

αk[J ] =

∫ ∞

−∞
J(x)Tk(x)

d x

π
=

=
1

π

∫ ∞

−∞
Bk−1(x)

√
yk

x− zk

1

x− z0
d x = 2 i

√
yk

z0 − zk
Bk−1 (z0) .

Çäåñü íåêîòîðûå óçëû zk ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ
êðàòíîñòüþ, èì ñîîòâåòñòâóþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå êîýôôè-
öèåíòû Ôóðüå αk. Îòñþäà èìååì

|αk[J ]| ⩽ 2

√
yk

|z0 − zk|
.

Ïîñòðîåíà ñóììà Ôóðüå äëÿ ÿäðà J(z):

Sn(z) = Sn(z, z0) =

n∑
k=1

αk[J ]Tk(z),

ïðè÷åì èç óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè èìååì

J(z) = Sn(z) +Bn(z)F (z),

ãäå F � àíàëèòè÷åñêàÿ â C+ ôóíêöèÿ è F (∞) = 0.
Ïóñòü R+(z) è R−(x) � ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, ïîëþñû êîòîðûõ

ëåæàò ñðåäè zk è zk ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì R±(∞) = 0,

R(z) = R+(z) +R−(x).

Òîãäà ∫ ∞

−∞
Bn(x)F (x)R(x) dx = 0,

êðîìå òîãî, ïîñêîëüó J(z)R−(z) àíàëèòè÷íà â C+ è â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå èìååò ïîðÿäîê z−2, èìååì∫ ∞

−∞
J(x)R−(x) dx = 0,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,∫ ∞

−∞
J(x)R(x) dx =

∫ ∞

−∞
Sn(x)R(x) dx,

−2iR+(z0) =

∫ ∞

−∞
Sn(x)R(x)

dx

π

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, íàõîäèì íóæíîå
(2,∞)-íåðàâåíñòâî

2|R+(z0)| ⩽ ‖Sn‖L2(R)‖R‖L2(R) =

√√√√ n∑
k=1

|α2
k[J ]|‖R‖L2(R),

|R+(z0)| ⩽

√√√√ n∑
k=1

yk
|z0 − zk|2

‖R‖L2(R),

Îòìåòèì, ÷òî (q, p)-íåðàâåíñòâà òèïà Äæåêñîíà-Íèêîëüñêîãî äëÿ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ è èõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ (íàèïðîñòåéøèõ äðîáåé) ïî-
ëó÷àëèñü äðóãèìè ìåòîäàìè â ðàáîòàõ [1-2].
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ìàòðèöàìè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà1

Á.Ì. Äàðèíñêèé (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
darinskii@mail.ru

Ðåàëèçàöèÿ àáñòðàêòíûõ àëãåáð Ëè â ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ
ïðîñòðàðñòâàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì èç-çà âîç-
ìîæíûõ ïðèëîæåíèé, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïèñàíèÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-
00497).
© Äàðèíñêèé Á.Ì. , 2023
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îäíîðîäíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ (ñì. [1]).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþò-
ñÿ ðàáîòû(2-4). Â ÷àñòíîñòè, â (4) ïîëó÷åí áîãàòûé ñïèñîê òàêèõ
ïîâåðõíîñòåé, ÿâëÿþùèõñÿ îðáèòàìè ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé â R4

òðåõìåðíîé ðàçëîæèìîé àëãåáðû Ëè. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ
â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ àëãåáð sl(2) è su(2).

Àëãåáðà sl(2) ïîðîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè

{e1e2} = e1, {e2e3} = e3, {e1e3} = 2e2, (1)

ãäå e1, e2, e3 ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè àë-
ãåáðû, {e1e2} = e1e2−e2e1 , ïî îïðåäåëåíèþ. Àëãåáðàè÷åñêèé àñïåêò
ýòîé àëãåáðû ïðåäñòàâëåí â (5). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòàâëåíà çàäà-
÷à íàéòè âîçìîæíûå êîíêðåòíûå âèäû ýòèõ ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâå
âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ÷åòâåðòîãî ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíî-
øåíèÿì (1). Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü (1) ïðè îïåðàöèÿõ ïîäîáèÿ,
âîñïîëüçóåìñÿ âûáîðîì îäíîãî èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå, îñòàëüíûå äâà âåêòîðà íàõîäèì èç âûïîëíåíèÿ(1). Ïîëíîå
ñåìåéñòâî ìàòðèö ïîëó÷àåòñÿ èç íàéäåííûõ òàêèì îáðàçîì ïðåäñòà-
âèòåëåé ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ.

Èç äâàäöàòè êàíîíè÷åñêèõ ôîðì âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ÷åòâåð-
òîãî ðàíãà, ïîëó÷åííûõ â [2] ïîõîäÿùèìè äëÿ âûïîëíåíèÿ (1) îêà-
çàëèñü òðè æîðäàíîâû ôîðìû

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , (2)

êîòîðûå áûëè ïðèíÿòû â êà÷åñòâå áàçèñíîãî âåêòîðà e3.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êàæäîé èç òðåõ ìàòðèö â (1), ðåøåíèé ïîëó-

÷åííûõ óðàâíåíèé è ïîñëåäóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ñïåöè-
àëüíî ïîäîáðàííûìè ìàòðèöàìè áûëè íàéäåíû ìàòðèöû e1, ñîîò-
âåòñòâåííî ñïèñêó (2),


0 0 0 0

−2 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 0 0

 ,


0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0

 ,


0 0 0 0
−3 0 0 0
0 −4 0 0
0 0 −3 0

 (3)

è e2
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
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 , 12


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , 12


3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

 (4)

Äëÿ êàæäîãî èç âàðèàíòîâ áàçèñîâ áûëè ïîñòðîåíû âåêòîðíûå
ïîëÿ è íàéäåíû îðáèòû. Äëÿ ïåðâîé òðîéêè ìàòðèö îðáèòà ïîëó÷è-
ëàñü â âèäå öèëèíäðè÷åñêîé, âäîëü îñè x4, äâóìåðíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ïîâåðõíîñòè x22 − x1x3 , äëÿ âòîðîé òðîéêè òðåõìåðíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü x1x4 − x2x3. Äëÿ òðåòüåé òðîéêè ìàòðèö ïîñòðåíî âåêòîðíîå
ïîëå íîðìàëè ê òðåì âåêòîðàì, ïîðîæäàåìûì áàçèñíûìè ýëåìåíòà-
ìè àëãåáðû è ïîêàçàíî, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì. Èíòåãðè-
ðîâàíèå cåìåéñòâî òðåõìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé, îïðå-
äåëÿåìûõ ïîëèíîìîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

9

2
x21x

2
4 − 9x1x2x3x4 −

3

2
x22x

2
3 + x33x1 + 4x32x4 (5)

Àëãåáðà Ëè su(2) èìååò ñëåäóþùèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó áàçèñíûìè ýëåìåíòàìè

{e1, e2} = e3, {e2, e3} = e1, {e3, e1} = e2 (6)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ýòîé àëãåáðû âî ìíîæå-
ñòâå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ÷åòâåðòîãî ðàíãà îáðàòèì âíèìàíèå íà
âîçìîæíîñòü îäíîçíà÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû M íà åå ñèììåò-
ðè÷íóþ S è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè A. Äàëåå çàìåòèì ñëåäóþùèå
ñâîéñòâà êîììóòàòîðîâ êîìïîíåíò ðàçíûõ ñèììåòðèé

|AA| = |SS| = A (7)

Îòñþäà ñëåäóþò ÷àñòíûå ñëó÷àè âîçìîæíûõ áàçèñîâ àëãåáðû
su(2), â êîòîðûõ îäíó èç ìàòðèö ìîæíî ñ÷èòàòü àíòèñèììåòðè÷íîé,
à äâå äðóãèå ìàòðèöàìè îáùåãî âèäà, ÿâíûé âèä êîòîðûõ îïðåäå-
ëèòñÿ èç ñèñòåìû (6). Â êà÷åñòâå ýëåìåíòà e1 ìîæíî ïðèíÿòü

e1 =


0 1 0 0

−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , e2 =


0 0 b13 b14
0 0 b23 b24

b31 b32 0 0
b41 b42 0 0

 , (8)

130



e3 =


0 0 b23 b24
0 0 −b13 −b14

b32 −b31 0 0
b42 −b41 0 0

 .
Äâå äðóãèå ìàòðèöû â (8) ïîëó÷àþòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6),

ïðè ýòîì íà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ, à èìåííî, ðàâåíñòâî íóëþ äâóõ îïðåäåëèòåëåé áëîêîâ
è ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé

b23b13 − b31b23 = 0, b13b31 + b14b41 + b23b32 + b24b42 + 1 = 0 (9)

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð ìàòðèöû e1 ñ äâóìÿ äèàãîíàëüíûìè áëîêà-
ìè ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíûì íóëåâûì ìàòðèöàì e2 è e3, ïîýòîìó íå
ïîðîæäàåò àëãåáðû.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷åòûðåõ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñóæàåòñÿ äî ÷èñëåííûõ ìàòðè÷íûõ êîìïîíåíò ïóòåì ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïîäîáèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèöû S, êîììóòèðóþùåé ñ e1, êî-
òîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

s =


s1 s12 0 0

−s12 s1 0 0
0 0 s3 s34
0 0 s43 s4

 (10)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ÷èñëåííûå ìàòðèöû òèïà

e2 =


0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −1 0 0

 , e3 =


0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 (11)

Îðáèòà äëÿ ïðåäñòàâëåííûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ èìååò ñòðîåíèå
îäíîìåðíîãî öèëèíäðà, ñå÷åíèå êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
x21 + x22 + x24 . Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíîé ñôå-
ðîé â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðèìåð òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîêàçàí íèæå

e2 = 2−
1
2


0 0 1 0
0 0 0 1

−1 0 0 0
0 −1 0 0

 , e3 = 2−
1
2


0 0 0 1
0 0 −1 0
0 1 0 0

−1 0 0 0

 (12)
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Àâòîð áëàãîäàðåí À.Ëîáàäå çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è îáñóæäåíèå
ðåçóëüòàòîâ.

Ëèòåðàòóðà
1. Ìîæåé Í.Ï. Îäíîðîäíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ â ÷åòûðåõìåðíîé

àôôèííîé è ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè / Í.Ï. Ìîæåé // Èçâ. âóçîâ.
Ìàòåì. � 2000. � No 7. � C. 41�52.

2. Ëîáîäà À.Â. Îá îðáèòàõ â R4 àáåëåâîé 3-ìåðíîé àëãåáðû Ëè
/ À.Â. Ëîáîäà, Á.Ì. Äàðèíñêèé // Ìàòåð. ìåæäóíàð. íàó÷í. êîíô.
¾ÓÎÌØ-2021¿. � Óôà : 2021. � Ñ. 239-241.

3. Ëîáîäà À.Â. Î ðåàëèçóåìîñòè 3-ìåðíûõ àëãåáð Ëè âåêòîðíû-
ìè ïîëÿìè / À.Â. Ëîáîäà, Â.Ê. Êàâåðèíà // Ìàòåð. ìåæäóíàð. íà-
ó÷í. êîíô. ¾ÂÇÌØ-2022¿. � Âîðîíåæ : 2022. � Ñ. 150-153.

4. Àêîïÿí Ð.Ñ., Ëîáîäà À.Â. Îá îðáèòàõ â R4 ðàçëîæèìîé 3-
ìåðíîé àëãåáðû Ëè // Ìàòåðèàëû ìåæäóíàð. êîíô. ÂÂÌØ-2022,
Âîðîíåæ, 2022. Ñ.29-31

5. Ñåðð Æ.-Ï., Àëãåáðû Ëè è ãðóïïû Ëè. 1969, èçä-âî: Ìèð: Ì.,
376 ñ.

Î 4-ÌÅÐÍÎÌ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ ÀËÃÅÁÐÛ sl(2,R)1
Á.Ì. Äàðèíñêèé, À.Â. Ëîáîäà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃÒÓ)

darinskii@mail.ru, lobvgasu@yandex.ru

Ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå êëàññè÷åñêîé àëãåáðû sl(2,R) â ïðî-
ñòðàíñòâå R4 èìååò áàçèñîì (ñì. [1]) ñëåäóþùóþ òðîéêó ìàòðèö:

3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −3

 ,


0 3 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 ,


0 0 0 0
−1 0 0 0
0 −2 0 0
0 0 −3 0

 . (1)

Ïðåäëîæåíèå 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîé ýêâèâàëåíòíîñòè
3-ìåðíûìè îðáèòàìè ïðåäñòàâëåíèÿ ñ áàçèñîì (1) ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíî îäíîðîäíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïîâåðõíîñòÿìè 6-é ñòåïåíè, îïè-
ñûâàåìûå ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè â êîîðäèíàòàõ x1, x2, x3, x4 ÷å-
òûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà:

(x1x
2
4 − 3x2x3x4 + 2x33)

2 + 4(x2x4 − x23)
3 = Cx24, C ∈ {−1, 0, 1}. (2)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-
00497) è ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-21-00109).
© Äàðèíñêèé Á.Ì., Ëîáîäà À.Â., 2023
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Ôîðìóëà äëÿ îðáèò ïîëó÷åíà íåïîñðåäñòâåííûì ïîøàãîâûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ek(Φ)|M = 0, k = 1, 2, 3. (3)

Çäåñü ek � áàçèñíûå ïîëÿ ëèíåéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáñóæäàåìîé
ìàòðè÷íîé àëãåáðû ñ áàçèñîì âèäà (1), M � èñêîìûå îðáèòû, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì M = {Φ(x1, x2, x3, x4) = 0} ñ
îïðåäåëÿþùåé ôóíêöèåé Φ.

Â ðàçâåðíóòîé ôîðìå ñèñòåìà (3) èìååò âèä

3x1
∂Φ

∂x1
+ x2

∂Φ

∂x2
− x3

∂Φ

∂x3
− 3x4

∂Φ

∂x4
= 0, (4)

3x2
∂Φ

∂x1
+ 2x3

∂Φ

∂x2
− x4

∂Φ

∂x3
= 0, −x1

∂Φ

∂x2
− 2x2

∂Φ

∂x3
− 3x3

∂Φ

∂x4
= 0.

Îòìåòèì, ÷òî àâòîðàì íå èçâåñòíà èç ëèòåðàòóðû ôîðìóëà (2),
âèä êîòîðîé îêàçàëñÿ äîñòàòî÷íî çàìûñëîâàòûì è íåîæèäàííûì äëÿ
êëàññè÷åñêîé ïðîñòîé íåðàçðåøèìîé àëãåáðû sl(2,R). Ê íåìó ïðè-
âîäèò ñëåäóþùàÿ î÷åðåäíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ îòäåëüíûõ óðàâíåíèé
ñèñòåìû.

1) Ñíà÷àëà îáùåå ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå Φ(x1, x2, x3, x4) = F (t1, t2, t3), ãäå

t1 = x4, t2 = x2x4 − x23, t3 = x1 − 3
x2 x3
x4

+ 2
x33
x24

� íåçàâèñèìûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ (èëè èíòåãðàëû
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, îòâå÷àþùåé ìàòðèöå e2),

F (t1, t2, t3) � ïðîèçâîëüíàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðå-
ìåííûõ.

2) Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

−3t1
∂F

∂t1
− 2t2

∂F

∂t2
+ 3t3

∂Φ

∂t3
= 0. (5)

3) Ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ξ1 = t1t3, ξ2 = t32/t
2
1

óðàâíåíèÿ (5) ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

t22

(
2
∂G

∂ξ1
− ξ1

∂G

∂ξ2

)
= 0

ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé G(ξ1, ξ2) = F (t1, t2, t3).
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4) Ðåøåíèÿìè èñõîäíîé çàäà÷è îá îðáèòàõ àëãåáðû sl(2,R), ïîëó-
÷àåìûìè èñõîäÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, ÿâëÿþòñÿ êîíóñ t2 = x2x4−x23 =
0 è ïîâåðõíîñòü ñ (âñïîìîãàòåëüíûì) óðàâíåíèåì

t21t
2
3 + 4t32/t

2
1 = C = const ∈ R. (6)

5) Ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà t21 = x24 ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèîáðåòàåò
â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ïðîñòðàíñòâà R4 âèä (2) c C ∈ R.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ïðè C 6= 0 ðàñòÿæåíèåì êîîðäèíàò

x1 = |C|x∗1, x2 =
√
|C|x∗2, x3 = x∗3, x4 =

1√
|C|

x∗4

êîíñòàíòà C â óðàâíåíèè (6) ïðåâðàùàåòñÿ â C/|C| = ±1.
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Óðîâåíü îñâîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí â ñèñòåìå îáùåãî
îáðàçîâàíèÿ îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî ïîäãîòîâëåííîñòè ê âûïóñêíûì ýê-
çàìåíàì â ôîðìàòå ÅÃÝ è óñïåøíîå îáó÷åíèå âûïóñêíèêîâ â ïðî-
ôèëüíûõ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ìàêñèìàëü-
íîé ýôôåêòèâíîñòè óñâîåíèÿ ìàòåðèàëà ïî ïðåäìåòó ó÷èòåëþ íåîá-
õîäèìî íàéòè íàèëó÷øåå ñî÷åòàíèå ñðåäñòâ, ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ è òåõ-
íîëîãèé. Âàæíîå çíà÷åíèå çäåñü èìååò ìàòåðèàëüíàÿ áàçà, îáåñïå-
÷èâàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå îáîðóäîâàíèå êàáèíåòîâ, ðàáî÷èõ ìåñò
ó÷èòåëÿ è ó÷åíèêîâ, èñïîëüçîâàíèå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ êîìïëåê-
òîâ ïî ìàòåìàòèêå, òåõíè÷åñêèõ ñðåäñòâ îáó÷åíèÿ, èíôîðìàöèîííî-
êîììóíèêàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè
óðîêà è âíåóðî÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíà
êîìïüþòåðíàÿ ïîääåðæêà êóðñà ëþáîãî ïðåäìåòà, â òîì ÷èñëå è ìà-
òåìàòèêè. Òåñòîâûé êîíòðîëü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà ïðåäïîëàãàåò
âîçìîæíîñòü áûñòðåå è îáúåêòèâíåå, ÷åì ïðè òðàäèöèîííîì ñïîñî-
áå, âûÿâèòü çíàíèå è íåçíàíèå îáó÷àþùèõñÿ. Ýòîò ñïîñîá îðãàíè-
çàöèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì è ïðîñòûì. Â áîëüøèí-
ñòâå øêîë Âîðîíåæñêîé îáëàñòè, â ÷àñòíîñòè â ÌÁÎÓ "Îòðàäíåí-
ñêàÿ ãèìíàçèÿ âàæíàÿ çàäà÷à îðãàíèçàöèè ïðîöåññà îáðàçîâàíèÿ -
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ñîâåðøåíñòâîâàíèå îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, îñíàùåíèå êà-
áèíåòîâ ìàòåìàòèêè êîìïüþòåðíîé áàçîé, îòâå÷àþùåé òðåáîâàíèÿì
ÔÃÎÑ, âûïîëíåíà íà äîëæíîì óðîâíå. Ôåäåðàëüíûå îáðàçîâàòåëü-
íûå ñòàíäàðòû íîâîãî ïîêîëåíèÿ òðåáóþò ðàçâèòèÿ èíäèâèäóàëüíûõ
ñïîñîáíîñòåé îáó÷àþùèõñÿ, èõ ñàìîñòîÿòåëüíîãî òâîð÷åñêîãî ìûø-
ëåíèÿ. Íåòðàäèöèîííûå óðîêè è ìåðîïðèÿòèÿ, ïîäãîòîâêà è çàùèòà
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîåêòîâ, ðàçâèâàþò è óêðåïëÿþò èíòåðåñ ê èçó÷å-
íèþ ïðåäìåòà, àêòèâèçèðóþò ïîçíàâàòåëüíóþ è òâîð÷åñêóþ àêòèâ-
íîñòü ó÷àùèõñÿ. Òàêîé âèä ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìûì óñëîâè-
åì ïîâûøåíèÿ îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ó÷àùèõñÿ Â íàñòî-
ÿùåå âðåìÿ Åäèíûé ãîñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ñïîñîáîì ïðîâåðêè êà÷åñòâà îáðàçîâàíèÿ. Ïîäãîòîâêà ê ÃÈÀ è ÅÃÝ
òðåáóåò ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïüþòåðíîé áàçû, ãäå îäíîé èç ôîðì
èíäèâèäóàëüíî- ãðóïïîâûõ çàíÿòèé ñ ó÷àùèìèñÿ ÿâëÿåòñÿ äèñòàí-
öèîííîå îáó÷åíèå ñ ïîìîùüþ ñåòè Èíòåðíåò. Ðàçðàáîòàííàÿ è ðå-
àëèçóåìàÿ â ãèìíàçèè ïðîãðàììà ýëåêòèâíîãî êóðñà "Ìàòåìàòèêà.
Ïðàêòèêóì"ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïîñîáíîñòåé è
ïîâûøåíèþ èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ ê ïðåäìåòó ÷åðåç èçó÷åíèå òåì, êî-
òîðûì â øêîëüíîì êóðñå íå óäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîãî âíèìàíèÿ. Ïðî-
ãðàììà äà¼ò øèðîêèå âîçìîæíîñòè ïîâòîðåíèÿ, óãëóáëåíèÿ è îáîá-
ùåíèÿ êóðñà àëãåáðû è ãåîìåòðèè, ïîçâîëÿåò ñâîåâðåìåííî îñóùå-
ñòâèòü äèàãíîñòèêó ïðîáëåìíûõ ìîìåíòîâ, îöåíèòü âîçìîæíîñòè è
ñïîñîáíîñòè ó÷àùèõñÿ. Äëÿ óñïåøíîñòè îáðàçîâàòåëüíîãî ïðîöåññà
ñîçäàíû óñëîâèÿ äëÿ ïðîôåññèîíàëüíîãî ðîñòà ïåäàãîãîâ - ïîñåùå-
íèå êóðñîâ ïîâûøåíèÿ êâàëèôèêàöèè, ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ, ñå-
ìèíàðàõ, ìåðîïðèÿòèÿõ ïî îáìåíó îïûòîì; ðàçðàáîòêà è ðåàëèçà-
öèÿ ïðîãðàìì êðóæêîâ, ýëåêòèâíûõ êóðñîâ ïî ìàòåìàòèêå. Â ðàì-
êàõ êóðñîâîé ïîäãîòîâêè ó÷èòåëÿ âîðîíåæñêîé îáëàñòè ïðèíèìàþò
ó÷àñòèå â ñåìèíàðàõ-ïðàêòèêóìàõ, ãäå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿ-
çàííûå ñ îñîáåííîñòÿìè ââåäåíèÿ ÔÃÎÑ îáùåãî îáðàçîâàíèÿ. Ïî-
ëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïîäãîòîâêå ìàòåðèàëà äëÿ
âûñòóïëåíèÿ íà çàñåäàíèÿõ ÌÎ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè, ãäå ÷àñòûìè
ÿâëÿþòñÿ îáñóæäåíèÿ çëîáîäíåâíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñî ñòàíäàð-
òàìè ÔÃÎÑ, ïðèçâàííûìè ïîäãîòîâèòü äåòåé Ðîññèè äëÿ ïðîõîæ-
äåíèÿ online-òåñòèðîâàíèÿ íà óðîâíå ìèðîâîãî ñîîáùåñòâà. Ïîýòîìó
âàæíûì ñòàíîâèòñÿ èñïîëüçîâàíèå íîâûõ òåõíîëîãèé â îáðàçîâàíèè.
Ñòàíäàðòû âòîðîãî ïîêîëåíèÿ òðåáóþò ñìåíû ðåïðîäóêòèâíîãî ìå-
òîäà îáó÷åíèÿ íà ïðîáëåìíûé, ïîèñêîâûé, èññëåäîâàòåëüñêèé ìåòî-
äû. Ðàáîòà ÌÎ â ÌÁÎÓ "Îòðàäíåíñêàÿ ãèìíàçèÿ êàê è âî ìíîãèõ
ñîâðåìåííûõ øêîëàõ, ïîñâÿùåíà èñïîëüçîâàíèþ íîâåéøåãî â îáðàçî-
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âàíèè, ñîâåðøåííî äðóãîìó ïîäõîäó â èçëîæåíèè ìàòåðèàëà, òàêæå
â îòíîøåíèè ê òåìå óðîêà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñàìèìè ó÷åíèêà-
ìè. Âñåì èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðèðîâàííûå óðîêè ðàçâèâàþò ïîçíàâà-
òåëüíûé èíòåðåñ ó÷àùèõñÿ, ïîáóæäàþò ê àêòèâíîìó ïîçíàíèþ îêðó-
æàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè, ôîðìèðóþò ó ó÷àùèõñÿ ìåòàïðåäìåòíûå
ó÷åáíî-èíôîðìàöèîííûå óìåíèÿ. Ýòî èíòåãðàöèÿ ýêîëîãèè ñ èíôîð-
ìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè, ðàçðàáîòêà èíòåãðèðîâàííîãî óðîêà ïî
òåìå "Îáûêíîâåííûå äðîáè"î âçàèìîñâÿçè äðîáåé â ìàòåìàòèêå è
äîëåé â ìóçûêå; ìåòîä êîîðäèíàò â ìàòåìàòèêå è ôèçèêå è ìíîãèå
äðóãèå. Îäíîé èç çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ îáùåîáðàçîâà-
òåëüíîãî ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ - ðàçðàáîòêà ðàçíîîáðàçíûõ ìåðîïðè-
ÿòèé â ñèñòåìå äîïîëíèòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ñ öåëüþ ïîâûøåíèÿ
èíòåðåñà ó÷àùèõñÿ ê ìàòåìàòèêå è ïðîöåññó îáó÷åíèÿ â öåëîì. Ýòî
ïðîãðàììû âíåóðî÷íûõ çàíÿòèé "Ìàòåìàòèêà äëÿ óâëå÷¼ííûõ"(7
êëàññ), "Ýðóäèò"(5-9 êëàññû), ýëåêòèâíûå êóðñû äëÿ ó÷àùèõñÿ âû-
ïóñêíûõ êëàññîâ.

Ôåäåðàëüíûå îáðàçîâàòåëüíûå ñòàíäàðòû òðåáóþò íîâûõ ïîäõî-
äîâ â îáó÷åíèè øêîëüíèêîâ, è çàäà÷åé ó÷èòåëåé è àäìèíèñòðàöèè
ÌÁÎÓ "Îòðàäíåíñêàÿ ãèìíàçèÿ"ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îðãàíèçà-
öèè ó÷åáíîãî ïðîöåññà òàê, ÷òîáû óðîâåíü îáó÷åííîñòè ó÷àùèõñÿ ïî
ìàòåìàòèêå áûë ïðèáëèæåí ê ñðåäíåìó ïîêàçàòåëþ øêîë ðåãèîíà,
ïîýòîìó îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ â íàøåì ó÷åáíîì çàâåäåíèè ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìíûì, öåëåíàïðàâëåííûì, ñóìåâøèì îáúåäèíèòü ëþäåé
òàëàíòëèâûõ, òâîð÷åñêèõ, íåðàâíîäóøíûõ ê æèçíè ñâîèõ ïîäîïå÷-
íûõ, ñâîåãî ó÷åáíîãî çàâåäåíèÿ, îñóùåñòâëÿþùèõ ïåäàãîãè÷åñêóþ
äåÿòåëüíîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ çàïðîñàìè ñîâðåìåííîãî îáùåñòâà
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Ïóñòü Rn+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, x1 > 0, . . . , xn > 0}. ×å-
ðåç γ = (γ1, ..., γn) îáîçíà÷èì ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé èç ïîëîæè-
òåëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë γi ⩾ 0, i = 1, ..., n,
|γ| = γ1 + . . . + γn. Ïóñòü Lγp(Rn+) = Lγp , 1 ⩽ p < ∞ � ïðîñòðàí-
ñòâî èçìåðèìûõ íà Rn+ ôóíêöèé, ÷åòíûõ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé xi,
i = 1, ..., n òàêèõ, ÷òî t

∫
Rn

+
|f(x)|pxγdx < ∞, ãäå xγ =

∏n
i=1 x

γi
i .

Íîðìàëèçîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà jν îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé jν(x) =

2νΓ(ν+1)
xν Jν(x), ãäå Jν � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî

ðîäà. Îïðåäåëèì îáîáùåííîå Áåññåëåâî ÿäðî ôîðìóëîé

Gγα(x) = F−1
γ [(1 + |ξ|2)−α/2](x), α > 0.

Çäåñü Fγ [f ](ξ) = Fγ [f(x)](ξ) =
∫
Rn

+
f(x)jγ(x, ξ)x

γdx � ìíîãîìåðíîå

ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ ôóíêöèè f ∈ Lγ1(R
n
+),

jγ(x, ξ) =
∏n
i=1 j γi−1

2
(xiξi). Äëÿ ýòîãî ÿäðà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëå-

íèå

Gγα(x) =
2

n−|γ|−α
2 +1

|x|
n+|γ|−α

2 Γ
(
α
2

)∏n
i=1 Γ

(
γi+1
2

)Kn+|γ|−α
2

(|x|),

ãäå Kµ � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà.
Îïåðàòîð (Gα

γϕ)(x) ðåàëèçóåò îòðèöàòåëüíóþ äðîáíóþ ñòåïåíü
(I − ∆γ)

−α/2, α > 0, ãäå I � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, ∆γ � îïåðàòîð
Ëàïëàñà�Áåññåëÿ ∆γ = (∆γ)x =

∑n
k=1(Bγk)xk

è

(Bγ)t =
∂2

∂t2
+
γ

t

∂

∂t
=

1

tγ
∂

∂t
tγ
∂

∂t
, t > 0, γ ∈ R

åñòü îïåðàòîð Áåññåëÿ. Îáîáùåííûé ïîòåíöèàë Áåññåëÿ ïðåäñòàâèì
â âèäå Gα

γϕ = F−1
γ (1 + |x|2)−α

2 Fγϕ, α > 0, ãäå Fγ � ìíîãîìåðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Õàíêåëÿ.

Îáîáùåííûé ïîòåíöèàë Áåññåëÿ îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì [1]

(Gα
γϕ)(x) =

∫
Rn

+

Gγα(y)(
γTy

xϕ(x))y
γdy.
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ÇäåñüγTy
x � ìíîãîìåðíûé îáîáùåííûé ñäâèã âèäà

(γTy
xf)(x) =

γTy
xf(x) = (γ1T y1x1

. . . γnT ynxn
f)(x),

ãäå êàæäûé îäíîìåðíûé îáîáùåííûé ñäâèã γiT yixi
äåéñòâóåò äëÿ i =

1, . . . , n ïî ôîðìóëå

(γiT yixi
f)(x) =

Γ( γi+1

2 )
√
πΓ( γi

2 )

∫ π
0
f(x1, . . . , xi−1,

√
x2i + y2i − 2xiyi cosϕi,

xi+1, . . . , xn) sin
γi−1ϕidϕi.

Äëÿ îïåðàòîðà Gα
γ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Gα
γϕ =

(
ωα,γ(|x|)
|x|n+|γ|−α ∗ ϕ

)
γ
, α > 0, ãäå

ωα,γ(|x|) = 2
n−|γ|−α

2
+1

Γ(α
2 )

∏n
i=1 Γ( γi+1

2 )
|x|

n+|γ|−α
2 Kn+|γ|−α

2
(|x|) .

Ëåììà. Äëÿ m < n + |γ| + α èìååì ω−α,γ(r) ∈ Cm([0,∞])

èω
(m)
−α,γ(0) = 0, m = 1, 3, 5, ... < n+ |γ|+ α,

ω
(m)
−α,γ(0) =

(−1)
m
2 2n+α−

m
2 (m− 1)!!Γ

(
n+|γ|+α

2 − m
2

)
Γ
(
−α

2

)∏n
i=1 Γ

(
γi+1
2

) ,

m = 2, 4, 6, ... < n+ |γ|+ α.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó øâàðöåâûõ

ôóíêöèé ϕ(x) ∈ S(Rn+), ÷åòíà ïî êàæäîé èç ñâîèõ ïåðåìåííûõ è
α > 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

p.f.

(
ω−α,γ(|x|)
|x|n+|γ|+α ∗ ϕ

)
γ

=

∫
Rn

+

γTy
xϕ(x)−(P l−1

y ϕ)(x)

|y|n+|γ|+α ω−α,γ(|y|)yγ dy+

+
∑

|2m|⩽l−1

ζγm(Bmx ϕ)(x)
22|m| ∏n

i=1 Γ
(
γi+1
2 +mi

)
Γ
(
|m| − α

2

)
Γ
(
−α

2

)∏n
i=1 Γ

(
γi+1
2

) ,

ãäå α < l ∈ N, (P l−1
y ϕ)(x) =

∑
|2m|⩽l−1 ζ

γ
m(Bmx ϕ)(x)y2m îòðåçîê ðÿäà

Òåéëîðà�Äåëüñàðòà, m = (m1, ...,mn) � ìóëüòèèíäåêñ, ñîñòîÿùèé
èç íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, y2m = y2m1

1 ...y2mn
n , (Bmx ϕ)(x) =

Bm1
γ1 ...B

mn
γn ϕ(x1, ..., xn), ζ

γ
m = 1

22|m|m!

∏n
i=1

Γ( γi+1

2 )
Γ(mi+

γi+1

2 )
, m! = m1! · ... ·

mn!.
Òåîðåìà 2. Â ïðîñòðàíñòâå øâàðöåâûõ ôóíêöèé, ÷åòíûõ ïî

êàæäîé èç ñâîèõ ïåðåìåííûõ îïåðàòîð

(I −∆γ)
α
2 ϕ =

∫
Rn

+

γTy
xϕ(x)− (P l−1

y ϕ)(x)

|y|n+|γ|+α ω−α,γ(|y|)yγ dy+
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+
∑

|2m|⩽l−1

ζγm(Bmx ϕ)(x)
22|m| ∏n

i=1 Γ
(
γi+1
2 +mi

)
Γ
(
|m| − α

2

)
Γ
(
−α

2

)∏n
i=1 Γ

(
γi+1
2

)
ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì è ëåâûì îáðàòíûì ê B-ïîòåíöèàëó Áåññåëÿ, ò. å.
ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (I −∆γ)

α
2 Gα

γϕ = Gα
γ (I −∆γ)

α
2 ϕ = ϕ.
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ÌÈÕËÈÍÀ�ÊÀËÜÄÅÐÎÍÀ�ÇÈÃÌÓÍÄÀ ÏÎ
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Êëàññè÷åñêèå ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Ìèõëèíà �
Êàëüäåðîíà � Çèãìóíäà èìåþò âèä

(Af)(x) =

∫
D

Ω(x, θ)

rn
f(y)dy, (1)

ãäå D � êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ îáëàñòü ýâêëèäîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà En, r = |x− y|, θ = x−y

r .
Îáùàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèÿ (Af)(x) = g(x) ïî âñåìó En â L2(En)

ïîñòðîåíà Ñ.Ã. Ìèõëèíûì [1]. Ðàçëàãàÿ õàðàêòåðèñòèêó Ω(x, θ) â
ðÿä Ôóðüå ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì Ñ.Ã. Ìèõëèí, êàæäîìó îïå-
ðàòîðó A èç (1) ñòàâèë â ñîîòâåòñòâèå íåïðåðûâíóþ ñèìâîëè÷åñêóþ
ôóíêöèþ A(x, θ) è äîêàçàë, ÷òî åñëè ñèìâîë íèãäå íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü, òî äëÿ óðàâíåíèÿ (Af)(x) = g(x) ñ îïåðàòîðîì A èç (1) â
ïðîñòðàíñòâå L2(E2) èìååò ìåñòî òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà. Ãîõáåðã È.Ö.
[2] äîêàçàë íåîáõîäèìîñòü ýòîãî óñëîâèÿ, à Ñèìîíåíêî È.Á. [3] îáîá-
ùèë óêàçàííûé ðåçóëüòàò íà ïðîñòðàíñòâî Lp(E2), p > 1. Ñèìîíåíêî
È.Á. òàêæå èñcëåäîâàë íåòåðîâû ñâîéñòâà ìàòðè÷íîãî ñèíãóëÿðíî-
ãî îïåðàòîðà A íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè Γ c êðàåì â ïðîñòðàíñòâå
Lm2 (Γ) Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû Äóäó÷àâîé Ð.Â. [4] íà ñëó-
÷àè ïðîñòðàíñòâ Lmp (Γ) p > 1. Îäíàêî, êàê óêàçûâàåò Ñèìîíåíêî

© Äæàíãèáåêîâ Ã.,Êîçèåâ Ã., 2023
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È.Á. (ñì.[3], ñòð. 758), íàéäåííûå óñëîâèÿ íåòåðîâîñòè, ñôîðìóëèðî-
âàííûå â òåðìèíàõ ÷àñòíûõ èíäåêñîâ ãðàíè÷íûõ ìàòðèö - ñèìâîëà
îïåðàòîðà A, íå ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè.

Ïóñòü D � êîíå÷íàÿ îäíîñâÿçàííàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ïðîñòîé çàìêíóòîé êðèâîé Ëÿïóíîâà Γ è ñî-
äåðæàùàÿ âíóòðè òî÷êó z = 0. Â ëåáåãîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ âåñîì
Lpβ−2/p(D)(1 < p <∞, 0 < β < 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð

(Af)(z) ≡ a0(z)f(z) + b0(z)f(z)+

+

∫∫
D

Ω1(z, θ)

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ +

∫∫
D

Ω2(z, θ)

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , (2)

Ðàçëàãàÿ õàðàêòåðèñòèêè Ωj(z, ζ) (j = 1, 2) â ðÿä Ôóðüå ïî ïîëÿð-
íîìó óãëó θ, îïåðàòîð èç (2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A ≡ a0(z)I + b0(z)K +

m∑′∑
n=−m

(
an(z)I + bn(z)K

)
Sn + T, (3)

ãäå øòðèõ ó çíàêà ñóììû îçíà÷àåò ïðîïóñê ÷ëåíà n = 0; I � òîæäå-
ñòâåííûé îïåðàòîð, îïåðàòîðû K è Sn äåéñòâóþò ïî ôîðìóëàì

(Kf)(z) = f(z), (Snf)(z) =
|n|

2πi|n|

∫∫
D

einθ

|ζ − z|2
f(ζ)dsζ , z ∈ D;

an(z), bn(z) (n = 0,±1, · · · ±m) � êîìïëåêñíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå â
D = D ∪ Γ ôóíêöèè, T� âïîëíå íåïðåðûâíûé îïåðàòîð.

Â çàâèñèìîñòè îò 2m + 1 ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà îïåðàòîðà
A, óñòàíîâëåíû ýôôåêòèâíûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
íåòåðîâîñòè è â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ aj , bj(j = 0,±1 . . . ,±2m)
äàíû ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà èíäåêñà îïåðàòîðà A èç (2). Íåêîòî-
ðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè îïåðàòîðà A áûëè èçó÷åíû ðàííåå â ðÿäå ðàáîò
(ñì.íàïð.[5],[6]).
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ÎÁ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÄËß 2-D ÑÈÑÒÅÌÛ
ÍÀÂÜÅ-ÑÒÎÊÑÀ È ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÍÈÌÈ

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È1

Ì.Ò. Äæåíàëèåâ, Ì.È. Ðàìàçàíîâ, Ì.Ã.Åðãàëèåâ,
Á.Ê.Îðûíáàñàð (Àëìàòû, ÈÌÌÌ)

muvasharkhan@gmail.com

Â íà÷àëå äîêëàäà ìû ðàññìàòðèâàåì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåà-
ðèçîâàííîé 2-D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà ñ íåèçâåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ,
çàâèñÿùåé òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, è ñ ôèíàëüíûì
óñëîâèåì ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Íà îñíîâå òåîðèè ñïåêòðàëüíîãî ðàçëî-
æåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ [1, 2] óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé çàäà÷è, ñôîðìóëèðî-
âàííàÿ â âèäå òåîðåìû. Ìû ïðîâîäèì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî ðåçóëü-
òàòà ñ ðàíåå èçâåñòíûì [3].

Äàëåå, ïðè ïåðåõîäå ê ôóíêöèè òîêà îò ëèíåàðèçîâàííîé 2-D ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ
îáîáùåííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ áèãàðìîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà,
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî 2-
D îïåðàòîðà Ñòîêñà. Îäíàêî, íå ãîâîðÿ äàæå î ñëó÷àÿõ ïðîèçâîëü-
íûõ îáëàñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, è â êàíîíè÷åñêèõ îá-
ëàñòÿõ (íàïðèìåð, êðóã, êâàäðàò, ïðÿìîóãîëüíèê è ò.ä.) ýòîò âîïðîñ
áûâàåò íå âñåãäà ëåãêî ðåøàåìûì.

Èìåþòñÿ ðàáîòû [4, 5], êîòîðûå ïîñâÿùåíû óêàçàííûì âîïðîñàì
â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèé. Â ðàáîòàõ [4, 5] òàêæå óêàçûâàåòñÿ
î âàæíîñòè ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà íàóêè Ìèíèñòåð-
ñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ Ðåñïóáëèêè Êàçàõñòàí (ãðàíò � AP09258892,
2021�2023ãã.)
© Äæåíàëèåâ Ì.Ò., Ðàìàçàíîâ Ì.È., Åðãàëèåâ Ì.Ã., Îðûíáàñàð Á.Ê., 2023
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ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ èçó÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì
Íàâüå-Ñòîêñà, îòìå÷åííîé íà ñåìèíàðå â [4, 5] Î.À.Ëàäûæåíñêîé.

Â íàøåé ïðåäûäóùåé ðàáîòå [6] äëÿ êðóãîâîé îáëàñòè ýòîò âîïðîñ
áûë äî êîíöà ðåøåí, è ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ôóíêöèé
áûëà óñïåøíî èñïîëüçîâàíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îäíîé îáðàòíîé
çàäà÷è äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé 2-D ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà.
Â [6] íàìè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ðåøåíèþ
ìîäåëüíîé îáðàòíîé çàäà÷è (ñ êîíêðåòíûìè ÷èñëîâûìè äàííûìè) ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïòèìèçàöèîííîãî ìåòîäà.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ñòðîèì ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíê-
öèé è ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîãäà îá-
ëàñòü íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëåíà êâàäðàòîì. Îòìåòèì,
÷òî êâàäðàò âçÿò òîëüêî äëÿ ïðîñòîòû àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé,
ìîæíî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â ëþáîì êî-
íå÷íîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ëåãêî
ìîãóò áûòü ðàçâèòû è íà ýòîò ñëó÷àé.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äîêëàäà ìû êîñíåìñÿ âîïðîñà î ðåøåíèè
îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîé 2-D ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà (ïðè
ýòîì ìû âîñïîëüçóåìñÿ îäíèì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [7]).
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Ìíîãèå îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè
ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïñåâäîäèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçóÿ òàêîå ïðåäñòàâëåíèÿ ìû ñòðîèì
ýôôåêòèâíûå àñèìïòîòèêè òèïà Ïëàíøåðåëÿ-Ðîòàõà ïî áîëüøîìó
íîìåðó (áîëüøèì íîìåðàì) ýòèõ ïîëèíîìîâ. Ñèìâîëû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ � êîìïëåêñíîçíà÷íûå
ôóíêöèè, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ â êîìïëåêñíûõ ôàçîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îäíî èç îñíîâíûõ
íàøèõ íàáëþäåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî â çàäà÷àõ òàêîãî òèïà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ýòè îáúåêòû â âèäå êîìáèíàöèè âåùåñòâåííûõ ëàãðàí-
æåâûõ ìíîãîîáðàçèé. Ýòî íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êâàçè-
êëàññè÷åñêèå àñèìïòîòèêè ðàññìàòðèâàåìûõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ ñíà÷àëà â âèäå êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà, à çàòåì ñ
ïîìîùüþ íåäàâíî ðàçâèòîãî ïîäõîäà ãëîáàëüíî ïðåäñòàâèòü èõ â âè-
äå ôóíêöèé Ýéðè ñëîæíîãî àðãóìåíòà.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ ñ À.Àïòåêàðåâûì è
Ä.Òóëÿêîâûì.
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Ïóñòü lp(Zd), 1 ⩽ p < ∞, îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ñóììèðóåìûõ â p-é ñòåïåíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íóìåðóåìûõ
òî÷êàìè d-ìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Zd, ñ íîðìîé

‖x‖p :=

 ∑
n1,n2,...,nd ∈ Z

|xn1n2...nd
|p
1/p

<∞.

×åðåç c0(Zd) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé, íóìåðóåìûõ òî÷êàìè Zd è ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 ïðè ñòðåì-
ëåíèè ëþáîãî èç èíäåêñîâ ê áåñêîíå÷íîñòè, ñ íîðìîé

‖x‖∞ = sup
n1,n2,...,nd ∈ Z

|xn1n2...nd
|.

Âî âñåõ ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ îïðåäåëåíû îïåðàòîðû ñäâèãîâ ïî
êàæäîìó èç d íàïðàâëåíèé, ïîêîîðäèíàòíî îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâà-
ìè

(Tkx)n1...nk...nd
= xn1...nk−1(nk−1)nk+1...nd

, k = 1, ..., d, n1, ..., nd ∈ Z.

Ïóñòü Lp(Td), 1 ⩽ p < ∞, îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ôóíêöèé, ñóììèðóåìûõ â p-îé ñòåïåíè íà d-ìåðíîì òîðå Td.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âñÿêîãî d ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò w
â ïðîñòðàíñòâå l2(Zd), ÷òî ñóììû

n∑
k=1

T
j1,k
1 T

j2,k
2 ...T

jd,k
d w, j1,k, j2,k, ..., jd,k ∈ Z, n ∈ N,

åãî ñäâèãîâ ïëîòíû âî âñåõ ïðîñòðàíñòâàõ lp(Zd), 2 ⩽ p < ∞, à
òàêæå â ïðîñòðàíñòâå c0(Zd).

Òåîðåìà 2. Äëÿ âñÿêîãî d ∈ N è 2 ⩽ p <∞ ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ h â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd), ÷òî ñóììû

n∑
k=1

h(x̄− āk), āk ∈ Rd, n ∈ N,

åå ñäâèãîâ ïëîòíû â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Lp(Rd).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü d ∈ N, 1 ⩽ p <∞, 1/p+1/q = 1, è ôóíêöèÿ

f èç äåéñòâèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Lp(Td) èìååò ðÿä Ôóðüå

f(t1, ..., td) =
∑

n1,...,nd∈Z

cn1,...,nd
ein1t1 ...eindtd =

∑
n̄∈Zd

cn̄e
i(n̄,t̄)
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ñ óñëîâèÿìè:
a) c0̄ = 0, cn̄ 6= 0 äëÿ âñåõ n̄ ∈ Zd \ {0̄};
b) ∑

n̄∈Zd\{0̄}

(
max

j=1,...,d
|nj |
)2d−1

· |cn̄|min{2,q} <∞.

Òîãäà ñóììû
N∑
k=1

f(t̄+ āk), āk ∈ Td, N ∈ N,

ïëîòíû â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå L0
p(Td) ôóíêöèé èç

Lp(Td) ñ íóëåâûì ñðåäíèì.
Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ðàíåå

Ï.À.Áîðîäèíûì (ñì. [1], [2], [3]).
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå èíäåêñà ýëëèïòè÷åñêèõ ïñåâäîäèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (ÏÄÎ) íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè, ïåðèîäè÷åñêèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèå îïåðàòîðû
èìåþò âèä

D = χ−D−χ− + χ0D0χ0 + χ+D+χ+, (1)

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå êîíêóð-
ñà ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿, à òàêæå ÐÔÔÈ è Íåìåöêîãî íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêîãî ñîîáùåñòâà (ïðîåêò � 21-51-12006).
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ãäå 1 = χ2
− +χ2

0 +χ2
+ � ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èí¼ííîå ïîêðûòèþ

R = (−∞,−T + ε) ∪ (−T − ε−, T + ε) ∪ (T − ε,+∞)

ïðè T > 0, D− è D+ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìàòðè÷íûå ÏÄÎ ðàç-
ìåðíîñòè N × N ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, à D0 ÿâëÿåò-
ñÿ ìàòðè÷íûì ÏÄÎ ðàçìåðíîñòè N × N íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.
Çäåñü ñèìâîëû îïåðàòîðîâ D−, D0 è D+ óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåë¼í-
íûì óñëîâèÿì ñîïðÿæ¼ííîñòè â òî÷êàõ −T è T . Èñïîëüçóÿ ïîäõîä
Ìåëüðîóçà [2], ìû îïðåäåëÿåì η-èíâàðèàíòû (ñì., íàïð., [1,2]) ïåðè-
îäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ D− è D+ êàê íåêîòîðûå ðåãóëÿðèçàöèè ÷èñ-
ëà âðàùåíèÿ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ è óñòàíàâëèâàåì èõ îñíîâíûå
ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî η-èíâàðèàíò îáëàäàåò ëîãàðèô-
ìè÷åñêèì ñâîéñòâîì, à òàêæå ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ïðîèçâîäíîé
η-èíâàðèàíòà ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ ïî ïàðàìåòðó.

Äàëåå óñòàíàâëèâàåòñÿ ôîðìóëà èíäåêñà îïåðàòîðà (1) â òåðìè-
íàõ ñèìâîëà îïåðàòîðà D0 è ïîñòðîåííûõ η-èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå
îïèñûâàþò âêëàä ïëþñ è ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè â ôîðìóëó èíäåêñà.
Íàêîíåö, â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ, âû÷èñëÿþòñÿ η-èíâàðèàíòû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè â òåð-
ìèíàõ ñïåêòðà èõ ìàòðèö ìîíîäðîìèè.
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ó ñîâðåìåííûõ øêîëüíèêîâ êîìïåòåíöèé XXI âåêà: êîãíèòèâíûõ,
ìåæëè÷íîñòíûõ, âíóòðèëè÷íîñòíûõ. Äàííûå íîâåéøèõ ïñèõîëîãî-
ïåäàãîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî óêàçàííûå
êîìïåòåíöèè ýôôåêòèâíåå âñåãî ïðîÿâëÿþòñÿ â ïðîöåññå ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî ïîèñêà è ïîñòàíîâêè ïðîáëåì, ãåíåðèðîâàíèÿ íåñòàíäàðò-
íûõ èäåé è ðåøåíèé, ïåðåíîñà çíàíèé â íîâûå ñèòóàöèè. Â ñâÿçè ñ
ýòèì îäíîé èç êëþ÷åâûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé øêîëû ÿâëÿåòñÿ ôîðìè-
ðîâàíèå ó âûïóñêíèêîâ öåëîñòíîé ñèñòåìû èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿ-
òåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå øèðîêî ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ èäåÿ èíòåãðàöèè ïðîöåññà ó÷åáíîãî ïîçíàíèÿ è ñîâðåìåííûõ
öèôðîâûõ òåõíîëîãèé, ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû óïðàâëåíèÿ èññëå-
äîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòüþ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ àâòîìàòèçè-
ðîâàííûõ îáó÷àþùèõ ñèñòåì. Â ýòîé ñâÿçè âîçðàñòàåò àêòóàëüíîñòü
ðàçðàáîòêè äèäàêòè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ è ðåàëèçà-
öèè èíòåëëåêòóàëüíûõ îáó÷àþùèõ ñèñòåì äëÿ ýôôåêòèâíîãî ñîïðî-
âîæäåíèÿ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ.

Íà÷àëî XXI âåêà îçíàìåíîâàëîñü ïîÿâëåíèåì ãèáðèäíûõ èíòåë-
ëåêòóàëüíûõ îáó÷àþùèõ ñèñòåì (ÃÈÎÑ), ïðîåêòèðîâàíèå êîòîðûõ
îñíîâàíî íà ñèíåðãåòè÷åñêîé êîìáèíàöèè èíòåëëåêòóàëüíûõ ìåòî-
äîâ, òàêèõ êàê ýêñïåðòíûå ñèñòåìû, íåéðîñåòè, ãåíåòè÷åñêèå àëãî-
ðèòìû, èìèòàöèîííûå ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåé îõâà-
òèòü ïîëíûé ñïåêòð êîãíèòèâíûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé.
Ê âàæíåéøèì õàðàêòåðèñòèêàì ÃÈÎÑ îòíîñÿòñÿ ñïîñîáíîñòü íàêàï-
ëèâàòü çíàíèÿ è èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ñàìîîáó÷åíèÿ, àäàïòèðîâàòü-
ñÿ ê èíäèâèäóàëüíûì âîçìîæíîñòÿì è ïîòðåáíîñòÿì îáó÷àþùåãîñÿ,
ïðîåêòèðîâàòü èíäèâèäóàëüíûé îáðàçîâàòåëüíûé ìàðøðóò â çàâè-
ñèìîñòè îò óðîâíÿ ïðåäìåòíîé ïîäãîòîâêè.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå îðèåíòèðîâàíî íà ñîçäàíèå è ðåàëèçà-
öèþ îòêðûòîé è ãèáêîé àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ ýôôåêòèâ-
íîãî ïëàíèðîâàíèÿ, îðãàíèçàöèè è ñîïðîâîæäåíèÿ èññëåäîâàòåëü-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè íà îñíîâå ãè-
áðèäíîñòè ìåòîäîâ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà. Îñíîâíàÿ çàäà÷à
èññëåäîâàíèÿ � ðàçðàáîòàòü äèäàêòè÷åñêèå ìåõàíèçìû ïðîåêòè-
ðîâàíèÿ ÃÈÎÑ è îáåñïå÷èòü èõ èíòåãðàöèþ â ïðîöåññ îáó÷åíèÿ ìà-
òåìàòèêå â øêîëå.

Âåäóùàÿ èäåÿ àâòîðñêîé êîíöåïöèè èíòåëëåêòíîãî óïðàâëåíèÿ
îáðàçîâàòåëüíûì ïðîöåññîì â óñëîâèÿõ ãèáðèäíîé èíòåëëåêòóàëü-
íîé îáó÷àþùåé ñðåäû çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè ðàçâèòèÿ èíòåë-
ëåêòóàëüíîãî è òâîð÷åñêîãî ïîòåíöèàëà êàæäîãî øêîëüíèêà â õîäå
îñâîåíèÿ ñëîæíîãî çíàíèÿ ïîñðåäñòâîì àäàïòàöèè ñîâðåìåííûõ äî-
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ñòèæåíèé â íàóêå. Îïðåäåëåíû àðõèòåêòóðà, ïàðàìåòðû è ôóíêöè-
îíàë ãèáðèäíîé èíòåëëåêòóàëüíîé îáó÷àþùåé ñèñòåìû. Ïðåäñòàâ-
ëåíî îðãàíèçàöèîííî-ìåòîäè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå ðàçâèòèÿ ïðîåêòíî-
èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ â âèäå áàçû äàííûõ
èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäàíèé, äåÿòåëüíîñòü ïî âûïîëíåíèþ êîòîðûõ
âûñòóïàåò âàæíûì ôàêòîðîì ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ó÷åáíîé ìîòèâà-
öèè è èññëåäîâàòåëüñêîé êóëüòóðû, îáåñïå÷åíèÿ ãàðìîíè÷íîãî ðàç-
âèòèÿ ëè÷íîñòè øêîëüíèêà. Âûÿâëåíû äèäàêòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè
ôàñåòíîé êëàññèôèêàöèè, îáåñïå÷èâàþùåé íàïîëíåíèå áàçû äàííûõ
ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ çàäàíèé ñ ó÷¼òîì ãðàäàöèè óðîâíåé èñ-
ñëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè è ïðîôèëåé ìûøëåíèÿ øêîëüíèêîâ,
ïîñòðîåíèå èíäèâèäóàëüíîé îáðàçîâàòåëüíîé òðàåêòîðèè, óïðàâëå-
íèå ãëóáèíîé âíóòðèïðåäìåòíûõ, ìåæïîíÿòèéíûõ è ìåæäèñöèïëè-
íàðíûõ ñâÿçåé, à òàêæå èíòåãðàòèâíûìè ìûñëèòåëüíûìè ïðîöåññà-
ìè â öåëîì.

Îðãàíèçàöèÿ äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ ïî ðåøåíèþ êîìïëåê-
ñà èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ ïðèìåíåíèÿ ÃÈÎÑ ñïî-
ñîáñòâóåò àêêóìóëèðîâàíèþ ïðåäìåòíûõ çíàíèé â åäèíóþ öåëîñò-
íîñòü, ðàçâèòèþ èíòåëëåêòóàëüíîé ãèáêîñòè, îïåðàöèé ìûøëåíèÿ,
óñòàíîâëåíèþ ìåæïðåäìåòíûõ ñâÿçåé, ðàçâèòèþ ñïîñîáíîñòè ê òåî-
ðåòè÷åñêîìó è ýìïèðè÷åñêîìó îáîáùåíèþ, ôîðìèðîâàíèþ óñòîé-
÷èâîé ìîòèâàöèè. Ïðèìåíåíèå ôàñåòíîé òåõíîëîãèè äëÿ êîíñòðó-
èðîâàíèÿ áàçû äàííûõ èññëåäîâàòåëüñêèõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò àâòî-
ìàòèçèðîâàòü íàïîëíåíèå ìíîãîóðîâíåâîãî êîìïëåêñà ïðîáëåìíî-
îðèåíòèðîâàííûõ çàäàíèé, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè äèíàìè÷íîñòè
è ðàñøèðÿåìîñòè, îõâàòûâàþùåãî âñå ïðîñòðàíñòâî ïðîôèëåé ìûø-
ëåíèÿ è óðîâíåé ðàçâèòèÿ èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè. Òåì
ñàìûì èññëåäîâàíèå âíîñèò çíà÷èìûé âêëàä â ðåøåíèå ïðîáëå-
ìû îðãàíèçàöèîííî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîïðîâîæäåíèÿ èññëåäîâàòåëü-
ñêîé äåÿòåëüíîñòè øêîëüíèêîâ ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèîíàëà íîâåé-
øèõ öèôðîâûõ òåõíîëîãèé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç K[Rn] è C[Rn] ñîâîêóïíîñòü êîìïàêòíûõ è, ñî-
îòâåòñòâåííî, íåïóñòûõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Rn.
Ïóñòü çàäàíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå B : [a, b] → C[Rn].

Áóäåì îáîçíà÷àòü Ln(B) � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé
x : [a, b] → Rn ñî çíà÷åíèÿìè x(t) ∈ B(t), t ∈ [a, b]; ACn(B) � ïðî-
ñòðàíñòâî òàêèõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn
÷òî ẋ ∈ Ln(B); ACn2 (B) � ïðîñòðàíñòâî òàêèõ äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìûõ ôóíêöèé x : [a, b] → Rn ÷òî ẋ ∈ ACn(B) (ñëåäîâàòåëüíî,
ẍ ∈ Ln(B)). Â ñëó÷àå B(t) ≡ Rn, ïåðå÷èñëåííûå ïðîñòðàíñòâà áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ln, ACn, ACn2 .

Ïóñòü çàäàíà ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F : [a, b] × Rn × Rn × Rn ×
Rn → K[Rn] è âåêòîðû γ0 ∈ Rn, γ1 ∈ Rn.

Ðàññìîòðèì ïðè t ∈ [a, b] çàäà÷ó Êîøè äëÿ âêëþ÷åíèÿ âèäà:

F (t, x, ẋ, ẍ, ẍ) 3 0, (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

ẋ(a) = γ1, ẍ(a) = γ0, (2)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ èñêîìîé
ôóíêöèè

ẍ(a) ∈ B(t). (3)

Ðåøåíèåì âêëþ÷åíèÿ (1) áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèþ x ∈ ACn2 (B), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ ýòîìó âêëþ÷åíèþ ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b].

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1)-(3) íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ïî-
íÿòèÿ òåîðèè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ (ïîäðîáíåå ñì.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-21-00772).
©Æóêîâñêàÿ Ò.Â., Ñåðîâà È.Ä., 2023
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[1],[2]). Ïóñòü çàäàíû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà (X,⩽),
(Y,⩽). Äëÿ ëþáûõ v ∈ X è V ⊂ X, îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

OX(v) = {x ∈ X : x ⩽ v}, OX(V ) =
⋃

∀u∈V

OX(v).

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå G : X ⇒ Y íàçûâàåòñÿ (óïîðÿäî÷åííî)
íàêðûâàþùèì ìíîæåñòâî Y0 ⊂ Y, åñëè èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
(ñì. [1], [2]) ∀x0 ∈ X0 OY

(
G(x0)

)
∩ Y0 ⊂ G

(
OX(x0)

)
. Ìíîãîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå G : X ⇒ Y íàçûâàåòñÿ àíòèòîííûì íà ìíîæåñòâå
V ⊂ X, åñëè äëÿ ëþáûõ x, v ∈ V òàêèõ, ÷òî x ⩽ v, è äëÿ z ∈ G(v)
ñóùåñòâóåò y ∈ G(x) óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó y ⩾ z.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ðàçðåøèìîñòè è îöåíêå ðåøåíèé çàäà-
÷è Êîøè (1)-(3). Îáîçíà÷èì Ω =

{
(t, x, z, v, u) : t ∈ [a, b], x, z ∈

Rn, v, u ∈ B(t)
}
è îïðåäåëèì ñóæåíèå FΩ : Ω → C[Rm] ìíîãîçíà÷íî-

ãî îòîáðàæåíèÿ F íà ìíîæåñòâî Ω.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b] è ëþáûõ

x, z, u, v ∈ Rn ôóíêöèÿ F (·, x, z, v, u) : [a, b] → K[Rn] èçìåðèìà;
ôóíêöèÿ F (t, ·, ·, ·, u) : Rn × Rn × Rn → K[Rn] ïî êàæäîìó àðãó-
ìåíòó x1, ..., xn, z1, ..., zn è v1, ..., vn íåïðåðûâíà ñïðàâà; ôóíêöèÿ
F (t, x, z, v, ·) : Rn → K[Rn] íåïðåðûâíà; îòîáðàæåíèå B : [a, b] →
C[Rn] èçìåðèìî.

Òåîðåìà. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ v0 ∈ ACn2 (B) òàêàÿ, ÷òî
v0(a) ⩾ γ0, v̇0(a) ⩾ γ1 è

F
(
t, v0(t), v̇0(t), v̈0(t), v̈0(t)

)
∩ Rn+ 6= ∅ ïðè ï.â. t ∈ [a, b].

Ïóñòü ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ñå÷åíèé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæå-
íèÿ t ∈ [a, b] 7→ B(t) ∩ ORn

(
v̈0(t)

)
∈ C[Rn] èíòåãðàëüíî îãðàíè÷åíî

ñíèçó è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b], ∀x, z ∈ Rn, ∀v ∈ B(t) îòîáðàæå-
íèå FΩ(t, x, z, v, ·) : B(t) → K[Rk] óïîðÿäî÷åííî íàêðûâàåò ìíîæå-
ñòâî {0} ⊂ Rm; ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [a, b], ∀u ∈ B(t) îòîáðàæåíèå
FΩ(t, ·, ·, ·, u) : Rn ×B(t) → K[Rk] àíòèòîííîå.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x ∈ ACn2 (B) çàäà÷è (1)-(3) òàêîå,
÷òî ẍ ⩽ v̈0 è âî ìíîæåñòâå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
(1)-(3) ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ẍ è äëÿ íåãî âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî ẍ ⩽ v̈0.
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ÑÀÌÎÏÎÄÎÁÍÛÅ ÒÀÉËÛ È B-ÑÏËÀÉÍÛ
Ò.È. Çàéöåâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
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Îäíîìåðíûì êàðäèíàëüíûì B-ñïëàéíîì íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêà íå-
ñêîëüêèõ èíäèêàòîðîâ îòðåçêà [0, 1]. B-ñïëàéíû åñòåñòâåííî âîçíè-
êàþò ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèé, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è ò.ä. Ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåíèÿ B-ñïëàéíîâ, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ ñâ¼ðòêîé èíäèêàòîðîâ íåñêîëüêèõ ñïåöèàëüíûõ ñàìîïî-
äîáíûõ êîìïàêòîâ (òàéëîâ). Äàííûå ôóíêöèè, â îòëè÷èå îò êëàññè-
÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ, íå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè, îäíàêî
îáëàäàþò ìíîãèìè ñâîéñòâàìè B-ñïëàéíîâ. Òàê, îíè ÿâëÿþòñÿ ðå-
øåíèÿìè ìàñøòàáèðóþùèõ óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
èõ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ (òåîðèè âñïëåñêîâ, êîìïüþòåðíîì
ìîäåëèðîâàíèè ïîâåðõíîñòåé, ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ).

Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ñèñòåì âñïëåñêîâ íà îñíîâå òàéëîâ ïîäðîá-
íî ðàññìîòðåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Gr�ochenig, Madych [1] è Lagarias,
Wang [2]. Ïîëó÷åííûå âñïëåñêè ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîé
ñèñòåìå Õààðà, îäíàêî èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ïîðîæäàþùèõ ôóíê-
öèé, èõ êîëè÷åñòâî çàâèñèò îò ìàòðèöû ðàñòÿæåíèÿ. Òàêîé ïîäõîä
áîëåå ýôôåêòèâåí ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì ïðÿìûì ïðîèçâåäå-
íèåì îäíîìåðíûõ âñïëåñêîâ Õààðà áëàãîäàðÿ ëó÷øåé ëîêàëèçàöèè
ôóíêöèé.

Ñâîéñòâà B-ñïëàéíîâ, ñèñòåì âñïëåñêîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì
àëãîðèòìîâ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñâîéñòâ òàéëîâ, ïî êîòîðûì áû-
ëè ïîñòðîåíû äàííûå îáúåêòû. Ïîä òàéëîì ìû ïîíèìàåì êîìïàêò-
íîå ìíîæåñòâî, öåëûå ñäâèãè êîòîðîãî ïîêðûâàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî
áåç ïåðåêðûòèé (ñ òî÷íîñòüþ äî ìåðû íóëü), à òàêæå êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñâîèõ àôôèííûõ ñæàòèé ñ îäèíàêîâîé ëèíåé-
íîé ÷àñòüþ. Èíòåðåñíûì è âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿþòñÿ 2-
òàéëû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì äâóõ ïîäîáíûõ ÷àñòåé. Â
òàêîì ñëó÷àå óäà¼òñÿ ïîëó÷èòü êëàññèôèêàöèþ òàéëîâ ñ òî÷íîñòüþ
äî àôôèííîãî ïîäîáèÿ è ïîäðîáíåå èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ B-ñïëàéíîâ.

© Çàéöåâà Ò.È., 2023
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Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ B-ñïëàéíîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ãëàäêîñòü (ïî
Ã¼ëüäåðó, ïî Ñîáîëåâó). Íåîæèäàííî, ãëàäêîñòü B-ñïëàéíîâ, ïîñòðî-
åííûõ ïî îäíîìó èç 2-òàéëîâ, îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì ãëàäêîñòü
êëàññè÷åñêèõ B-ñïëàéíîâ. Òàêèì îáðàçîì, ñâ¼ðòêà n èíäèêàòîðîâ
ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà ìîæåò îêàçàòüñÿ äèôôåðåíöèðóåìà áîëü-
øåå êîëè÷åñòâî ðàç, ÷åì ñâ¼ðòêà n èíäèêàòîðîâ êâàäðàòà. Â ïðèëî-
æåíèè ê êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïîâåðõíîñòåé ýòî ïðèâîäèò
ê òîìó, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò áîëåå ãëàäêàÿ, â ïðèëî-
æåíèÿõ ê ðåøåíèþ óð÷ïîâ � ÷òî ìîæíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ áîëåå âû-
ñîêîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïîèñêà ãëàäêîñòè ïî Ã¼ëüäåðó èñïîëüçîâàëîñü
îáîáùåíèå ìàòðè÷íîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíîãî (íå îäèíàêî-
âîãî ïî ðàçíûì îñÿì) ðàñòÿæåíèÿ, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [3]. Äàí-
íûé ìåòîä îïèðàåòñÿ íà ïîèñê ñîâìåñòíîãî ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà,
âû÷èñëåíèå êîòîðîãî áûëî âûïîëíåíî ïðè ïîìîùè óëó÷øåííîãî àë-
ãîðèòìà èíâàðèàíòíîãî ìíîãîãðàííèêà [4]. Íàìè òàêæå èññëåäóåòñÿ
ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ãëàäêîñòåé B-ñïëàéíîâ ïî Ñîáîëåâó â îáùåì, àíè-
çîòðîïíîì ñëó÷àå.

Äðóãèì ïðåèìóùåñòâîì ðàññìàòðèâàåìûõ òàéëîâûõ B-ñïëàéíîâ
ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ â ìàñ-
øòàáèðóþùåì óðàâíåíèè, ÷òî óìåíüøàåò âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæ-
íîñòü îäíîé èòåðàöèè â ïðèêëàäíûõ àëãîðèòìàõ.
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Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðÿäà çàäà÷, ìîäåëèðóþùèõ äåôîðìàöèè
è êîëåáàíèÿ óïðóãèõ ñèñòåì (ñòðóíà, áàëêà) ñ íåëèíåéíûì êðàåâûì
óñëîâèåì [1]-[4]. Òàêîãî ðîäà óñëîâèå âîçíèêàåò çà ñ÷åò íàëè÷èÿ îãðà-
íè÷èòåëÿ íà ïåðåìåùåíèå èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îäíîãî èç êîíöîâ
ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì äâóìåðíóþ ìîäåëü ìàëûõ êîëå-
áàíèé ñòðóíû. Ýòà ìîäåëü ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ââå-
äåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñîñòîÿíèè
ðàâíîâåñèÿ ñòðóíà ðàñïîëîæåíà âäîëü îòðåçêà [0, l] îñè Ox. Îäèí
êîíåö ñòðóíû æåñòêî çàêðåïëåí. Âòîðîé êîíåö ñòðóíû íàõîäèòñÿ
âíóòðè îãðàíè÷åííîãî çàìêíóòîãî, âûïóêëîãî ìíîæåñòâà C ⊂ R2 (
intC 6= ∅), ïðèíàäëåæàùåãî ïëîñêîñòè π, ïàðàëëåëüíîé Oyz, ïðîõî-
äÿùåé ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî C ìîæåò ïå-
ðåìåùàòüñÿ c òå÷åíèåì âðåìåíè t ⩾ 0 â ïëîñêîñòè π, è åãî äâèæåíèå
çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì t 7→ C(t). Ðàññìîòðèì êîëåáàòåëüíûé ïðî-
öåññ. Îòêëîíåíèå ëþáîé òî÷êè ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæåò áûòü îïèñàíî äâóìÿ êîîðäèíàòàìè:
u1(x, t) õàðàêòåðèçóåò ïåðåìåùåíèå âäîëü îñè Oy, u2(x, t) õàðàêòå-
ðèçóåò ïåðåìåùåíèå âäîëü îñè Oz. ×åðåç u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)),
ãäå x ∈ [0, l], áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ. Óñëîâèå æåñò-
êîãî çàêðåïëåíèÿ ïåðâîãî êîíöà ñòðóíû îçíà÷àåò u(0, t) = 0. Îãðà-
íè÷åíèå íà ïåðåìåùåíèå âòîðîãî êîíöà ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê
u(l, t) ∈ C(t). Â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâà C(t), ïðàâûé
êîíåö ñòðóíû ëèáî êîëåáëåòñÿ ñâîáîäíî, ëèáî ïåðåìåùàåòñÿ âìåñòå
ñ C(t).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ è ÍÖÍÈ â
ðàìêàõ íàó÷íîãî ïðîåêòà � 20-51-15003 ÍÖÍÈ-à.
© Çâåðåâà Ì.Á.,Êàìåíñêèé Ì.È., 2023
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Â ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå èññëåäóåìàÿ íà÷àëüíî � êðàåâàÿ
çàäà÷à èìååò âèä 

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂t2
,

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = 0,

u(0, t) = 0,
u(l, t) ∈ C(t)
−u′x(l, t) ∈ NC(t)(u(l, t)),

(1)

ãäå NC(t)(u(l, t)) � íîðìàëüíûé êîíóñ ê ìíîæåñòâó C(t) â òî÷êå
u(l, t), îïðåäåëÿåìûé äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî t êàê

NC(t)(u(l, t)) = {ξ ∈ R2 : 〈ξ, c− u(l, t)〉 ⩽ 0 ∀c ∈ C(t)}.

Çäåñü íà÷àëüíàÿ ôîðìà ñòðóíû îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ϕ(x) (x ∈
[0, l]), íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàâíîé íóëþ.

Òåîðåìà. Ïóñòü îòîáðàæåíèå C(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà äëÿ âñåõ t ⩾ 0 (â ñìûñëå ðàññòîÿíèÿ ïî Õàóñäîðôó);
ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ âñåõ x ∈ [0, l];
ϕ(0) = 0, ϕ(l) ∈ C(0), −ϕ′(l) ∈ NC(0)(ϕ(l)). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)
ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

u(x, t) =
Φ(x− t) + Φ(x+ t)

2
. (1)

.
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×åðåç `∞ îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . .) ñ íîðìîé

‖x‖ℓ∞ = sup
n∈N

|xn|

è îáû÷íîé ïîëóóïîðÿäî÷åííîñòüþ, ãäå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë B ∈ `∗∞ íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì ïðåäå-
ëîì, åñëè

1. B ⩾ 0, ò. å. Bx ⩾ 0 äëÿ âñåõ x ∈ `∞, x ⩾ 0,

2. B1I = 1, ãäå 1I = (1, 1, . . . ),

3. Bx = BTx äëÿ âñåõ x ∈ `∞, ãäå T � îïåðàòîð ñäâèãà, ò. å.
T (x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ).

Èç ñâîéñòâ 1�3 âûòåêàåò, ÷òî ‖B‖ℓ∗∞ = 1, ò. å. B åñòü çàìêíóòîå âû-
ïóêëîå ìíîæåñòâî íà åäèíè÷íîé ñôåðå ïðîñòðàíñòâà `∗∞, ãäå ÷åðåç
B ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ. Ó. Ýáåðëåéí äîêà-
çàë ñóùåñòâîâàíèå áàíàõîâûõ ïðåäåëîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî
ïðåîáðàçîâàíèé Õàóñäîðôà [1]. Ïîäõîä Ó. Ýáåðëåéíà áûë ðàçâèò â [2]
äëÿ áîëåå îáùåãî êëàññà îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå
`∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â `∞, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì

(i) H ⩾ 0 è H1I = 1I.

(ii) Hc0 ⊂ c0.

(iii) lim sup
n→∞

(A(I − T )x)j ⩾ 0 äëÿ âñåõ x ∈ `∞,

ãäå A ∈ R è R = conv {Hn, n ∈ N}. Â [2] áûëî äîêàçàíî ñóùå-
ñòâîâàíèå áàíàõîâà ïðåäåëà B, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî H, ò. å.

1 Ðàáîòà áûëà ïîääåðæàíà ãðàíòîì Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
è ìàòåìàòèêè ¾ÁÀÇÈÑ¿ (ïðîåêò � 22-7-2-27-3).
© Çâîëèíñêèé Ð.Å., 2023
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Bx = BHx äëÿ âñåõ x ∈ `∞. Ìíîæåñòâî òàêèõ áàíàõîâûõ ïðåäå-
ëîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç B(H). Óñëîâèÿì (i)�(iii) óäîâëåòâîðÿåò îïåðà-
òîð ðàñòÿæåíèÿ

σnx = (x1, x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
n

, x2, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
n

, . . .), n ∈ N, n ⩾ 2.

Â ðàáîòå [3, Òåîðåìà 13] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî
⋃∞
n=2 B(σn)

íåâûïóêëî.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü A =

⋃∞
n=2 B(σn), òîãäà

sup
B1∈convA

inf
B2∈A

‖B1 −B2‖ℓ∗∞ = 2.

Ïðèâåäåííàÿ âûøå òåîðåìà ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî A =⋃∞
n=2 B(σn) íå ïðîñòî íåâûïóêëî, à íåâûïóêëî â ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíîé ñòåïåíè, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ áàíà-
õîâûìè ïðåäåëàìè íå ïðåâîñõîäèò 2.

Äðóãèå ðåçóëüòàòû î âûïóêëîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ â B
ñîäåðæàòñÿ â [4].

Ëèòåðàòóðà
1. Eberlein W.F. Banach-Hausdor� limits / W.F. Eberlein // Proc.

Amer. Math. Soc. � 1950. � Vol. 1, � 5. � P. 662�665.
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Ïóñòü Ω ⊂ Rn, n = 2, 3, � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé ∂Ω
êëàññà C2. Â QT = [0, T ] × Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî�êðàåâàÿ
çàäà÷à:

∂v

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− 2Div [ν

(
I2(v)

)
E(v)]− κ(θ)

∂∆v

∂t
+ grad p = f ; (1)

div v = 0 â QT ; v|t=0 = v0 â Ω; v|[0,T ]×∂Ω = 0; (2)

∂θ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂θ

∂xi
− χ∆ θ = 2ν

(
I2(v)

)
E(v) : E(v) + 2κ(θ)

∂E(v)
∂t

: E(v) + g;

(3)

θ|t=0 = θ0 â Ω; θ|[0,T ]×∂Ω = 0. (4)

Çäåñü v = (v1(t, x), ..., vn(t, x)), n = 2, 3, θ(t, x) è p(t, x) � âåêòîð�
ôóíêöèÿ ñêîðîñòè, ôóíêöèè òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ñðåäû ñîîò-
âåòñòâåííî, f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, g � èñòî÷íèê âíåøíåãî òåï-
ëà, κ > 0 � êîýôôèöèåíò âðåìåíè ðåòàðäàöèè, χ > 0 � êîýôôè-
öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, ν > 0 � âÿçêîñòü æèäêîñòè; E(v) = {Eij},
Eij = 1

2 (∂vi/∂xj + ∂vj/∂xi) � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé; I2(v)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì: I22 (v) = E : E =

∑n
i,j=1 [Eij(v)]

2
. Ñèìâîë

A : B = aijbij äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A = (aij) è
B = (bij); Div C � äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà C = (cij(t, x)), òî åñòü âåê-

òîð Div C =
(
∂c1j(t, x)/∂xj , · · · , ∂cnj(t, x)/∂xj

)
.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íåëèíåéíî-âÿçêîé ñðåäû âîçíèêà-
þò åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âÿçêîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû
(ñì. [1], [2]) ÷åðåç ñâîéñòâà ôóíêöèè ν : R+ → R: ν(s) äîëæíà áûòü
îïðåäåëåííàÿ ïðè s ⩾ 0 íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñêàëÿðíàÿ
ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

a) 0 < C1 ⩽ ν(s) ⩽ C2 <∞;

b) −sν′(s) ⩽ ν(s) ïðè ν′(s) < 0;

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ â Âîðîíåæñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ïðîåêò � 21-71-00038).
© Çâÿãèí À.Â., 2023
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c) |sν′(s)| ⩽ C3 <∞.

Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Ci îáîçíà÷àþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû. Â äàí-
íîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü Ôîéãòà ñ íåëèíåéíîé
âÿçêîñòüþ è âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ ñðåäû, çàâèñÿùèì îò òåìïåðà-
òóðû (ñì. [3]�[5]).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ κ(s) ∈ C2(−∞,+∞) ÿâëÿåòñÿ ìî-
íîòîííî âîçðàñòàþùåé è 0 ⩽ κ(s) ⩽ C4, f ∈ L2(0, T ;V

∗), g ∈
L1(0, T ;H

−2(1−1/p)
p (Ω)), v0 ∈ V , θ0 ∈ W

1−2/p
p (Ω) è âÿçêîñòü ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ñðåäû ν óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì a) − c). Òîãäà ïðè
1 < p < 4/3 äëÿ n = 2 è äëÿ 1 < p < 5/4 ïðè n = 3 ñóùåñòâóåò
ñëàáîå ðåøåíèå íà÷àëüíî�êðàåâîé çàäà÷è (1)�(4).
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òàêæå ìîäåëÿìè äâèæåíèÿ æèäêîñòè ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ) áû-
ëà íà÷àòî â ðàáîòàõ À.Â. Êàæèõîâà [1]. Îí äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå
ñëàáîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ ïåðåìåííîé
ïëîòíîñòüþ. Â äàëüíåéøåì òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíûõ ðåøå-
íèé (ãëîáàëüíûõ â äâóìåðíîì ñëó÷àå è ëîêàëüíûõ â òð¼õìåðíîì
ñëó÷àå èëè ãëîáàëüíûõ â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå, íî äëÿ ìàëûõ äàí-
íûõ çàäà÷è) áûëè äîêàçàíû Î.À. Ëàäûæåíñêîé è Â.À. Ñîëîíèêîâûì
[2]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äëÿ íåñæèìàåìîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
Íàâüå-Ñòîêñà ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì äëÿ
îäíîðîäíîé íåñæèìàåìîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ àêòèâíî èññëåäóþòñÿ ìîäåëè íåñæèìàåìîé
íåîäíîðîäíîé æèäêîñòè äëÿ íåíüþòîíîâñêèõ æèäêîñòåé [3,4,5]. Â
ýòîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåñæè-
ìàåìîé ìîäåëè Êåëüâèíà-Ôîéãòà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn, n = 2, 3 ñ ãëàäêîé ãðàíè-
öåé ∂Ω, [0, T ], 0 < T < ∞ � ïðîìåæóòîê âðåìåíè, QT = Ω × [0, T ].
Ðàññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåñæè-
ìàåìîé ìîäåëè Êåëüâèíà-Ôîéãòà ñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ:

ρ
∂v

∂t
+ ρ

n∑
i=1

vi
∂v

∂xi
− µ1∆v − µ2

∂∆v

∂t

−
t∫

0

L∑
k=1

βke
αk(t−s)∆v(s) ds+∇p = ρf, (x, t) ∈ QT ; (1)

∂ρ

∂t
+

n∑
i=1

vi
∂ρ

∂xi
= 0; div v = 0, (x, t) ∈ QT ; (2)

v|t=0(x) = a(x), ρ|t=0(x) = ρ0(x), x ∈ Ω, v|∂Ω = 0. (3)

Çäåñü v � âåêòîð ñêîðîñòè æèäêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü æèäêîñòè,
p � äàâëåíèå, à f � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë. ×èñëà αi, i = 1, L âå-
ùåñòâåííû è îòðèöàòåëüíû (äàííûå óñëîâèÿ ïðîäèêòîâàíû ôèçè÷å-
ñêèì ñìûñëîì çàäà÷è), βi ∈ R, i = 1, L, êîíñòàíòà µ2 > 0 õàðàêòåðè-
çóåò âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 0 < m ⩽ ρ0(x) ⩽ M,
ãäå m,M � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü íà-
÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3). Äëÿ ñêîðîñòè v ýòî ïðîñòðàíñòâî
W1 =

{
u : u ∈ C([0, T ], V 1), u′ ∈ L2(0, T ;V

1)
}
. Äëÿ ïëîòíîñòè ρ ïðî-

ñòðàíñòâî E1 =
{
% : % ∈ L∞(QT ), %

′ ∈ L2(0, T ;H
−1(Ω))

}
.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a ∈ V 1, ρ0 ∈ L∞(Ω), à f ∈ L2(0, T, V
0).

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðó ôóíêöèé (ρ, v) ∈ E1×W1 áóäåì íàçûâàòü
ñëàáûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3), åñëè äëÿ ëþáîãî
ϕ ∈ V 1 è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
ðàâåíñòâó∫

Ω

ρv′ϕdx+

n∑
i,j=1

∫
Ω

ρvi
∂vj
∂xi

ϕjdx

+ µ1

∫
Ω

∇v : ∇ϕdx+ µ2

∫
Ω

∇v′ : ∇ϕdx

+

t∫
0

L∑
k=1

βke
αk(t−s)

∫
Ω

∇v(s) : ∇ϕdxds =
∫
Ω

ρfϕdx,

äëÿ ëþáîãî ψ ∈ H1
0 (Ω) è ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ [0, T ] óäîâëåòâîðÿåò

ðàâåíñòâó

〈ρ′, ψ〉 −
n∑
i=1

∫
Ω

ρvi
∂ψ

∂xi
dx = 0,

à òàêæå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì: v(0) = a, ρ(0) = ρ0.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå íà÷àëü-

íî-êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèîííî-òîïîëîãè-

÷åñêèé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè [6]. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, àïïðîêñèìèðóþùàÿ èñõîäíóþ,
ôîðìóëèðóåòñÿ îïðåäåëåíèÿ å¼ ðåøåíèÿ, ââîäèòñÿ ýêâèâàëåíòíàÿ
îïåðàòîðíàÿ òðàêòîâêà çàäà÷è, óñòàíàâëèâàþòñÿ àïðèîðíûå îöåíêè
ðåøåíèé êàê çàâèñÿùèå, òàê è íå çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà àïïðîê-
ñèìàöèè. Çàòåì íà îñíîâå îäíîãî âàðèàíòà òåîðåìû Ëåðå-Øàóäåðà
óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîãî ýêâèâàëåíòíîãî îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ. Ïîñëå ÷åãî íà îñíîâå àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé àïïðîêñèìàöèîííîé
çàäà÷è ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ñëàáî ñõî-
äèòñÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà àï-
ïðîêñèìàöèè ê íóëþ.
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∂v

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂v

∂xi
−Div σ +∇ p = f, div v = 0, (x, t) ∈ Ω× (τ ; +∞);

(1)

σ =

2µE(v) + κ
E(v)
|E(v)|

äëÿ |E(v)| 6= 0, (x, t) ∈ Ω× (τ ; +∞);

|σ| ⩽ τ∗ äëÿ |E(v)| = 0, (x, t) ∈ Ω× (τ ; +∞).
(2)

v|t=τ (x) = a(x), x ∈ Ω. (3)
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Çäåñü Ω =
∏3
i=1(0, li) ⊂ R3, τ ∈ R. ×åðåç v(x, t) îáîçíà÷åí âåê-

òîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû æèäêîñòè, p(x, t) � äàâëåíèå â æèäêîñòè,
f(t, x) � ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, µ > 0 � âÿçêîñòü æèäêîñòè,
κ > 0 � êîíñòàíòà, îïèñûâàþùàÿ ïîðîã òåêó÷åñòè æèäêîñòè, à

E(v) = 1

2
(∇v + (∇v)T ) � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé. ×åðåç Div σ

îáîçíà÷àòñÿ âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äèâåðãåíöèåé
ñòîëáöîâ äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ.

Â òåîðèè ïðîñòðàíñòâ òðàåêòîðèé óäîáíî ðàññìàòðèâàòü òðàåêòî-
ðèè, îïðåäåëåííûå íà ïîëóîñè R+ = [0;+∞). Â ñâÿçè ñ ýòèì âìåñòå
ñ çàäà÷åé (1)�(3) ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

∂v

∂t
+

3∑
i=1

vi
∂v

∂xi
−Div σ +∇ p = F, div v = 0, (x, t) ∈ Ω× (0;+∞);

(4)

σ =

2µE(v) + κ
E(v)
|E(v)|

äëÿ |E(v)| 6= 0, (x, t) ∈ Ω× (0;+∞),

|σ| ⩽ τ∗ äëÿ |E(v)| = 0, (x, t) ∈ Ω× (0;+∞);
(5)

v|t=0(x) = a(x), x ∈ Ω. (6)

Â (4) çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè F çàðàíåå íå óòî÷íÿåòñÿ. Åñëè
F (x, t) = f(x, t + τ), òî çàäà÷à (4)�(6) ïîëó÷àåòñÿ èç çàäà÷è (1)�
(3) ëèíåéíîé çàìåíîé íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî t, ïåðåâîäÿùåé τ â
0.

Ïóñòü a ∈ V 0, F ∈ L2(0, T ;V
0). Äàäèì îïðåäåëåíèå ñëàáîãî ðå-

øåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà êîíå÷íîì îòðåçêå è íà ïîëóîñè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4)�(6) íà îòðåçêå

[0, T ] íàçîâåì ïàðó ôóíêöèé (v, σ), ãäå v ∈ W [0, T ], σ ∈ L2(QT )
9,

òàêèõ, ÷òî äëÿ âñåõ ϕ ∈ V 2 è äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) âûïîëíåíî
òîæäåñòâî

〈v′, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫
Ω

vivj
∂ϕi
∂xj

dx+

∫
Ω

σ : E(ϕ)dx =

∫
Ω

Fϕdx, (7)

ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (5) è íà÷àëüíîå óñëîâèå:

v(0) = a. (8)

Ïóñòü a ∈ V 0, F ∈ L2, loc(R+;V
0).

Îïðåäåëåíèå 2. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4)�(6) íà ïîëóîñè
R+ áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ v ∈ L2, loc(R+;V

1) ∩ L∞, loc(R+;V
0) ñ
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ïðîèçâîäíîé v′ ∈ L2, loc(R+;V
−2), åñëè äëÿ ëþáîãî T > 0, ñóùåñòâóåò

σ ∈ L2(QT )
9 òàêîå, ÷òî ïàðà (v|[0,T ], σ) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì

çàäà÷è (4)�(6) íà [0, T ].
Ïóñòü τ ∈ R. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà òðàåêòîðèéH+

τ çàäà÷è (1)�
(3) ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñëàáûõ ðåøåíèé v çàäà÷è (4)�(6) ñ
ïðàâîé ÷àñòüþ F = T (τ)f , ãäå T (τ) � îïåðàòîð ñäâèãà, è íåêîòî-
ðûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì (ñâîèì äëÿ êàæäîãî v), óäîâëåòâîðÿþùèõ
îöåíêå

‖v‖L∞(t,t+1;V 0) + ‖v‖L2(t,t+1;V 1) ⩽

⩽ C

1 + e−2αt

‖v(0)‖2V 0 +

t+1∫
−∞

e2αs‖f(s+ τ)‖2V 0ds

 .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ L2,loc(R, V 0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

t∫
−∞

e2αξ‖f(ξ)‖2V 0dξ <∞

äëÿ âñåõ t ∈ R. Òîãäà ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâ òðàåêòîðèé H+ =
{H+

τ } èìååò ìèíèìàëüíûé òðàåêòîðíûé pullback-àòòðàêòîð è ìè-
íèìàëüíûé pullback-àòòðàêòîð.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå òåîðèè òðàåêòîð-
íûõ pullback-àòòðàêòîðîâ [1,2,3,4,5]. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè
íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèîííî-òîïîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâà-
íèÿì çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáûõ
ðåøåíèé íà êîíå÷íîì îòðåçêå è íà ïîëóîñè R+. Ïîñëå ÷åãî äëÿ ñå-
ìåéñòâà ïðîñòðàíñòâ òðàåêòîðèé H+ = {H+

τ } äîêàçûâàåòñÿ ñóùå-
ñòâîâàíèå ìèíèìàëüíîãî òðàåêòîðíîãî pullback-àòòðàêòîðà è ìèíè-
ìàëüíîãî pullback-àòòðàêòîðà.
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Ââåäåíèå
Ìîäåëü êëåòî÷íûõ ñõåì (ÊÑ) áûëà ïðåäëîæåíà â 1967 ãîäó Ñ.Ñ.

Êðàâöîâûì â ñòàòüå [1]. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èíòåãðàëüíûõ
ñõåì (ÈÑ), êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè ôèçè÷åñêî-
ãî ñèíòåçà. Â å¼ îñíîâå ëåæèò õîðîøî èçó÷åííàÿ ìîäåëü ëîãè÷åñêî-
ãî ñèíòåçà - ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÑÔÝ). Êëþ-
÷åâîå îòëè÷èå îò ÑÔÝ ñîñòîèò â ðÿäå ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé
íà ÑÔÝ, êëåòî÷íàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîåãî ðîäà âëîæåíèå
ÑÔÝ â ïðÿìîóãîëüíóþ ðåø¼òêó. Â ñèëó ñâîèõ îñîáåííîñòåé êëåòî÷-
íûå ñõåìû òàêæå íàçûâàþòñÿ ïëîñêèìè ïðÿìîóãîëüíûìè ñõåìàìè.

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ñèíòåçà ìèêðîñõåì ÿâëÿåòñÿ ñèíòåç ñõå-
ìû, ðåàëèçóþùåé íåêîòîðóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË). Â
ìîäåëè ÊÑ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ôóíêöèîíàë ïëîùàäè
A(S). Äëÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà áûë ïîêàçàí ïîðÿäîê ôóíêöèè Øåí-
íîíà â ðàáîòå À.Àëüáðåõòà [2], ðàâíûé σ2n, n→ ∞. Â âûøåóïîìÿíó-
òûõ ðàáîòàõ [1], [2], èñõîäÿ èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé, ïîêàçàíû
ãðàíèöû êîíñòàíòû σ : σ ∈ [ 14 ;

9
2 ].

Ïîäîáíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà îïèñàíà Ê.Ä. Òîìïñîíîì
â ìîíîãðàôèè [3] â 1980 ãîäó. Òàêàÿ ìîäåëü - îñíîâíàÿ äëÿ èññëå-
äîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ÈÑ. Îäíàêî îäíèì èç íåäîñòàòêîâ ñ÷èòàåòñÿ
òî, ÷òî îíà íå ó÷èòûâàåò çàäåðæåê ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñèãíàëà â
ïðîâîäíèêàõ. Â ñòàòüå Á. ×àçåëëå è Ì. Ëîóèñ 1985 ãîäà [4] áûëà
ïðåäëîæåíà ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ âîçíèêàþùèå â ñõåìå çàäåðæêè.
Ñîãëàñíî èññëåäîâàíèþ îáåèõ ìîäåëåé Ã. Áèëàðäè, Ì. Ïðàö÷è, Ô.Ï.
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Ïðåïàðàò [5], ìîäåëü Òîìïñîíà íå ñòîëü õîðîøî ó÷èòûâàåò çàäåðæêó,
îäíàêî ýòîãî çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî äëÿ ðàñ÷¼òîâ â ðàìêàõ íåáîëüøèõ
(â ïðåäåëàõ îäíîãî êðèñòàëëà) ÈÑ, ëèáî äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ÷àñòåé
áîëåå êðóïíûõ ÈÑ.

Â ðàáîòå [6] áûëè ïîëó÷åíû óòî÷íåííûå àñèìïòîòè÷åñêèå âåðõ-
íèå è íèæíèå îöåíêè äëÿ ïëîùàäè ñõåì, ðåàëèçóþùèõ äåøèôðàòîð
ïîðÿäêà n, êîòîðûå ñîâïàäàþò â ïåðâîì ÷ëåíå ðàçëîæåíèÿ, èìåþò

âèä n2n−1
(
1±O

(
1
n

))
ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè îöåíêàìè

âûñîêîé ñòåïåíè òî÷íîñòè (ÀÎÂÑÒ).
Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îïèñàíèå ìîäåëè Ïðåäìåòîì èçó-

÷åíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ êëåòî÷íûå ñõåìû èç ôóíêöèî-
íàëüíûõ è êîììóòàöèîííûõ ýëåìåíòîâ (ÊÑÔÊÝ), êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíóþ ðåøåòêó íà ïëîñêîñòè, ñî-
ñòîÿùóþ èç êëåòîê - åäèíè÷íûõ êâàäðàòîâ. Êàæäàÿ êëåòêà, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíò áàçèñà, âõîäàìè è âûõîäàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîíòàêòû, ðàñïîëîæåííûå íà ñåðåäèíàõ åãî ñòîðîí.
Ïðè ýòîì êàæäûé êîíòàêò ÿâëÿåòñÿ ëèáî âõîäîì ýëåìåíòà, ëèáî âû-
õîäîì ýëåìåíòà, ëèáî åãî èçîëèðîâàííûì ïîëþñîì. Êàæäûé ýëåìåíò
áàçèñà ðåàëèçóåò íà ñâîèõ âûõîäàõ ñèñòåìó ÔÀË îò ÁÏ, ñîïîñòàâ-
ëåííûõ åãî âõîäàì, çà èñêëþ÷åíèåì ò.í. èçîëÿòîðà - ýëåìåíòà, âñå
êîíòàêòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ èçîëèðîâàííûìè ïîëþñàìè.

Êàæäûé ýëåìåíò áóäåì îòíîñèòü ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ: êîì-
ìóòàöèîííûé ýëåìåíò (ÊÝ) è ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò (ÔÝ). Ïðè
ýòîì ôóíêöèîíàëüíûì íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò, êîòîðûé ðåàëèçóåò õîòÿ
áû îäíó íåòîæäåñòâåííóþ, òî åñòü îòëè÷íóþ îò ÁÏ, ôóíêöèþ, à ëþ-
áîé äðóãîé ýëåìåíò, âêëþ÷àÿ èçîëÿòîð, ñ÷èòàåòñÿ êîììóòàöèîííûì
ýëåìåíòîì. Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàöèîííûå ýëåìåíòû ðåàëèçóþò
òîëüêî òîæäåñòâåííûå ôóíêöèè, è èõ íàçíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
äà÷à ñèãíàëîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ÔÝ áàçèñà Á ðåàëèçóåò
íà ñâîèõ âûõîäàõ òîëüêî îäíó îòëè÷íóþ îò åãî âõîäíûõ ÁÏ ÔÀË è
áóäåì íàçûâàòü òå âûõîäû, íà êîòîðûõ îíà ðåàëèçóåòñÿ, îñíîâíûìè.

Êðîìå òîãî, ïåðåäà÷à ñèãíàëîâ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ÷åðåç âõîä
ÔÝ è òîò åãî âûõîä, íà êîòîðîì ðåàëèçóåòñÿ ÔÀË, òîæäåñòâåííî
ðàâíàÿ ýòîìó âõîäó, èëè, èíà÷å, ÷åðåç äàííóþ âõîä-âûõîäíóþ ïàðó
ÔÝ, êîòîðóþ òîæå áóäåì íàçûâàòü êîììóòàöèîííîé. Âûõîä êîììó-
òàöèîííîé ïàðû ÔÝ, à òàêæå ëþáîé âûõîä ÊÝ áóäåì ñ÷èòàòü êîì-
ìóòàöèîííûì.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áàçèñ Á′
0 - îäèí èç âîçìîæíûõ

áàçèñîâ ÊÑÔÊÝ, ñâÿçàííûõ ñ ýëåìåíòàìè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà àë-
ãåáðû ëîãèêè Á0 = {x1x2, x1 ∨ x2, x1}, êîòîðûé ñîñòîèò èç 3 ôóíê-
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Ðèñ. 1. Áàçèñ Á′
0, ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû (&) êîíúþíêöèè, (∨)

äèçúþíêöèè è (¬) îòðèöàíèÿ. Êîììóòàöèîííûå ýëåìåíòû: 1) ïðî-
âîäíèê, 2) T-îáðàçíûé ðàçâåòâèòåëü, 3) ðàçâåòâèòåëü, 4) ïåðåñå÷åíèå
áåç ñîåäèíåíèÿ, 5) ïîâîðîò.

öèîíàëüíûõ è 6 êîììóòàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, âêëþ÷àÿ èçîëÿòîð (ñì.
Ðèñ. 1).

Áóäåì, êàê îáû÷íî, ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âëîæåíèè ýëåìåíòîâ áàçè-
ñà Á â êëåòêè ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè äîïóñêàþòñÿ èõ ïîâîðîòû íà
óãîë, êðàòíûé 90◦, à òàêæå ¾ïåðåâîðîòû¿ âîêðóã ëþáîé èç îñåé ñèì-
ìåòðèè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïðè óêàçàííîì
âëîæåíèè ïðîèñõîäèò ¾åñòåñòâåííîå¿ ñîâìåùåíèå êîíòàêòîâ ñîñåä-
íèõ ïî êàêîìó-ëèáî ðåáðó ðåøåòêè ýëåìåíòîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî
âõîä (âûõîä) îäíîãî èç íèõ ñîâìåùàåòñÿ ëèáî ñ âûõîäîì (ñîîòâåò-
ñòâåííî âõîäîì) äðóãîãî ýëåìåíòà, ëèáî ñ åãî èçîëèðîâàííûì ïîëþ-
ñîì.

Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë ïëîùàäè ÊÑÔÊÝ, êîòîðûé äàëåå áóäåò ñëó-
æèòü êðèòåðèåì èõ ñëîæíîñòè. Ïëîùàäüþ A(Σ) êëåòî÷íîé ñõåìû Σ
íàçûâàåòñÿ ïëîùàäü å¼ ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè,

A(Σ) = l(Σ)h(Σ),

ãäå l(Σ) è h(Σ) � ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ëèíåéíûå ðàçìåðû
ðåø¼òêè, íàçûâàåìûå äëèíîé è âûñîòîé ñõåìû ñîîòâåòñòâåííî. Âñþ-
äó äàëåå íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h(Σ) ⩽ l(Σ).

Ïðè ýòîì äëÿ ñèñòåìû ÔÀË F = (f1, . . . , fm) èç Pm2 (n) îïðå-
äåëèì, êàê îáû÷íî, âåëè÷èíó A(F ), ðàâíóþ ìèíèìàëüíîé ïëîùà-
äè ÊÑÔÊÝ, ðåàëèçóþùèõ F , êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïëîùàäüþ
(ñëîæíîñòüþ) ñèñòåìû F .

Îïðåäåëèì ñëîæíîñòü A(f) ÔÀË f êàê ìèíèìàëüíóþ èç ïëîùà-
äåé ÊÑÔÊÝ Σ, ðåàëèçóþùèõ f , è ââåä¼ì ôóíêöèþ Øåííîíà äëÿ
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ôóíêöèîíàëà A(f):
A(n) = max

f∈P2(n)
A(f).

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ÷òî òðàäèöèîí-

íûé ìîùíîñòíîé ïîäõîä â ìîäåëè ÑÔÝ ïðè ïåðåõîäå ê ìîäåëè êëå-
òî÷íûõ ñõåì âîçìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäëàãàåòñÿ
ïîëó÷àòü íèæíèå ìîùíîñòíûå îöåíêè ÷åðåç îöåíèâàíèå ÷èñëà âîç-
ìîæíûõ êîìáèíàöèé êëåòî÷íûõ êëàñòåðîâ, è âûÿâëåíèÿ àñèìïòîòè-
êè ÷èñëà èõ êîìáèíàöèé â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðåçóëüòàòû çíà÷èòåëüíî ïîâûàøàþò íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè
Øåííîíà äëÿ íåñêîëüêèõ èçâåñòíûõ áàçèñîâ â ìîäåëè êëåòî÷íûõ
ñõåì, îäíàêî íå ïðèâîäÿò ê àñèìïòîòè÷åñêèì îöåíêàì âûñîêîé ñòå-
ïåíè òî÷íîñòè.
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ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ ÍÀ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ
ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Ê.À. Çóáàíêîâà, Å.À. Ìàçåïà (Âîëãîãðàä ÂîëÃÓ)
bliznjukka@volsu.ru

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà îöåíêå ñêîðîñòè ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà ìîäåëüíîì
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ê èõ ãðàíè÷íûì äàííûì íà ¾áåñêîíå÷íî-
ñòè¿. Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûå îöåíèâàþò ñêîðîñòü
àïïðîêñèìàöèè, âûðàæàþòñÿ â òåðìèíàõ ìåòðèêè ìíîãîîáðàçèÿ è
ãëàäêîñòè íåîäíîðîäíîñòè â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà.

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì èññëåäîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé u ∈ C2(Mg) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà

Lu ≡ ∆u− c(x)u = f(x) (1)

íà ìîäåëüíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè Mg, ãäå ôóíêöèè c(x),
f(x) ∈ Cα(G), c(x) ⩾ 0, äëÿ ëþáîãî ïðåäêîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà
G ⊂ Mg, 0 < α < 1. Âñþäó äàëåå Mg = B ∪ D, ãäå íåêîòîðûé
ïðåäêîìïàêò ñ íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ, à D èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó
ïðîèçâåäåíèþ [r0; +∞)× S (r0 > 0 è S - êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå áåç êðàÿ) ñ ìåòðèêîé ds2 = dr2 + g2(r)dθ2.

Çäåñü g(r) � ïîëîæèòåëüíàÿ, ãëàäêàÿ íà [r0; +∞) ôóíêöèÿ, à dθ2

� ìåòðèêà íà S. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìíîãîîáðàçèé ìîãóò ñëóæèòü
Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn, ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Hn, ïî-
âåðõíîñòè âðàùåíèÿ è äðóãèå.

Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî íà D âûïîëíåíî f(x) ≡ f(r) è c(x) ≡
c(r).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

h(r) =

∫ ∞

r

g1−n(t)(

∫ t

r0

gn−1(ξ)(
1

g2(ξ)
+ c(ξ) +max{f(ξ)})dξ)dt.

Òåîðåìà. Ïóñòü ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå Mg è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà f òàêîâû, ÷òî h(r0) <∞. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ôóíê-
öèé Ψ(θ) ∈ C∞(S),Φ(θ) ∈ C∞(S) íà D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u(r, θ) óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà (1) òàêîå, ÷òî

u(r0, θ) = Ψ(θ),
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|u(r, θ)− Φ(θ)| ⩽ C · h(r),
äëÿ ëþáûõ (r, θ) ïðè r > r0, ãäå êîíñòàíòà C > 0 íå çàâèñèò îò
(r, θ).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå Ëîñåâà À.Ã. Ìàçå-
ïû Å.À. äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà[1].
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂2x(t, s)

∂t2
= B

∂x(t, s)

∂s
+D

∂u(t, s)

∂s
(1)

ñ óñëîâèÿìè
x(0, s) = a(s), x(T, s) = b(s), (2)

ãäå t ∈ [0, T ], s ∈ [0, S]; x(t, s) ∈ Rn; u(t, s) ∈ Rm; B,D � ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.

Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé (ÏÓ), åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå óïðàâëåíèå u(t, s), ïîä âîçäåéñòâèåì êîòîðîãî ñèñòå-
ìà ïåðåâîäèòñÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x(0, s) â ïðîèçâîëüíîå
ñîñòî- ÿíèå x(T, s).

Îñíîâíûì ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
(1) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êàñêàäíîé äåêîìïîçèöèè (ÌÊÄ), îïèðàþùèéñÿ
íà ñâîéñòâà ôðåäãîëüìîâîñòè êîíå÷íîìåðíîãî îòáðàæåíèÿ ([1]− [5]).
ÌÊÄ èìååò ÷åòêèé ïîøàãîâûé àëãîðèòì ïåðåõîäà ê ñîâîêóïíîñòè
èåðàðõè÷åñêè ñòðóêòóðèðîâàííûõ ñèñòåì â ïîäïðîñòðàíñòâàõ, òàê
÷òî íà i-îì øàãå ðåàëèçóåòñÿ ïåðåõîä ê ñèñòåìå ïåðâîãî óðîâíÿ

∂ui(t, s)

∂s
= D−Fi(t, s) + fi(t, s), (3)

è ê ñèñòåìå âòîðîãî óðîâíÿ

∂2xi(t, s)

∂t2
= Bi

∂xi(t, s)

∂s
+Di

∂ui(t, s)

∂s
, (4)
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ñ óñëîâèÿìè

∂2jxi(t, s)

∂t2j
|t=0 = aij(s),

∂2jxi(t, s)

∂t2j
|t=T = bij(s), j = 0̄, i. (5)

Òàêîé ïåðåõîä áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâàõ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû
Di : ImDi−1 → CokerDi−1, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ðàñùåïëåíèÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ImDi−1 è CokerDi−1 â ïðÿìûå ñóììû:

ImDi−1 = CoimDi+̇KerDi, CokerDi−1 = ImDi+̇CokerDi, (6)

ãäå Ker Di � ÿäðî Di, Im Di � îáðàç Di, Coker Di � äåôåêòíîå
ïîäïðîñòðàíñòâî, Coim Di � ïðÿìîå äîïîëíåíèå ê Ker Di â ImDi−1;
ñóùåñòâóåò D−

i �îáðàòíûé ê ñóæåíèþ Di íà Coim Di; ÷åðåç Pi è
Qi îáîçíà÷àþòñÿ ïðîåêòîðû íà ïîäïðîñòðàíñòâà Ker Di è Coker Di,
ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèñòåìå (5) è óñëîâèÿõ (6) ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

xi(t, s) = Qi−1xi−1(t, s), ui(t, s) = (I −Qi−1)xi−1(t, s),

Bi = Qi−1Bi−1Qi−1, Di = Qi−1Bi−1(I −Qi−1);

aij(s) = Qi−1Bi−1
∂jai−1j(s)

∂sj
, j = 0, i,

bij(s) = Qi−1Bi−1
∂jbi−1j(s)

∂sj
, j = 0, i.

Äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé p-êðàòíîé äèôôåðåíöèðó-

åìîñòè ôóíêöèé a(s), b(s), ñèñòåìà (1) ÿâëÿåòñÿ ÏÓ ⇔ Dp - ñþðú-
åêöèÿ.
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Åæåãîäíî íà Çåìëå ïðîèñõîäÿò äåñÿòêè òûñÿ÷ çåìëåòðÿñåíèé, â
îñíîâíîì â ìåæáëîêîâûõ øîâíûõ çîíàõ. Â íàøè äíè äî ñèõ ïîð
íå ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà ïðîãíîçà çåìëåòðÿñåíèé ñ óêàçàíèåì áîëåå
èëè ìåíåå îïðåäåëåííûõ ìåñò, âðåìåí è ìàãíèòóä. Òàê êàê ãåîëîãè÷å-
ñêàÿ ñðåäà íåëèíåéíà, òî íåêîòîðûå èññëåäîâàòåëè ñ÷èòàþò âîîáùå
íåâîçìîæíîñòü òàêîãî ïðîãíîçà. Íî, êàê è ó âñåõ ïðîöåññîâ, ïðîèñ-
õîäÿùèõ íà Çåìëå, ó ñåéñìè÷åñêîãî ïðîöåññà òàêæå åñòü ïðîñòðàí-
ñòâåííûå è âðåìåííûå çàêîíîìåðíîñòè. Ïðîáëåìà ôîðìàëèçàöèè è
èçó÷åíèÿ åãî ïàðàìåòðîâ, ôàêòîðîâ, îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïðîÿâëåíèÿ
ñåéñìè÷åñêîãî ïðîöåññà â òåõ èëè äðóãèõ ãåîëîãè÷åñêèõ, òåêòîíè-
÷åñêèõ, ãåîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, àêòóàëèçàöèÿ âñåõ ïðèçíàêîâ â
ðàìêàõ ìîäåëè ãëîáàëüíîé ñåéñìè÷íîñòè, êîòîðàÿ ñëóæèëà áû áàçîé
äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäèêè ïðîãíîçà ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìîé àêòóàëüíîé
è ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîé. Ê 21 âåêó íàêîïèëñÿ áîëüøîé îáúåì ýìïè-
ðè÷åñêèõ äàííûõ, êîòîðûå íåîáõîäèìî è âîçìîæíî ôîðìàëèçîâàòü,
îïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèáëèçèòüñÿ ê âîïðîñó ïî-
ñòðîåíèÿ îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ãëîáàëüíîé ñåéñìè÷íîñòè
ïðèäåòñÿ äëÿ íà÷àëà èññëåäîâàòü î÷åâèäíûå ïàðàìåòðû è èõ çàêîíî-
ìåðíîñòè òàêèå êàê: ìàãíèòóäà, âûäåëèâøàÿñÿ ñåéñìè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
è ãëóáèíà ãèïîöåíòðà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî áûëî âûáðàòü íàèáî-
ëåå ïîëíûé è òî÷íûé êàòàëîã ñåéñìè÷åñêèõ ñîáûòèé, òàêèì îêàçàëñÿ
NEIC [1]. Äàííûå èç íåãî íàõîäÿòñÿ â îòêðûòîì äîñòóïå è äîñòóïíû
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äëÿ ñêà÷èâàíèÿ äëÿ âñåõ æåëàþùèõ â ôîðìàòå csv. Çàòåì, äëÿ ðà-
áîòû ñ íèìè óäîáíåå âñåãî áûëî çàãðóçèòü âñå äàííûå â ëåãêóþ áàçó
íà SQLite. Âûáîð íà íåå ïàë ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì: ýòî ëåãêîñòü,
ýëåìåíòàðíûé ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ BDBrowser-à äëÿ SQLite, è
õîðîøàÿ äîêóìåíòàöèÿ ïî Python + SQLite. Èòîãî áûëè ñîáðàíû
è îáðàáîòàíû äàííûå 855258 òåëåñåéñìè÷åñêèõ çåìëåòðÿñåíèé çà 42
ãîäà. Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, çåìëåòðÿñåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ
êîîðäèíàòàìè ýïèöåíòðà, ãëóáèíîé î÷àãà, ìàãíèòóäîé è âðåìåíåì.

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïîòðåáîâàëîñü ñîçäàòü âñïîìîãàòåëü-
íóþ òàáëèöó ñ äàííûìè î âûäåëèâøåéñÿ ñåéñìè÷åñêîé ýíåðãèåé.
Ïóòåì ïðîñòîãî SQL-çàïðîñà íà âûáîðêó, áûëè ñîáðàíû ìàãíèòóäû
çåìëåòðÿñåíèé è ïî ôîðìóëàì 1 ïîäñ÷èòàíà âûäåëèâøàÿñÿ ñåéñìè-
÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äëÿ íà÷àëà âñÿ, çàòåì îòäåëüíî ãëóáîêîôîêóñòíûõ è
êîðîâûõ, è ñ ðàçäåëåíèåì íà ðàçëè÷íûå ïðîìåæóòêè ìàãíèòóä (1-2,
2-3, 3-4, 5-6, 6-7, 7-8, 4.5-5, 5-5.5, 5.5-6 è 6-6.5), è ïóòåì SQL-çàïðîñà
íà îáíîâëåíèå ðåçóëüòàòû çàïèñàíû â áàçó. Âûïîëíåíà ïðîâåðêà âû-
÷èñëåíèé ïóòåì ñëîæåíèÿ ýíåðãèé ïî ãëóáèíå è ïî ìàãíèòóäå, ñ ïî-
ñëåäóþùèì ñðàâíåíèåì ñ îáùåé. Òàêèì îáðàçîì îøèáêà âû÷èñëåíèé
íå ïðåâûøàåò 14 · 10−13 %.

lgE = 11.8 + 1.5M, (1)

lgE = 9.15 + 2.15M, (2)

lgE = 7.2 + 2M, (3)

lgE = 5.24 + 1.44M, (4)

lgE = 4 + 1.8M,M < 3, lgE = 5 + 1.5M,M ⩾ 3, (5)

lgE = 8 + 2M (6)

Êàæäîå èç óêàçàííûõ âûøå äåéñòâèé äëÿ óäîáñòâà âûïîëíÿåò îò-
äåëüíûé ñêðèïò íà ÿçûêå Python ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåê sqlite3
è numpy.

Ýòî âñå áûëà, òàê ñêàçàòü, ïîäãîòîâèòåëüíàÿ ÷àñòü, ñëåäóþùèé
ìîìåíò �� ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ðàñïðåäåëåíèé ðàçëè÷íûõ ïàðàìåò-
ðîâ çåìëåòðÿñåíèé òàêèõ êàê ìàãíèòóäà, ýíåðãèÿ è ãëóáèíà î÷àãà.
Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ áèáëèîòåêîé matplotlib.pyplot, îíà ïðåäî-
ñòàâëÿåò óäîáíûé ïàêåò ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ, èõ ñî-
õðàíåíèÿ è ðåäàêòèðîâàíèÿ. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ % çåìëåòðÿñåíèé ïî ìàãíèòóäå áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå % ìàíòèéíûõ (ñ ãëóáèíîé ãèïîöåíòðà >100 êì), íàïî-
ìèíàåò íîðìàëüíîå. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò ïî ðàç-
ëè÷íûì êðèòåðèÿì. Â ïàêåòå ñòàòèñòèêè scipy.stats ïðåäñòàâëåíû
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íåêîòîðûå èç èçâåñòíûõ êðèòåðèåâ: Êîëìîãîðîâà-Ñìèðíîâà (kstest),
Øàïèðî-Óèëêà (shapiro) è Àíäåðñîíà-Äàðëèíãà (shapiro). Òàêèì îá-
ðàçîì áûë ðàçðàáîòàí íàáîð ñêðèïòîâ äëÿ ïðîâåðêè ðàñïðåäåëåíèé
çåìëåòðÿñåíèé ïî ðàçíûì êðèòåðèÿì. Ñëåäóþùàÿ ÷àñòü êîìïëåêñà
ïðîãðàìì ïîñâÿùåíà àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèé òåëåñåéñìè÷å-
ñêèõ çåìëåòðÿñåíèé ïî ãëóáèíå, âðåìåííûõ âàðèàöèé êîëè÷åñòâà êî-
ðîâûõ è ìàíòèéíûõ çåìëåòðÿñåíèé è âðåìåííîé äèíàìèêè âûäåëèâ-
øåéñÿ ñåéñìè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè òåëåñåéñìè÷åñêèõ çåìëåòðÿñåíèÿõ
çà ïîñëåäíèå 42 ãîäà.

Äëÿ âñåãî ýòîãî öåëåñîîáðàçíî áûëî èñïîëüçîâàòü Wolfram Alpha,
òàê êàê Wolfram Alpha LLC ïðåäîñòàâëÿþò óäîáíûé API äëÿ ðàçëè÷-
íûõ çàïðîñîâ ïîñðåäñòâîì Python. Â èòîãå áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî
êà÷åñòâåííûõ ìîäåëåé ñ âûñîêèìè êîýôôèöèåíòàìè äåòåðìèíàöèè.

Â çàêëþ÷åíèå õîòåë áû îòìåòèòü, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàìì-
íûé êîìïëåêñ ìîæåò ñòàòü îòëè÷íîé áàçîé äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèé â íàïðàâëåíèè ðàçðàáîòêè êîíöåïöèè äîëãîñðî÷íîãî è ñðåä-
íåñðî÷íîãî ïðîãíîçà.

Ëèòåðàòóðà
1. NEIC https://earthquake.usgs.gov/earthquakes/search/
2. NYMPY, ObsPy, MatPlotLib Documentation

https://docs.python.org/3/

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÑËÀÓ Ñ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÎÉ ÌÀÒÐÈÖÅÉ1

Ä.Â. Èâàíîâ (Ñàìàðà, Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)
dvi85@list.ru

Ïóñòü çàäàíà ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Ax = f, (1)

ãäå A ∈ Rm×n, f ∈ Rm,m > n.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A ñîäåðæèò âîçìóùåíèÿ

A = Ã+ Ξ. (2)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî âåêòîðà ðåøåíèÿ ñ âîçìóùåííîé
ìàòðèöåé ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ðàçíîâèäíîñòü íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ íàçûâàåìàÿ DLS (data least squares) [1]. DLS ñâîäèòñÿ ê íà-
õîæäåíèþ âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ìèíèìóìà öåëåâîé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÌÒÓÑÈ (ãðàíò ïî èíôîð-
ìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè).
© Èâàíîâ Ä.Â., 2023
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ôóíêöèè

min
x∈Rn

‖Ax− f‖2

‖x‖2
, (3)

ãäå ‖·‖ = ‖·‖2 � åâêëèäîâà âåêòîðíàÿ íîðìà.
Â [1] ïðåäëîæåíî ðåøåíèå çàäà÷è (3) íà îñíîâå SVD (singular value

decomposition)

xDLS =
fT f

fTAν
ν, (4)

ãäå ν ïðàâûé ñèíãóëÿðíûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íàèìåíüøåìó
ñèíãóëÿðíîìó ÷èñëó σDLS = σ

(
P⊥A

)
ìàòðèöû P⊥A,

P⊥ = I − ffT

fT f
.

Ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (4)

κ2
(
P⊥A

)
=
σmax − σDLS
σmin − σDLS

, (5)

ãäå σmax, σmin ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû A.

Ôîðìóëà (5) èìååò âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü, òàê êàê
òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ïðàâîãî ñèíãóëÿðíîãî âåêòîðà. Òàê æå ðåøåíèå
èìååò áîëüøèå ïîãðåøíîñòè åñëè fTAν ≈ 0.

Ìèíèìóì çàäà÷è (3) ìîæåò áûòü íàéäåí èç ðåøåíèÿ ñìåùåííîé
íîðìàëüíîé ñèñòåìû:(

ATA− σ2
DLSI

)
x = AT f. (6)

Ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (6)

κ2
(
ATA− σ2

DLSI
)
=
σ2
max − σ2

DLS

σ2
min − σ2

DLS

. (7)

Â [2] ïðåäëîæåíà ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíàÿ íîðìàëüíîé
äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ îøèáêàìè â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè. Ïðèìå-
íèì ïîäõîä èç [2] äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ âîçìóùåíèåì òîëüêî â
ëåâîé ÷àñòè. Ïðåîáðàçóåì ñìåùåííóþ íîðìàëüíóþ ñèñòåìó (6)

ATAx− σ2
DLSx = AT f ⇒ AT (f −Ax) + σ2

DLSx = 0 ⇒

⇒ AT (f −Ax) + σ2
DLSx = 0 ⇒ AT ε+ σ2

DLSX = 0 ⇒

⇒ σ−1
DLSA

T ε+ σDLSx = 0. (8)
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Îáúåäèíÿÿ óðàâíåíèå (8) ñ óðàâíåíèåì îøèáêè ïîëó÷èì ε = f −
Ax: {

ε+Ax = f,
σ−1
DLSA

T ε+ σDLSx = 0.
(9)

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (9) â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Āx̄ = f̄ , (10)

ãäå Ā =

(
σDLSI A
AT σDLSI

)
, x̄ =

(
σ−1
DLSε
x

)
, f̄ =

(
f
0

)
.

Òåîðåìà 1. Ñïåêòðàëüíîå ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ðàñøèðåííîé
ñèììåòðè÷íîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê

κ2
(
Ā
)
=
σmax + σDLS
σmin − σDLS

. (11)

Ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (10) èìååò ÷èñëî îáóñëîâëåííî-
ñòè ñîïîñòàâèìîå ñ (4), íî ïðè ýòîì ëèøåíà íåäîñòàòêîâ ïðèñóùèõ
ðåøåíèþ (4).

Ëèòåðàòóðà
1. DeGroat R. D. The Data Least Squares Problem and Channel

Equalization / R.D. DeGroat, E.M. Dowling // IEEE Transactions on
Signal Processing. �1993. � T. 41, � 1, pp. 407�411

2. Ivanov D. Symmetrical Augmented System of Equations for the
Parameter Identi�cation of Discrete Fractional Systems by Generalized
Total Least Squares/D. Ivanov, A. Zhdanov //Mathematics. � 2021. �
T. 9, 3250.

Î ÂÅÊÒÎÐÀÕ È ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ,
ÂÎÑÑÒÀÍÀÂËÈÂÀÞÙÈÕ ÂÅÊÒÎÐ-ÑÈÃÍÀË1

È.Ì. Èçáÿêîâ (Ñàìàðà, Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)
iliya-izbyakov@mail.ru

Âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ âîçíèêàåò çàäà÷à âîññòà-
íîâëåíèÿ íåèçâåñòíîãî âåêòîð-ñèãíàëà x ∈ HD (HD îáîçíà÷àåò D-
ìåðíîå åâêëèäîâî èëè óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî) ñ ïîìîùüþ íàáîðà

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà
(ñîãëàøåíèå � 075-02-2022-882).
© Èçáÿêîâ È.Ì., 2023
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èçìåðèòåëüíûõ âåêòîðîâ Φ = {ϕk}Nk=1, êîãäà äîñòóïíû ëèøü ðåçóëü-
òàòû èçìåðåíèé ýòîãî ñèãíàëà â âèäå ìîäóëåé ñêàëÿðíûõ ïðîèçâå-
äåíèé |〈x, ϕk〉|. Íàáîð âåêòîðîâ Φ = {ϕk}Nk=1 âîññòàíàâëèâàåò èñõîä-
íûé âåêòîð-ñèãíàë ïî ìîäóëÿì èçìåðåíèé (ÂÌÈ), åñëè äëÿ ëþáûõ
x,y ∈ HD, òàêèõ ÷òî |〈x, ϕk〉| = |〈y, ϕk〉| äëÿ âñåõ k = 1, . . . , N, èìååì
x = cy, ãäå |c| = 1. Ýòî îïðåäåëåíèå òàêæå ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàíî â âèäå ñâîéñòâà èíúåêòèâíîñòè (ñ òî÷íîñòüþ äî óíèìîäóëÿð-
íîãî ìíîæèòåëÿ) íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà (A(x))(k) := |〈x, ϕk〉|2, k =
1, . . . , N.

Íàáîð âåêòîðîâ {ϕk}Nk=1 â HD îáëàäàåò ñâîéñòâîì àëüòåðíàòèâ-
íîé ïîëíîòû (ÀÏ) åñëè äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà T ⊆ {1, . . . , N},
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ìíîæåñòâ {ϕk}k∈T èëè {ϕk}k∈TC ïîëíî â
HD. Õîðîøî èçâåñòíî ([1]) ÷òî â RD ñâîéñòâà ÂÌÈ è ÀÏ îêàçûâà-
þòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Â CD ñâîéñòâî ÀÏ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî
íåäîñòàòî÷íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ÂÌÈ ([1]).

Ïðè ââåäåíèè îïåðàòîðà ñóïåðàíàëèçà A, îïðåäåëåííîãî íà ïðî-
ñòðàíñòâå ñàìîñîïðÿæåííûõ ìàòðèö HD×D ðàâåíñòâîì (AH)(k) :=
〈H,ϕkϕ∗

k〉HS , ãäå HS � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå Ãèëüáåðòà-Øìèäòà,
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (Axx∗) (k) = A(x)(k), k = 1, . . . , N. Ïðè ýòîì îïå-
ðàòîð A íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÿäðî
îïåðàòîðà A ñîäåðæèò ìàòðèöû, ðàíã êîòîðûõ ðàâåí 1 èëè 2 ([2]).
Ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ, âèäèìî, åäèíñòâåííûì â ïðîñòðàíñòâå CD,
è òðóäåí äëÿ ïðîâåðêè. Ïåðåõîä îò íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà ê ëèíåé-
íîìó îïåðàòîðó íàçûâàþò ¾ïîäúåìîì ôàçû¿ (Phase Lift).

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ ñâîéñòâ ñè-
ñòåìû âåêòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå RD:

ÂÌÈ ⇔ ÀÏ ⇔ ker(A) íå ñîäåðæèò ìàòðèö ðàíãà 1 èëè 2.

Íåêîòîðûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è ïðèâîäÿò ê çàäà÷å âîññòàíîâëå-
íèÿ ñèãíàëà ïî íîðìàì åãî ïðîåêöèé íà ïîäïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð,
ïðîáëåìà áëèçíåöîâ â êðèñòàëëîãðàôèè. Ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ
{Wk}Nk=1 â HD ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îðòîïðîåêòîðàìè {Pk}Nk=1 âîñ-
ñòàíàâëèâàåò ïî íîðìàì âåêòîðîâ (ÂÍÏ), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
x, y ∈ HD òàêèõ ÷òî ‖Pkx‖ = ‖Pky‖ äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , N èìååì
x = cy, ãäå |c| = 1.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ïîäïðîñòðàíñòâ ìîæíî ââåñòè îïåðàòîðû A è
A àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü äëÿ âåêòîðîâ, çàìåíÿÿ ìàòðè-
öû ϕkϕ

∗
k íà ìàòðèöû îðòîïðîåêòîðîâ. Ïðè ýòîì îïåðàòîð A òàê æå,

êàê è â ñëó÷àå ÂÌÈ, íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ÿäðî îïåðàòîðàA ñîäåðæèò ìàòðèöû, ðàíã êîòîðûõ ðàâåí
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1 èëè 2. Ýòîò ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí â [3] äëÿ RD áåç äîêàçàòåëü-
ñòâà.

Â ïðîñòðàíñòâå CD ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò íåèçâåñòåí.
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ÔÎÐÌÓËÀ ËÅÔØÅÖÀ ÄËß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÛÕ
ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÏËÅÊÑÎÂ

Í.Ð. Èçâàðèíà, À.Þ. Ñàâèí (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ)
izvarinanat@gmail.com, a.yu.savin@gmail.com

Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Ëåôøåöà [1] âûðàæàåò ÷èñëî Ëåôøåöà
äèôôåîìîðôèçìà ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ â òåðìèíàõ
âêëàäîâ åãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïîçæå Àòüÿ è Áîòò [2] îáîáùèëè
êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ýíäîìîðôèçìîâ êîìïëåêñîâ ïñåâ-
äîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Öåëü íàøåé ðàáîòû � äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëåôøåöà â
îòíîñèòåëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé òåîðèè. Ýòà òåîðèÿ áûëà ïîòðîåíà
Á.Þ. Ñòåðíèíûì [3] êàê òåîðèÿ çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè íà ïîäìíîãîîá-
ðàçèè ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè.

Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ïàðû (M,X), ãäå M � ãëàäêîå çà-
ìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à X � åãî ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè ν
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âëîæåíèåì i : X ↪→M .

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà

0 →
Hs0(M,E0)

⊕
Ht0(X,F0)

d0−→
Hs1(M,E1)

⊕
Ht1(X,F1)

d1−→ . . .
dm−1−→

Hsm(M,Em)
⊕

Htm(X,Fm)
→ 0, (1)
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ãäå Ej , Fj � êîìïëåêñíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä M è íàä X
ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû

dj =

(
Aj Cj
Bj Dj

)
ñîäåðæàò êëàññè÷åñêèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (íèæå
ÏÄÎ) Aj íàM è Dj íà X. Ãðàíè÷íûé è êîãðàíè÷íûé îïåðàòîðû Bj
è Cj ðàâíû Bj = D′′

X,ji
∗D′′

M,j , Cj = D′
M,ji∗D

′
X,j , ãäå D

′
M,j , D

′′
M,j è

D′
X,j , D

′′
X,j � ÏÄÎ íà M è íà X ñîîòâåòñòâåííî.

Ýëåìåíòàðíûé ãðàíè÷íûé è äâîéñòâåííûé êîãðàíè÷íûé îïåðà-
òîðû îïðåäåëÿþòñÿ êàê

i∗ : Hs(M,E) −→ Hs−ν/2(X,E|X), i∗ : u 7−→ u|X , s > ν/2,

i∗ : H−s+ν/2(X,E|X) −→ H−s(M,E), s > ν/2.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñîì, ò.å. dj+1dj =
0 äëÿ âñåõ j.

Ïóñòü äàí äèôôåîìîðôèçì g : M → M , òàêîé ÷òî g(X) = X, è
äàíû èçîìîðôèçìû âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé

ΦjM : g∗Ej −→ Ej , ΦjX : g∗Fj −→ Fj ,

ãåîìåòðè÷åñêèé ýíäîìîðôèçì êîìïëåêñà (1) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

T j =

(
ΦjM ◦ g∗ 0

0 ΦjX ◦ g∗

)
:
C∞(M,Ej)

⊕
C∞(X,Fj)

−→
C∞(M,Ej)

⊕
C∞(X,Fj)

.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñ (1) íàçûâàåòñÿ g-èíâàðèàíòíûì, åñ-
ëè djT j = T j+1dj äëÿ âñåõ j.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà g
íåâûðîæäåííûå â ñìûñëå ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà x äèôôåîìîðôèçìà g
(g(x) = x) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé äëÿ g, åñëè åñëè ó äèôôå-
ðåíöèàëà dg(x) : TxM → TxM íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ
1.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè äèô-
ôåîìîðôèçìà g íåâûðîæäåííûå. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà Ëåôøåöà

Ld(g) =
∑
x∈ΩM

∑m
k=0(−1)ktrΦkM (x)

|1− dg(x)|
+
∑
x∈ΩX

∑m
k=0(−1)ktrΦkX(x)

|1− dg|X(x)|
,
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ãäå Ld(g) � ÷èñëî Ëåôøåöà ýíäîìîðôèçìà g êîìïëåêñà (1), ΩM =
{x ∈M | g(x) = x} è ΩX = {x ∈ X | g(x) = x}.

Ëèòåðàòóðà
1. S. Lefschetz. Intersections and transformations of complexes and

manifolds / S. Lefschetz // Trans. Amer. Math. Soc. � 1926. � Vol. 28.
No. 1. P. 1-49.

2. M.F. Atiyah. A Lefschetz �xed point formula for elliptic complexes.
I / M.F. Atiyah, R. Bott // Ann. of Math. � 1967. � Vol. 86. P. 347-407.

3. B.Yu. Sternin. Elliptic and parabolic problems on manifolds
with boundary consisting of components of di�erent dimension / B.Yu.
Sternin // Trans. Moscow Math. Soc. � 1966. � Vol. 15. P. 387-429.

ÄÐÎÁÍÛÅ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ

ÏÐÎÖÅÑÑÎÌ ËÅÂÈ
Ì. Èëîëîâ, Ñ.Ì. Ëàøêàðáåêîâ, Äæ.Ø. Ðàõìàòîâ
(Äóøàíáå, Öåíòð èííîâàöèîííîãî ðàçâèòèÿ íàóêè è íîâûõ

òåõíîëîãèé ÍÀÍÒ)
ilolov.mamadsho@gmail.com

1. Ïðîöåññû Ëåâè. Ïðîöåññ Ëåâè îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç η(t) èìå-
åò ñòàöèîíàðíûå è íåçàâèñèìûå ïðèðàùåíèÿ ïîäîáíî áðîóíîâñêî-
ìó äâèæåíèþ B(t), îäíàêî â îòëè÷èå îò B(t) ïðîöåññ η(t) äîïóñ-
êàåò ðàçðûâíûå òðàåêòîðèè. Òàêîé ïðîöåññ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü
áîëåå ðåàëèñòè÷åñêèå ìîäåëè. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåíî,
÷òî êëàññû ìîäåëåé îñíîâàííûå íà ðàçðûâíûõ ïðîöåññàõ Ëåâè áîëåå
òî÷íî îïèñûâàþò äàííûå î öåíàõ íà àêöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè-
÷åñêîé ìîäåëüþ Ñàìóåëüñîíà-Áëåêà-Øîóëñà ïîëó÷åííîé èç áðîóíîâ-
ñêîãî äâèæåíèÿ. Â ðàáîòå [2] ââåäåíî ôðàêòàëüíîå äâèæåíèå Ëåâè â
âèäå äðîáíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà - Ëèóâèëëÿ

Lα,H(t) =
1

Γ(H + 1/2)

t∫
0

(t− τ)H−1/2dLα(τ),

ãäå Lα(t) - îáû÷íîå ñèììåòðè÷íîå α-óñòîé÷èâîå äâèæåíèå Ëåâè,
0 < α ⩽ 2, 0 < H ⩽ 1. Òàêèå äâèæåíèÿ âñòðå÷àþòñÿ ïðè àíàëèçå
ñëîæíûõ ãåîôèçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå ãåîòåð-
ìàëüíûõ èëè íåôòåíîñíûõ ðåçåðâóàðîâ [3].
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Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ îäíîãî êëàññà äðîáíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà äèôôóçèè ñ ïðîöåññîì Ëåâè.
Ñäåëàíà ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ àíàëèçà òåîðèè áåëîãî øóìà äëÿ ïðî-
öåññâî Ëåâè.

2. Ïðîñòðàíñòâà Ëåâè-Õèäà-Êîíäðàòüåâà. Â ýòîì ïóíêòå îïðå-
äåëåíû àíàëîãè Ëåâè ïðîñòðàíñòâà îñíîâíûõ ôóíêöèé Õèäà-
Êîíäðàòüåâà è äâîéñòâåííûå ê íåìó ïðîñòðàíñòâà ðàñïðåäåëåíèé
Õèäà-Êîíäðàòüåâà.

Ïðîñòðàíñòâî îñíîâíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ôóíêöèé Ëåâè-Õèäà-
Êîíäðàòüåâà îáîçíà÷åííîå ÷åðåç (S)ρ = (S)Lρ ñîñòîèò èç ôóíêöèé

ϕ =
∑
α∈J

cαKα(ω) ∈ L2(µ(L)), cα ∈ R, J ∈ R+

òàêèõ, ÷òî

‖ϕ‖2ρ,k =
∑
α∈J

c2α(α!)
1+ρ(2N)kα <∞.

Ïðîñòðàíñòâî ñòîõàñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé Ëåâè-Õèäà-
Êîíäðàòüåâà îáîçíà÷åííîå ÷åðåç (S)ρ = (S)Lρ ñîñòîèò èç ôîðìàëü-
íûõ ðàçëîæåíèé

F =
∑
α∈J

bαKα(ω)

òàêèõ, ÷òî

‖F‖−ρ,−q =
∑
α∈J

b2α(α!)
1+ρ(2N)qα <∞.q ∈ N.

Ïðîñòðàíñòâî (S)0 = (S)
(L)
0 íàçûâààåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì îñíîâ-

íûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ôóíêöèé Ëåâè-Õèäà, à (S)∗ = (S)
(L)
−0 ïðîñòðàí-

ñòâîì ñòîõàñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé Ëåâè-Õèäà.
Âñþäó çäåñü Kα(ω) = I|α|(δ

⊗̂α)(ω), µ(L) - ñëó÷àéíàÿ ìåðà Ëåâè.
Ïðîöåññ áåëîãî øóìà Ëåâè η̇(t) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ

η̇(t) =M1/2
∞∑
i=1

ξi(t)Kε(k(i,1))(ω).

3. Ïðîèçâåäåíèå Âèêà, ïðåîáðàçîâàíèå Ëåâè-Ýðìèòà è èíòåãðàë
Ñêîðîõîäà. Ïóñòü F =

∑
α∈J

aαKα ∈ (S)
(L)
−1 , G =

∑
β∈J

bβKβ ∈ (S)
(L)
−1 .

Òîãäà ïðîèçâåäåíèå Âèêà F �G çàäàåòñÿ ðàçëîæåíèåì
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F �G =
∑
α,β∈J

aαbβKα+β =
∑
γ∈j

(
∑

α+β=γ

aαbβ)Kγ .

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà (S)ρ è (S)−ρ 0 ⩽ ρ ⩽ 1 ÿâëÿþòñÿ
çàìêíóòûìè îòíîøåíèÿìè îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ Âèêà.

Ïóñòü F =
∑
α∈J

aαKα ∈ (S)
(L)
−1 . Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåâè-Ýðìèòà

HF ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà (CN)c âñåõ êîíå÷íûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â C îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì

HF (ξ1, ξ2, ...) =
∑
α∈I

aαξ
α ∈ C,

ãäå ξ = (ξ1, ξ2, ...) ∈ C è ξα = ξα1
1 , ξα2

2 , ..., ξαm
m , åñëè α =

(α1, α2, ..., αm) ∈ I ⊂ R+.
Ïóñòü Y (x), x ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ïðîöåññîì, ïðè÷åì

E(Y 2(x)) <∞ äëÿ âñåõ x ∈ Rn.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî x ∈ Rn ïðîöåññ Y (x) äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

Y (x) =

∞∑
n=0

In(fn(·, x)),

ãäå fn(·, x) ∈ L2((λ× λ)n) ñ ïàðàìåòðîì x.
Ïóñòü

∞∑
n=0

(n+ 1)!‖f̃n‖2L2((λ×n)n+1) <∞,

ãäå f̃(x(1), z1, ..., x
(n), zn, x, z) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèçàöèåé

zfn(x
(1), z1, ..., x

(n), zn, x) îòíîñèòåëüíî n+ 1 ïåðåìåííûõ

y1 = (x(1), z1), ..., yn = (x(n), zn), yn+1 = (x, z) = (x(n+1), zn+1).

Òîãäà èíòåãðàë Ñêîðîõîäà îò Y îòíîñèòåëüíî η îïðåäåëÿåòñÿ òàê∫
Rn

Y (x)δη(x) =

∞∑
n=0

In+1(f̃).

4. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ áåëûì øóìîì Ëåâè. Ðàññìîò-
ðèì äðîáíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
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{
cDγ

t U(t, x) = 1
24U(t, x) + U(t, x) � η̇(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rn

U(0, x) = f(x), x ∈ Rn, 0 < γ < 1,
(1)

ãäå f -äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ.
Áåðåì ïðåîáðàçîâàíèå Ýðìèòà è ïîëó÷èì äåòåðìèíèðîâàííîå

äðîáíîå óðàâíåíèå ïî u(x, t, ζ) ñ ïàðàìåòðîì ζ ∈ (CN)c{
cDγ

t u(t, x, ζ) =
1
24U(t, x, ζ) + u(t, x, ζ)Hη̇(t, x, ζ),

U(0, x, ζ) = f(x), 0 < γ < 1.
(2)

Çàäà÷à (2) ìîæåò áûòü ðàçðåøåíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
Ôåéíìàíà-Êàöà. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü B̂(t) âñïîìîãàòåëüíîå áðîóíîâ-
ñêîå äâèæåíèå íà âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω̂, F̂ , {Ft}t ⩾ 0, P̂ ) íå
çàâèñèìîå îò B(t).

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

u(t, x, ζ) = Êx[f(B̂(t)) exp[
1

Γ(1− α)

t∫
0

(t− s)−αHη̂(s, B̂(s), ζ)ds]] (3)

ãäå ÷åðåç Êx îáîçíà÷åíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî P̂ ,
êîãäà B̂(0) = x. Áåðÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýðìèòà ïðèõîäèì ê
óòâåðæäåíèþ.

Òåîðåìà. Åäèíñòâåííûì (S)−1 ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ÿâëÿåòñÿ

U(t, x) = Êx[f(B̂(t)) exp �[ 1

Γ(1 + x)

t∫
0

(t− s)−α × η̇(s, B̂, (s))ds]]

ãäå ÷åðåç exp �[·] îáîçíà÷åíà ýêñïîíåíòà Âèêà, îïðåäåëÿåìàÿ îáû÷íî
÷åðåç

exp �[F ] =
∑ 1

n
!F ⋄n, F ∈ (S)−s

è
F ⋄n = F � F � . . . � F

F � F � . . . � F n ðàç.
Îòìåòèì, ÷òî äðîáíûå ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðî-

èçâîäíûõ èçó÷åíû äðóãèìè ìåòîäàìè â ðàáîòàõ [5,6].
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ÊÂÀÇÈÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÇÀÄÀ× Â

ÑËÀÁÎ-ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÑÐÅÄÀÕ 1

À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà, Ñ.À. Ìàëîâ
(Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ)

tyukhtina@iee.unn.ru

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêè êðàåâûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ðàçëè÷íûõ êâàçèñòàöèîíàðíûõ
ïðèáëèæåíèÿõ [1-5] â ñëàáî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-
íåíèå ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ñ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ â
çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñòåïåíü íåîäíîðîä-
íîñòè ñðåäû [6,7]. Â ðàìêàõ èåðàðõèè êâàçèñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà �
23-21-00440, https://rscf.ru/project/23-21-00440/
© Êàëèíèí À.Â., Òþõòèíà À.À., Ìàëîâ Ñ.À., 2023
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ïðåäëàãàþòñÿ è îáîñíîâûâàþòñÿ èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
çàäà÷.
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×ÀÑÒÍÛÌÈ ÈÍÒÅÃÐÀËÀÌÈ Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ È
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ ÏÐÅÄÅËÀÌÈ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß
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Ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïðèâîäÿò-
ñÿ ðàçëè÷íûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è [1�4].
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè èíòåãðà-
ëàìè

x(t, s) =
t∫
a

c(τ, s)x(τ, s)dτ +
t∫
a

d∫
c

k(τ, s, σ)x(τ, σ)dτdσ + f(t, s) (1)

ãäå t ∈ [a, b], s ∈ [c, d], çàäàííûå ôóíêöèè c(τ, s), k(τ, s, σ), f(t, s) è
f ′t(t, s) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, à èíòåãðàëû ïîíè-
ìàþòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà.

Íàéòè ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) â ÿâíîì ñëó÷àå äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíî. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà
ïðèáëèæåííûõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äâóìåðíîãî èíòå-
ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

x(t, s) =
t∫
a

d∫
c

r(t, s, τ, σ)x(τ, σ)dτdσ+g(t, s) ≡ (Rx)(t, s)+g(t, s), (2)

Â óðàâíåíèè (2) r(t, s, τ, σ) � íåïðåûâíîå ÿäðî è g(t, s) � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â C(D), òàê êàê
ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ êîìïàêòíîãî â C(D) îïåðàòîðà R ðàâåí íó-
ëþ [1,2,4], è ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàóéäåíî ìåòîäîì ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî ïðèìåíÿþò ìåòîä
ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð (ÌÌÊ).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÌÊ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) îòðåç-
êè [a, b] è [c, d] ðàçáèâàþòñÿ íà ÷àñòè òî÷êàìè tp = a + ph(p =
0, 1, . . . , P, a+Ph ⩽ b < (P +1)h), sq = c+ qg(q = 0, 1, . . . , Q, c+Qg ⩽
d < (Q + 1)g), â óðàâíåíèè (2) t è s çàìåíÿþòñÿ íà tp è sq ñîîò-
âåòñòâåííî, à èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé. Òàêèì îáðà-
çîì (2) çàìåíÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
x(ti, sj) (i = 0, 1, . . . , P ; j = 0, 1, . . . , Q). Îòáðàñûâàÿ â ýòîé ñèñòåìå
óðàâíåíèé îñòàòêè, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïðèáëèæåííûõ

çíà÷åíèé xpq ôóíêöèè x â òî÷êàõ (tp, sq) : xpq=hg
p∑
i=0

Q∑
j=0

γpqijrpqijxij+

fpq+δpq, (3) (p = 0, 1, . . . , P ; q = 0, 1, . . . , Q), ãäå fpq = f(tp, sq), à δpq
� ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ óðàâíåíèé ñèñòåìû (3) ñ xpq. Ñïðà-
âåäëèâà

Òåîðåìà. Ïóñòü â êóáàòóðíîé ôîðìóëå îñòàòêè ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî p, q ïðè h, g → 0, |γpqij | ⩽ A < ∞
è ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíî-
ñèòåëüíî p, q ïðè h, g → 0. Òîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ h
è g ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xpq(p = 0, 1, . . . , P ; q = 0, 1, . . . , Q) ìî-
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æåò áûòü íàéäåíî èç ñèñòåìû (3), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî çàäàííî-
ãî ε > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå h0 è g0, ÷òî ïðè h < h0 è g < g0
|xpq − x(tp, sq)| < ε (p = 0, 1, . . . , P ; q = 0, 1, . . . , Q).

Äàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåé-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè âèäà

x(t, s) =
t∫
a

c(τ, s)x(τ, s)dτ+
t∫
a

d∫
c

k(τ, s, σ, x(τ, σ))dτdσ+f(t, s), (4)

ãäå t ∈ [a, b], s ∈ [c, d], u ∈ (−∞,+∞), çàäàííûå ôóíêöèè c(τ, s),
k(τ, s, σ, u), f(t, s) è ôóíêöèÿ f ′t(t, s) íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ, ôóíêöèÿ k(τ, s, σ, u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
|k(τ, s, σ, u)−k(τ, s, σ, v)| ⩽ N |u−v|, à èíòåãðàëû ïîíèìàþòñÿ â ñìûñ-
ëå Ëåáåãà.

Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû óäîáíî ðåàëèçîâûâàòü ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ python.
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Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïîëóëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíî-
ìó âêëþ÷åíèþ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå E:

CDq
0x(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)), (1)

ãäå CDq
0 � äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïîðÿäêà q ∈ (0, 2], A :

D(A) ⊂ E → E � çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, F : [0, T ]×E ⊸ E
� ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Äëÿ âêëþ÷åíèÿ (1) ïðèâîäÿòñÿ: ðåøåíèå çàäà÷è òèïà Êîøè ñ
ëîêàëüíûìè è íåëîêàëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè; îïèñàíèå òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâ ðåøåíèé; ðåøåíèå ïåðèîäè÷åñêîé è
àíòèïåðèîäè÷åñêîé êðàåâûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå äëÿ ñëó÷àÿ çàâèñè-
ìîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îïåðàòîðà îò îòêëîíÿþùåãîñÿ àðãóìåíòà; ïðî-
áëåìû àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé; ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå çàäà÷ óïðàâ-
ëÿåìîñòè è äðóãèå ðåçóëüòàòû.
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ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÒÎÄÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß
ÁÈÔÓÐÊÀÖÈÉ Â ÒÐ�ÕÌÅÐÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Ì.Ì. Êàðèìîâ, Ý.Ì. Ìóõàìàäèåâ,È.Äæ. Íóðîâ
(ÒÍÓ, Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

azharsoft@mail.ru

Â ðàáîòå [1] äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âèäà

ẋ = F (x, µ), (1)

ïðèâåäåíà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Õîïôà. Çäåñü x ∈ Rn, µ ∈ R, à
F (x, µ) � íåïðåðûâíî � äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x, µ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ñåìåéñòâî
x = x(µ) ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ò.å. F (x(µ), µ) = 0. Ïðîèçâîäÿ çà-
ìåíó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî x(µ) ≡ 0,
òî åñòü F (0, µ) ≡ 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì µ = µ0, (íà-
ïðèìåð, ïðè µ0 = 0), ìàòðèöà ßêîáè Fx(0, µ0) èìååò äâà ÷èñòî ìíè-
ìûõ ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ±iβ è íå ñóùåñòâóþò äðóãèõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Fx(0, µ0), öåëî÷èñëåííûõ êðàòíûõ
iβ. Ïóñòü α(µ) + iβ(µ) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî ïàðàìåòðó µ ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ iβ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

α
′
(0) = 0. (2)
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Òåîðåìà Õîïôà [1]. Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâó-
þò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè µ = µ(ε) è T = T (ε), çàâèñÿùèå îò ïà-
ðàìåòðà ε, µ(0) = 0, T (0) = 2πβ−1 è òàêèå, ÷òî ó óðàâíåíèÿ (1)
ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ x(t, ε) ïåðèîäà T (ε),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

a(ε) = max
t

|x(t, ε)| → 0,

ïðè ε→ 0.
Íèæå èññëåäóåòñÿ áèôóðêàöèÿ Õîïôà, êîãäà n = 3 ïðè ìåíåå

îãðàíè÷èòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ F (x, µ). Â îòëè÷èå îò óñëî-
âèé Õîïôà ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî ôóíêöèÿ F (x, µ) � äèôôåðåíöèðó-
åìà ïî ïåðåìåííîé x è Fx(x, µ)�íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-
ìåííûõ x, µ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ α(µ) + iβ(µ) ïî ïàðàìåòðó µ íå ãàðàíòèðîâàíà. Ïî ýòîìó â
ìåñòî óñëîâèå α

′
(µ0) 6= 0 â òåîðåìå Õîïôà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ+k > 0, δ−k > 0 ñòðåìÿùèéñÿ ê íóëþ,
òàêèå ÷òî α(µ0 − δ−k )α(µ0 + α+

k ) < 0, k = 1, 2, . . .. Íèæå ýòî óñëîâèå
ïîëó÷àåì íåïîñðåäñòâåííî ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèöû ßêîáè Fx(0, µ).

Â ðàáîòå äëÿ âûÿñíåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ïðèìåíÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû [2] (âïîëíå íåïðåðûâíûå âåê-
òîðíûå ïîëÿ, ïðèíöèï ñìåíà èíäåêñà, ãîìîòîïèÿ âïîëíå íåïðåðûâ-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé).

Ñèñòåìó (1) ðàññìîòðèì â ñëó÷àé n = 3, ò.å

F (x, µ) = (F1(x1, x2, x3, µ), F2(x1, x2, x3, µ), F3(x1, x2, x3, µ))
T . (3)

Òîãäà ìàòðèöû ßêîáè Fx(0, µ) ïðèìåò âèä

Fx(x, µ) =

 a11(µ) a12(µ) a13(µ)
a21(µ) a22(µ) a23(µ)
a31(µ) a32(µ) a33(µ)

 ,

ãäå aij(µ) = ∂Fi

∂xj
(0, 0, 0, µ), i, j = 1, 2, 3.

Ïóñòü x(t, µ)−T (µ) � íåíóëåâûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì: ñóùåñòâóþò µk → µ0, T (µk) →
T0 > 0,

a(µk) = max
t

|x(t, µk)| → 0, k → ∞.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà [3] èìååì

F (x(t, µ), µ) = Fx(x(0, µ)x(t, µ) + ω(x(t, µ), µ).
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|ω(y, µ)|
|y|

→ 0, |y| → 0.

È ââåäÿ îáîçíà÷åíèå yk(t) = x(t, µk)/a(µk) â ñèëó

ẋ(t, µ) ≡ F (x(t, µ), µ)

èìååì
ẏk(t) = A(µk)yk(t) + ωk(t),

ãäå ωk(t) → 0 ïðè k → ∞. Òàê êàê yk(t) − T (µk)- ïåðèîäè÷å-
ñêèå ðåøåíèå, maxt |yk(t)| = 1, T (µk) → T0 òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
ẏ(t) = A(µ0)y(t), èìååò íåíóëåâîå T0 � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå.
Îò ñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòð σ(A(µ0)) ìàòðèöû A(µ0) ñîäåðæèò ïà-
ðà ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð:
σ(A(µ0)) = {±iβ0, γ}, òî åñòü êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ ìàòðèöû A(µ)

λ3 + a1(µ)λ
2 + a2(µ)λ+ a3(µ) = 0, (4)

ïðè µ = µ0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì a1(µ0) = −γ, a2(µ0) =
β2
0 , a3(µ0) = −β2

0γ. Çäåñü a1(µ) = −(a11(µ) + a23(µ) + a33(µ)),
a2(µ) = a11(µ)a22(µ) − a12(µ)a21(µ) + a11(µ)a33(µ) − a13(µ)a31(µ) +
a22(µ)a33(µ)− a23(µ)a32(µ), a3(µ) = − detA(µ).

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè γ 6= 0, òî èìåþò ìåñòî

a3(µ) = a1(µ)a2(µ), a2(µ) > 0, a1(µ) 6= 0, ïðè µ = µ0.

Îáîçíà÷èì

α(µ) = a3(µ)− a1(µ)a2(µ).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a1(µ) 6= 0, a2(µ) > 0, ïðè µ = µ0 è
ñóùåñòâóþò òàêèå δ+k > 0, δ−k > 0 ñòðåìÿùèéñÿ ê íóëþ, ÷òî
α(µ0 − δ−k )α(µ0 + δ+k ) < 0, k = 1, 2, . . . , òîãäà òî÷êà µ = µ0 ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷êà áèôóðêàöèè Õîïôà äëÿ ñèñòåìû (1).
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Â äàííîì ðàáîòå ðå÷ü èäåò î êîýðöèòèâíûõ íåðàâåíñòâàõ è ðàç-
äåëèìîñòè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Â ðàáîòàõ (ñì.[1]-[4] è èìåþùèåñÿ òàì ññûëêè) èññëåäóþòñÿ
êîýðöèòèâíûå ñâîéñòâà è ðàçäåëèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ.

Â ïðîñòðàíñòâå L2(R
n) ðàññìàòðèâàåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå

−
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ V (x, u)u(x) = f(x), u(x) ∈W 2

2,loc(R
n), (1)

ãäå aij(x) ∈ C2(Rn), à V (x, z) -ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëîæèì, ÷òî V (x, z) ∈ C1(Rn×C). Äëÿ ôîð-

ìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ââåäåì ôóíêöèè

F (x, ξ, η) = V
1
2 (x, z), ξ = Rez, η = Imz,

Q(x, ξ, η) = V (x, z), ξ = Rez, η = Imz.

Ïóñòü äëÿ âñåõ x ∈ Rn, ω = (ξ+iη) ∈ C, Ω = (µ+iν) ∈ C ôóíêöèÿ
F (x, ξ, η) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì∥∥∥∥a− 1

2
ij (x)

∂aij(x)

∂xi
F−1

∥∥∥∥2 ⩽ σ1, (2)

∥∥∥∥a 1
2
ij(x)ρ

−1 ∂ρ

∂xi
F−1

∥∥∥∥2 ⩽ σ2, (3)

∥∥∥∥a 1
2
ij(x)F

− 1
2
∂F

∂xi
F− 3

2

∥∥∥∥2 ⩽ σ3, (4)∥∥∥∥a 1
2
ij(x)F

− 1
2 (
∂F

∂ξ
µ+ ν

∂F

∂η
)ω;C

∥∥∥∥ ⩽ δ1

∥∥∥F 1
2Ω;C

∥∥∥ . (5)
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Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Rn, ω = (ξ + iη) ∈ C, Ω =
(µ+ iν) ∈ C âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà∥∥∥∥a 1

2
ij(x)F

−1 ∂Q

∂xi
F−2

∥∥∥∥2 ⩽ σ4, (6)

∥∥∥∥a 1
2
ij(x)F

−1(
∂Q

∂ξ
µ+ ν

∂Q

∂η
)ω;C

∥∥∥∥ ⩽ δ2 ‖FΩ;C‖ . (7)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2) �(7) è ïóñòü ÷èñëà

σj , (j = 1, 4), δ1, δ2 òàêèå, ÷òî

σ1 + σ2 <
4

3n2
,

2

n2(σ1 + σ2 + σ3)
< 1− δ1,

2

n2(σ1 + σ2 + σ4)
< 1− δ2

Òîãäà óðàâíåíèå (1) ðàçäåëÿåòñÿ â L2(R
n), è äëÿ âñåõ ôóíêöèé

u(x) ∈ L2(R
n) ∩ W 2

2,loc(R
n) òàêèõ, ÷òî f(x) ∈ L2(R

n), âûïîëüíÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå êîýðöèòèâíîå íåðàâåíñòâî:∥∥∥∥∥∥

n∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
;L2(R

n)

∥∥∥∥∥∥+ ‖V (x, u)u;L2(R
n)‖+

+

n∑
i,j=1

∥∥∥∥a 1
2
ij(x)V

1
2 (x, u)

∂u

∂xj
;L2(R

n)

∥∥∥∥ ⩽M‖f(x);L2(R
n)‖, (1)

ãäå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî Ì íå çàâèñèò îò u(x), f(x).
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ÎÖÅÍÊÈ ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÃÐÀÍÈ×ÍÎÃÎ
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krotov@bsu.by

Ïóñòü X � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ïî-
ðîæäåíà êâàçèìåòðèêîé d, ò.å. çàäàíà ôóíêöèÿ d : X × X → [0,∞)
óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì àêñèîìàì ìåòðèêè, òîëüêî íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì: ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-
ëî Kd ⩾ 1, ÷òî äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d(x, y) ⩽ Kd[d(x, z) + d(z, y)].

Ïóñòü íà X çàäàíà òàêæå σ-êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ, ïðè÷åì
ìåðà êàæäîãî øàðà B(x, t) := {y ∈ X : d(x, y) < t} êîíå÷íà è ïîëî-
æèòåëüíà.

Ïðîèçâåäåíèå X := X × I, ãäå I = (0, t0), 0 < t0 ⩽ +∞ ñíàáäèì
ñòàíäàðòíîé ìåðîé-ïðîèçâåäåíèåì µ ⊗ m1 (m1 � îäíîìåðíàÿ ìåðà
Ëåáåãà íà I).

Äëÿ ôóíêöèè u : X → C è x ∈ X îïðåäåëèì îáëàñòè

D(x) := {(y, t) ∈ X : d(x, y) < t}, x ∈ X,

ïîäõîäà ê òî÷êàì x ∈ X ¾ãðàíèöû¿ X è ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñè-
ìàëüíóþ ôóíêöèþ

Nu(x) := sup{|u(y, t)| : (y, t) ∈ D(x)}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå H0(X) äëÿ êëàññà âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
(ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè íå îòîæäåñòâëÿþòñÿ) u : X → C, äëÿ êî-
òîðûõ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Nu êîíå÷íà µ-ïî÷òè âñþäó.

Äàëåå äëÿ p > 0 ââåäåì êëàññû Hp(X), ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé
u ∈ H0(X), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖u‖Hp(X) := ‖Nu‖Lp(X).

Äàëåå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Mq
αu(x) := sup

 1

να(D(x, t, h))

∫
D(x,t,h)

|u|qdνα : 0 < t, h < t0


1/q

,
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να(A) := α

t0∫
0

tα−1

∫
X

χA(y, t) dµ(y) dt, A ⊂ X, α > 0,

D(x, t, h) := {(y, s) ∈ X : d(x, y) < h, 0 < s < t}.

Çàïèñü A ≲ B îçíà÷àåò, ÷òî A ⩽ CB, ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì n > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

rn ≲ µ(B(x, r)), x ∈ X, r ∈ I, (1)

(≲ íå çàâèñèò îò x è r), 0 < p < q <∞, α := n(q/p− 1). Òîãäà äëÿ
ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Hp(X) äëÿ âñåõ λ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
(≲ íå çàâèñèò îò u è λ).

µ({Mq
αu > λ}) ≲

(‖Nau‖Lp(X)

λ

)q
.

Ïóñòü Hp
0(X) � çàìûêàíèå ïî êâàçèíîðìå ‖Nu‖Lp(X) êëàññà

íåïðåðûâíûõ â X × [0, t0) ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Äëÿ
êàæäîé ôóíêöèè u ∈ Hp

0(X) äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ∈ X ñóùåñòâóåò
D(x)-ïðåäåë, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì u∗(x).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé ôóíêöèè u ∈ Hp

0(X) äëÿ µ-ïî÷òè âñåõ x ∈ X ñïðàâåäëèâî ñîîò-
íîøåíèå

lim
t,h→0

1

να(D(x, t, h))

∫
D(x,t,h)

|u− u∗(x)|qdνα = 0.

Ïðè êîíêðåòíîì âûáîðå òðîéêè (X, d, µ) è I êëàññû Hp(X) è
Hp

0(X) ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ Õàð-
äè. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèò êëàññû Õàðäè Hp(Bn), p > 0, n ∈ N,
ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå Bn ⊂ Cn [1] èëè êëàññû
Õàðäè Hp(Rn+1

+ ), p > 0, n ∈ N, ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé èëè òåìïå-
ðàòóð â ïîëóïðîñòðàíñòâå Rn+1

+ [2].
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corona problem / C. Fe�erman, E.M. Stein // Acta Math. � 1972. �
V. 129, � 3�4. � P. 137�193.
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ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÌ
À.Â. Êà÷êèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

alisa-kachkina@mail.ru

Îïåðàòîðîì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ Lq íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð, ïîðîæ-
äåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì Lqy = −y′′ + q(x)y, ãäå ïî-
òåíöèàë q � íåïðåðûâíàÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, D(Lq) =
{y ∈ L2[0,+∞) : y, y′ àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà ëþáîì [a, b] ⊂
[0,+∞) è y(0) cosα+ y′(0) sinα = 0} � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòî-
ðà Lq. Òàêîé îïåðàòîð õîðîøî èçó÷åí è ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì
äëÿ äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîé q.

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëû,
áûñòðî ðàñòóùèå íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü ñ óñëîâèåì lim

x→+∞
q(x) =

+∞. Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè ñïåêòð îïåðàòîðà Lq äèñêðåòåí (ñì.
[3]). Çàíóìåðóåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà â ïîðÿäêå íåóáûâà-
íèÿ: λ1 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λn ⩽ . . . .

Ââåäåì êëàññû ôóíêöèé Q = {q ∈ C[0,+∞)∩C2(0,+∞) : q′′(x) ⩾
0, x ⩾ x0 è lim

x→∞

xq′(x)

q(x)
= +∞}, Qβ,µ = {q ∈ Q : lim

x→+∞

ln q(x)

lnβ x
= µ}.

Òîãäà ïðè β = 1 ðîñò ïîòåíöèàëîâ áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì è äëÿ
q(x) = xk, k > 0, â ðàáîòå [1] Ý. ×. Òèò÷ìàðø ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó

λn ∼
{
πkΓ( 32 + 1

k )

Γ( 32 )Γ(
1
k )

n

} 2k
k+2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p îáðàòíóþ ôóíêöèþ ê q, òî åñòü p(q(x)) = x.
Â ðàáîòå [2] áûëè íàéäåíû àñèìïòîòèêè äëÿ β ⩾ 2. Â ðàáîòå [4]
áûëè íàéäåíû àñèìïòîòèêè äëÿ β ∈ (3/2, 2] è äëÿ β ∈ (4/3, 3/2]. Â
ðàáîòå [5] áûëà íàéäåíà àñèìïòîòèêà äëÿ β ∈ (5/4, 4/3]. Òàêæå ðàíåå
â ðàáîòå [6] áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà äëÿ β ∈ (6/5, 5/4].

Òåîðåìà. Ïóñòü q ∈ Qβ,µ, cn = (πn)2, β ∈ (7/6, 6/5].
Òîãäà äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Lq ñïðàâåäëèâî

λn ∼ cn exp

(
−2µ

{
ln

1
β cn − 2µ

β
ln

2
β−1 cn + (2µ)2

3− β

2β2
ln

3
β−2 cn−

−(2µ)3
8− 6β + β2

3β3
ln

4
β−3 cn+(2µ)4

125− 150β + 55β2 − 6β3

24β4
ln

5
β−4 cn−
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−(2µ)5
108− 180β + 105β2 − 25β3 + 2β4

10β5
ln

6
β−5 cn

}
+ o(1)

)
, n→ +∞.

Ñëåäñòâèå. Ïîëó÷åííàÿ òåîðåìà îáîáùàåò èçâåñòíûå ðàíåå ðå-
çóëüòàòû èç ðàáîò [2], [4], [5], [6] äëÿ β èç äðóãèõ ïðîìåæóòêîâ.

Â çàêëþ÷åíèå âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü À.È.Êîçêî çà ïîëåçíûå
ñîâåòû è çàìå÷àíèÿ.
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kozlovskaja@bsu.by

Èñòîðè÷åñêè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, áûëè ðàç-
ðàáîòàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû
ïðåæäå âñåãî â ãèäðîäèíàìèêå, àýðîìåõàíèêå è ýëåêòðîäèíàìèêå.
Ïîýòîìó â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ãäå íàõîäÿò øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå ìåòîäû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îíè ïîëó÷èëè
íàçâàíèå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ñåé÷àñ òàêèå óðàâíåíèÿ
ìîäåëèðóþò ïðîöåññû ðàçëè÷íîé ïðèðîäû: ôèçè÷åñêèå, õèìè÷åñêèå,
áèîëîãè÷åñêèå, ýêîëîãè÷åñêèå, ýêîíîìè÷åñêèå è äð. Ýòè ìåòîäû ïðè-
ìåíÿþòñÿ è äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èíæåíåðíûõ çàäà÷.
Äàííûé ðàçäåë ìàòåìàòèêè îòëè÷àåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíîé èíôîðìàöè-
îííîé åìêîñòüþ, ÷òî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â åãî îñíîâå ëåæàò ôóíäà-
ìåíòàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñèììåòðèåé ïðîñòðàí-
ñòâà è âðåìåíè. Èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó, òàêèå íà ïåðâûé âçãëÿä
ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, êàê ðàñïðîñòðàíåíèå òåïëà â
ñïëîøíîé ñðåäå, äèôôóçèÿ õèìè÷åñêèõ êîìïîíåíò, ïðîíèêíîâåíèå
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â õîðîøî ïðîâîäÿùèé ìàòåðèàë è ðàñïðîñòðàíå-
íèå âîëí ýïèäåìèé, îïèñûâàþòñÿ îäèíàêîâûìè ïî ôîðìå óðàâíåíè-
ÿìè. Â òî æå âðåìÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-
êè èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèíàõ, òàêèõ, êàê ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, òåî-
ðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå,
÷èñëåííûå ìåòîäû è ò.ä. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ îáðàçóþò ðàçäåë ìàòåìàòèêè, êîòîðûé òåñíåéøèì îá-
ðàçîì ñâÿçûâàåò îáùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñ ïðèëîæåíèÿìè
� íàïðèìåð, ê ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå, âàðèàöèîííîìó èñ÷èñëåíèþ,
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, ìåõàíèêå, àñòðîíîìèè. Ñåãîäíÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íàõîäÿò ñâîå ïðèìåíåíèå è â òàêèõ îáëà-
ñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, êîòîðûå, íà ïåðâûé âçãëÿä, âåñüìà
äàëåêè îò ìàòåìàòèêè � íàïðèìåð, â ìåäèöèíå, êðèìèíàëèñòèêå,
ñîöèîëîãèè, ãåíåòèêå.

Ïîýòîìó ïðè ÷òåíèè ëåêöèé ïî êóðñó ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿ â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà, èëëþñòðèðó-
þùåãî âîçìîæíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ
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ñèòóàöèÿõ, àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðèìåðû èç ïðàêòèêè îáðàáîòêè
äàííûõ â ïðîöåññå èññëåäîâàíèé â ïðåäìåòíîé îáëàñòè. Îñíîâíàÿ
çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàó÷èòü ñòóäåíòà óìåíèþ ïðèìåíÿòü íà
ïðàêòèêå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðèêëàäíûõ âîïðî-
ñàõ, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäóëÿìè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Çàäà÷à, ðåøàåìàÿ ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
ìîæåò áûòü êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíà êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïîâå-
äåíèÿ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ â ïðîøëîì èëè ïðåäñêàçàíèÿ åãî ïîâå-
äåíèÿ â áóäóùåì, çíàÿ åãî ïîëîæåíèå â íàñòîÿùèé ìîìåíò.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ è ðåøåíèþ òà-
êîé ïðîáëåìû, êàê ïîìîùü ñîâðåìåííûõ ñðåäñòâ êîìïüþòåðíîé ìà-
òåìàòèêè â áîëåå ãëóáîêîì ïîíèìàíèè ñòóäåíòàìè èçó÷àåìûõ èìè
êëàññè÷åñêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ òåì. Íàïðèìåð, êóðñ ¾Äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿, èìåþùèé äåëî ñ ïî-
ñòàíîâêîé, èññëåäîâàíèåì è ðåøåíèåì êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýôôåêòèâíî äîïîëíåí ëàáîðàòîðíû-
ìè çàíÿòèÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì Wolfram Mathematica, ÷òî ïîçâî-
ëÿåò ñòóäåíòàì îçíàêîìèòüñÿ ñ ãðàôè÷åñêèìè âîçìîæíîñòÿìè ïàêå-
òà Mathematica, ïîçâîëÿþùèìè âèçóàëèçèðîâàòü âåêòîðíûå è ñêà-
ëÿðíûå ïîëÿ, ýôôåêòèâíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðåøåíèå îäíîìåðíûõ
óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èìåþùèéñÿ
â ïàêåòå Wolfram Mathematica ñïåöèàëèçèðîâàííûé èíñòðóìåíòàðèé
ïîçâîëÿåò ðåøàòü äâóìåðíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè â ðå-
æèìå ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà, âêëþ÷àåò â ñåáÿ ãîòîâûå ñðåäñòâà
ðåøåíèÿ çàäà÷ äèôôóçèè, òåïëîïðîâîäíîñòè, ýëåêòðîñòàòèêè, ñòðî-
èòåëüíîé ìåõàíèêè è äðóãèõ îáëàñòåé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ïàêåò Wolfram Mathematica, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê
è àíèìàöèè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Plot è
Manipulate ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ; äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ Êîøè è Ãóðñà äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî
ïîðÿäêà è âèçóàëèçàöèè ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Plot3D; äëÿ
âèçóàëèçàöèè ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â ñòåðæíå â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàçëè÷íûõ âíåøíèõ óñëîâèé; äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýêâèïîòåí-
öàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé.
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Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó âîëíîâîãî çîíäèðîâàíèÿ. Àêóñòè-
÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü, ëîêàëèçîâàííàÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
D ⊂ R3, çîíäèðóåòñÿ âîëíîâûìè ïîëÿìè, ïîðîæäåííûìè òî÷å÷íû-
ìè èñòî÷íèêàìè, ðàñïîëîæåííûìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Y ⊂ R3, ãäå
Y ∩ D = ∅. Àêóñòè÷åñêîå ïîëå u(x, t) = u(y)(x, t), âîçáóæäàåìîå â
ìîìåíò t = 0 èñòî÷íèêîì, íàõîäÿùèìñÿ â òî÷êå y ∈ Y , îïðåäåëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

1

c2(x)
u
(y)
tt (x, t) = ∆u(y)(x, t)− δ(x− y)g(t), x ∈ R3, t ⩾ 0;

u(y)(x, 0) = 0, u
(y)
t (x, 0) = 0, x ∈ R3.

Âåëè÷èíà c(x) > 0 åñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà â òî÷êå
x ∈ R3. Ýòà ôóíêöèÿ íåèçâåñòíà ïðè x ∈ D è c(x) ≡ c0 ïðè x ∈ R3\D,
ïîñòîÿííàÿ c0 çàäàíà.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î c(x), x ∈ D, ðàññåÿííîå ïîëå u =
u(y)(x, t), y ∈ Y èçìåðÿåòñÿ ïðè t > 0 â òî÷êàõ x = z ∈ Z, ãäå Z ⊂ R3

� ìíîæåñòâî äåòåêòîðîâ, ïðè÷åì Z ∩D = ∅. Ìíîæåñòâà èñòî÷íèêîâ
Y è äåòåêòîðîâ Z ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ èëè ñîâïàäàòü. Çàìåòèì, êðîìå
òîãî, ÷òî íàõîæäåíèå c(x) ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþ êîýôôèöèåíòà
ðåôðàêöèè ξ(x) = c−2(x)− c−2

0 , x ∈ D.
Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ëàïëàñà ñâîäèòñÿ [1] ê ëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ âèäà∫
D

ξ(x) dx

|x− y| |x− z|
= f(y, z), (y, z) ∈ Y × Z. (1)

â ðàìêàõ îáùåãî ïîäõîäà, ïðåäëîæåííîãî Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâûì [2].
Â [3] äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), îñ-
íîâàííàÿ íà ñâîéñòâå ïëîòíîñòè â L2(D) ñèñòåìû ôóíêöèé âèäà

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-71-10070).
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u(x)

|x− y|
, ãäå y ∈ Y , à u(x) ãàðìîíè÷íà â D. Òàêæå â [3] ïðèâåäå-

íû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1)
ñ ðàñïðåäåëåííûìè âû÷èñëåíèÿìè íà êëàñòåðå.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáîá-
ùåííîãî óðàâíåíèÿ Ëàâðåíòüåâà∫

D

ξ(x) dx

|x− y|n−2 |x− z|n−2
= f(y, z), (y, z) ∈ Y × Z, (2)

ãäå D ⊂ Rn, Y ⊂ Rn è Z ⊂ Rn, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Y ∩D = ∅ è
Z ∩D = ∅. Ïóñòü L åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ïðÿìàÿ â Rn, Y � îòêðûòûé
èíòåðâàë, ïðèíàäëåæàùèé íåîãðàíè÷åííîé êîìïîíåíòå L\D. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç H(D) = {u ∈ C2(D) : ∆u(x) = 0, x ∈ D} ìíîæåñòâî
âñåõ ðåãóëÿðíûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â D.

Òåîðåìà. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé ñåìåéñòâà{
u(x)

|x− y|n−2
: y ∈ Y, u ∈ H(D)

}
ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå L2(D).

Ýòà òåîðåìà îáîáùàåò óòâåðæäåíèå èç [3] è ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2). Äëÿ äðóãîãî
ìíîæåñòâà Y óòâåðæäåíèå ýòîãî âèäà ðàíåå äîêàçàíî â [4].

Ëèòåðàòóðà
1. Áàêóøèíñêèé À.Á. Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ òðåõìåðíîãî
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2. Ëàâðåíòüåâ Ì.Ì. Îá îäíîì êëàññå îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-
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4. Êîêóðèí Ì.Þ. Î ïîëíîòå ïðîèçâåäåíèé ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
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ÂÅÒÂËÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÑÂÈÔÒÀ-ÕÎÅÍÁÅÐÃÀ Ñ ÄÂÎÉÍÛÌ ÊÐÀÅÂÛÌ

ÓÑËÎÂÈÅÌ ÄÈÐÈÕËÅ
È.Â. Êîëåñíèêîâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

kolinna@inbox.ru

Ðàññìîòðåíî ñòàöèîíàðíîå ÑÕ-óðàâíåíèå (óðàâíåíèå Ñâèôòà-
Õîåíáåðãà) ïðè äâîéíîì êðàåâîì óñëîâèè Äèðèõëå. Èçëîæåíà ìå-
òîäèêà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ áèôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé ïðè
ìàëûõ è êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ çàêðèòè÷åñêîãî ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåò-
ðà. Âû÷èñëåíèÿ ïðîâåäåíû íà îñíîâå ìîäèôèöèðîâàííîé ïðîöåäó-
ðû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà, èñïîëüçóþùåé ðèòöåâñêóþ àïïðîêñèìàöèþ
ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè ïî çàðàíåå çàäàííîìó íàáîðó ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé (ìîä) ãëàâíîé ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñ ïîñëåäóþùåé
ðåäóêöèåé Ïóàíêàðå ê ôóíêöèè äâóõ êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ. Â ñëó-
÷àå ëîêàëüíîãî àíàëèçà âû÷èñëåíà ãëàâíàÿ ÷àñòü êëþ÷åâîé ôóíê-
öèè è âû÷èñëåíû ïðáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêàèå ïðåäñòàâëåíèÿ âåò-
âåé áèôóðöèðóþùèõ ðåøåíèé.

Îäèí èç áàçîâûõ ïðèíöèïîâ èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèé ðåøåíèé
íà÷àëüíî êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ è áîëåå
îáùèõ óðàâíåíèé îñíîâàí íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå âèäà

dv

dt
+Av = f(t, v) (0 < t ⩽ t0), v(0) = v0 ,

ãäå f(t, x) ïðè êàæäîì t ∈ [0, t0] � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðè óñëî-
âèè, ÷òî îïåðàòîð A ïîðîæäàåò ñèëüíî íåïðåðûâíóþ ïîëóãðóïïó
T (t), ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

v(t) = T (t)v0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, v(s))ds

(ìåòîä Äþàìåëÿ).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí ïðÿìîé è áîëåå ïðîñòîé ïîäõîä,

îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî ðàññìîòðåííûå â ðàáîòå áåñêîíå÷íîìåðíûå
äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ âàðèàöèîííûìè. Ýòî îáñòîÿòåëü-
ñòâî äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðÿìîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîå-
íèþ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ òðàåêòîðèé ñïóñêà äèíàìè÷åñêîé ñèñòå-
ìû â òî÷êè ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè. Òàêîé ïîäõîä òðåáóåò
ïðåäâàðèòåëüíîãî èçó÷åíèÿ áèôóðêàöèè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ìíîãî-
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè â óñëîâèÿõ ìíîãîìîäîâîãî

© Êîëåñíèêîâà È.Â., 2023
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âûðîæäåíèÿ (â ïîðîæäàþùåé òî÷êå ìèíèìóìà). Â êà÷åñòâå îñíîâíî-
ãî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ, èñïîëüçóåìîãî â ñòàòüå, ðàññìîòðåíî óðàâ-
íåíèå Ñâèôòà-Õîåíáåðãà

ẇ +∆2(w) + λ2 ∆(w) + λ1 w + w3 = 0 ,

w = w(x, t) , x = (x1, x2) ∈ Ω := [0, 1]× [0, 1] .

Î ÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÖÅÍÊÀÕ ÍÀÈÏÐÎÑÒÅÉØÈÕ
ÄÐÎÁÅÉ

Ì.À. Êîìàðîâ (Âëàäèìèð, ÂëÃÓ)
kami9@yandex.ru

Íàèïðîñòåéøèìè äðîáÿìè ïîðÿäêà n ïðèíÿòî íàçûâàòü ðàöèî-
íàëüíûå ôóíêöèè âèäà

ρn(z) =

n∑
k=1

1

z − zk
, n = 1, 2, . . . ; ρ0(z) ≡ 0,

ò.å. ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Íàèïðîñòåéøèå äðîáè øèðîêî èçâåñòíû è êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé

àïïàðàò ïðèáëèæåíèÿ, è êàê âñïîìîãàòåëüíûé èíñòðóìåíò, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèé ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé îáùåãî âèäà.

Â äîêëàäå ïðè òåõ èëè èíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîëþñû zk äðîáåé
ρn îáñóæäàþòñÿ îöåíêè ìåðû ìíîæåñòâ âèäà

{x ∈ E : |ρn(x)| ⩾ δ} (δ > 0),

ãäå E = [−1, 1] ëèáî E = R, è ñâÿçàííûå ñ ýòèìè îöåíêàìè çàäà÷è
àïïðîêñèìàöèè è çàäà÷è îá îöåíêàõ íîðì ïðîèçâîäíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ.

© Êîìàðîâ Ì.À., 2023
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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÅ ÐÅØÅÍÈÉ ÄÂÓ×ËÅÍÍÛÕ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

Í.Í. Êîíå÷íàÿ (Àðõàíãåëüñê, ÑÀÔÓ)
n.konechnaya@narfu.ru

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ðå÷ü ïîéäåò î ïîñòðîåíèè ìàòðèö òèïà
Øèíà-Çåòòëà (ñì.[1, ðàçäåë I, ñ.8]), òàêèõ, ÷òî êâàçèäèôôåðåíöèàëü-
íîå âûðàæåíèå, ïîðîæäåííîå èìè, ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì 2n-ãî ïîðÿäêà (n ⩾ 1) âèäà

l(y) := (−1)n(p(x)y(n))(n) + σ(k)(x)y,

ãäå k = 0, 1, ...n. Çäåñü êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ p òàêàÿ, ÷òî
p, 1p ∈ L1

loc[1,∞), à êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ σ òàêàÿ, ÷òî σ ∈
L1
loc[1, ∞), åñëè k < n, è σ2

p ∈ L1
loc[1,∞), åñëè k = n, ïðè÷åì ïðîèç-

âîäíàÿ k�ãî ïîðÿäêà îò σ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëå-
íèé.

Âî âòîðîé ÷àñòè äîêëàäà áóäóò îáñóæäàòüñÿ íåñêîëüêî òåîðåì î
ãëàâíîì ÷ëåíå àñèìïòîòèêè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
âèäà

l(y) = λy

ïðè x→ ∞, ãäå λ � ôèêñèðîâàííûé êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð. Ñôîð-
ìóëèðóåì îäíó èç íèõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèÿ p = (1 + r)−1, ãäå r ∈ L1[1,∞).
Ïóñòü äàëåå σ ∈ L1[1, ∞), åñëè k < n, è σ(1+ |σ|) (1+ |r|) ∈ L1[1, ∞),
åñëè k = n. Òîãäà óðàâíåíèå l(y) = λy ïðè λ 6= 0 èìååò ôóíäàìåí-
òàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé yj, j = 1, 2, ..., 2n, âèäà

yj(x) = ezjx(1 + o(1)),

ãäå zj � ðàçëè÷íûå êîðíè ñòåïåíè 2n èç (−1)nλ, à ñèìâîëîì o(1)
îáîçíà÷åíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x→ ∞.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ [2] � [4].
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ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ ÍÀ
ÊÂÀÇÈÁÀÍÀÕÎÂÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ1

Þ.Â. Êîðàáëèíà (Ðîñòîâ-íà-Äîíó, ÞÔÓ)
anaconda210150@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá îïèñàíèè òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ
êîìïîçèöèîííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â âåñîâûõ êâàçèáàíàõî-
âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Îòïðàâíûå ðåçóëüòàòû
äëÿ íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ ñîäåðæàòñÿ â ðàáîòå Í. Çîðáîñêà [1],
ãäå äëÿ ñëó÷àÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûëè óñòàíîâëåíû êðèòåðèè
îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà âåñîâîé êîìïîçèöèè, à
òàêæå ðàçðàáîòàíû ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê êîíêðåò-
íûì ïðîñòðàíñòâàì.

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû, êîòîðîé ïîñâÿùåí äîêëàä, ÿâëÿåòñÿ
ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèåâ îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè êîìïîçè-
öèîííûõ îïåðàòîðîâ â òåðìèíàõ äåëüòà-ôóíêöèé è èõ êîíêðåòíûõ
ðåàëèçàöèé â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ öåëûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü G � îáëàñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C, H(G) � ïðîñòðàí-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â G, ñ òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòàõ èç G, v � âåñ íà G, ò.å., íåïðåðûâíàÿ ïî-
ëîæèòåëüíàÿ íà G ôóíêöèÿ. Êàæäûé âåñ v íà G çàäàåò ñîîòâåòñòâó-
þùåå åìó áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

Hv(G) :=
{
f ∈ H(G) : ‖f‖Hv

= sup
z∈G

|f(z)|
v(z)

<∞
}

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ
ìîëîäûõ ó÷åíûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ïðîåêò ÌÊ-160.2022.1.1).
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è åãî çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Hv,0(G) :=
{
f ∈ H(G) : lim

|z|→δG

|f(z)|
v(z)

= 0
}
.

Âñþäó äàëåå X � êâàçèáàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ êâàçèíîðìîé ‖ · ‖,
íåïðåðûâíî âëîæåííîå â H(G). X∗ � ñîïðÿæåííîå ñ X ïðîñòðàíñòâî
ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X ñ ñîïðÿæåííîé íîðìîé
‖·‖∗, à δz � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè z ∈ G,
òî åñòü, δz : f 7→ f(z), f ∈ H(G).

Â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàí ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíè-
åì àáñòðàêòíîãî êðèòåðèÿ [1, òåîðåìà 2.1] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè G è ëþáîãî, íå îáÿçàòåëüíî ðàäèàëüíîãî, âåñà v íà G è êâà-
çèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ âìåñòî áàíàõîâûõ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé âåñ íà G. Ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð T : X 7→ Hv(G) êîððåêòíî îïðåäåë¼í è îãðàíè÷åí òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) δz(T ) ∈ X∗ ïðè âñåõ z ∈ G; á) sup
z∈G

‖δz(T )‖∗

v(z)
<∞.

Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåí êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè ïðîèçâîëüíî-
ãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àá-
ñòðàêòíîãî êðèòåðèÿ [1, òåîðåìà 3.2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü v � ïðîèçâîëüíûé âåñ íà G. Ëèíåéíûé îïåðà-
òîð T : X 7→ Hv,0(G) îãðàíè÷åí. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) T : X 7→ Hv,0(G) êîìïàêòåí.

(ii) T : X 7→ Hv(G) êîìïàêòåí è T (X) ⊆ Hv,0(G).

(iii) δz ◦ T ∈ X∗ ïðè ëþáîì z ∈ G è lim
|z|→δG

‖δz ◦ T‖∗

v(z)
= 0.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü êðèòåðèè
îãðàíè÷åííîñòè è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðîâ âåñîâîé êîìïîçèöèè,
óìíîæåíèÿ, à òàêæå ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ óìíîæåíèÿ è äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ íà âåñîâûõ êâàçèáàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ îáùåãî
è êîíêðåòíîãî âèäà â òåðìèíàõ íîðì äåëüòà-ôóíêöèé.

Ëèòåðàòóðà
1. Zorboska N. Intrinsic operators from holomorphic function spaces

to growth spaces. // Integr. Equ. Oper. Theory. � 2017. � V. 87, � 4.�
P. 581�600.
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ÍÀÂÜÅ � ÑÒÎÊÑÀ È ÈÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ

À.Â. Êîïòåâ
(Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, ÃÓÌÐÔ)
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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ 3D óðàâíåíèé Íàâüå
� Ñòîêñà è èññëåäîâàíû èõ îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì
ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ
âðåìåíè.

1. Óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà. Ïðåäñòàâëÿþò ñèñòåìó íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îïèñûâàþò äâèæåíèå
æèäêèõ è ãàçîîáðàçíûõ ñðåä ïðè íàëè÷èè âÿçêîñòè. Èìåþò áîëüøîå
ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå è èíòåðåñíû ñ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ. Äëÿ 3D äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè â áåçðàç-
ìåðíûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà âìåñòå ñ óðàâíåíèåì
íåðàçðûâíîñòè èìåþò âèä

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −∂(p+Φ)

∂x
+

1

Re
·∆u,

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
= −∂(p+Φ)

∂y
+

1

Re
·∆v,

∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
= −∂(p+Φ)

∂z
+

1

Re
·∆w,

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0,

ãäå îñíîâíûìè íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêî-
ðîñòè u, v, w è äàâëåíèå p; Φ � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà âíåø-
íèõ ñèë; Re � ÷èñëî Ðåéíîëüäñà; ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì êîîðäèíàòàì.
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Èçó÷åíèå óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ïðåäñòàâëÿåò îäíî èç íà-
ïðàâëåíèé ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè [1-2]. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ìíî-
ãèå àñïåêòû ïðîðàáîòàíû íåäîñòàòî÷íî è òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî
èññëåäîâàíèÿ. Íåò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî ðåøå-
íèÿ ïðè äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Íå
ÿñíà àñèìïòîòèêà ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ è ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè-
ÿõ ÷èñëà Re. Íå ÿñåí ìåõàíèçì ëàìèíàðíî-òóðáóëåíòíîãî ïåðåõîäà.
Âàæíûì çâåíîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ïðè ñî-
õðàíåíèè âñåõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ è èññëåäîâàíèå èõ îñîáåííîñòåé.

2. Òî÷íûå ðåøåíèÿ.
Ïðåäëàãàþòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðàçëè÷íûå òî÷íûå ðåøåíèÿ 3D

óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, îïèñà-
íèå êîòîðîãî äàíî â ðàáîòàõ [3-6]. Âñå ðàññìîòðåííûå ðåøåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþò äâèæåíèþ æèäêîñòè â áîëüøîì ðåçåðâóàðå, êîãäà âëè-
ÿíèåì áîêîâûõ îãðàíè÷èâàþùèõ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî ïðèíåáðå÷ü.
Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé. Îäèí èç âàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ ïðèëèïàíèÿ íà äîí-
íîé ïîâåðõíîñòè. Äðóãîé ñëó÷àþ àñèìïòîòè÷åñêîãî çàäàíèÿ ñêîðî-
ñòè íà ãëóáèíå. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíû ÿâíûå
âûðàæåíèÿ äëÿ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ, êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò è
âðåìåíè è ÷èñëîì Re â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà. Ïðè ýòîì èìåþò ìå-
ñòî ñëåäóþùèå êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè. Äëÿ îäíîãî èç ðåøåíèé
âîçíèêàåò íåîãðàíè÷åííîå âîçðàñòàíèå ñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè. Äëÿ äðóãîãî ðåøåíèÿ ñêîðîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè
ïðèáëèæàþòñÿ ê íóëþ. È äëÿ òðåòüåãî ðåøåíèÿ âîçìîæíû ðàçëè÷-
íûå âàðèàíòû â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà äâóõ ôóíêöèé A1(t) è B1(t),
ïðèñóòñòâóþùèõ â âûðàæåíèÿõ äëÿ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ.
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ×ÈÑËÀ ÝÉËÅÐÀ

À.Á. Êîñòèí, Â.Á. Øåðñòþêîâ (Ìîñêâà, ÍÈßÓ ÌÈÔÈ; ÌÃÓ)
abkostin@yandex.ru, shervb73@gmail.com

Â ðàáîòå [1] àâòîðû íà÷àëè ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è
îïèñàíèÿ õàðàêòåðà àïïðîêñèìàöèè ÷èñëà e ýëåìåíòàìè ¾êàíîíè÷å-
ñêîé¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1 + 1/m)m, m ∈ N. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ

1− 1

e

(
1 +

1

m

)m
=

1

2m
− 11

24m2
+

7

16m3
− . . . =

∞∑
n=1

(−1)n−1 an
mn

(1)

áûëî íàéäåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ, èç êîòîðûõ âûäåëèì
ñåé÷àñ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

an =
1

e

1 +

1∫
0

ϕ(τ) τn dτ

 , n ∈ N, (2)

ñ ïîëîæèòåëüíîé è íåïðåðûâíîé íà [0, 1] ôóíêöèåé

ϕ(τ) =
1

π

sin(πτ)

τ1−τ (1− τ)τ
, τ ∈ (0, 1), ϕ(0) = ϕ(1) = 1. (3)

Êàê âèäíî èç (2), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñòðåìèòñÿ ìîíîòîííî ñâåð-
õó ê ñâîåìó ïðåäåëó 1/e. Äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî

an =
1

e

(
1 +

1

n
− lnn

n2
− γ

n2

)
+ O

(
lnn

n3

)
, n→ ∞,

ãäå γ = 0.577 . . . � êîíñòàíòà Ýéëåðà�Ìàñêåðîíè.

© Êîñòèí À.Á., Øåðñòþêîâ Â.Á., 2023
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Îòìåòèì, ÷òî ðÿä (1) ðàñõîäèòñÿ ïðè m = 1 è ñõîäèòñÿ ïðè
îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m ⩾ 2. Äëÿ êàæäîãî m ∈ N ýòîò
ðÿä ÿâëÿåòñÿ îáâåðòûâàþùèì, ò. å.

2p∑
n=1

(−1)n−1 an
mn

< 1− 1

e

(
1 +

1

m

)m
<

2p+1∑
n=1

(−1)n−1 an
mn

, p ∈ N.

Íàïðèìåð, âçÿâ p = 1, ïîëó÷èì äâóñòîðîííþþ îöåíêó

1

2m
− 11

24m2
< 1− 1

e

(
1 +

1

m

)m
<

1

2m
− 11

24m2
+

7

16m3
, m ∈ N,

äàþùóþ äëÿ ÷èñëà e óëó÷øåííóþ ðàöèîíàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ

24m2 (1 + 1/m)
m

24m2 − 12m+ 11
< e <

48m3 (1 + 1/m)
m

48m3 − 24m2 + 22m− 21
, m ∈ N.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèâ ñþäà òåñòîâîå çíà÷åíèå m = 100, íàéäåì
äëÿ e ìèíîðàíòó 2.7182806 . . . (ïÿòü âåðíûõ öèôð ïîñëå çàïÿòîé)
è ìàæîðàíòó 2.718281839 . . . (ñåìü âåðíûõ öèôð ïîñëå çàïÿòîé), ïðè
òîì, ÷òî 1.01100 = 2.7048 . . . (òîëüêî îäíà âåðíàÿ öèôðà).

Ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ è äðóãîé ôîðìàò îöåíîê äëÿ âåëè÷èíû
óêëîíåíèÿ 1− e−1(1 + 1/m)m. Òàê, ó÷èòûâàÿ óáûâàíèå ôóíêöèè

Φ(x) ≡ e− (1 + x)1/x

x
=

1

1 + x
+

1∫
0

τ ϕ(τ)

1 + τx
dτ, x > 0,

ñ ïðåæíèì ¾ÿäðîì¿ (3) â èíòåãðàëå, âûâîäèì ïðîñòåéøóþ îöåíêó

e− 2

em
⩽ 1− 1

e

(
1 +

1

m

)m
<

1

2m
,

â êîòîðîé êîíñòàíòû (e−2)/e è 1/2 íåóëó÷øàåìû íà ìíîæåñòâå âñåõ
m ∈ N. Ìîæíî ïîéòè äàëüøå è âûÿñíèòü, ÷òî óáûâàíèå íà ëó÷å
x > 0 ôóíêöèè

Ψ(x) ≡ 1

e− (1 + x)1/x
− 2

ex

äàñò óñèëåííûé âàðèàíò

1

2m+ 11
6

< 1− 1

e

(
1 +

1

m

)m
⩽ 1

2m+ 4−e
e−2

, m ∈ N,

209



ãäå âûáîð îáåèõ êîíñòàíò 11/6 = 1.8(3) è (4 − e)/(e − 2) = 1.784 . . .
ñíîâà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Òàêîé ðåçóëüòàò óëó÷øàåò õîðîøî èç-
âåñòíîå äâîéíîå íåðàâåíñòâî

1

2m+ 2
< 1− 1

e

(
1 +

1

m

)m
<

1

2m+ 1
, m ∈ N,

èç êëàññè÷åñêîãî çàäà÷íèêà [2, îòäåë ïåðâûé, ãë. 4, � 2].
Ïîìèìî îáîçíà÷åííûõ âîïðîñîâ â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñó-

äèòü ïîâåäåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2), à òàêæå
âîçìîæíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ÷àñòè ðåçóëüòàòîâ â êîìïëåêñíóþ îá-
ëàñòü.
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ÒÅÎÐÈÈ ÀÍÒÅÍÍ
Ä.Â. Êîñòèí, À.Â. Êîñòèí (Âîðîíåæ, Àêöèîíåðíîå îáùåñòâî

¾Êîíöåðí ¾Ñîçâåçäèå¿, Âîðîíåæñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò)

al.v.kostin@sozvezdie.su

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà àíòåííû ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðèàöèîí-
íîãî ïîäõîäà. Èññëåäóþòñÿ äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè, îïèñûâàå-
ìûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
åì âàðèàöèîííîé çàäà÷è, âîçíèêøåé ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ
êîíñòðóêöèé óñòðîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ýôôåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèåì
íàïðàâëåííîãî èìïóëüñà.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè àíòåíí, ðàçðàáàòûâàåìîé â (ñì. [1], [2],
[5]), èñõîäíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå óðàâ-
íåíèå

ρ(θ) =

∫ σ

−σ
e−ikξ cos θ · eiψ(ξ)ϕ(ξ)dξ, 0 < θ < π. (1)

© Êîñòèí Ä.Â., Êîñòèí À.Â., 2023
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Óðàâíåíèå (1) îçíà÷àåò, ÷òî àíòåííà ðàñïîëîæåíà íà ñåãìåíòå
[−σ, σ], íàçûâàåìîé àïåðòóðîé àíòåííû, ϕ(ξ)� àïåðòóðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå òîêà, ψ(ξ)� ôàçîâîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ôóíêöèÿ ρ(θ) íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè (ÄÍ) àí-
òåííû. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ðàäèîèçëó-
÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò óãëà θ.

Çàäà÷ó î ðàñ÷¼òå àíòåííû ñ çàäàííîé ÄÍ íàçûâàþò ñèíòåçîì àí-
òåíí. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíè-
åì 1�ãî ðîäà è îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíûõ çàäà÷, â òîì ñìûñëå,
÷òî íå äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè ρ(θ) ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå.

Èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ òàêîé àïïðîêñèìàöèè íàèáîëåå ïðèìå-
íÿåìûìè ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÄÍ àëãåáðàè÷åñêèìè èëè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè. Èäåéíî áëèçêèìè ê ýòèì ìåòîäàì ÿâëÿþò-
ñÿ ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì è äðóãèì ôóíêöèÿì, íàïðèìåð
ôóíêöèÿì Áåññåëÿ èëè àòîìàðíûì ôóíêöèÿì [1].

Ñóùåñòâóåò ïîäõîä ê çàäà÷àì ñèíòåçà [4], ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷-
íûé îò óêàçàííûõ âûøå, êîòîðûé îñíîâàí íà ìåòîäàõ îïòèìèçàöèè.
Ïðåäëàãàåòñÿ îïòèìèçèðîâàòü ïî íåêîòîðûì êðèòåðèÿì òå èëè èíûå
õàðàêòåðèñòèêè àíòåííû: óðîâåíü áîêîâûõ ëåïåñòêîâ, øèðèíà äèà-
ãðàììû, êîýôôèöèåíò íàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ è ò.ä.

Èìåííî ðåøåíèþ çàäà÷è ñèíòåçà àíòåííû ñ èñïîëüçîâàíèåì âàðè-
àöèîííîãî ïîäõîäà ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà. Çäåñü èññëåäóþòñÿ
äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè, îïèñûâàåìûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïî-
ëèíîìàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è, âîç-
íèêøåé ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ êîíñòðóêöèé âàðèàöèîííûõ
óñòðîéñòâ, ñâÿçàííûõ ñ ýôôåêòèâíûì èñïîëüçîâàíèå íàïðàâëåííîãî
èìïóëüñà.

Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè Ìàêñ-
âåëëà�Ôåéåðà, ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì óíèêàëüíîãî ðåçóëüòàòà, ïîëó-
÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðè èññëåäî-
âàíèè ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ
êîíñòðóêöèé [4]. Ìíîãî÷ëåí Ìàêñâåëëà-Ôåéåðà îáëàäàåò íå òîëü-
êî âñåìè íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè, íî è âàæíûìè èíòåðåñíûìè
êà÷åñòâàìè, íàïðèìåð, ÷åòíîñòü è êîíå÷íîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ñóìì, ïîçâîëÿþùèõ êîððåêòíî ðåøèòü çàäà÷ó ñèíòåçà ñ íóëåâîé ôà-
çîé ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå òàêèõ äèàãðàìì
íàïðàâëåííîñòè ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóêòóðû
àíòåíí.
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ÀÍÀËÎÃ ÒÅÎÐÅÌÛ ÀÁÅËß ÄËß ÐßÄÎÂ
ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÌÎÍÎÌÎÂ1

Î.À. Êðèâîøååâà (Óôà, ÓÓÍèÒ)
kriolesya2006@yandex.ru

Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë λk è èõ êðàòíîñòåé nk ∈ N. Ñ÷èòàåì, ÷òî |λk| íå
óáûâàåò è |λk| → ∞, k → ∞. Ïîëîæèì

m(Λ) = lim
k→∞

nk
|λk|

, σ(Λ) = lim
j→∞

ln j

|ξj |
,

ãäå {ξj} � íåóáûâàþùàÿ ïî ìîäóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåí-
íàÿ èç òî÷åê λk, ïðè÷åì êàæäàÿ λk âñòðå÷àåòñÿ â íåé ðîâíî nk ðàç.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ìîíî-
ìîâ, ò.å. ðÿäîâ âèäà

∞,nk−1∑
k=1,n=0

dk,nz
neλkz. (1)

Ïðè îäíîì åñòåñòâåííîì îãðàíè÷åíèè íà ñòåïåíè ìîíîìîâ ïðèâî-
äèòñÿ ïîëíûé àíàëîã òåîðåìû Àáåëÿ äëÿ òàêèõ ðÿäîâ.

Ñèìâîëîì S(z, r) îáîçíà÷èì îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå z ∈ C
è ðàäèóñà r > 0. Ïóñòü M ⊂ C è M � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå êîíêóðñà ¾Ìîëîäàÿ ìàòåìàòèêà Ðîññèè¿.
© Êðèâîøååâà Î.À., 2023
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Ïîëîæèì H(ϕ,M) = sup
z∈M

Re(ze−iφ), ϕ ∈ R, � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ

M è J(M) = {eiφ ∈ S(0, 1) : h(ϕ,M) = +∞}.
Ïóñòü Λ = {λk, nk}∞k=1 è D ⊂∈ C � âûïóêëàÿ îáëàñòü. ×åðåç

K(D) = {Kp}∞p=1 îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïóêëûõ êîìïàê-
òîâ â îáëàñòè D, êîòîðàÿ ñòðîãî èñ÷åðïûâàåò åå, ò.å.

Kp ⊂ intKp+1, p ⩾ 1, D =

∞⋃
p=1

Kp.

Çäåñü ñèìâîë int îçíà÷àåò âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà.
Ïîëîæèì

Qp(Λ) = {d = {dk,n} : ||d||p = sup
k,n

|dk,n|pn exp(rkH(−ϕk,Kp)) <∞},

ãäå λk = rke
iφk , è

Q(D,Λ) =

∞⋂
p=1

Qp(Λ).

Ïóñòü λ � ÷èñëî êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ñ λ. Ñèìâîëîì Θ(Λ)
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðåäåëîâ âñåõ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé âèäà

{
λkj/|λkj |

}∞
j=1

. Î÷åâèäíî, ÷òî Θ(Λ) � çàìêíóòîå ïîäìíî-

æåñòâî S(0, 1). Ïîëîæèì m(Λ, µ) = sup lim
j→∞

nkj

λkj
, ãäå ñóïðåìóì áåðåò-

ñÿ ïî âñåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {λkj} òàêèì, ÷òî λkj/|λkj | → µ.
Ïóñòü E ⊂ C, Θ � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî S(0, 1). Θ � âûïóêëîé
îáîëî÷êîé E íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

E(Θ) = {z ∈ C : Re(ze−iφ) < H(ϕ,E), eiφ ∈ Θ}.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû Àáåëÿ äëÿ ðÿ-
äà (1).

Òåîðåìà. Ïóñòü Λ = {λk, nk} è E ⊂ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
1) îáùèé ÷ëåí ðÿäà (1) îãðàíè÷åí íà ìíîæåñòâå E, ò.å.

|dk,nzneλkz| ⩽ A(z) < +∞, k ⩾ 1, n = 0, nk − 1, z ∈ E;

2) σ(Λ) = 0, m(Λ) <∞ è m(Λ, µ) = 0, µ ∈ Θ(Λ) \ J(E);

3) åñëè µ = e−iφ0 ∈ Θ(Λ) ∩
(
J(E) \ J(E)

)
è m(Λ, µ) > 0, òî

ñóùåñòâóåò b(ϕ0) ∈ R òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî B(ϕ0) = {z ∈ E :
Re(zeiφ0) ⩾ b(ϕ0)} íåîãðàíè÷åííî;
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4) åñëè 0 � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà E, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {dk,n}∞,mk−1

k=1,n=0 îãðàíè÷åíà.
Òîãäà äëÿ êàæäîãî p ⩾ 1 íàéäóòñÿ Cp > 0 è íîìåð m(p) òàêèå, ÷òî

∞,mk−1∑
k=1,n=0

|dk,n| sup
z∈Kp

|znezλk | ⩽ Cp||d||m(p), d = {dk,n} ∈ Q(D,Λ).

ãäå D = E(Θ(Λ)), {Kp} = K(D). Â ÷àñòíîñòè, ðÿä (1) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [1].
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ÈÍÒÅÐÏÎËßÖÈÎÍÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ
ÄËß ÊËÀÑÑÎÂ ÒÈÏÀ ÕÀÐÄÈ È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Â.Ã. Êðîòîâ (Ìèíñê, ÁÃÓ)
krotov@bsu.by

Ïóñòü X � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ïî-
ðîæäåíà êâàçèìåòðèêîé d, ò.å. çàäàíà ôóíêöèÿ d : X × X → [0,∞)
óäîâëåòâîðÿþùàÿ âñåì àêñèîìàì ìåòðèêè, òîëüêî íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà çàìåíÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì: ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-
ëî Kd ⩾ 1, ÷òî äëÿ âñåõ x, y, z ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

d(x, y) ⩽ Kd[d(x, z) + d(z, y)].

Ïóñòü µ � σ-êîíå÷íàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà X, ïðè÷åì ìåðà êàæäîãî
øàðà B(x, t) := {y ∈ X : d(x, y) < t} êîíå÷íà è ïîëîæèòåëüíà.

Ïðîèçâåäåíèå X := X × I, ãäå I = (0, t0), 0 < t0 ⩽ +∞ ñíàáäèì
ìåðîé-ïðîèçâåäåíèåì µ⊗m1 (m1 � îäíîìåðíàÿ ìåðà Ëåáåãà íà I).

Â ñëó÷àå, êîãäà t0 = +∞, ìíîæåñòâî A ⊂ X áóäåì íàçûâàòü
îãðàíè÷åííûì ñâåðõó, åñëè

tA := sup{t : ∃x ∈ X (x, t) ∈ A} <∞.

Äëÿ ôóíêöèè u : X → C è x ∈ X îïðåäåëèì îáëàñòè

D(x) := {(y, t) ∈ X : d(x, y) < t}, x ∈ X,

© Êðîòîâ Â.Ã., 2023
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ïîäõîäà ê òî÷êàì x ∈ X ¾ãðàíèöû¿ X è ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñè-
ìàëüíóþ ôóíêöèþ

Nu(x) := sup{|u(y, t)| : (y, t) ∈ D(x)}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå H0(X) äëÿ êëàññà âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
(ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè íå îòîæäåñòâëÿþòñÿ) u : X → C, äëÿ êî-
òîðûõ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Nu êîíå÷íà µ-ïî÷òè âñþäó.

Äàëåå äëÿ p > 0 ââåäåì êëàññû Hp(X), ñîñòîÿùèå èç ôóíêöèé
u ∈ H0(X), äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖u‖Hp(X) := ‖Nu‖Lp(X).

Ïðè êîíêðåòíîì âûáîðå (X, d, µ) è I êëàññû Hp(X) ÿâëÿþò-
ñÿ ðàñøèðåíèÿìè òåõ èëè èíûõ êëàññîâ Õàðäè. Íàïðèìåð, åñëè
X = Bn ⊂ Cn � åäèíè÷íûé øàð èëè X = Rn × R+ (ñ åñòå-
ñòâåííûìè ìåðàìè è (êâàçè-) ìåòðèêàìè), òî Hp(Bn) ⊂ Hp(Bn) è
Hp(Rn+1

+ ) ⊂ Hp(Rn × R+) è ýòè âëîæåíèÿ íåïðåðûâíû.
Ïóñòü (Y, ν) � ìíîæåñòâî ñ σ-êîíå÷íîé ìåðîé ν è L0(Y ) � ìíîæå-

ñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ν-èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ òîïîëî-
ãèåé ñõîäèìîñòè ïî ìåðå. Îïåðàòîð T , îïðåäåëåííûé íà íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå â H0(X), ñî çíà÷åíèÿìè â L0(Y ) íàçûâàåòñÿ êâàçèëèíåé-
íûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî K = K(T ) > 0, ÷òî

|T (u+ v)| ⩽ K(|Tu|+ |Tv|), |T (λu)| = |λ||Tu|,

(T (u+ v) ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííûì, êàê òîëüêî îïðåäåëåíû Tu è Tv,
T (λu) ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííûì, åñëè îïðåäåëåíî Tu).

Ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

Â := {x ∈ X : D(x) ∩A 6= ∅}, A ⊂ X,

ó÷àñòâóåò â óñëîâèÿõ íàøèõ ðåçóëüòàòîâ. Çàïèñü A ≲ B îçíà÷àåò,
÷òî A ⩽ CB äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < p0 6= p1 ⩽ ∞, 0 < q0 6= q1 ⩽ ∞, T �
êâàçèëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð èç Hp0(X)+Hp1(X) â L0(Y ),
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì: ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
ïîñòîÿííûå M0 è M1, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî îãðàíè÷åííîãî
ñâåðõó ìíîæåñòâà A ⊂ X êîíå÷íîé ìåðû âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

sup
λ>0

λ(ν{|T (χA)| > λ})1/qk ⩽Mk[µ(Â)]
1/pk , k = 0, 1.
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Ïóñòü θ ∈ (0, 1) è

1

p
=

1− θ

p0
+

θ

p1
,

1

q
=

1− θ

q0
+

θ

q1
, ïðè÷åì p ⩽ q.

Òîãäà äëÿ âñåõ ôóíêöèé u ∈ Hp(X) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖Tu‖Lq(Y ) ≲M1−θ
0 Mθ

1 ‖u‖Hp(X)

(≲ çàâèñèò îò K, p0, p1, q0, q1, θ).

Åñëè X, Hp(X) è Â â òåîðåìå 1 çàìåíèòü íà X, Lp(X) è A ⊂
X ñîîòâåòñòâåííî, òî îíà ïðåâðàòèòñÿ â èíòåðïîëÿöèîííóþ òåîðåìó
Ìàðöèíêåâè÷à â ïîäïðàâëåííîé âåðñèè èç [1, òåîðåìà 1.4.19].

Ïðîèëþñòðèðóåì òåîðåìó 1 äâóìÿ êîíêðåòíûìè ïðèìåðàìè.
Áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ, åñëè

µ(B(x, 2t)) ≲ µ(B(x, t)), x ∈ X, t > 0

(≲ íå çàâèñèò îò x ∈ X è t > 0).
Áîðåëåâñêàÿ ìåðà ν íà X íàçûâàåòñÿ ìåðîé Êàðëåñîíà ñòåïåíè

α > 0 (ν ∈ CMα(X)), åñëè

‖ν‖CMα(X) := sup
B⊂X

ν(T (B))[µ(B)]−α <∞,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì B ⊂ X è

T (E) :=

(⋃
x/∈E

D(x)

)c
, ãäå E ⊂ X

(Ec � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < p ⩽ q < ∞, áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà X

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ, ν � áîðåëåâñêàÿ ìåðà ν íà X.
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû

1) ν � ìåðà Êàðëåñîíà ñòåïåíè q/p íà X;

2) ν(A) ≲ [µ(Â)]q/p äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X, îãðàíè÷åííîãî
ñâåðõó (≲ íå çàâèñèò îò A);

3) äëÿ ëþáûõ u ∈ Hp(X) è λ > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

ν{(x, t) ∈ X : |u(x, t)| > λ} ≲
(‖u‖Hp(X)

λ

)q
(≲ íå çàâèñèò îò λ è u);
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4) äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Hp(X) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∫
X

|u|qdν

1/q

≲ ‖u‖Hp(X)

(≲ íå çàâèñÿò îò u).
Òåîðåìà 2 (áåç óòâåðæäåíèÿ 2)) ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé âåðñèåé

èçâåñòíîé òåîðåìû Êàðëåñîíà�Õåðìàíäåðà�Äþðåíà [2�4] .
Äàëåå ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ðÿäà íåðàâåíñòâ äëÿ ôóíêöèé èç

êëàññîâ Õàðäè. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Mp(t, u) :=

∫
X

|u(y, t)|p dµ(y)

1/p

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì n > 0

rn ≲ µ(B(x, r)), x ∈ X, r ∈ I,

(≲ íå çàâèñèò îò x è r). Ïóñòü åùå 0 < p < q ⩽ ∞ è p ⩽ l.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ Hp(X) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|u(x, t)| ≲ t−n/p‖Nu‖Lp(X), x ∈ X, t ∈ I,

Mq(t, u) ≲ t−n(1/p−1/q)‖Nu‖Lp(X), t ∈ I, t0∫
0

tnl(1/p−1/q)−1M l
q(t, u) dt

1/l

≲ ‖Nu‖Lp(X).

Ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ êëàññîâ Õàðäè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â
åäèíè÷íîì êðóãå èç C áûëè äîêàçàíû Õàðäè è Ëèòòëâóäîì [5], à
çàòåì ðàñïðîñòðàíÿëèñü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé â ðàáîòàõ Ôëåòòà
[6] è Ìèò÷åëë�Õàíà [7].
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1. Grafakos L. Classical Fourier Analysis, Second Edition, Graduate

Texts in Math., No. 249 / L. Grafakos. � New York : Springer, 2008. �
480 p.

2. Carleson L. Interpolation by bounded analytic functions and the
corona problem / L. Carleson // Annals of Math. � 1962. � V. 76,
� 3. � P. 547�559.

217



3. H�ormander L. Lp estimates for (pluri-) subharmonic functions /
L. H�ormander // Math. Scand. � 1967. � V. 20, � 3. � P. 65�78.

4. Duren P. Extension of a theorem of Carleson / P. Duren // Bull.
Amer. Math. Soc. � 1969. � V. 75, � 1. � P. 143�146.

5. Hardy G.H. Theorems concerning mean values of analytic or
harmonic functions / G.H. Hardy, J. E. Littlewood // Quart. J. Math. �
1941. � V. 12, � 1. � P. 221�256.

6. Flett T.M. On the rate of growth of mean values of holomorphic
and harmonic functions / T.M. Flett // Proc. London Math. Soc. �
1970. � V. 20, � 4. � P. 749�768.

7. Mitchell J. Representation of linear functionals in Hp spaces over
bounded symmetric domains in Cn / J. Mitchell, K.T. Hahn //J. Math.
Anal. Appl. � 1976. � V. 56, � 2. � P. 379�396.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÆÅÑÒÊÈÕ ÔÐÅÉÌÎÂ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ
ÏÐÈÍÖÈÏÀ ÓÍÈÒÀÐÍÎÃÎ ÐÀÑØÈÐÅÍÈß1

Þ.Ñ. Êðóññ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)
krussus@gmail.com

Ïóñòü (G, +̇) � ëîêàëüíî-êîìïàêòíàÿ íóëüìåðíàÿ àääèòèâíàÿ òî-
ïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà, òîïîëîãèÿ â êîòîðîé çàäàíà ñ÷åòíîé ñèñòåìîé
âëîæåííûõ ïîäãðóïï ... ⊃ G−n ⊃ ... ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ G2 ⊃ ... ⊃
Gn ⊃ ... òàêèõ, ÷òî

∞⋃
n=−∞

Gn = G,
∞⋂

n=−∞
Gn = {0}, (Gn\Gn+1)

# = p,

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. gn ∈ Gn\Gn+1 � áàçèñíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Ïðè êàæäîì n ∈ Z âûáèðàåì ýëåìåíò gn ∈ Gn \Gn+1 è ôèê-
ñèðóåì åãî. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò x ∈ G îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâèì â

âèäå x =
+∞∑

n=−∞
angn, an = 0, p− 1. Îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ A : G → G

çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ax :=
+∞∑

n=−∞
angn−1.

Ïóñòü X � ñîâîêóïíîñòü õàðàêòåðîâ ãðóïïû G, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G⊥

n � àííó-
ëÿòîð ãðóïïû Gn, ò.å. G⊥

n = {χ ∈ X : ∀x ∈ Gn, (χ, x) = 1}. Äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî n ∈ Z âûáåðåì õàðàêòåð rn ∈ G⊥

n+1\G⊥
n è çàôèêñèðó-

åì åãî. Ëþáîé õàðàêòåð χ ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
χ =

∏+∞
j=−m r

αj

j , αj = 0, p− 1.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (�
22-21-00037, https://rscf.ru/project/22-21-00037/).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç DM (G−N ) ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé
f ∈ L2(G) òàêèõ, ÷òî supp f ⊂ G−N è f ïîñòîÿííà íà ìíîæå-
ñòâàõ âèäà GM +̇g. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå
èìååò âèä ϕ(x) = p

∑
h∈H(N+1)

0

βhϕ(Ax−̇h), ãäå H(N)
0 = {h ∈ G : h =

a−1g−1+̇a−2g−2+̇ . . . +̇a−Ng−N , aj = 0, p− 1}, N ∈ N.
Â ÷àñòîòíîé ôîðìå ìàñøòàáèðóþùåå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü

â âèäå: ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1).
Åñëè ñäâèãè (ϕ(x−̇h))h∈H0

íå îðòîãîíàëüíû, òî áóäåì ñòðîèòü
ôóíêöèè ψℓ(x) òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé f ∈ L2(G)

f(x) =

r∑
ℓ=1

∑
n∈Z

∑
h∈H0

(f, ψℓ(An · −̇h))ψℓ(Anx−̇h).

Â ýòîì ñëó÷àå àôôèííàÿ ñèñòåìà ψℓ(Anx−̇h) íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì
Ïàðñåâàëÿ èëè æåñòêèì âåéâëåò ôðåéìîì.

Ïóñòü ϕ(x) ∈ DG0
(G−N ). Ìàñêà m0 îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷å-

íèÿìè íà ñìåæíûõ êëàññàõ G⊥
−Nr

α−N

−N r
α−N+1

−N+1 ...r
α0
0 . Îáîçíà÷èì λj =

m0(G
⊥
−Nr

α−N

−N r
α−N+1

−N+1 ...r
α0
0 ). Çäåñü j = α−N +α−N+1p+ ...+α0p

N . Äëÿ
íàõîæäåíèÿ λj ñòðîèì äåðåâî T .

G⊥
1 \G⊥

0 :λpN ...λpN+p−1 λpN+1−p ...λpN+1−1

G⊥
0 \G⊥

−1: λpN−1
�
��

@
@@

···
···
···
·

....

...

�
��

@
@@

λpN−1
···
···
···
·

G⊥
−1 \G⊥

−2: λpN−2

�
��

Q
QQ

···
···
···
·

λpN−1−1

�
��

Q
QQ

···
···
···
·

G⊥
−N+2 \G⊥

−N+1:
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λp
��QQ ···
·

λp2−1
��QQ ···
·

λ1
��QQ ···
·

λ2
��QQ ···
·

λp−2
��QQ ···
·

...... λp−1
��QQ ···
·

λ0 = 1
Q

QQ
@@ �����

G⊥
−N+1 \G⊥

−N:

G⊥
−N:

Ðèñóíîê 1. Äåðåâî T .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàñêà m0 è ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ϕ

ïîñòðîåíû ïî ïîðîæäàþùåìó äåðåâó T . Ïóñòü (mℓ)
q−1
ℓ=0 ñåìåéñòâî

ìàñîê, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
1)
∑q−1
ℓ=0 |mℓ(χ)|2 = 1 â òåõ òî÷êàõ χ ãäå ϕ̂(χA−1) 6= 0,

2)
∑q−1
ℓ=0 mℓ(ξ)mℓ(χ) = 0 â òåõ òî÷êàõ χ ∈ G⊥

0 r
k
0 , ξ ∈ G⊥

0 r
j
0, k 6= j ãäå
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ϕ̂(χA−1)ϕ̂(ξA−1) 6= 0.
Èñïîëüçóÿ ýòè ìàñêè, îïðåäåëèì ôóíêöèè ψℓ(x), ` = 1, ..., q − 1 ðà-
âåíñòâàìè

ψ̂ℓ(χ) =
∑

h∈H(N+1)
0

β
(ℓ)
h ϕ̂(χA−1)(χA−1, h) = ϕ̂(χA−1)mℓ(χ);

Òîãäà àôôèííàÿ ñèñòåìà ψℓ,n,h(x) = p
n
2 ψℓ(Anx−̇h), ` = 1, ..., q − 1,

n ∈ Z, h ∈ H0, îáðàçóåò æåñòêèé ôðåéì â L2(G).

Ëèòåðàòóðà
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ÎÁ ÎÐÁÈÒÀÕ Â C4 7-ÌÅÐÍÛÕ ÀËÃÅÁÐ ËÈ1

Â.Â. Êðóòñêèõ, À.Â. Ëîáîäà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ, ÂÃÒÓ)
krutskihvlad@mail.ru, lobvgasu@yandex.ru

Â çàäà÷å îïèñàíèÿ ãîëîìîðôíî îäíîðîäíûõ âåùåñòâåííûõ ãèïåð-
ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå C4 îòäåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
îðáèòû 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è, â
÷àñòíîñòè, Ëåâè-íåâûðîæäåííîñòü è òðóá÷àòîñòü òàêèõ îðáèò. Îòìå-
òèì ïðè ýòîì, ÷òî çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü ïîëíîãî ñïèñêà 7-ìåðíûõ àë-
ãåáð Ëè (ñîäåðæàùåãî 1325 òèïîâ òàêèõ àëãåáð) ôîðìèðóþò 594 òèïà
íåðàçëîæèìûõ ðàçðåøèìûõ àëãåáð Ëè, èìåþùèõ 6-ìåðíûé íèëüïî-
òåíòíûé ìàêñèìàëüíûé èäåàë (ñì. [1]).

Òåîðåìà 1. Èç 594 òèïîâ àëãåáð Ëè ñïèñêà [1] äëÿ 323 òèïîâ àë-
ãåáð Ëåâè-íåâûðîæäåííûå îðáèòû â ïðîñòðàíñòâå C4 ìîãóò áûòü
òîëüêî òðóá÷àòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè íå ìåíåå, ÷åì 4-
ìåðíûõ àáåëåâûõ ïîäàëãåáð, èìåþùèõñÿ â èçó÷àåìûõ àëãåáðàõ, è
òåõíèêè ñîâìåñòíîãî óïðîùåíèÿ íåñêîëüêèõ êîììóòèðóþùèõ âåê-
òîðíûõ ïîëåé (ñì. [2], [3]). Ïðè ýòîì èçó÷åíèå 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè
â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèåì âñåãî ëèøü 34 òè-
ïîâ 6-ìåðíûõ íèëüïîòåíòíûõ àëãåáð Ëè, íèëüðàäèêàëîâ èçó÷àåìûõ
7-ìåðíûõ àëãåáð.

Ïðèìåð 1. Êàæäàÿ àëãåáðà Ëè èç ñåìåéñòâà [7, [6, 15], 1, k] (k =
1, ..., 6) ñïèñêà [1], èìååò 6-ìåðíûé íèëüðàäèêàë < e1, ..., e6 >, îïðå-
äåëÿåìûé ÷åòâåðêîé íåòðèâèàëüíûõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-
00497) è ÐÍÔ (ïðîåêò � 23-21-00109).
© Êðóòñêèõ Â.Â., Ëîáîäà À.Â., 2023
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[ej , e6] = ej−1 (j = 2, 3, 4, 5). Âûâîä îá îòñóòñòâèè íåâûðîæäåííûõ
7-ìåðíûõ îðáèò ó àëãåáð ñåìåéñòâà ïðè k = 2, 3, 4, 5 ñëåäóåò èç åùå
îäíîãî ñîîòíîøåíèÿ [e6, e7] = 0, âûïîëíÿþùåãîñÿ äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ
òèïîâ ýòèõ àëãåáð

Â ðÿäå ñëó÷àåâ óòâåðæäåíèå î âûðîæäåííîñòè âñåõ îðáèò èññëå-
äóåìûõ àëãåáð óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ëèøü ïîñëå èõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 2. Àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà Ëè [7,[6,17],1,2] èç ñïèñêà [1]
çàäàíà 9 íåòðèâèàëüíûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè

[e1, e7] = [e2, e6] = [e4, e3] = e1, [e2, e7] = [e3, e6] = [e4, e5] = e2,

[e3, e7] = [e5, e6] = e2, [e5, e7] = e5.

Â îäíîì èç (òðåõ âîçìîæíûõ) ñëó÷àåâ ðåàëèçàöèè â C4 (ñì.
[3]) áàçèñ e1, e2, e3, e5 åäèíñòâåííîé 4-ìåðíîé àáåëåâîé ïîäàëãåáðû
ýòîé àëãåáðû ¾âûïðÿìëÿåòñÿ¿ è ïðåâðàùàåòñÿ â äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ∂/∂zk (k = 1, 2, 3, 4). Âñå îðáèòû ïðè ýòîì îêàçûâàþòñÿ òðóá-
÷àòûìè, à èõ îñíîâàíèÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíû èçâåñòíîé (ñì. [4])
àôôèííî îäíîðîäíîé ïîâåðõíîñòè â R4

y ñ óðàâíåíèåì

y21y4 + y1y2y3 + y32 = 0,

âûðîæäåííîñòü êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ îòäåëüíûì âû÷èñëåíèåì.
Îáðàáàòûâàòü áîëüøèå ìàññèâû àëãåáð ïî îäíîòèïíûì ñõåìàì

ïîìîãàåò ðàçðàáîòàííûé àâòîðàìè êîìïüþòåðíûé àëãîðèòì. Íà åãî
îñíîâå èçó÷åíî åùå îäíî áîëüøîå ñåìåéñòâî 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè èç
[5], òàêæå èìåþùèõ 4-ìåðíûå àáåëåâû ïîäàëãåáðû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Èç 127 òèïîâ ðàññìîòðåííûõ àëãåáð Ëè èç [5]
â ðàìêàõ îäíîãî èç òðåõ ñëó÷àåâ íåâîçìîæíû ðåàëèçàöèè â C4 ñ
íåâûðîæäåííûìè îðáèòàìè äëÿ 95 òèïîâ àëãåáð.

Àâòîðû ñ÷èòàþò åñòåñòâåííîé ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè íåâûðîæ-
äåííûõ îðáèò ó 7-ìåðíûõ àëãåáð Ëè, èìåþùèõ, íàïðèìåð, 5-ìåðíûé
àáåëåâ èäåàë. Äëÿ îêîí÷àòåëüíîé ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû îñòàåòñÿ
èññëåäîâàòü îðáèòû ¾âñåãî¿ 59 òèïîâ àëãåáð èç [1].
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kudryavceva_os@mail.ru, apsolodov@mail.ru

Ïóñòü Bα[0, 1] � êëàññ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé åäèíè÷íîãî
êðóãà D =

{
z ∈ C : |z| < 1

}
â ñåáÿ, êîòîðûå îñòàâëÿþò íåïîäâèæíû-

ìè âíóòðåííþþ òî÷êó z = 0 è ãðàíè÷íóþ òî÷êó z = 1 (íåïîäâèæ-
íîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå óãëîâîãî ïðåäåëà) è èìåþò îãðàíè÷åíèå
íà çíà÷åíèå óãëîâîé ïðîèçâîäíîé â ãðàíè÷íîé íåïîäâèæíîé òî÷êå:
f ′(1) ⩽ α, α > 1. Íà êëàññå Bα[0, 1], α ∈ (1, 2), ðåøàåòñÿ çàäà÷à î
òî÷íîé îáëàñòè îäíîëèñòíîãî ïîêðûòèÿ.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ Bα[0, 1], α ∈ (1, 2). Ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ,
îáðàòíàÿ ê f è êîíôîðìíî îòîáðàæàþùàÿ îáëàñòü

W(α) =

{
w ∈ D :

|1− w|
1− |w|

<
α

2
√
α− 1

}
íà íåêîòîðóþ îáëàñòü X ⊂ D. Êàêîâà áû íè áûëà îáëàñòü V,W(α) ⊂
V ⊂ D, V 6= W(α), íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f ∈ Bα[0, 1], íå èìåþùàÿ
îáðàòíîé â îáëàñòè V.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì èññëåäîâàíèé, íà÷à-
òûõ Ëàíäàó [1] è ïðîäîëæåííûõ Â.Â. Ãîðÿéíîâûì [2] è À.Ï. Ñîëî-
äîâûì [3].

1 Ðàáîòà Ñîëîäîâà À.Ï. âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòèêè �ÁÀÇÈÑ� (ãðàíò � 22-7-1-23-1).
© Êóäðÿâöåâà Î.Ñ., Ñîëîäîâ À.Ï., 2023
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Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íî-
ãî ïîòåíöèàëà q ∈ L2(0, π) ïî ñïåêòðó {λn}n∈N êðàåâîé çàäà÷è

−y′′(x) + q(x)y(a) = λy(x), x ∈ (0, π), (1)

y(0) = y(π) = 0, (2)

ãäå a ∈ [0, π] ôèêñèðîâàíî. Ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð íàçûâà-
åòñÿ îïåðàòîðîì Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ çàìîðîæåííûì àðãóìåíòîì.
Óðàâíåíèå (1) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé
(ñì. [1]), èìåþùèõ ïðèìåíåíèå â ìàòåìàòèêå, ôèçèêå è ìàòåìàòè-
÷åñêîé áèîëîãèè.

Îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èçó÷àëèñü â
ðÿäå ñòàòåé (ñì. [2�3] è ññûëêè â íèõ). Ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ êðà-
åâûõ óñëîâèé ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò âûðîæäàòüñÿ, ò.å.
íå çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà q. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñïåêòð ñîäåð-
æèò íåäîñòàòî÷íî èíôîðìàöèè äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ q,
è îáðàòíàÿ çàäà÷à íåðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 1 ([2]). Ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë {λn}n∈N ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðîì êðàåâîé çàäà÷è (1)�(2) òîãäà

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-21-00509,
https://rscf.ru/project/22-21-00509/).
© Êóçíåöîâà Ì.À., 2023
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è òîëüêî òîãäà, êîãäà

λn = n2 + νn sin(na), n ∈ N, {νn}n∈N ∈ `2. (3)

Îáîçíà÷èì Ω = {m ∈ N : sin(ma) = 0}. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî âû-
ðîæäàåòñÿ ÷àñòü ñïåêòðà {λn}n∈Ω. Ïðè ýòîì äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ ïîòåíöèàëà q íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî â äîïîëíåíèå ê
ñïåêòðó çàäàòü êîýôôèöèåíòû ξn :=

∫ π
0
q(t) sin(tn) dt, n ∈ Ω (ñì. [2]).

Ìû äîêàæåì ðàâíîìåðíóþ óñòîé÷èâîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ïîòåí-
öèàëà q ïî âõîäíûì äàííûì {λn}n∈N, {ξn}n∈Ω, à èìåííî ëèïøèöåâó
çàâèñèìîñòü ïîòåíöèàëà îò âõîäíûõ äàííûõ íà êàæäîì îãðàíè÷åí-
íîì ìíîæåñòâå. Ïîäîáíûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [4] äëÿ çàäà÷è
âîññòàíîâëåíèÿ ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ïî
äâóì ñïåêòðàì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖ · ‖ êëàññè÷åñêóþ `2-íîðìó ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé. Òàêæå ââåäåì ñëåäóþùóþ íîðìó:

∥∥{xn}n∈N
∥∥
a
:=


+∞, ∃n ∈ Ω: xn 6= 0,√√√√ ∑

n∈N\Ω

n2|xn|2

sin2(an)
, èíà÷å.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå r > 0. Ðàññìîòðèì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn}n∈Ω, {ξ̃n}n∈Ω ∈ `2 è {ρn}n∈N, {ρ̃n}n∈N, ó êî-
òîðûõ

∥∥{ρn − n}
∥∥
a
⩽ r,

∥∥{ρ̃n − n}
∥∥
a
⩽ r. Òîãäà ïî âõîäíûì äàííûì

{ρ2n}n∈N, {ξn}n∈Ω âîññòàíàâëèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(2) ñ ïî-
òåíöèàëîì q ∈ L2(0, π), à ïî âõîäíûì äàííûì {ρ̃2n}n∈N, {ξ̃n}n∈Ω �
êðàåâàÿ çàäà÷à (1)�(2) ñ ïîòåíöèàëîì q̃ ∈ L2(0, π). Äëÿ íèõ èìååò
ìåñòî îöåíêà

‖q − q̃‖L2(0,π) ⩽ Cr
∥∥{ρn − ρ̃n}

∥∥
a
+

2

π

∥∥{ξn − ξ̃n}n∈Ω

∥∥,
ãäå ïîñòîÿííàÿ Cr çàâèñèò òîëüêî îò r.
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Îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëå-
äóåò ñ÷èòàòü ìîäåëü Êåéíñà [1,2]. Îíà ïîçâîëèëà äàòü îáúÿñíåíèå
öèêëè÷íîñòè â ìàêðîýêîíîìèêå êàê ÿâëåíèå ñâÿçàííîå ñ áèôóðêà-
öèåé àâòîêîëåáàíèé. Ðàññìîòðèì îäèí èç âàðèàíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè Êåéíñà, êîòîðàÿ ïîñëå íîðìèðîâîê îñíîâíûõ ìàêðîýêîíîìè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ èìååò ñëåäóþùèé âèä

ẋ =
y

x
− γ, ẏ =

y2

x
− xy, (1)

ãäå x = x(t), y = y(t), γ � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ýòîì
x(t) � íîðìèðîâàííàÿ ñòàâêà êðåäèòà, y(t) � íîðìèðîâàííûé äîõîä,
ïîñòîÿííàÿ γ çàâèñèò îò îñíîâíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ äàííóþ ýêîíîìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) èìååò ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ E : x = γ, y = γ2, êîòîðîå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè
γ ∈ (0, 1], è íåóñòîé÷èâî, åñëè γ ∈ (1,∞). Ïðè γ = 1 + ε, ε ∈ (0, ε0)
ó ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ("ýêîíîìè-
÷åñêèé öèêë") (ñì., íàïðèìåð, [3]). Åñëè ñîñóùåñòâóþò äâå êîíêó-
ðèðóþùèå ýêîíîìèêè, òî ïðè ó÷åòå äîñòàòî÷íî ñëàáîãî âàðèàíòà èõ
êîíêóðåíöèè âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùåé ñèñòå-
ìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = y1
x1

− γ1 + εd1(x2 − x1), ẏ1 =
y21
x1

− x1y1 + εd2(y2 − y1),

ẋ2 = y2
x2

− γ2 + εd1(x1 − x2), ẏ2 =
y22
x2

− x2y2 + εd2(y1 − y2),
(2)
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ãäå γ1, γ2 ∈ R, d1, d2 > 0, ε ∈ (0, ε0). Åñëè îáå ýêîíîìèêè èäåíòè÷íû,
òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî: 1) γ1 = γ2 = γ; 2) d1 = d2 =
d. Òîãäà ïðè γ = 1 + νε, ν ∈ R äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (2) âîçíèêàåò çàäà÷à î ñèíõðîíèçàöèè àâòîêîëåáàíèé äâóõ
èäåíòè÷íûõ ñèñòåì.

Àíàëèç ñèñòåìû (2) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î ñóùåñòâîâàíèè è óñòîé-
÷èâîñòè "óêîðî÷åííîé" íîðìàëüíîé ôîðìå äëÿ "ìåäëåííûõ" ïåðå-
ìåííûõ

ρ̇1 = ν
2ρ1 −

1
2ρ

3
1 + d(ρ2 cosψ − ρ1),

ρ̇2 = ν
2ρ2 −

1
2ρ

3
2 + d(ρ1 cosψ − ρ2),

ψ′ = 1
2 (ρ

2
1 − ρ22)− d sinψ(ρ1ρ2 + ρ2

ρ1
),

(3)

ãäå ρj = ρj(s), ψ = ψ(s), j = 1, 2, s = εt � ìåäëåííîå âðåìÿ.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) èìååò ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ òðåõ âèäîâ:

1) E1 : ρ1 = ρ2 =
√
ν, ψ = 0. Ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñóùå-

ñòâóåò, åñëè ν > 0. Îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè d > 0 è
íåóñòîé÷èâî, åñëè d < 0.

2) E2 : ρ1 = ρ2 =
√
ν − 4d, ψ = π. Ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ

ñóùåñòâóåò, åñëè ν − 4d > 0. Îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè
d < 0 è íåóñòîé÷èâî, åñëè d > 0.

3) E3 � ýòî òàêèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ρ1 = η1, ρ2 = η2,Θ = Θ0,
äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðíî, ÷òî η1 6= η2, à Θ0 6= 0, π. Ïðè ýòîì âîïðîñ î
ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñâåäåí ê àíàëèçó àëãåá-
ðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 4 ñòåïåíè, ó êîòîðîãî áûëè íàéäåíû ðåøåíèÿ
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ. Âñå òàêèå ðåøåíèÿ îêàçàëèñü íåóñòîé÷èâû.

Ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ E1, E2, E3 ñîîòâåòñòâóþò öèêëû ñèñòåìû
(2) ñ íàñëåäîâàíèåì ñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñòîÿ-
íèé ðàâíîâåñèÿ.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÐßÄÎÂ ÔÀÁÅÐÀ ÄËß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß
ÔÓÍÊÖÈÉ ÎÒ ÌÀÒÐÈÖ ÑÎ ÑÏÅÊÒÐÎÌ Â ÝËËÈÏÑÅ

Â.Ã. Êóðáàòîâ, Ò.À. Ñòðÿï÷èõ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
kv51@inbox.ru

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáðàòíóþ ê ìàòðèöå I − A ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ñ ïîìîùüþ ðÿäà Íåéìàíà I + A + A2 + . . . â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ A ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû.
Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî ñ ðÿäàìè Òåéëîðà äëÿ ln(I−A) è (I−A)α.
Òåì íå ìåíåå, â êà÷åñòâå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà èíîãäà ìîæíî âçÿòü ðÿä
Ôàáåðà

∑∞
n=0 cnΦn(A).

Ïóñòü R > 1 è κ ∈ C, κ 6= 0, � çàäàííûå êîíñòàíòû. Ðàññìîòðèì
ýëëèïñ κ

2

(
Reit + e−it/R

)
, t ∈ [0, 2π]. (1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K çàìêíóòóþ ÷àñòü êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îãðà-
íè÷åííóþ ýëëèïñîì (1). Ôóíêöèÿ

Φ(z) =
1

κR
(
z +

√
z2 − κ2

)
êîíôîðìíî îòîáðàæàåò âíåøíîñòü ýëëèïñà (1) íà âíåøíîñòü îêðóæ-
íîñòè |w| = 1. Ìíîãî÷ëåíîì Ôàáåðà ïîðÿäêà n íàçûâàþò [1] ïîëèíî-
ìèàëüíóþ ÷àñòü ðÿäà Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèè
z 7→ Φn(z). Äëÿ ýëëèïñà (1)

Φ0(z) = 1, Φn(z) =
2

Rn
Tn

( z
κ

)
, n ∈ N,

ãäå Tn � ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà.
Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ f , àíàëèòè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè K, ðàñêëàäû-

âàåòñÿ [1, ñ. 76] â ðÿä Ôàáåðà

f(z) =

∞∑
n=0

cnΦn(z). (2)

Ïóñòü ñïåêòð êâàäðàòíîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A ñîäåðæèòñÿ â
K. Â ýòîì ñëó÷àå [2]

f(A) =

∞∑
n=0

cnΦn(A),
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ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ïî íîðìå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ f(A) ïî ýòîé ôîð-
ìóëû íàäî çíàòü êîýôôèöèåíòû Ôàáåðà cn.

Äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f èçâåñòíû [3] ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ cn.
Íàïðèìåð. Ïóñòü µ ∈ C íàõîäèòñÿ âî âíåøíîñòè ýëëèïñà (1). Ïóñòü
w1 � íàèìåíüøèé, à w2 � íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ êîðíè óðàâíåíèÿ

−R2w2κ + 2µRw − κ = 0.

Òîãäà êîýôôèöèåíòû cn ðÿäà Ôàáåðà (2) èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

� Åñëè f(z) = etz, òî cn = RnIn(tκ), ãäå In � ìîäèôèöèðîâàííàÿ
ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

� Åñëè f(z) = cos(tz), òî cn = (−1)n/2RnJn(tκ) ïðè ÷åòíûõ n
è cn = 0 ïðè íå÷åòíûõ n, ãäå Jn � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî
ðîäà.

� Åñëè f(z) = ln(1− z/µ), òî c0 = ln
(κRw2

2µ

)
, à cn = − 1

nwn2
.

� Åñëè f(z) = (1− z/µ)α, òî

cn = (−1)n
(κRw2

2µ

)α 2F1

(
n− α,−α;n+ 1;

w1

w2

)
Γ(α+ 1)

n! Γ(−n+ α+ 1)

1

wn2
,

ãäå 2F1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ñòðîèëàñü ñëó÷àéíàÿ ìàòðè-
öà ðàçìåðà 256 × 256, ñïåêòð êîòîðîé ëåæèò âíóòðè ýëëèïñà (1) ñ
ïàðàìåòðàìè R = 6/5 è κ = 1 + i. Ìàòðèöà B = (I − A)1/3 âû÷èñ-
ëÿëàñü ïóòåì ïîäñòàíîâêè A â 31-þ ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà Ôàáåðà.
Îêàçàëîñü, ÷òî íîðìà ìàòðèöû B3 − I +A èìååò ïîðÿäîê 10−5.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÒÐ�Õ ÑÈÑÒÅÌ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ, ÑÂßÇÀÍÍÛÕ Ñ

ÃÈÏÅÐÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ
Â.À. Êûðîâ (Ãîðíî-Àëòàéñê, ÃÀÃÓ)

kyrovVA@yandex.ru

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé{
x̄ξ̄ + ȳµ̄+ ρ̄ = χ1(xξ + µ, xη + yξ + ν, ρ, τ),
x̄η̄ + ȳν̄ + τ̄ = χ2(xξ + µ, xη + yξ + ν, ρ, τ);

(1)

{
x̄ξ̄ + ȳµ̄+ ρ̄ = χ1(xξ + µ, yη + ν, ρ, τ),
x̄η̄ + ȳν̄ + τ̄ = χ2(xξ + µ, yη + ν, ρ, τ);

(2)

{
x̄ξ̄ + ȳµ̄+ ρ̄ = χ1(xξ − yη + µ, xη + yξ + ν, ρ, τ),
x̄η̄ + ȳν̄ + τ̄ = χ2(xξ − yη + µ, xη + yξ + ν, ρ, τ),

(3)

ãäå x̄ = x̄(x, y), ȳ = ȳ(x, y), ξ̄ = ξ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ ), η̄ = η̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ ),
µ̄ = µ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ ), ν̄ = ν̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ ), ρ̄ = ρ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ ), τ̄ =
τ̄(ξ, η, µ, ν, ρ, τ ), χ1, χ2 � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, óäîâäåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè:

∆ =
∂(x̄, ȳ)

∂(x, y)
6= 0, tu =

∂(ξ̄, η̄, µ̄, ν̄, ρ̄, τ̄)

∂(ξ, η, µ, ν, ρ, τ )
6= 0.

Òåîðåìà. Îáùåå íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå ñèñòåì ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé (1) � (3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì
âèäå:

X̄ = ΛX +A1, Ξ̄ = ΩΥεΛ
−1,

R̄ = Ω
[
R−ΥεΛ

−1A1

]
+B1, χ = Ω [ΥεX +R] +B1,

ïðè÷åì äëÿ ñèñòåìû (1) ε = 0, äëÿ (2) � ε = 1, à äëÿ (3) � ε = −1.
Äëÿ óäîáñòâà èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

Ξ̄ =

(
ξ̄ µ̄
η̄ ν̄

)
, Ξ̃ =

(
ξ̃ µ̃
η̃ ν̃

)
, R̄ =

(
ρ̄
τ̄

)
, R̃ =

(
ρ̃
τ̃

)
, R =

(
ρ
τ

)
,

Λ =

(
α β
γ δ

)
, A1 =

(
a1
a2

)
, B1 =

(
b1
b2

)
, X =

(
x
y

)
, X̄ =

(
x̄
ȳ

)
,

χ =

(
χ1

χ2

)
, Ω =

(
a11 a12
a21 a22

)
= const, Υ0 =

(
ξ 0
η ξ

)
, Υ1 =

(
ξ 0
0 η

)
,
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Υ−1 =

(
ξ −η
η ξ

)
, ïðè÷åì ìàòðèöû Ξ̄, Ξ̃,Λ,Ω íåâûðîæäåííûå, aij =

aij(ρ, τ), bi = bi(ρ, τ) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, i, j = 1, 2.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö Υ−1 îáðàçóåò ïîëå, èçîìîðôíîå

ïîëþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë (ñì. [1], ñ. 196), ìíîæåñòâî ìàòðèö Υ0 èçî-
ìîðôíî àëãåáðå äóàëüíûõ ÷èñåë, à ìíîæåñòâî ìàòðèö Υ1 èçîìîðôíî

ìíîæåñòâó ìàòðèö
(
m n
n m

)
, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü èçîìîðôíî àë-

ãåáðå äâîéíûõ ÷èñåë.
Ìåòîä, ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûë àïðîáèðîâàí

â ðàáîòå [2].
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ÆÅÑÒÊÈÌÈ ÂÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ1

Í.Ï. Ëàçàðåâ (ßêóòñê, ÑÂÔÓ)
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Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïè-
ñûâàþùàÿ ðàâíîâåñèå äâóìåðíîãî óïðóãîãî òåëà ñ äâóìÿ òîíêèìè
æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè. Òîíêèå æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ çàäàþòñÿ ïðÿ-
ìîëèíåéíûìè îòðåçêàìè. Â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè òåëà îáà âêëþ÷åíèÿ
ñîïðèêàñàþòñÿ â îäíîé òî÷êå � òî÷êå ñëîìà. Ïðè ýòîì îäíî èç âêëþ-
÷åíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïîäâèæíûì, à âòîðîå æåñòêîå âêëþ÷åíèå
ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèé â âèäå íåðàâåíñòâ, îïèñû-
âàþùèõ âîçìîæíûé êîíòàêò âêëþ÷åíèé. Èìåííî ó÷åò âîçìîæíîãî
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âêëþ÷åíèé ïðåäñòàâëÿåò íîâèçíó íà-
ñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ â ðàìêàõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òðåùèí ñ
îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè, ñì., íàïðèìåð, [1]. Êðîìå òîãî, îáà
âêëþ÷åíèÿ îòñëàèâàþòñÿ âáëèçè òî÷êè ñëîìà îò óïðóãîé ìàòðèöû,

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (Ñîãëà-
øåíèå îò 02.02.2022 ã., ïðîåêò 075-02-2022-881).
© Ëàçàðåâ Í.Ï., 2023
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äðóãèìè ñëîâàìè, ñ îáåèõ ñòîðîí òîíêèõ âêëþ÷åíèé èìåþòñÿ òðåùè-
íû çàäàííîé äëèíû. Íà êðèâûõ, çàäàþùèõ òðåùèíû ñòàâÿòñÿ óñëî-
âèÿ íåïðîíèêàíèÿ òèïà Ñèíüîðèíè. Íà ÷àñòè âíåøíåé ãðàíèöû, çà-
äàþòñÿ óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ìèíèìè-
çàöèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè íàä íåâûïóêëûì ìíîæåñòâîì âîçìîæ-
íûõ ïåðåìåùåíèé, îïðåäåëåííûì â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Ñîáî-
ëåâà. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ëèòåðàòóðà
1. Õëóäíåâ À.Ì. Çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè â íåãëàäêèõ îáëàñòÿõ /

À.Ì. Õëóäíåâ. � Ì. : Ôèçìàòëèò, 2010. � 252 ñ.

ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß ÄËß
ÏÐÎÕÎÆÄÅÍÈß ÒÂ�ÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ

Þ.À. Ëåáåäåâà, Ë.Â. Ñòåíþõèí (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
yulechkalebedeva24@gmail.com, stenyuhin@mail.ru

Â ðàáîòå ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà êðèâèçíû îò ïàðàìåòðîâ
òâ¼ðäîãî òåëà äëÿ åãî ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå. Ðàíåå ñâÿçü
êðèâèçíû, ïàðàìåòðîâ òåëà è ìíîãîîáðàçèÿ óñòàíîâëåíû àâòîðàìè
â [1] è [2].

Ïóñòü çàäàíî ïðÿìîóãîëüíîå òåëî Ω (íàçîâ¼ì åãî êîðàáë¼ì), ó
êîòîðîãî èçâåñòíû ïàðàìåòðû: β � øèðèíà è σ � äëèíà. Ïóñòü â
R2 çàäàíà êðèâàÿ γ(t) � ãëàäêàÿ ëîêàëüíî ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ �
è ïàðàëëåëüíàÿ åé êðèâàÿ γ(t) (t ∈ [t1; t2] èçâåñòíû):

γ(t) =

{
x = x(t),

y = y(t).
γ(t) =


x = x+

αy′√
x′2 + y′2

,

y = y − αx′√
x′2 + y′2

.

Ïîëó÷àåì ïîëîñó Γ, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ êðèâûìè ñ èíâàðèàíòíûì
çíà÷åíèåì øèðèíû, ðàâíûì α (α > 0), âíóòðè êîòîðîé ïåðåìåùàåì
òåëî. Ðàññòîÿíèå îò êîðàáëÿ äî êðèâîé γ(t) îáîçíà÷èì ω(t).

Íåîáõîäèìî îöåíèòü ¾îïòèìàëüíóþ êðèâèçíó¿ k(γ), ïðè êîòîðîé
òåëî Ω ñìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âíóòðè ïîëîñû Γ.β + max

t∈[t1;t2]
|ω(t)| ⩽ α,

∀(t1, t2 ∈ {t})∃(M1,M2 ∈ γ(t))
[
||M1 −M2|| = σ

]
.

(1)

© Ëåáåäåâà Þ.À., Ñòåíþõèí Ë.Â., 2023
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Îöåíèì ðàññòîÿíèå ω(t) îò ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà äî òî÷êè íà
êðèâîé, ãäå ýòîò ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ (Ðèñ. 2). τ(t) � êîýôôèöèåíò
ïðîïîðöèîíàëüíîñòè

−−→
BA è γ′′(t).

ω(t) =
||
−−→
BA×−→u ||

||~u||
=

||γ
′′(t)

τ(t)
× γ′(t)||

||γ′(t)||
=

||γ′′(t)× γ′(t)||
τ(t)||γ′(t)||

.

Èç ôîðìóë äëÿ êðèâèçíû êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè:

k(t) =
||γ′(t)× γ′′(t)||

||γ′(t)||3
=
ω(t)τ(t)

||γ′(t)||2
; ω(t) =

k(t)||γ′(t)||2

τ(t)
.

||
−−→
BA|| = γ′′(t)τ(t) ⩽ α, òîãäà β + max

t∈[t1;t2]

∣∣∣k(t)||γ′(t)||2||γ′′(t)||
α

∣∣∣ ⩽ α.

Ïåðåéä¼ì ê åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèè: k(t) = k(s), ||γ′(s)||2 = 1,

||γ′′(t)|| = γ′′s
(t2 − t1)2

. Äàëåå max
s∈[0;1]

∣∣k(s)||γ′′(s)||∣∣ ⩽ (α− β)αC, ãäå C =

(t2 − t1)
2.

Èòîãîâàÿ îöåíêà äëÿ êðèâèçíû: max
s∈[0;1]

∣∣k(s)∣∣ ⩽ (α− β)αC

min
s∈[0;1]

||γ′′(s)||
.
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ïðîñòðàíñòâå / Þ.À. Ëåáåäåâà // Ìàòåðèàëû ñòóäåí÷åñêîé íàó÷íîé
ñåññèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÂÃÓ : ñáîðíèê ñòàòåé. � Âîðî-
íåæ : ÂÃÓ, 2022.

2. Ëåáåäåâà Þ.À., Ñòåíþõèí Ë.Â. Îöåíêà êðèâèçíû ãðàíèöû îá-
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ÏËÎÒÍÛÅ ÑËÀÁÎ ËÀÊÓÍÀÐÍÛÅ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ1

È.Â. Ëèìîíîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
limonova_irina@rambler.ru

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîäñèñòåì ñî
ñâîéñòâîì òèïà ëàêóíàðíîñòè â êîíå÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ ñèñòå-
ìàõ. Ïóñòü Φ = {ϕk}∞k=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé
(Î.Í.Ñ.), çàäàííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (X,µ). Ñèñòåìà
Φ íàçûâàåòñÿ p�ëàêóíàðíîé (p > 2), åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿí-

íîé K è ëþáîãî ïîëèíîìà P =
m∑
k=1

akϕk ïî ñèñòåìå Φ ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

‖P‖Lp
⩽ K ‖P‖L2

.

Â ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòå Æ. Áóðãåéíà [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî â
ëþáîé Î.Í.Ñ. Φ = {ϕk}Nk=1, ñîñòîÿùåé èç N ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íûõ åäèíèöåé ôóíêöèé, ñóùåñòâóåò p�ëàêóíàðíàÿ ïîäñèñòåìà ìîù-
íîñòè íå ìåíüøå N2/p. Â ðàáîòàõ [2,3] óñòàíîâëåíû àíàëîãè ýòîé
òåîðåìû äëÿ ïðîñòðàíñòâà Îðëè÷à Lψα

, ãäå

ψα(t) = t2
lnα(e+ |t|)

lnα(e+ 1/|t|)
, α > 0,

à íîðìà ôóíêöèè f ∈ Lψα(X) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

‖f‖ψα
= inf

λ > 0 :

∫
X

ψα

(
f(x)

λ

)
dµ ⩽ 1

 .

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ôîíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè
è ìàòåìàòèêè ¾ÁÀÇÈÑ¿ (ãðàíò � 22-7-1-23-1).
© Ëèìîíîâà È.Â., 2023
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Äëÿ Λ ⊂ {1, 2, . . . , N} îáîçíà÷èì ΦΛ = {ϕk}k∈Λ, SΛ � îïåðàòîð,
äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó SΛ({ak}k∈Λ) =

∑
k∈Λ

akϕk(x). Â [2] äëÿ ñëó-

÷àéíîãî Λ ⊂ {1, 2, . . . , N} ìîùíîñòè ïîðÿäêà N(log(N +3))−ρ, ρ > 0,
ïîëó÷åíû íåòðèâèàëüíûå îöåíêè íîðìû îïåðàòîðà SΛ, äåéñòâóþùå-
ãî èç l∞(Λ) â Lψα

(X).
Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð ìàæîðàíòû ÷àñòíûõ ñóìì S∗

Φ çàäà¼òñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ {ak}Nk=1 ∈ RN

S∗
Φ({ak}Nk=1)(x) = sup

1⩽M⩽N

∣∣∣∣ M∑
k=1

akϕk(x)

∣∣∣∣.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñâîéñòâî ëàêóíàðíîñòè ïîçâîëÿåò óëó÷øàòü
îöåíêè äëÿ íîðìû S∗

Φ. Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïðè ρ > 4 â ëþáîé îð-
òîãîíàëüíîé ñèñòåìå {ϕk}Nk=1, ñîñòîÿùåé èç ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åí-
íûõ åäèíèöåé ôóíêöèé, íàéä¼òñÿ ïîäñèñòåìà ΦΛ èç N(log(N +3))−ρ

ôóíêöèé, òàêàÿ, ÷òî ‖S∗
ΦΛ

: l∞(Λ) → L2(X)‖ ⩽ C(ρ)
√

|Λ|. Â äîêëàäå,
â ÷àñòíîñòè, áóäåò ïðåäñòàâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïðè ρ > 2 äëÿ ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû
Φ = {ϕk}Nk=1 ñî ñâîéñòâîì ‖ϕk‖Lp

⩽ 1, k = 1, 2, . . . , N, ïðè p > 4

íàéä¼òñÿ Λ ⊂ {1, 2, . . . , N} ñ |Λ| ⩾ N(log(N + 3))−ρ, òàêîå, ÷òî

à) ‖SΛ : l2(Λ) → Lψα(X)‖ ⩽ K ′(α, ρ, p)(log(N + 3))max{α
2 − ρ

4+
1
2 ,

3
4}

ïðè α > 3/2;

á)
∥∥S∗

ΦΛ
: l2(Λ) → L2(X)

∥∥⩽{C(ρ, ε, p)(log(N + 3))
3
2−

ρ
4+ε, ρ ⩽ 3,

C(ρ, p)(log(N + 3))3/4, ρ > 3,

ãäå ε > 0.

Îòìåòèì, ÷òî íîðìà îïåðàòîðà ìàæîðàíòû ÷àñòíûõ ñóìì ïî ïîä-
ñèñòåìå ΦΛ â ïóíêòå á) ïðè ìàëûõ ε îöåíèâàåòñÿ ëó÷øå, ÷åì ãàðàíòè-
ðóåò êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ìåíüøîâà�Ðàäåìàõåðà äëÿ îðòîãîíàëü-
íûõ ñèñòåì îáùåãî âèäà.
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ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÂÒÎÐÎÉ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÄËß ÎÁÙÅÃÎ ÒÅËÅÃÐÀÔÍÎÃÎ

ÓÐÀÂÍÅÍÈß Ñ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌÈ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ Â ×ÅÒÂÅÐÒÈ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ô.Å. Ëîìîâöåâ (Ìèíñê, ÁÃÓ)
lomovcev@bsu.by

Ìåòîäîì êîìïåíñàöèè ãðàíè÷íîãî ðåæèìà ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâ-
íåíèÿ íàéäåíà ãëîáàëüíàÿ òåîðåìà êîððåêòíîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è

Lu ≡ utt(x, t)− a2(x, t)uxx(x, t) + b(x, t)ut(x, t) + c(x, t)ux(x, t)+

+q(x, t)u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ġ∞ =]0,+∞[×]0,+∞[, (1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x > 0, (2); ux|x=0 = µ(t), t > 0. (3)

Ïóñòü Ck(Ω) � ìíîæåñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé íà Ω ⊂ R2, C0(Ω) = C(Ω). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
dx − (−1)ia(x, t)dt = 0 äàþò õàðàêòåðèñòèêè gi(x, t) = Ci, i = 1, 2,
íà G∞. Åñëè a(x, t) ⩾ a0 > 0, òî îíè óáûâàþò ïî t ïðè i = 1 è
âîçðàñòàþò ïðè i = 2 ñ óâåëè÷åíèåì x. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè
yi = gi(x, t) èìåþò îáðàòíûå ôóíêöèè x = hi{yi, t}, t = h(i)[x, yi].
Åñëè a ∈ C2(G∞), òî gi, hi, h(i) ∈ C2 ïî ïåðåìåííûì x, t, yi, i = 1, 2
íà G∞ [1]. Õàðàêòåðèñòèêà g2(x, t) = g2(0, 0) äåëèò ïåðâóþ ÷åòâåðòü
ïëîñêîñòè G∞ = [0,+∞[×[0,+∞[ íà äâà ìíîæåñòâà G− = {(x, t) ∈
G∞ : g2(x, t) > g2(0, 0)} è G+ = {(x, t) ∈ G∞ : g2(x, t) ⩽ g2(0, 0)}.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (1) êîýôôèöèåíòû a(x, t) ⩾ a0 >
0, (x, t) ∈ G∞, a ∈ C2(G∞), b, c, q ∈ C1(G∞). Âòîðàÿ ñìåøàííàÿ çà-
äà÷à (1)�(3) íà ìíîæåñòâå Ġ∞ èìååò åäèíñòâåííîå è óñòîé÷èâîå
ïî ϕ, ψ, f, µ êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå u ∈ C2(G∞) åñëè è òîëüêî, åñëè
âåðíû òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ:

ϕ ∈ C2[0,+∞[, ψ ∈ C1[0,+∞[, µ ∈ C1[0,+∞[, f ∈ C(G∞),

t∫
0

f(|hi{gi(x, t), τ}|, τ) dτ ∈ C1(G∞), i = 1, 2, (4)

© Ëîìîâöåâ Ô.Å., 2023
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ϕ′(0) = µ(0), ψ′(0) = µ′(0).

Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì âòîðîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) íà
G− ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, t) èç òåîðåìû â [2] è íà G+ ôóíêöèÿ

u(x, t) = (a u v)(h1{g1(x,t),0}, 0)+(a uv)(h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,t)]),0},0)
2a(x,t) +

+ 1
2a(x,t)

h1{g1(x,t),0}∫
0

[ψ(s)v(s, 0)−ϕ(s)vτ (s, 0)+b(s, 0)ϕ(s)v(s, 0)]ds+

+ 1
2a(x,t)

h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,t)]),0}∫
0

[ψ(s)v(s, 0)− ϕ(s)vτ (s, 0)+

+b(s, 0)ϕ(s)v(s, 0)]ds+

+ 1
2a(x,t)

t∫
0

dτ
h1{g1(x,t),τ}∫
h2{g2(x,t),τ}

f̆(|s|, τ)v(|s|, τ)ds−

−
h(2)[0,g2(x,t)]∫

0

a(0, ρ)µ(ρ)dρ+

+ 1
2

h(2)[0,g2(x,t)]∫
0

a(0, ρ)
[
(a u v)(h1{g1(x,ρ),0}, 0)

a(x,ρ) +

+ (a uv)(h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,ρ)]),0},0)
a(x,ρ)

]′
x
|x=0 dρ+

+ 1
2

h(2)[0,g2(x,t)]∫
0

a(0, ρ)dρ

[
h1{g1(x,ρ),0}∫

0

ψ(s)v(s,0)−φ(s)vτ (s,0)
a(x,ρ) +

+ b(s,0)φ(s)v(s,0)
a(x,ρ) ds

]′
x

|x=0 +

+ 1
2

h(2)[0,g2(x,t)]∫
0

a(0, ρ)dρ

[
h1{g1(0,h(2)[0,g2(x,ρ)]),0}∫

0

ψ(s)v(s,0)−φ(s)vτ (s,0)
a(x,ρ) +

+ b(s,0)φ(s)v(s,0)
a(x,ρ) ds

]′
x

|x=0 +

+ 1
2

h(2)[0,g2(x,t)]∫
0

a(0, ρ)dρ
ρ∫
0

dτ
h1{g1(0,ρ),τ}∫
h2{g2(0,ρ),τ}

f̆(|s|, τ)
[
v(|s|,τ ;|x|,t)
a(|x|,t)

]′
x
|x=0 ds+
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+ 1
2

h(2)[0,g2(x,t)]∫
0

dρ
a(0,ρ)

ρ∫
0

[
f̆(|h1{g1(0, ρ), τ}|, τ)v(|h1{g1(0, ρ), τ}|, τ)×

×∂h1{g1(0,ρ),τ}
∂ρ + f̆(|h2{g2(0, ρ), τ}|, τ)v(|h2{g2(0, ρ), τ}|, τ)×

×∂h2{g2(0,ρ),τ}
∂ρ

]
dτ, (x, t) ∈ G+.

Çäåñü êîìïåíñèðóþùèå ôóíêöèè f̆(x, t) = f(x, t)+f (0)(x, t)−fµ(x, t),
f (0)(x, t) � èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþøèõ ïåðâîé ñìåøàí-
íîé çàäà÷è äëÿ òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèÿ (1) è ëèíåéíîãî àëãåáðàè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ, fµ(x, t) = L
(
−
∫ h(2)[0,g2(x,t)]

0
a(0, ρ)µ(ρ)dρ

)
.

Â G− ôóíêöèÿ Ðèìàíà v = v(s, τ ;x, t) � ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà:

vττ − (a2(s, τ)v)ss − (b(s, τ)v)τ − (c(s, τ)v)s+
+q(s, τ)v = 0, (s, τ) ∈ ∆MPQ,

v(s, τ) = exp
{ τ∫
t

k1(h1{g1(x, t), ρ}, ρ)dρ
}
, g1(s, τ) = g1(x, t),

v(s, τ)= exp
{ τ∫
t

k2(h2{g2(x, t), ρ}, ρ)dρ
}
, g2(s, τ)=g2(x, t), τ ∈ [0, t],

ãäå ôóíêöèè k1(s, τ) = {a(s, τ)b(s, τ)− 4aτ (s, τ) + c(s, τ)}/4a(s, τ) íà
QM è k2(s, τ) = {a(s, τ)b(s, τ)− 4aτ (s, τ)− c(s, τ)}/4a(s, τ) íà MP. Â
G+ ôóíêöèÿ Ðèìàíà v̂ = v(|s|, τ ; |x|, t) � ðåøåíèå çàäà÷è Ãóðñà:

v̂ττ − (â2(s, τ)v̂)ss − (b̂(s, τ)v̂)τ − (c̃(s, τ v̂)s+
+q̂(s, τ)v̂ = 0, (s, τ) ∈ ∆MPQ,

v̂(s, τ) = exp
{ τ∫
t

k̃1(h1{g1(x, t), ρ}, ρ) dρ
}
, g1(s, τ) = g1(x, t),

v̂(s, τ)= exp
{ τ∫
t

k̃2(h2{g2(x, t), ρ}, ρ) dρ
}
, g2(s, τ)=g2(x, t), τ ∈ [0, t],

ñ ôóíêöèÿìè k̃1(s, τ) íà QM è k̃2(s, τ) íà MP, ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-
íûìè ôóíêöèÿì k1(s, τ) è k2(s, τ) ñ ÷åòíûìè ïî x ïðîäîëæåíèÿìè
â, b̂, q̂ è íå÷åòíûì ïî x ïðîäîëæåíèåì c̃ êîýôôèöèåíòîâ a, b, c, q.

Â òåîðåìå 1 óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ u ∈ C2(G∞) ïî äàííûì
ϕ, ψ, f, µ ýòîé ñìåøàííîé çàäà÷è âûòåêàåò èç åãî ôîðìóë, à òàêæå
èç åãî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïî òåîðåìå Áàíàõà î çàìêíó-
òîì ãðàôèêå èëè òåîðåìå Áàíàõà îá îòêðûòîì îòîáðàæåíèè.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f óðàâíåíèÿ (1) çàâèñèò òîëü-
êî îò x èëè t è íåïðåðûâíà f ∈ C(R+) ïî x èëè t, òî òåîðåìà 1
âåðíà áåç èíòåãðàëüíûõ òðåáîâàíèé ãëàäêîñòè (4) íà f .
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Äëÿ íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòè f ∈ C(R+), çàâèñÿùåé òîëüêî
îò x èëè t, èíòåãðàëüíûå òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè (4) àâòîìàòè÷åñêè
âûïîëíÿþòñÿ [1].

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè f çàâèñèò îò x è t, òî â òðåáîâàíèÿõ (4)
ïðèíàäëåæíîñòü èíòåãðàëîâ ìíîæåñòâó C1(C∞) îò ôóíêöèè f ∈
C(C∞) ýêâèâàëåíòíà èõ ïðèíàäëåæíîñòè ìíîæåñòâàì C(1,0)(C∞)
èëè C(0,1)(C∞). Çäåñü ìíîæåñòâà C(1,0)(C∞) � íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ïî x è íåïðåðûâíûõ ïî t, à C(0,1)(C∞) � íåïðåðûâíûõ
ïî x è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî t ôóíêöèé íà C∞.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÁÐÔÔÈ: ïðîåêò � Ô22ÊÈ-001 îò 05.11.2021.
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ÆÅÑÒÊÈÅ ÔÐÅÉÌÛ Â ÏÎËÅ p-ÀÄÈ×ÅÑÊÈÕ
×ÈÑÅË1

Ñ.Ô. Ëóêîìñêèé, À.Ì. Âîäîëàçîâ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)
LukomskiiSF@info.sgu.ru

Îáîçíà÷åíèÿ:Qp = G� ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Zp = G0� êîëüöî
öåëûõ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë, pkZp = Gk, G⊥

k �àííóëÿòîðû, p
−kZp ∼= G⊥

k ,
A � îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ. ϕ̂(χ) = m0(χ)ϕ̂(χA−1) ìàñøòàáèðóþùåå
óðàâíåíèå. DGM (G−N ) åñòü ìíîæåñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé,
ïîñòîÿííûõ íà ñìåæíûõ êëàññàõ ïî GM ñ íîñèòåëåì âíóòðè G−N ,
gn = (..., 0n−1, 1n, 0n+1,...), H0{h = a−1g−1 + ... + a−sg−s : s ∈ N},
{ψ(j)}(j = 1, ..., r) � âåéâëåò ñèñòåìà, {ψ(j)

n,h = p
n
2 ψ(j)(·An − h)}

àôôèííàÿ ñèñòåìà. Â ðàáîòå 2 áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-2101-
00037).
© Ëóêîìñêèé Ñ.Ô., Âîäîëàçîâ À.Ì., 2023
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ôðåéìîâ â ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë. Îñòàåòñÿ íåðåøåííîé çàäà-
÷à ïîñòðîåíèÿ æåñòêèõ ôðåéìîâ (èõ ÷àñòî íàçûâàþò ôðåéìàìè
Ïàðñåâàëÿ), îòëè÷íûõ îò ÎÍÁ. Ìû ïðåäëàãàåì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
æåñòêèõ ôðåéìîâ.
Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ æåñòêîãî âåéâëåò ôðåéìà ìîæåò áûòü ðåøåíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
I)Íàõîäèì ìàñêó m0 èñïîëüçóÿ äåðåâî T , â óçëàõ êîòîðîãî ñòîÿò
çíà÷åíèÿ λν ìàñêè m0.

@
@@

�
��

λpN+M+1−p λpN+M+1−1

@
@@

�
��

λpN+M λpN+M+p−1· · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

@
@@

�
��

λpN−p λpN−1· · · · · ·· · · ·

λp−1λ1 λν

@
@@

�
��

λpN−1 λpN−1+p−1

· · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ0 = 1
@

@@
�
��

G⊥
M+1 \G⊥

M :

G⊥
0 \G⊥

−1:

G⊥
−N+1 \G⊥

−N :

G⊥
−N :

Ðèñ. 1. Ãðàô äåðåâà T .
Â êîðíå äåðåâà λ0 = 1. Îñòàëüíûå λj íàäî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû

èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà êàæäîé âåòâè ðàâíÿëîñü 0. Îïðåäåëÿåì ìàñøòà-
áèðóþùóþ ôóíêöèþ ϕ ðàâåíñòâîì

ϕ̂ = m0(χ)m0(χA−1)...m0(χA−M−N ).

Â ýòîì ñëó÷àå ϕ̂(G⊥
M+1 \G⊥

M ) = 0. Çíà÷åíèÿ λν âûáèðàåì òàê, ÷òîáû
íà êàæäîé âåòâè áûë ðîâíî îäèí íîëü è ïîìåùàåì ýòè çíà÷åíèÿ â
ìíîæåñòâî Λ0(T ).

Òåîðåìà 1. 1) Åñëè ]Λ0(T )) = pN+1 − 1, òî çíà÷åíèÿ λν ∈ Λ0(T )
îïðåäåëÿþò ìàñêó,
2)Åñëè ]Λ0(T ) < pN+1− 1 òî çíà÷åíèÿ λν ∈ Λ0(T ) òàêæå îïðåäåëÿ-
þò ìàñêó.
3) Åñëè ]Λ0(T ) ⩾ pN+1, òî çíà÷åíèÿ λν ∈ Λ0(T ) íå îïðåäåëÿþò ìàñ-
êó.
II)Ïóñòü ìàñêà m0 ïîñòðîåíà ïî äåðåâó, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ϕ̂
âû÷èñëåíî èç ìàñøòàáèðóþùåãî óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëÿåì ìàñêè mj :
j = 1, 2, ..., r òàê, ÷òî
i)ϕ̂(χA−1)mj(χ) = 1Ej

(χ), ãäå Ej = G⊥
−s(j)r

α−s(j)

−s(j) r
α−s(j)+1

−s(j)+1 ...r
α0
0 ...rαM

M
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äèçúþíêòíûå ñìåæíûå êëàññû è EjA òàêæå äèçúþíêòíû,
ii) ñóùåñòâóþò íàòóðàëüíûå t(j), òàêèå, ÷òî⊔

j

EjAt(j) = G⊥
M+1 \G⊥

M .

III) Ïîëàãàåì ψ(j)(χ) = mj(χ)ϕ̂(χA−1).
Òåîðåìà 2. Ôóíêöèè ψ(1), ψ(2), ..., ψ(r) ïîðîæäàþò æåñòêèé
ôðåéì.

Ëèòåðàòóðà
1. Àãàåâ Ã.Í. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñèñòåìû ôóíêöèé è ãàðìîíè-
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Ã.Ì. Äæàôàðëè, À.È. Ðóáèíøòåéí � Áàêó : Ýëì, 1981 � 180 c.
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3. Farkov Y. Wavelet frames on Vilenkin groups and their approxi-
mation properties / Y. Farkov, E. Lebedeva, M. Skopina // Interna-
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ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ
ÊÈÏÐÈßÍÎÂÀ È ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ n-×�ÒÍÛÕ

ÔÓÍÊÖÈÉ
Ë.Í. Ëÿõîâ, Å.Ë. Ñàíèíà, Ñ.À. Ðîùóïêèí

(Âîðîíåæ, ÂÃÓ, Åëåö, ÅÃÓ)
levnlya@mail.ru, sanina08@mail.ru, roshupkinsa@mail.ru

Ñèíãóëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
∆B−γ=

∑n
i=1B−γi , B−γi=

∂2

∂x2
i
+ γi
xi

∂
∂xi

= x−γi ∂
∂xi

xγi ∂
∂xi

, γi > 0,

íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Êèïðèÿíîâà [1]. Ïóñòü Ω+ ⊆ R+
n = {x =

(x1, . . . , xn); xi > 0}. Ãðàíèöà îáëàñòè Ω+ ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé
Γ+ ∈ R+

n è Γo={xi = 0}⊂R+
n .

Ôóíêöèþ f = f(x), îïðåäåëåííóþ â n-ïîëóïðîñòðàíñòâå R+
n , äî-

ïóñêàþùóþ ÷åòíîå ïðîäîëæåíèå ïî êàæäîé ïåðåìåííîé ñâîåãî àðãó-
ìåíòà, áóäåì íàçûâàòü n-÷åòíîé (ïî Êèïðèÿíîâó).

Ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω+) ∩ C1(Ω+) íàçûâàåòñÿ K-ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé â îáëàñòè Ω+, åñëè ∆B−γ

u = 0 â êàæäîé òî÷êå Ω+.
Âàæíóþ ðîëü â íàøèõ ðàññóæäåíèÿõ èãðàåò ââåäåííûé â [2] îáîá-

ùåííûé T-ïñåâäîñäâèã
© Ëÿõîâ Ë.Í., Ñàíèíà Å.Ë., Ðîùóïêèí Ñ.À., 2023
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Tyixi
f(x)=

Γ( γi+3

2 )
Γ( 1

2 )Γ(
γi+2

2 )

π∫
0

(xi yi)
γi+1f

(
xi

αi→yi
)

(xi
αi→yi )γ+1

sinγ+1 αi dαi,

ãäå xi
αi→ yi =

√
x2i + y2i − 2xiyi cosαi.

Ðàâåíñòâî B−γiTyixi
f(x) = Tyixi

B−γif(x), åñòü îñíîâíîå ñâîéñòâî T-
ïñåâäîñäâèãà. Äëÿ T yf(x)=

∏n
k=1 T

yk
xk
f(x), x, y ∈ R+

n èìååì
∆B−γ

Tyf(x) = Ty∆B−γ
f(x), x, y ∈ R+

n .
T-Ïñåâäîñäâèã è îïåðàòîð Êèïðèÿíîâà∆B−γ

ñàìîñîïðÿæåíû (ñì.
[2]) â âåñîâîé áèëèíåéíîé ôîðìå

(u , v)−γ=
∫
R+

n

u(x) v(x) x−γdx, x−γ =
∏n
i=1 x

−γi
i .

Áîëåå âîñòðåáîâàííûì â ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ îêàçàëñÿ îïåðàòîð
∗
Ty= xγ+1Ty, êîòîðûé, â îòëè÷èå îò T-ïñåâäîñäâèãà, ïðèíàäëåæèò
êëàññó îáîáùåííûõ ñäâèãîâ Á.Ì. Ëåâèòàíà.

Ïóñòü u è v � n-÷åòíûå ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå êëàññó ôóíê-

öèé C2(Ω+) ∩ C1(Ω+) è x−γ =
n∏
i=1

x−γii , −i < −γi < 0.

Ïåðâàÿ K-ôîðìóëà Ãðèíà:∫
Ω+

v ∆B−γ
u x−γdx=−

∫
Ω+

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
x−γdx+

∫
Γ+

v
∂u

∂ν
x−γdΓ+, (2)

ãäå ν � íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ+ îáëàñòè Ω+.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîñòûõ ñëåäñòâèé èç ðàâåíñòâà (2).
Åñëè â (2) u = v, òî∫
Ω+

u ∆B−γ
u x−γdx = −

∫
Ω+

n∑
1

(
∂u
∂xi

)2
x−γdx+

∫
Γ+

u ∂u
∂ν x−γdx.

Åñëè æå â (2) v = 1, òîãäà∫
Ω+

∆B−γ
u x−γdx =

∫
Γ+

∂u
∂ν x−γdΓ+.

È, íàêîíåö, åñëè u � Ê-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òî∫
Γ+

∂u
∂ν x−γdx = 0.

Ýòî ðàâåíñòâî åñòü óñëîâèå K-ãàðìîíè÷íîñòè â Ω+ n-÷åòíîé
ôóíêöèè. Âòîðàÿ K-ôîðìóëà Ãðèíà∫

Ω+

(v ∆B−γ
u− u∆Bv)x

−γdx =
∫
Γ+

(
v ∂u∂ν − u ∂v∂ν

)
xγdΓ.

Ïðåäñòàâëåíèå Ãðèíà n-÷åòíûõ ôóíêöèé.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü n-÷åòíàÿ ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω+) ∩ C1(Ω+),

v = |x|2−n+|γ|, n > 2 è T-ïñåâäîñäâèã (1). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà Ãðèíà

u(x) = 1
(n+|γ|−2)|S+

1 (n)|−γ

∫
Γ+

(
v(y)∂

∗
Txu(y)
∂νy

−
∗
Tx u(y) ∂v(y)

∂ν

)
×
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× y−γdΓ+ −
∫
Ω+

v(y) ∆B−γ

∗
Tx u(y) y−γdy.
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Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß
ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ ÍÀ

ÊÂÀÇÈÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÐÈÌÀÍÎÂÛÕ
ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈßÕ

Å.À. Ìàçåïà, Ä.Ê. Ðÿáîøëûêîâà (Âîëãîãðàä, ÂîëÃÓ)
elena.mazepa@volsu.ru, daria_ryaboshlikova@volsu.ru

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ u ∈ C2(M) íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:

Lu ≡ ∆u− c(x)u = f(x), (1)

ãäå c(x) ⩾ 0, c(x), f(x) ∈ C0,α(G) äëÿ ëþáîãî G ⊂⊂ M , 0 < α < 1,
f(x) 6≡ 0, íà íåêîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ñëåäóþùåãî
âèäà.

Ïóñòü M � ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, ïðåäñòàâè-
ìîå â âèäå îáúåäèíåíèÿ M = B ∪ D, ãäå B � íåêîòîðûé êîìïàêò,
à D èçîìåòðè÷íî ïðîèçâåäåíèþ [r0; +∞) × S1 × S2 × . . . × Sk (ãäå
r0 > 0 è Si � êîìïàêòíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ) è èìååò
ìåòðèêó

ds2 = dr2 + g21(r)dθ
2
1 + g22(r)dθ

2
2 + . . .+ g2k(r)dθ

2
k.

Çäåñü gi(r) � ïîëîæèòåëüíûå, ãëàäêèå íà [r0; +∞) ôóíêöèè, à dθ2i �
ìåòðèêà íà Si. Ïóñòü dimSi = ni è g(t) = gn1

1 (t)gn2
2 (t) . . . gnk

k (t). Ìíî-
ãîîáðàçèÿ M îáû÷íî íàçûâàþò êâàçèìîäåëüíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè.

© Ìàçåïà Å.À., Ðÿáîøëûêîâà Ä.Ê., 2023
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Âñþäó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà D âûïîëíåíî c(r, θ1, . . . , θk) ≡
c(r) è f(r, θ1, . . . , θk) ≡ f(r). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ (ãäå
r0 > 0, i = 1, . . . , k)

I =

∞∫
r0

1

g(t)

 t∫
r0

c(z)g(z)dz

 dt, Ii =

∞∫
r0

1

g(t)

 t∫
r0

g(z)

g2i (z)
dz

 dt,

If = I +

∞∫
r0

1

g(t)

 t∫
r0

|f(z)|g(z)dz

 dt.

Òåîðåìà. Ïóñòü ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M è ïðàâàÿ ÷àñòü
óðàâíåíèÿ (1) òàêîâû, ÷òî If < ∞, I1 = . . . = Is = ∞, Ii < ∞
äëÿ âñåõ i = s + 1, . . . , k, 0 ⩽ s ⩽ k. Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ
íà S1 × S2 × . . . × Sk ôóíêöèé Φ1(θs+1, . . . , θk) è Φ2(θs+1, . . . , θk) íà
D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå u(x) óðàâíåíèÿ
(1) òàêîå, ÷òî íà D âûïîëíåíî

u(r0, θs+1, . . . , θk) = Φ1(θs+1, . . . , θk),

lim
r→∞

u(r, θs+1, . . . , θk) = Φ2(θs+1, . . . , θk).

Çàìå÷àíèå. Ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ
çàäà÷ äëÿ ðåøåíèé íåîäíîðîäíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà
íåêîìïàêòíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, êðîìå íåïðåðûâíîñòè ïî
Ãåëüäåðó, íà ïðàâóþ ÷àñòü íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.
Òàê, íàïðèìåð, â [2] íàëîæåíî óñëîâèå ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè
f ∈ G[ 3n2 ](M), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è Äèðèõëå íà ìîäåëüíîì ìíîãîîáðàçèè äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.

Â äàííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è îáîáùàþò àíàëî-
ãè÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå À.Ã. Ëîñåâûì è Å.À. Ìàçåïîé
â ðàáîòàõ [1]-[3], äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà íà êâà-
çèìîäåëüíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Ïðè ýòîì áûëî îñëàáëåíî
óñëîâèå íà ãëàäêîñòü ïðàâîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ çà ñ÷åò
òðåáîâàíèÿ åå çàâèñèìîñòè òîëüêî îò ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû.
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Î ÒÈÏÅ ÄÅËÜÒÀ-ÑÓÁÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÊÎÍÅ×ÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ1

Ê.Ã. Ìàëþòèí, Ì.Â. Êàáàíêî (Êóðñê, ÊÃÓ)
malyutinkg@gmail.com, kabankom@mail.ru

Ìû èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó òèïîì äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèè v(z) â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî óòî÷íåííîãî
ïîðÿäêà â ñìûñëå Áóòðó è ðàñïðåäåëåíèåì åå ìåðû Ðèññà, à òàêæå
ìåæäó òèïîì èñòèííî äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè v(z) ∈ JM
â ïîëóïëîñêîñòè C+ = {z : Im z > 0} (ñì. [1]) è ðàñïðåäåëåíèåì åå
ïîëíîé ìåðû λ = λ+−λ−. Ðåçóëüòàòû èç ðàáîò [2,3] ðàñïðîñòðàíÿþò-
ñÿ íà äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëóïëîñêîñòè C+. Áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëî-
ãèþ èç ðàáîòû [2].

Ïóñòü ρ(r) � óòî÷íåííûé ïîðÿäîê â ñìûñëå Áóòðó òàêîé, ÷òî

1 ⩽ [α] < α = lim
r→∞

ρ(r) ⩽ lim
r→∞

ρ(r) = ρ < [α] + 1 . (1)

Ïîëîæèì λn = λ+ + λ−, λn(r) = λn(|z| < r), V (r) = rρ(r),

∆v = lim
r→∞

λn(r)

V (r)
.

Òåîðåìà 1.Ïóñòü v(z) ∈ JM � èñòèííî äåëüòà-ñóáãàðìîíè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íåöåëîãî ïîðÿäêà ρ > 1 è ρ(r) � óòî÷íåííûé ïîðÿ-
äîê â ñìûñëå Áóòðó, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (1).

Åñëè îòíîñèòåëüíî ýòîãî óòî÷íåííîãî ïîðÿäêà ∆v = 0, òîãäà
v(z) � ìèíèìàëüíîãî òèïà îòíîñèòåëüíî ρ(r), åñëè 0 < ∆v < ∞,
òîãäà v(z) � íîðìàëüíîãî òèïà, à åñëè ∆v = ∞, òîãäà v(z) � ìàê-
ñèìàëüíîãî òèïà.

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò �22-21-00012, https://rscf.ru/project/22-21-00012/.
© Ìàëþòèí Ê.Ã., Êàáàíêî Ì.Â., 2023
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Ñëó÷àé öåëîãî ïîðÿäêà ñëîæíåå. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ v(z) ∈ JS
öåëîãî ïîðÿäêà ρ ⩾ 2 â âèäå (ñì. [1])

v(z) =
1

2π
[

∫∫
K(z, ζ) dλ1(ζ)+

+

∫∫
Kρ(z, ζ) dλ2(ζ) + +

ρ∑
j=1

dj Im(zj)].

Ïîëîæèì ζ = τeiφ, S+(r; j, λ) =
1

πj

∫∫
1<|ζ|<r)

sin jϕ

τ j Im ζ
dλ(ζ), α̃ =

min{j ∈ N : j ⩾ α}, δv,j(r) = dj + S+(r; j, λ), j = α̃, . . . , ρ ,

δv,j = lim
r→∞

rj |δv,j(r)|
V (r)

, δv =
ρ∑

j=α̃

δv,j , γv = max{∆v, δv}.

Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 2.Ïóñòü v(z) ∈ JS � äåëüòà-ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ ïîðÿäêà ρ ⩾ 2, ρ(r) óòî÷íåííûé ïîðÿäîê Áóòðó, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèþ (1). Åñëè γv = 0, òîãäà v(z) v(z) � ìèíèìàëüíîãî
òèïà îòíîñèòåëüíî ρ(r), åñëè 0 < γv <∞, then v(z) � íîðìàëüíîãî
òèïà, à åñëè γv = ∞, òîãäà v(z) � ìàêñèìàëüíîãî òèïà.
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Äëÿ ôóíêöèè f ∈ C[a, b] áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàèëó÷øèå ðàâíî-
ìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè

En(f ; [a, b]) = inf ‖f − pn‖[a,b],

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì àëãåáðàè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíàì pn ñòå-
ïåíè íå âûøå n ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äëÿ f ∈ C[0, 1] áóäåì ðàññìàòðèâàòü

f+(x) = f(|x|); f−(x) = f(|x|)signx

ñîîòâåòñòâåííî ÷åòíîå è íå÷åòíîå ïðîäîëæåíèå f íà îòðåçîê [−1, 1].
Äëÿ íå÷åòíîãî ïðîäîëæåíèÿ äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
f(0) = 0.

Äëÿ íàèëó÷øèõ ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ÷åòíîãî è íå÷åò-
íîãî ïðîäîëæåíèé ôóíêöèè ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè ñíèçó:

En(f
+; [−1, 1]) ⩾ En(f ; [0, 1]); (1)

En(f
−; [−1, 1]) ⩾ En(f ; [0, 1]). (2)

Â òåîðåìàõ 1 è 2 ïîëó÷åíû îáðàùåíèÿ íåðàâåíñòâ (1) è (2).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ C[0, 1]. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî

En(f
+; [−1, 1]) ⩽ 32π

n

E0(f ; [0, 1]) +
∑

1⩽k⩽√
n

kEk(f ; [0, 1])

 .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ C[0, 1], ïðè÷åì f(0) = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
n ∈ N èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

En(f
−; [−1, 1]) ⩽ 1024π

n2

 ∑
1⩽k⩽√

n

k3Ek(f ; [0, 1])

 .

Ðàññìàòðèâàÿ ÷åòíûå è íå÷åòíûå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèé, íàè-
ëó÷øèå ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ êîòîðûõ õîðîøî èçó÷åíû [1],
ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1 è 2, ÿâ-
ëÿþòñÿ òî÷íûìè ïî ïîðÿäêó.

Çàäà÷à îá îáðàùåíèè íåðàâåíñòâ (1) è (2) åñòåñòâåííûì îáðà-
çîì âîçíèêëà ïðè ðàññìîòðåíèè àíàëîãè÷íîé çàäà÷è î ïðèáëèæåíèè
÷åòíîãî è íå÷åòíîãî ïðîäîëæåíèÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ðàöèîíàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè [2].
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ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×Å,

ÎÏÈÑÛÂÀÞÙÅÉ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈÅ
ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÎÉ ÌÎÍÎÕÐÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ

ÑÂßÇÀÍÍÎÉ ÒÅ-ÒÅ-ÂÎËÍÛ1

Â.Þ. Ìàðòûíîâà, Ñ.Â. Òèõîâ (Ïåíçà, ÏÃÓ)
lynxbax@mail.ru, tik.stanislav2015@yandex.ru

Ïóñòü I = (0, h), Ī = [0, h], R+ = (0,+∞), A = (0, A), ãäå h,A >
0 � çàäàííûå ïîñòîÿííûå, λ,A1, A2 � âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû,
a1, a2, α1, α2, α3, α4 > 0 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ êðàòêîñòè
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå α = (α1, α2, α3, α4) è α0 = (α1, α2, 0, 0).

Çàäà÷à P = P(α) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû äëÿ çàäàííîãî çíà-
÷åíèÿ A > 0 îïðåäåëèòü òàêèå ïàðû (λ,A1) = (λ̂, Â1), äëÿ êî-
òîðûõ ñóùåñòâóþò (íåòðèâèàëüíûå) âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè
uj ≡ uj(x; λ̂,α, A1) (j = 1, 2), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå{

u′′1 = −
(
a1 − λ+ α1u

2
1 + α3u

2
2

)
u1,

u′′2 = −
(
a2 − λ+ α4u

2
1 + α2u

2
2

)
u2,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u1|x=0 = 0, u2|x=0 = 0,

u′1|x=0 = A1, u′2|x=0 = A2,

u1|x=h = 0, u2|x=h = 0,

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

A2
1 +A2

2 = A2;

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-71-00020).
© Ìàðòûíîâà Â.Þ., Òèõîâ Ñ.Â., 2023

247



ãäå x ∈ Ī, Aj ∈ A è λ, αj , αj+2 ∈ R+, ïðè ýòîì u1, u2 ïðåäïîëàãàþòñÿ
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî x ∈ Ī.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à P ÿâëÿåòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé, ãäå λ �
ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, à A1 � äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð [1], ïðè
ýòîì A2 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

A2(A1) =
√
A2 −A2

1 > 0.

Ïðè αj+2 = 0 (j = 1, 2) ïîëó÷àåì âñïîìîãàòåëüíóþ íåëèíåéíóþ
çàäà÷ó P̄ = P(α0) [2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäà÷à P̄ èìååò ðåøåíèå λ = λ̄ ∈ R, A1 =
Ā1 ∈ A. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α∗

j+2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ
ëþáîãî 0 < αj+2 < α∗

j+2 çàäà÷à P èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå

λ = λ̂, A1 = Â1, ïðè÷åì ïàðà (λ̂, Â1) ñîäåðæèòñÿ â îêðåñòíîñòè

òî÷êè (λ̄, Ā1) è (λ̂, Â1) → (λ̄, Ā1) ïðè αj+2 → +0 (j = 1, 2).
Çàäà÷à P îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ñâÿ-

çàííîé âîëíû ÒÅ-ÒÅ â ïëîñêîì ýêðàíèðîâàííîì íåìàãíèòíîì àíèçî-
òðîïíîì äèýëåêòðè÷åñêîì âîëíîâîäå, çàïîëíåííîì íåëèíåéíîé ñðå-
äîé [3].
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ËÀÊÓÍÀÐÍÛÅ ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÅ ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß
ÄËß ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÎÂ ÁÅÐÍÓËËÈ È ÝÉËÅÐÀ1

Ê.À. Ìèðçîåâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
mirzoev.karahan@mail.ru

Ñèìâîëàìè Bn(x) è En(x) îáîçíà÷èì ìíîãî÷ëåíû Áåðíóëëè è Ýé-
ëåðà, îïðåäåëÿåìûå ñîîòâåòñòâåííî èç ðàâåíñòâ

tetx

et − 1
=

+∞∑
n=0

Bn(x)
tn

n!
,

2etx

et + 1
=

+∞∑
n=0

En(x)
tn

n!
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ïðè |t| < 2π, à âòîðîå - ïðè |t| < π,
à ñèìâîëàìè Bn è En - ÷èñëà Áåðíóëëè è Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìûå
ðàâåíñòâàìè Bn = Bn(0) è En = 2nEn(1/2) (n = 0, 1, . . .).

Ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë Bn è En àê-
òèâíî èçó÷àþòñÿ ñ êîíöà XIX âåêà ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ (ñì. [1] � [3]).
Â ÷àñòíîñòè, òàêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ Bn ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 4, 6, 8
è 10 áûëè íàéäåíû Ñ. Ðàìàíóäæàíîì â íà÷àëà XX âåêà (ñì. [1]), à
ëàêóíàðíûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè,
êîòîðûå ñîâïàëè áû ñ ðàâåíñòâàìè, ïîëó÷åííûìè Ñ. Ðàìàíóäæàíîì
â [1], ïðè x = 0 ìíå íå èçâåñòíû.

Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, îñíîâàííûé íà ñïåêòðàëüíîé òåîðèè
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü ëàêóíàðíûõ ðåêóððåíòíûõ ñî-
îòíîøåíèé ñ ïðîïóñêàìè äëèíû 2, 4 è 6 äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè
è Ýéëåðà.

Âêðàòöå èçëîæó ñóòü ìåòîäà. Ïóñòü α ∈ [0, 2), Sα � îïåðà-
òîð, ïîðîæä¼ííûé â ïðîñòðàíñòâå L2[0, π] âûðàæåíèåì l1[y] := iy′

è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì y(0) − eπiαy(π) = 0, à Pn(x) � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðèì äèôôå-
ðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå Pn(i ddx )y(=: ln[y]) è îïåðàòîð Pn(Sα), ïî-
ðîæä¼ííûé èì. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî Pn(Sα) ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûì îïåðàòîðîì, ïîðîæä¼ííûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíè-
åì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ln[y] è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
y(j−1)(0)−eπiαy(j−1)(π) = 0 (j = 1, . . . , n). Êðîìå òîãî, ñïåêòð σ ýòîãî
îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è èìååò âèä

σ = {λ| λ = λnk := Pn(2k + α), k = 0;±1;±2; . . .},

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 20-11-2026).
© Ìèðçîåâ Ê.À., 2023
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à ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λnk ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ϕk(x) =

1√
π
e−i(2k+α)x (k = 0;±1;±2; . . .).

Åñëè ÷èñëî λ = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà Pn(Sα)
(ò.å. 0 /∈ σ), òî îí èìååò ðåçîëüâåíòó Rα. Îïåðàòîð Rα ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì Gα(x, t) � ôóíêöèåé Ãðèíà çàäà÷è
ln[y] = f , y(j)(0) = eπiαy(j)(π) (j = 1, 2, . . . , n), äëÿ êîòîðîé õîðî-
øî èçâåñòíà ïðîöåäóðà å¼ ïîñòðîåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íåãî
è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè Gα(x, t) ñïðàâåäëèâà ñïåêòðàëüíàÿ
òåîðåìà î ðàçëîæåíèè â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì. Ïðèìåíÿÿ
å¼, çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α ∈ [0, 2), n ⩾ 2 è ïóñòü Pn(x) - íåêîòîðûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé,
÷òî Pn(2k + α) 6= 0 ïðè k = 0,±1,±2, . . .. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà
Gα(x, t) ïðè (x, t) ∈ [0, π]× [0, π] ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Gα(x, t) =
1

π

+∞∑
k=−∞

e−i(2k+α)(x−t)

Pn(2k + α)
.

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî, êàê ýòî òîæäåñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
âûâîäà ëàêóíàðíûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé ñ ïðîïóñêàìè äëèíû
2, 4 è 6 äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Áåðíóëëè Bn(x) è Ýéëåðà En(x), âçÿâ â
êà÷åñòâå Pn(x) ìíîãî÷ëåíû Pn(x) = xn−an, ãäå 0 < a < 1, n = 2, 4, 6,
è ïîëîæèâ α = 0 èëè α = 1.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ñàôîíîâîé Ò.À.
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(Ñàìàðà, ÑàìÃÒÓ, Åëàáóãà, Åëàáóæñêèé èíñòèòóò ÊÔÓ)
miro73@mail.ru

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé íåêîòîðûõ íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ìîãóò ñ óñïåõîì ïðèìåíÿòüñÿ íåëîêàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ òèïà
ïîäñòàíîâêè Êîóëà � Õîïôà [1]. Ïðèìåð òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïå-
ðåâîäÿùåãî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ

uxy = λeu. (1)

â ïðîñòåéøåå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèâåäåí â [1, ñ. 239�240].
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

uxyz = λeu, (2)

êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òðåõìåðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ
(1). Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) íàõîäèò, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå â
çàäà÷å ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè [2, ñ. 116�125]. Àíà-
ëîãè÷íî, òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü èíâà-
ðèàíòû Ëàïëàñà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ óðàâíåíèé Áèàíêè òðåòüåãî
ïîðÿäêà [3]. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
òî÷íûõ ðåøåíèé òðåõìåðíîãî è ìíîãîìåðíûõ àíàëîãîâ óðàâíåíèÿ
Ëèóâèëëÿ.

Ïîñòðîèì íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå
(2) â ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå Áèàíêè

vxyz = 0, (3)

êîòîðîå èìååò çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé îáùåå ðå-
øåíèå

v = α(x, y) + β(x, z) + γ(y, z). (4)

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ãðóï-
ïîâûõ ìåòîäîâ [1, ñ. 237�241].

Óðàâíåíèå (2) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

X = ξ(x)∂x + η(y)∂y + ζ(z)∂z − (ξ′(x) + η′(y) + ζ ′(z))∂u,

© Ìèðîíîâ À.Í., Ìèðîíîâà Ë.Á., 2023
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ãäå ξ(x), η(y), ζ(z) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå (3) äîïóñ-
êàåò îïåðàòîðû âèäà

X0 = ξ(x)∂x + η(y)∂y + ζ(z)∂z,

ãäå ξ(x), η(y), ζ(z) ïðîèçâîëüíû, à òàêæå îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ

Y = v∂v.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåëîêàëüíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå

u = ϕ(v, vx, vy, vz) (5)

òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (2), (3), (5) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè
îïåðàòîðîâ

X = ξ(x)∂x + η(y)∂y + ζ(z)∂z − (ξ′(x) + η′(y) + ζ ′(z))∂u, Y = v∂v.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê íåëîêàëüíîé ïîäñòàíîâêå

u = ϕ(v, vx, vy, vz) = ln
cvxvyvz
v3

. (6)

Ïîäñòàíîâêà (6) â óðàâíåíèå (2) ïðèâîäèò ê ôîðìóëå, îïðåäåëÿþ-
ùåé êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2), çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé

u = ln

(
− 6

λ

f ′1(x)f
′
2(y)f

′
3(z)

(f1(x) + f2(y) + f3(z))3

)
.

Çäåñü f1(x), f2(y), f3(z) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûå ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê íåêîòîðûì äðóãèì
íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â Êàçàíñêîì (Ïðèâîëæñêîì) ôåäåðàëüíîì
óíèâåðñèòåòå (äàëåå ÊÔÓ) äåêëàðèðóåòñÿ âíåäðåíèå â ñèñòåìó óíè-
âåðñèòåòñêîãî îáðàçîâàíèÿ öèôðîâûõ òåõíîëîãèé, ñîçäàí Èíñòèòóò
ïåðåäîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÊÔÓ, ïðèçâàííûé íàïðàâ-
ëÿòü è êîîðäèíèðîâàòü ðàáîòó â äàííîì íàïðàâëåíèè. Èíñòèòóò ïå-
ðåäîâûõ îáðàçîâàòåëüíûõ òåõíîëîãèé ñòàâèò ïåðåä ñîáîé ñëåäóþùèå
ïåðâîî÷åðåäíûå öåëè ðàáîòû: öèôðîâèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ, öèôðîâàÿ
îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà è ðàçâèòèå öèôðîâûõ êîìïåòåíöèé
ñòóäåíòîâ è ïðåïîäàâàòåëåé, îïðåäåëåíèå öèôðîâèçàöèè ýêîíîìèêè
è îáùåñòâà â êà÷åñòâå îñíîâíûõ òåìàòèê èññëåäîâàíèé. Öèôðîâàÿ
îðãàíèçàöèÿ ó÷åáíîãî ïðîöåññà ñâîäèòñÿ â îñíîâíîì ê îáåñïå÷åíèþ
äèñöèïëèí, ïðåäóñìîòðåííûõ ó÷åáíûìè ïëàíàìè, öèôðîâûìè îáðà-
çîâàòåëüíûìè ðåñóðñàìè (ÖÎÐ). Ýòè ðåñóðñû ðàçðàáàòûâàþòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûìè îáùèìè òðåáîâàíèÿìè, îáÿçàòåëüíûìè
äëÿ âñåõ ÖÎÐ, ïðèìåíÿåìûõ â ÊÔÓ. Çäåñü ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ âî-
ïðîñîâ, êàñàþùèõñÿ öåëåñîîáðàçíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÖÎÐ ïðè îáó÷å-
íèè ìàòåìàòè÷åñêèì äèñöèïëèíàì, èõ âîçìîæíîìó ìåñòó â ñèñòåìå
îáó÷åíèÿ â âóçå.

Âîïðîñû âíåäðåíèÿ ýëåìåíòîâ äèñòàíöèîííîãî îáó÷åíèÿ íà îñíî-
âå öèôðîâûõ òåõíîëîãèé â ñèñòåìó âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ îáñóæäà-
þòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè [1]�[7]. Àâòîðû äàííûõ ñòàòåé îòìå÷àþò êàê
ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå ñòîðîíû äèñòàíöèîííîãî îáó-
÷åíèÿ, îïðåäåëåííûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÖÎÐ â
îáðàçîâàíèè, òåõíè÷åñêèå àñïåêòû êîíñòðóèðîâàíèÿ ÖÎÐ.

Êîíñòðóèðîâàíèå ÖÎÐ ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿
� àêòóàëüíàÿ çàäà÷à, ñâÿçàííàÿ â òîì ÷èñëå ñ âíåäðåíèåì öèôðî-
âûõ îáðàçîâàòåëüíûõ ðåñóðñîâ (ÖÎÐ) â îáðàçîâàòåëüíûé ïðîöåññ â
Êàçàíñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå. Ïðè ðàçðàáîòêå ÖÎÐ ñëåäó-
åò ñòàâèòü ïåðåä ñîáîé öåëü ñäåëàòü åãî ìàêñèìàëüíî óäîáíûì äëÿ
îáó÷àþùèõñÿ. Çà÷àñòóþ ñòóäåíòû, íà÷èíàþùèå èçó÷àòü äèñöèïëè-
íó ¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç¿, ñòàëêèâàþòñÿ ñ òàêîé ïðîáëåìîé, êàê
íåâîçìîæíîñòü ñàìîñòîÿòåëüíî íàéòè ïîëåçíûé è ïîíÿòíûé ýëåê-
òðîííûé ðåñóðñ äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàíÿòèé. Â
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ñâÿçè ñ ýòèì áûë ðàçðàáîòàí öèôðîâîé îáðàçîâàòåëüíûé ðåñóðñ, êî-
òîðûé ñ îäíîé ñòîðîíû îòâå÷àåò âñåì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì
ê ÖÎÐ â Êàçàíñêîì ôåäåðàëüíîì óíèâåðñèòåòå, à ñ äðóãîé ñòîðîíû
ó÷èòûâàåò ïîæåëàíèÿ è ïðåäïî÷òåíèÿ ñòóäåíòîâ, ñ òåì, ÷òîáû îí
áûë äîñòàòî÷íî óäîáíûì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ îáó÷àþùèìèñÿ â êîí-
êðåòíûõ óñëîâèÿõ ïîäãîòîâêè áóäóùèõ ó÷èòåëåé ìàòåìàòèêè â Åëà-
áóæñêîì èíñòèòóòå ÊÔÓ.
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Â òåîðèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé âàæ-
íóþ ðîëü èãðàþò çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ. Ïîäîá-
íûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå äëÿ ñèñòåì ñ äâóêðàòíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â ðàáîòàõ
[1]�[3].

Ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòè-
êàìè

∂2uk
∂x2k

=

n∑
i=1

a1ki(x1, . . . , xn)
∂ui
∂xk

+

+

n∑
i=1

a0ki(x1, . . . , xn)ui + fk(x1, . . . , xn), k = 1, n. (1)

Ñ÷èòàåì, ÷òî â çàìûêàíèè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè G = {x0i <
xi < x1i } n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ a1ki ∈ C2,
a0ki ∈ C1, fk ∈ C1. Íàçîâåì ðåãóëÿðíûì â îáëàñòè G ðåøåíèå êëàññà
uk ∈ C1, ukxkxk

∈ C, k = 1, n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Xj ãðàíè G ïðè
xj = x0j .

Îñíîâíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â
îáëàñòè G ðåøåíèå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì

uk|Xk
= ϕk(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn),

(
ukxk

−
n∑
i=1

a1kiui

)∣∣∣
Xk

= ψk(x1, . . . , xk−1, xk+1, . . . , xn), (2)

k = 1, n, ϕk, ψk ∈ C1(Xk).

Ïóòåì ñâåäåíèÿ ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçàíî, ÷òî
ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ðàçðàáîòàí âàðèàíò ìåòîäà Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû (1). Â òåðìèíàõ
ìàòðèöû Ðèìàíà ïîñòðîåíî ðåøåíèå îñíîâíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
çàäà÷è.
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Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ âîëíîâûå ïðîöåññû, âîçáóæ-
äàåìûå â ïðîìûøëåííûõ êàðüåðàõ Öåíòðàëüíî-×åðíîçåìíîãî ýêîíî-
ìè÷åñêîãî ðàéîíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàéîíå ôóíêöèîíèðóåò áîëåå
20 êàðüåðîâ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäÿòñÿ êîðîòêîçàìåäëåííûå âçðûâû,
ìîùíîñòüþ îò íåñêîëüêèõ òîíí äî 2500 òîíí.

Ïðè ýòîì âîçáóæäàþòñÿ ñåéñìè÷åñêèå ñîáûòèÿ, ýíåðãèÿ êîòîðûõ
êîëåáëåòñÿ îò 105 äî 1012 Äæ. Íà ïðèìåðå âçðûâà â Ïàâëîâñêîì
êàðüåðå ðàññìîòðèì õàðàêòåð ïðîèçâîäñòâà ïðîìûøëåííîãî âçðûâà
è âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ñåéñìè÷åñêèå ýôôåêòû [1].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ìîäåëè ñåéñìè÷åñêîãî ñîáûòèÿ ðàññìîò-
ðèì äåòåðìèíèðîâàííóþ ìîäåëü êîðîòêîçàìåäëåííîãî âçðûâà.

Ïóñòü èìååòñÿ åäèíè÷íûé ñåéñìè÷åñêèé èìïóëüñ f(t) ñ îãðàíè-
÷åííîé ýíåðãèåé, òàêîé ÷òî∫ +∞

−∞
[f(t)]2dt <∞ (1)
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Ñïåêòð åäèíè÷íîãî èìïóëüñà îïðåäåëèì ÷åðåç èíòåãðàë Ôóðüå [30]
â ôîðìå

s(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t)eiωtdt (2)

Ðàññìàòðèâàÿ ñèñòåìó êîðîòêîçàìåäëåííîãî âçðûâàíèÿ êàê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èç N ñåéñìè÷åñêèõ èìïóëüñîâ îäèíàêîâîé ôîðìû è ðàç-
íîé àìïëèòóäû, ïîÿâëÿþùèõñÿ â íåêîòîðûå îïðåäåëåííûå ìîìåíòû
âðåìåíè, ñóììàðíûé ñåéñìè÷åñêèé ñèãíàë çàïèøåì â ôîðìå

F (t) =

N∑
n=0

anf(t− τn) (3)

ãäå an � ìíîæèòåëü àìïëèòóäû è τn� çàäåðæêà ïîÿâëåíèÿ èìïóëüñà
¾n¿ Âû÷èñëèì ñïåêòð ôóíêöèè F (t), âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î
ñïåêòðå ñóììû è òåîðåìîé ñìåùåíèé

S(ω) =

∫ +∞

−∞
e−iωt

N∑
n=0

anf(t−τn)dt =
N∑
n=0

an

∫ +∞

−∞
f(t−τn)e−iωtdt =

=

N∑
n=0

ane
−iωτn

∫ +∞

−∞
f(t)eiωtdt =

= s(ω)

N∑
n=0

ane
−iωτn = s(ω)h(ω,N, an, τn) (4)

Â âûðàæåíèè (4) ôóíêöèÿ h(ω,N, an, τn) ïðåäñòàâëÿåò ñïåêòðàëü-
íóþ ïåðåõîäíóþ õàðàêòåðèñòèêó ëèíåéíîé ñèñòåìû äëÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èç N èìïóëüñîâ îäèíàêîâîé ôîðìû ñìåùåííûõ îòíîñè-
òåëüíî íà÷àëà íà íåêîòîðûå âåëè÷èíû çàäåðæåê. Ïðèâåäåííîå ñîîò-
íîøåíèå (4) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñïåöèôèêó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåêòðà
îäèíî÷íîãî èìïóëüñà â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê àääèòèâíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòäåëüíûõ èìïóëüñîâ. Â ÷àñò-
íîñòè ïðè a = an è τn = τn, ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå çíà÷åíèå êîíå÷íîãî
ðÿäà êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò, ïîëó÷èì

h(ω,N, an, τn) = ah(ω,N, τ ) = a

N∑
n=0

e−iωnτ = a
e−iω(N+1)τ − 1

e−iωτ
(5)
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Ìîäóëü ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè h, ðàâíûé ïî îïðåäåëåíèþ ñóì-
ìå êâàäðàòîâ åãî âåùåñòâåííîé è ìíèìîé êîìïîíåíòû

|h(ω,N, τ )| = a{Re2[h(ω,N, τ )] + Im2[h(ω,N, τ )]}1/2, (6)

ìîæíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî èç (3.5). Ïîñëå ðÿäà ïðîñòûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, ïåðåõîäÿ ê íîðìèðîâàííûì çíà÷åíèÿì ìîäóëÿ ïåðåõîä-
íîé õàðàêòåðèñòèêè, çàïèøåì åãî â ôîðìå

|h̃(ω,N, τ )| = a

N + 1
|sin[(N + 1)πvτ ]

sin(πvτ)
| (7)

ãäå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé v(ω =
2πv). Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåõîäíîé õàðàêòåðèñòèêè ëè-
íåéíîé ñèñòåìû êîðîòêîçàìåäëåííîãî âçðûâàíèÿ â ôîðìå (7) ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà ñåéñìè÷åñêîãî ñèãíàëà êàðüåðíîãî âçðûâà.

Ïðè îäèíàêîâîé àìïëèòóäå èìïóëüñîâ íàáëþäàåìàÿ õàðàêòåðè-
ñòèêà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêîé èíòåðôåðåíöèîííîé çàâèñèìîñòüþ:
ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñòóïåíåé âçðûâàíèÿ óâåëè÷èâàþòñÿ ïî àì-
ïëèòóäå è ñóæàþòñÿ ïî ÷àñòîòå ãëàâíûå èíòåðôåðåíöèîííûå ìàê-
ñèìóìû. Â èäåàëå, òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà äîëæíà ýôôåêòèâíî ïðî-
ïóñêàòü íèçêî÷àñòîòíóþ ÷àñòü ñïåêòðà îäèíî÷íîãî ñèãíàëà è, êðîìå
òîãî, ñëóæèòü ïîëîñîâûì ôèëüòðîì äëÿ ÷àñòîò êðàòíûõ õàðàêòåð-
íîìó âðåìåíè çàìåäëåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì, ñ öåëüþ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ
â íåëèíåéíîé ãåîëîãè÷åñêîé ñðåäå ýíåðãèè âçðûâà, ïëàíèðóåòñÿ âû-
ïîëíèòü ìîäåëèðîâàíèå ñåéñìè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè
ïðîâåäåíèè ïðîìûøëåííûõ âçðûâîâ.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ôèëüòðàöèè æèäêîñòè ñî âçâåøåííûìè òâåð-
äûìè ìåëü÷àéøèìè ÷àñòèöàìè â íåäåôîðìèðóåìîì ïîðèñòîì ñêåëå-
òå. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ÷àñòèöû ïîñòåïåííî îñàæäàþòñÿ íà ñòåíêàõ
ïîð è óæå íå âîçâðàùàþòñÿ â îáùèé ïîòîê. Äàííîå ÿâëåíèå íàáëþ-
äàåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå íåôòÿíûõ ìåñòîðîæäåíèé, à òàêæå â õèìè÷å-
ñêîé è ãîðíîäîáûâàþùåé ïðîìûøëåííîñòÿõ. Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå
âîçíèêàåò ïðè îáðàçîâàíèè òðîìáîâ â êðîâåíîñíûõ ñîñóäàõ.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ íåñòàöèîíàðíîå ôèëüòðà-
öèîííîå òå÷åíèå ôëþèäà ñî âçâåøåííûìè òâåðäûìè ÷àñòèöàìè èìå-
åò âèä [1]: 

∂u

∂t
= −∂u

∂x
− h(v)u,

∂v

∂t
= h(v)u,

(1)

ãäå x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäèíàòà (íàïðàâëåíèå å¼ âîçðàñòàíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ ôèëüòðàöèè), t � âðåìÿ, u, v � îáúåì-
íûå êîíöåíòðàöèè âçâåøåííûõ è îñàæäåííûõ ÷àñòèö â ïîðàõ ñîîò-
âåòñòâåííî, à h(v) � êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè, âûðàæàþùèé âåðî-
ÿòíîñòü çàõâàòà ÷àñòèöû ïî äëèíå ôèëüòðà.

Ñèñòåìà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû ßêîáè
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [2] è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ ïàðîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì íà ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R4.

Ïóòåì çàìåíû ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (1) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
ñèìïëåêòè÷åñêîìó ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ìîíæà�Àìïåðà

uq1q2 = h(uq2)uq1 . (3)

Îáà èíâàðèàíòà Ëàïëàñà (ñì. [3]) äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáðàùà-
þòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ çàõâàòà ÷àñòèö
ëèíåéíà: h(uq2) = αuq2 + β, ãäå α, β ∈ R. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
(3) êîíòàêòíî ýêâèâàëåíòíî âîëíîâîìó óðàâíåíèþ uq1q2 = 0 òîëü-
êî äëÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé h. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì íåòðèâèàëü-
íûé ñëó÷àé α 6= 0. Â ðàáîòå [4] íàìè áûëî íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (3), êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, äàëî òî÷íîå îáùåå ðåøåíèå
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ñèñòåìû (1):

u =
A′(x− t)

α(A(x− t)−B(x))
, v =

β(B(x)−A(x− t))−B′(x)

α (A(x− t)−B(x))
,

ãäå A,B � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè.
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôóíêèè h ïîñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (1) íåâîçìîæíî. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä
¾ðó÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ¿ (ñì. [2]), ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå çà-
äà÷è Êîøè äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â èñïîëü-
çîâàíèè ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ýòîé ñèñòåìû.
Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îäíîãî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåðíûì âïîëíå èí-
òåãðèðóåìûì ðàñïðåäåëåíèåì, à äðóãîå íå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
Êðèâóþ Êîøè, îòâå÷àþùóþ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, íóæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû îíà ëåæàëà â ïëîñêîñòè Êàðòàíà, à êàñàòåëüíàÿ ê êðè-
âîé íå ëåæàëà â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.
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Èíòåãðàë Õåíñòîêà è èíòåãðàë Ìàê-Øåéíà, äëÿ äåéñòâèòåëü-
íîçíà÷íûõ ôóíêöèé ýêâèâàëåíòíûå óçêîìó èíòåãðàëó Äàíæóà è èí-
òåãðàëó Ëåáåãà ñîîòâåòñòâåííî, áàçèðóþòñÿ íà îáîáùåíèè îïðåäå-
ëåíèÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âåêòîðíîçíà÷íûõ
ôóíêöèé âçàèìîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåãðàëîì Õåíñòîêà è èíòåãðà-
ëîì Ìàê-Øåéíà çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, äàæå â ñëó÷àå
ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé èíòåãðèðóåìàÿ ïî Õåíñòîêó
íà îòðåçêå ôóíêöèÿ ìîæåò íå áûòü èíòåãðèðóåìîé ïî Ìàê-Øåéíó
íè íà êàêîì åãî ïîäîòðåçêå [4]. Âçàèìîîòíîøåíèÿ âåêòîðíîçíà÷íûõ
èíòåãðàëîâ Õåíñòîêà è Ìàê-Øåéíà èçó÷àëèñü â êëàññå âñåõ èíòåãðè-
ðóåìûõ ôóíêöèé [3], à òàêæå â êëàññå èíòåãðèðóåìûõ èçìåðèìûõ ïî
Ðèìàíó ôóíêöèé [5], [6]. Â [1] è [2] ââåäåíû íåñêîëüêî òèïîâ ðàâíî-
ìåðíûõ óñëîâèé ìàëîñòè äëÿ ðèìàíîâûõ ñóìì, â òåðìèíàõ êîòîðûõ
àâòîðû ïîïûòàëèñü îõàðàêòåðèçîâàòü èíòåãðèðóåìûå ïî Õåíñòîêó
íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûå ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðó-
åìîñòè ïî Ëåáåãó íà åãî èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ. Â íàñòîÿùåé
çàìåòêå, ìû ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà èç [2] óòâåðæäàþùå-
ãî, ÷òî ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Õåíñòîêó òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ïî÷òè èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó, äëÿ êëàññà èçìåðèìûõ ïî
Ðèìàíó âåêòîðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü X �äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî è [a, b] åñòü
ôèêñèðîâàííûé íåâûðîæäåííûé îòðåçîê äåéñòâèòåëüíîé îñè. Äðó-
ãèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [6].

Òåîðåìà 1. Åñëè f : [a, b] → X èçìåðèìà ïî Ðèìàíó è èíòå-
ãðèðóåìà ïî Õåíñòîêó (Ìàê-Øåéíó) íà [a, b], òî äëÿ êàæäîãî ε > 0
ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî F ⊂ [a, b] è èçìåðèìûé ìàñ-
øòàá δ íà [a, b] òàêèå, ÷òî µ([a, b] \ F ) < ε, ôóíêöèÿ f îãðàíè÷åíà
íà F è íåðàâåíñòâî ∥∥∥∥ ∑

k:tk ̸∈F

f(tk)µ(Ik)

∥∥∥∥ < ε

âûïîëíåíî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ {(Ik, tk)}Kk=1 Õåíñòîêà (Ìàê-Øåé-
íà) îòðåçêà [a, b] ñîãëàñîâàííîãî ñ ìàñøòàáîì δ.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : [a, b] → X. Åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàé-
äåòñÿ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî E ⊂ [a, b] è èçìåðèìûé ìàñøòàá δ íà
[a, b] òàêèå, ÷òî f èçìåðèìà ïî Ðèìàíó è èíòåãðèðóåìà ïî Õåí-
ñòîêó (Ìàê-Øåéíó) íà E è íåðàâåíñòâî∥∥∥∥ ∑

k:tk ̸∈E

f(tk)µ(Ik)

∥∥∥∥ < ε

âûïîëíåíî äëÿ âñÿêîãî ðàçáèåíèÿ {(Ik, tk)}Kk=1 Õåíñòîêà (Ìàê-Øåé-
íà) îòðåçêà [a, b] ñîãëàñîâàííîãî ñ ìàñøòàáîì δ, òî f èçìåðèìà ïî
Ðèìàíó è èíòåãðèðóåìà ïî Õåíñòîêó (Ìàê-Øåéíó) íà [a, b].
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íåæ : Èçäàòåëüñêèé äîì ÂÃÓ, 2021. �Ñ. 221�224.
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ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÅ ÌÅÒÐÈÊÈ È ÊÂÀÇÈÌÅÒÐÈÊÈ Â
ÏÎÄÎÁËÀÑÒßÕ ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅÐÍÎÃÎ

ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ1

Ñ.Ð. Íàñûðîâ (Êàçàíü, ÊÔÓ)
semen.nasyrov@yandex.ru

Â ïîñëåäíèå ãîäû âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ðàçëè÷íûõ ìåòðèê
d, èìåþùèõ èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíê-
öèé (ñì., íàïð., [1]). Îäíèìè èç íàèáîëåå âàæíûõ ÿâëÿþòñÿ òàê íàçû-
âàåìûå âíóòðåííèå (intrinsic) ìåòðèêè, êîòîðûå ó÷èòûâàþò íå òîëü-
êî áëèçîñòü òî÷åê äðóã ê äðóãó â åâêëèäîâîé ìåòðèêå, íî è ðàñïîëî-
æåíèå èõ ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíèöå îáëàñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìåòðèê
ìîæíî ÷àñòî äîñòàòî÷íî ïðîñòî îöåíèâàòü ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îáëàñòè, â òî æå âðåìÿ, ýòè ìåòðèêè ãîðàçäî
ëåã÷å ïîäñ÷èòûâàòü, ÷åì ãèïåðáîëè÷åñêóþ ìåòðèêó. Ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñ òàêæå êâàçèìåòðèêè, ò. å. ôóíêöèè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò
âñåì ñâîéñòâàì ìåòðèê çà èñêëþ÷åíèåì íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà,
îíî çàìåíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì d(x, z) ⩽ C(d(x, y)+d(y, z)) ñ íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé C ⩾ 1.

Ïóñòü G � ñîáñòâåííàÿ ïîäîáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rn. Îáîçíà÷èì
÷åðåç |x−z| åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x è y â Rn è ÷åðåç
dG(x) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x ∈ G äî ãðàíèöû ∂G, ò. å. dG(x) :=
inf{|x− z| | z ∈ ∂G}.

1) Îäíîé èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ âíóòðåííèõ (êâàçè-)ìåòðèê ÿâ-
ëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ äâóòî÷å÷íàÿ ôóíêöèé (point pair function)
pG : G×G→ [0, 1), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

pG(x, y) =
|x− y|√

|x− y|2 + 4dG(x)dG(y)
, x, y ∈ G. (1)

Ýòà ôóíêöèÿ ââåäåíà â [2], â ýòîé æå ñòàòüå çàìå÷åíî ÷òî pG íå
ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, åñëè îáëàñòü G ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì êðóãîì
â R2.

Ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ pG(x, y)
ÿâëÿåòñÿ êâàçèìåòðèêîé ñ êîíñòàíòîé C =

√
5/2, ïðè÷åì ïî êëàññó

âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäîáëàñòåé G â Rn ýòà êîíñòàíòà íåóëó÷øàåìà.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà
(ñîãëàøåíèå � 075-02-2022-882).
© Íàñûðîâ Ñ.Ð., 2023
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Â òî æå âðåìÿ, äëÿ íåêîòîðûõ îáëàñòåé pG(x, y) ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé,
íàïðèìåð, äëÿ Rn\{0} ïðè n ⩾ 2.

Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàçèìåòðèêè pαG(x, y), îáîáùàþùèå (1)
â òîì ñìûñëå, ÷òî âìåñòî êîíñòàíòû 4 â çíàìåíàòåëå áåðåòñÿ íåêîòî-
ðàÿ êîíñòàíòà α > 0. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè êàæäîì α ∈ (0, 12] ôóíêöèÿ
pαG(x, y) îïðåäåëÿåò ìåòðèêó â ñëó÷àå, êîãäà G ñîâïàäàåò ñ Rn\{0}
èëè âåðõíèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì Hn+ ïðè n ⩾ 2. Â òî æå âðåìÿ,
pαG(x, y) íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â øàðå åäèíè÷íîì øàðå Bn íè ïðè
êàêîì α > 0.

2) Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì s-ìåòðèêó (triangular ratio metric) â
îáëàñòè G, îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé

sG(x, y) =
|x− y|

infz∈∂G(|x− z|+ |z − y|)
, x, y ∈ G.

è èçó÷àåì åå ñâÿçü ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ìåòðèêîé ρG(u, v) â ðàçëè÷íûõ
ïîäîáëàñòÿõG íà ïëîñêîñòè, â ÷àñòíîñòè, â ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.
Äëÿ ðÿäà îáëàñòåé ìû äàåì îöåíêó ñíèçó äëÿ íàèëó÷øåé êîíñòàíòû
c â íåðàâåíñòâå

th
ρG(x, y)

2
⩽ c sG(x, y), x, y ∈ G.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ñîâìåñòíî ñ Ì. Âó-
îðèíåíîì, Ä. Äàóòîâîé, Ð. Êàðãàðîì è Î. Ðàéíèî [3, 4].

Ëèòåðàòóðà
1. Hariri P. Conformally invariant metrics and quasiconformal map-

pings / P. Hariri, R. Kl�en, M. Vuorinen. � Berlin, Springer, Springer
Monographs in Mathematics, 2020. � xix+502 p.

2. Chen J. Lipschitz conditions, triangular ratio metric, and quasicon-
formal maps / J. Chen, P. Hariri, R. Kl�en, M. Vuorinen // Ann. Acad.
Sci. Fenn. Math. � 2015. � V. 40. � P. 683�709.

3. Dautova D. Metrics and quasimetrics induced by point pair functi-
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Brazilian Math. Soc., New Series. � 2022. � V. 53. � P. 1377�1401.

4. Dautova D. Intrinsic metrics in polygonal domains / D. Dautova,
R. Kargar, S. Nasyrov, M. Vuorinen // arXiv.org. � 2022. � URL:
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À.À. Íàóìîâà (Êóðñê, ÊÃÓ)
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Ë. Ðóáåë è Á. Òåéëîð [1] óñòàíîâèëè ñâÿçü ìåæäó ðîñòîì ìå-
ðîìîðôíîé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèè è ðîñòîì åå êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ïîëóïëîñêîñòè áûë
ïîëó÷åí â ðàáîòå [2]. Ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè ìåðî-
ìîðôíîé ôóíêöèè êîíå÷íîãî ãàììà-ðîñòà â íåîãðàíè÷åííîì ïîëó-
êîëüöå D+ = {z : |z| ⩾ 1, Im z > 0} . Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èñòèí-
íî àíàëèòè÷åñêîé â D+, åñëè f � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â D+ è
lim
z→t

ln |f(z)| ⩽ 0 äëÿ âñåõ t ∈ ∂D+. ×åðåç JA∗ îáîçíà÷èì êëàññ èñ-

òèííî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â D+. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ èñòèí-
íî ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé â D+, åñëè îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê îòíîøåíèå äâóõ èñòèííî àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé èç êëàññà JA∗.
Êëàññ èñòèííî ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â D+ îáîçíà÷èì ÷åðåç JM∗.
Ïóñòü f ∈ JM è ïóñòü λ � åå ïîëíàÿ ìåðà, λ = λ+−λ− � æîðäàíîâî
ðàçëîæåíèè ìåðû λ. Îáîçíà÷èì

m(r, f) :=
1

r

∫ π

0

ln+ |f(reiφ)| sinϕdϕ ,N(r, f, r0) :=

∫ r

r0

λ−(t)

t3
dt ,

T (r, f, r0) := m(r, f) +N(r, f, r0) +m(r0, 1/f) ,

ãäå r0 > R0 � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ JM∗ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâîì [2]

ck(r, f) =
2

π

∫ π

0

ln |f(reiθ)| sin(kθ) dθ, k ∈ N, r > R0 .

×åðåç γ(r) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ðîñòà, ò.å. íåóáûâàþùóþ íåîãðàíè-
÷åííóþ ôóíêöèþ íà ïîëóèíòåðâàëå (0,+∞).

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ JM∗. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) Ôóíêöèÿ f èìååò êîíå÷íûé γ-ðîñò, ò.å. ñóùåñòâóþò ïîëî-
æèòåëüíûå ïîñòîÿííûå A è B òàêèå, ÷òî T (r, f) ⩽ Aγ(Br) äëÿ
âñåõ r ∈ [r0,∞).

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò No. 22-21-00012, https://rscf.ru/project/22-21-00012/).
© Íàóìîâà À.À., 2023
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2) (2a) Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f óäîâëåòâîðÿþò íåðà-
âåíñòâó |ck(r, f)| ⩽ Aγ(Br), k ∈ N, ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ
A,B ( âîçìîæíî äðóãèõ) è âñåõ r ∈ [r0,∞);

(2b) ìåðà λ+ (èëè ìåðà λ−) èìååò êîíå÷íóþ γ-ïëîòíîñòü.
Ìåðà λ+ èìååò êîíå÷íóþ γ-ïëîòíîñòü, åñëè N(r, f, r0) ⩽ Aγ(Br)

ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ A,B è âñåõ r ∈ [r0,∞).

Ëèòåðàòóðà
1. Rubel L.A., Taylor B.A. A Fourier series method for meromorphic

and entire functions / L.A. Rubel // Bull. Soc. Math. France. � 1968. �
Vol. 96. � Pp. 53�96.

2. Ìàëþòèí Ê.Ã. Ðÿäû Ôóðüå è δ-ñóáãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè êî-
íå÷íîãî γ-òèïà â ïîëóïëîñêîñòè / Ê.Ã. Ìàëþòèí // Ìàòåì. ñá. �
2001. � Ò. 192, � 6. � Ñ. 51�70.

ÊËÀÑÑÛ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÔÐÅÉÌÎÂ
ÏÀÐÑÅÂÀËß1

Ñ.ß. Íîâèêîâ, Â.Â. Ñåâîñòüÿíîâà
(Ñàìàðà, Ñàìàðñêèé óíèâåðñèòåò)

nvks@ssau.ru

Ôðåéìû êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñòàíîâÿòñÿ ïðåäìåòîì àê-
òèâíûõ èññëåäîâàíèé àëãåáðàèñòîâ è àíàëèòèêîâ, à òàêæå ñïåöèàëè-
ñòîâ ïî öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ [1, 2, 3 ]. Ïðèâåäåì äâà ýêâèâà-
ëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ ôðåéìà. Ïóñòü n è d íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè-
÷åì n ⩾ d. Êîíå÷íûé ôðåéì â d-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
Hd � ýòî ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé íàáîð âåêòîðîâ: span{ϕj}nj=1 = Hd.

Âòîðîå îïðåäåëåíèå ôðåéìà âûãëÿäèò òàê. Íàáîð âåêòîðîâ
{ϕj}nj=1 íàçûâàåòñÿ ôðåéìîì äëÿ âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî
Hd, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < a ⩽ b < ∞, òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
x ∈ Hd,

a‖x‖2 ⩽
n∑
j=1

|〈x, ϕj〉|2 ⩽ b‖x‖2.

Ýòè äâà îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû [4].
Åñëè ôðåéìîâûå ãðàíèöû ðàâíû ìåæäó ñîáîé (a = b), òî ïðåä-

ñòàâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåê-

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè Ïðîãðàììû ðàçâèòèÿ Íàó÷íî-
îáðàçîâàòåëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà
(ñîãëàøåíèå � 075-02-2022-878).
© Íîâèêîâ Ñ.ß., Ñåâîñòüÿíîâà Â.Â., 2023
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òîðîâ ôðåéìà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî ïðîñòûì:

x =
1

a

d∑
i=1

〈x, ϕi〉ϕi, x ∈ Hd.

Òàêèå ôðåéìû íàçûâàþòñÿ æåñòêèìè èëè a-æåñòêèìè. 1-æåñòêèå
ôðåéìû íàçûâàþò ôðåéìàìè Ïàðñåâàëÿ èëè íîðìàëèçîâàííûìè
æåñòêèìè ôðåéìàìè.

Ïðîâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ ôðåéìîâ ïî êëàññàì èõ ýêâèâàëåíòíî-
ñòåé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâàõ R5 è R7 ðàâíîóãîëüíûå ôðåéìû
Ïàðñåâàëÿ ñ 10 è 14 âåêòîðàìè ñîîòâåòñòâåííî îêàçûâàþòñÿ åäèí-
ñòâåííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ââåäåííîé ïðîåêòèâíî-ïåðåñòàíîâî÷íîé
óíèòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Àíàëîãè÷íàÿ åäèíñòâåííîñòü ïîëó÷åíà
äëÿ îáùåãî ðàâíîìåðíîãî ôðåéìà Ïàðñåâàëÿ ñ d + 1 âåêòîðàìè â
ïðîñòðàíñòâå Rd. Òàêèå âîïðîñû íåîäíîêðàòíî ïîäíèìàëèñü â ëèòå-
ðàòóðå [5, 2, 3].

Áîëüøîå âíèìàíèå â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèâëåêàþò
ôðåéìû ñ ïîëíûì ñïàðêîì, ýòî ôðåéìû {ϕj}nj=1 â Hd òàêèå, ÷òî
êàæäûé íàáîð èç d âåêòîðîâ ýòîãî ôðåéìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûì [6]. Âû÷èñëåíèå ñïàðêà, òî åñòü ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà
ëèíåéíî çàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíî ãî-
ðàçäî áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, ÷åì âû÷èñëåíèå ðàíãà ìàòðèöû. Â
äàííîé çàìåòêå èçëîæåíà ìåòîäèêà, êîòîðàÿ, âîçìîæíî, îáëåã÷èò
âû÷èñëåíèå ñïàðêà. Âåñüìà ïîëåçíûì â ýêâèâàëåíòíîé êëàññèôè-
êàöèè ôðåéìîâ îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå ìàòðèö Çåéäåëÿ è òåõíèêè
äîïîëíåíèé ïî Íàéìàðêó.

Ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ îïóáëèêîâàíî â [7].
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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ È ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

È.Ñ. Íîâè÷èõèí, È.Â. Âèíîêóðîâà (Âîðîíåæ, ÂÃÒÓ)
formeys777@gmail.com

Â ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò ðàçâèâàåòñÿ
ñòðåìèòåëüíûìè òåìïàìè, ìíîãèå ñôåðû äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà óæå
íå ìîãóò îáîéòèñü áåç äàííîé òåõíîëîãèè. Èñêóññòâåííûé èíòåëëåêò
çíà÷èòåëüíî ýêîíîìèò âðåìåííûå è ôèíàíñîâûå ðåñóðñû íà ðàáîòó,
êîòîðóþ äî íåäàâíåãî âðåìåíè áûë ñïîñîáåí âûïîëíèòü ëèøü ÷åëî-
âåê.

Â ïðîöåññå îáó÷åíèÿ íåéðîñåòè çàäåéñòâîâàí ÷åëîâåê, êîòîðûé
èùåò îøèáêè. Òàêîå îáó÷åíèå íàçûâàåòñÿ ¾supervised learning¿ [1].

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû � ïðîöåäóðû ïîèñêà, îñíîâàííûå íà ìå-
õàíèçìàõ íàñëåäîâàíèÿ è åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Â íèõ èñïîëüçóåòñÿ
ýâîëþöèîííûé ïðèíöèï âûæèâàíèÿ íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûõ îñî-
áåé. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà íàáîð äàííûõ ïîäâåðãàåòñÿ ðàç-
ìíîæåíèþ ïóòåì ñêðåùèâàíèÿ îïðåäåëåííûõ ó÷àñòêîâ. Âîçìîæíî
äîáàâëåíèå ìåõàíèçìà ìóòàöèé. Ïîëó÷åííûé ñïèñîê ïîòîìêîâ ïðî-
âåðÿåòñÿ è ñîðòèðóåòñÿ ïî îïòèìàëüíîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, ñà-
ìûå íåóäà÷íûå ïîòîìêè îòñåèâàþòñÿ, îñòàâøèåñÿ ïîòîìêè ïðîäîë-
æàþò öèêë ðàçìíîæåíèÿ è ìóòàöèé. Â êîíå÷íîì èòîãå îñòàþòñÿ ñà-
ìûå óäà÷íûå äàííûå.

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáó÷åíèÿ íåé-
ðîñåòåé. Â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ýâîëþöèîííûå ìåòîäû, â òîì
÷èñëå è ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, èìåþò íàèáîëåå âûñîêèå øàíñû
äëÿ äîñòèæåíèÿ òðåáóåìûõ ðåçóëüòàòîâ [2]. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è âíå ðàìîê òåõíîëîãèè èñêóññòâåííîãî èí-
òåëëåêòà.

Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà � îäíà èç ñàìûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ êîìáè-
íàòîðíîé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå ñàìîãî âû-
ãîäíîãî ìàðøðóòà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç íåñêîëüêî ãîðîäîâ õîòÿ áû ïî
îäíîìó ðàçó ñ ïîñëåäóþùèì âîçâðàòîì â èñõîäíûé ãîðîä. Êðèòå-
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ðèåì âûãîäíîñòè ìàðøðóòà ìîæåò áûòü ðàññòîÿíèå, çàòðà÷èâàåìûå
ðåñóðñû, ñîâîêóïíîñòü íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ è òîìó ïîäîáíîå.

Ðàçìåð ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà ôàêòîðèàëüíî çàâèñèò îò êîëè÷å-
ñòâà ãîðîäîâ. Ïðè íàëè÷èè â óñëîâèè 13-òè ãîðîäîâ òàêèõ âûïîëíå-
íèé áóäåò óæå 6 ìèëëèàðäîâ, è êîìïüþòåð ìîæåò èõ ñ÷èòàòü íåäåëþ
èëè äàæå áîëüøå [3].

Îäíèì èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé ñïîñîáåí íàéòè ïðèåìëåìîå
ðåøåíèå, íå ïåðåáèðàÿ âñå âîçìîæíûå ìàðøðóòû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äàííóþ òåõíîëîãèþ äëÿ ðàçðàáîò-
êè ïðîãðàììû ïîèñêà êðàò÷àéøåãî ìàðøðóòà ìåæäó îïðåäåëåííûì
íàáîðîì òî÷åê ñ ðàçëè÷íûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè. Ýòî ïîçâîëèò
ýôôåêòèâíî ïëàíèðîâàòü ìàðøðóò ðàçëè÷íûõ ýêñêóðñèé.

Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì íåçàìåíèì â ñîâðåìåííîé æèçíè. Îí èñ-
ïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, òà-
êèõ êàê îáó÷åíèå íåéðîííûõ ñåòåé, à òàêæå âîñòðåáîâàí âíå ðàìîê
îòðàñëè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, ïîìîãàÿ ðåøèòü çàäà÷è, êîòî-
ðûå êðàéíå ñëîæíî èëè íåâîçìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ïåðåáîðà âñåõ
âàðèàíòîâ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ýôôåêòèâ-
íû ëèøü â ñëó÷àÿõ, êîãäà äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò ïîä-
õîäÿùåãî ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ.
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Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ìîäóëÿ

f(x) = |2x− 1|, x ∈ [0, 1], (1)
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ðàññìîòðèì ïîëèíîìû Êàíòîðîâè÷à

Kn(f, z) = (n+ 1)

n∑
k=0

(k+1)/(n+1)∫
k/(n+1)

f(s) ds · Cknzk(1− z)n−k. (2)

Çäåñü n ∈ N ∪ {0}, z ∈ C, à Ckn � áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.
Íåäàâíî â ðàáîòå [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî â ïðèìåðå (1) ïîëèíîìû Êàí-
òîðîâè÷à (2) íàïðÿìóþ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòàíäàðòíûå ïîëèíîìû
Áåðíøòåéíà. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóÿ ïðåæíèå ðåçóëüòàòû [2] (ñì.
òàêæå [3]), íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ïîëèíîìîâ (2) ïî ñòåïå-
íÿì íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé z.

Îêàçûâàåòñÿ, ïîëèíîìû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè n = 2m äîïóñêàþò
àëãåáðàè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

K2m(f, z) =
2m

2m+ 1
(1− 2z) +

1

2(2m+ 1)
Cm2m z

m+

+
1

2(2m+ 1)
Cm2m

m∑
k=1

(−1)k−1 γm,k C
k
m

zm+k

(m+ k − 1)(m+ k)
,

(3)

ãäå γm,k = 8mk − (m + k − 1)(m + k). Ôîðìóëà (3) äåéñòâóåò ïðè
âñåõ m ∈ N.

Ìíîæèòåëè γm,k â çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé m è k ìî-
ãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè è äàæå ðàâíûìè íóëþ.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èç ðàçëîæåíèÿ (3) ïðè íîìåðå n = 2m áóäåò
âûïàäàòü ñëàãàåìîå ñòåïåíè ν = m+ k. Ýòîò ýôôåêò ëàêóíàðíîñòè
òðåáóåò èññëåäîâàíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ

(m+ k − 1)(m+ k) = 8mk (4)

íà ìíîæåñòâå m ∈ N, k ∈ {1, . . . ,m}.
Óðàâíåíèå (4) òåñíî ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì äëÿ ïî÷òè

ðàâíîáåäðåííûõ ïèôàãîðîâûõ òðîåê

a2 + (a+ 1)2 = c2. (5)

Íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (5) îáðàçóþò ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (aj , cj)j∈N , ïîä÷èíåííóþ ðåêóððåíòíîìó ïðàâèëó

aj+1 = 3aj + 2cj + 1, cj+1 = 4aj + 3cj + 2, j ∈ N,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì a1 = 3, c1 = 5 (ñì. [4], [5]).
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Òåîðåìà. Âñå íóæíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (4) ïðåä-
ñòàâèìû â âèäå

kj =
cj − 1

4
, mj =

4aj + 3cj + 1

4
, j ∈ N,

ò. å. âûðàæàþòñÿ ÷åðåç íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5). Ñïðà-
âåäëèâû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

kj+1 = mj , mj+1 = 6mj − kj + 1, j ∈ N,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì k1 = 1, m1 = 7. Èìåþòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû

kj =
1

4

(
j∑
i=0

C2i+1
2j+1 2

i − 1

)
, mj =

1

4

(
j+1∑
i=0

C2i+1
2j+3 2

i − 1

)
, j ∈ N.

Óêàæåì íåñêîëüêî ïåðâûõ ðåøåíèé kj , mj .

j 1 2 3 4 5 6 7 8
kj 1 7 42 246 1435 8365 48756 284172
mj 7 42 246 1435 8365 48756 284172 1656277

Ñëåäñòâèåì òåîðåìû áóäóò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû äëÿ íî-
ìåðà ïîëèíîìà nj = 2mj è ñòåïåíè ñëàãàåìîãî νj = mj + kj , ïðè
êîòîðûõ âîçíèêàåò ýôôåêò ëàêóíàðíîñòè. Èìååòñÿ ìíîãî êîìáèíà-
òîðíûõ è àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçàííûõ ñ óêàçàííûìè âå-
ëè÷èíàìè. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïîäîáíûå ýô-
ôåêòû íå âîçíèêàþò (ñð. ñ ôîðìóëàìè â [2], [3]).

Âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü È.Â.Òèõîíîâó è Â.Á.Øåðñòþêîâó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ1
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Â QT = [0, T ] × Ω, ãäå Ω ∈ RN , N = 2, 3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü
ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äâèæåíèè âÿçêî-
óïðóãîé æèäêîñòè òèïà Îëäðîéäà A:

∂u/∂t+

N∑
i=1

ui∂u/∂xi − µ0∆u+ grad p−

µ1Div

∫ t

τu(t,x)

exp((s− t)λ) E(u)(s, z(s; t, x)) ds = f,

div u(t, x)=0, (t, x)∈QT ;
∫
Ω

p(t, x) dx = 0; t ∈ [0, T ];

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω, u(t, x)|∂Ω = ϕ(x), t ∈ [0, T ].

Çäåñü u(t, x)=(u1(t, x), . . . , uN (t, x)) è p(t, x) èñêîìûå âåêòîðíàÿ è
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèè, îçíà÷àþùèå ñêîðîñòü äâèæåíèÿ è äàâëåíèå
ñðåäû, f(t, x) ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, ìàòðèöà E(u)={Eij(u)}Ni,j=1,
Eij(u) = 1

2 (∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi) � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé.
Äèâåðãåíöèÿ Div E(u) ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîð ñ êîìïî-
íåíòàìè � äèâåðãåíöèÿìè ñòðîê, µ0 > 0, µ1 ⩾ 0, λ ⩾ 0 êîíñòàíòû,
õàðàêòåðèçóþùèå âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà æèäêîñòè, u0 è ϕ çàäàí-
íûå íà÷àëüíîå è ãðàíè÷íîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u. Âåêòîð-ôóíêöèÿ
z(τ ; t, x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåãóëÿðíûé ëàãðàíæåâ ïîòîê (ÐËÏ), ïî-
ðîæäåííûé çàäà÷åé Êîøè (èëè, ÷òî òî æå, ôóíêöèåé u)

z(τ ; t, x) = x+

∫ τ

t

u(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ω. (1)

Ôóíêöèÿ z(τ ; t, x) îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
æèäêîñòè, êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ Ω.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-01-
00051).
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Ôóíêöèÿ τu(t, x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê τu(t, x) = inf{τ : z(s; t, x) ∈
Ω, s ∈ (τ, t]} è îçíà÷àåò ìîìåíò âõîæäåíèÿ â Ω ÷àñòèöû æèäêîñòè,
êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â òî÷êå x ∈ Ω.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì íà
∂Ω íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà Ω ñîëåíîèäàëüíîé ôóíêöèè
a(x). Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ u â âèäå u = v + a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z

îïåðàòîð, ñòàâÿùèé â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè v ÐËÏ, ïîðîæäåííûé
ôóíêöèåé v + a, òàê ÷òî Z(v)(τ ; t, x) = z(τ ; t, x).

Ïóñòü W1 = {v : v ∈ L2(0, T ;V ), v′ ∈ L1(0, T ;V
−1) (îïðåäåëåíèå

ïðîñòðàíñòâ H è V ñì. â [1]). Çäåñü v′ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî t
ôóíêöèè v(t, ·) êàê ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â V −1. Ïóñòü b(u, v, w) =∑N
i,j=1

∫
Ω
ui∂vj/∂xiwj dx, ãäå u, v, w ∈ V .

Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;V
−1), v0 ∈ H. Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è A

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ v ∈W1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ v(0) = u0−a
è òîæäåñòâó

d(v, ϕ)/dt−
N∑
i=1

(viv, ∂ϕ/∂xi) + µ0(E(v), E(ϕ))+

µ1(

∫ t

τv+a(t,x)

exp((s− t)λ)E(v + a)(τ, Z(v)(τ ; t, x)) dτ , E(ϕ)) =

〈f, ϕ〉 − b(v, a, ϕ)− b(a, v, ϕ)− b(a, a, ϕ)− µ0(E(a), E(ϕ))

ïðè ëþáîé ϕ ∈ V è ï.â. t ∈ [0, T ].
Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ ϕ óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è A.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäïîëàãàåò àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è A ïðèáëè-

æåíèÿìè ãàëåðêèíñêîãî òèïà ñ ïîñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì
íà îñíîâå àïðèîðíûõ îöåíîê. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòî-
ðèé íåãëàäêîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ðåãóëÿðíûõ
ëàãðàíæåâûõ ïîòîêîâ.

Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ Â.Ã. Çâÿãèíûì.
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Î ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÃÎ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ
Ñ.Ñ. Îðëîâ, Ã.Ê. Ñîêîëîâà (Èðêóòñê, ÈÃÓ; Íîâîñèáèðñê,

ÍÃÓ, ÍÃÒÓ)
orlov_sergey@inbox.ru, g.sokolova@g.nsu.ru

Ïóñòü K îáîçíà÷àåò ïîëå âåùåñòâåííûõ èëè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ f : K → K îäíîãî àðãóìåíòà
ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì T0 ∈ K. Êàê èçâåñòíî, äëÿ òîãî ÷òîáû çàäàòü
f : K → K, äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü å¼ íà îñíîâíîì ïðîìåæóòêå, ò.å.
íà ïîëóèíòåðâàëå äëèíû, ðàâíîé T0. Çàìåòêà ïîñâÿùåíà ñâîéñòâó
ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèé f : Kn → K, îïðåäåë¼ííûõ âñþäó íà Kn.
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà òàêèõ ôóíêöèé.

Ñíà÷àëà îïèøåì ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà ïåðèîäîâ ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f : Kn → K. Ïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ T̄k ∈ Kn, ãäå k = 1, 2, . . . , n, îáðàçóåò áàçèñ Kn.
Ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ ôóíêöèè f : Kn → K èìååò âèä

Pf =
{
T̄ ∈ Kn : T̄ =

m1∑
k=1

nkT̄k +

m1+m2∑
k=m1+1

αkT̄k, nk ∈ Z, αk ∈ K
}
,

ãäå âåêòîðû T̄k ïîðîæäàþò n-ìåðíóþ ðåø¼òêó Λ(T̄1, T̄2, . . . , T̄m1
) ðàí-

ãà m1 (ñì. ñòàòüþ [1, ñòð 13]) è ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïåðèîäàìè
ôóíêöèè f : Kn → K â çàäàííûõ íàïðàâëåíèÿõ T̄k, k = 1, 2, . . . ,m1,
à T̄k, k = m1 +1, . . . ,m1 +m2, � íàïðàâëåíèÿ ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè,
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÷èñëà nk è αk îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, è m1 +m2 ⩽ n.
Ñâÿçü ìåæäó áàçèñíûìè âåêòîðàìè ðåø¼òêè Λ ïåðèîäîâ ôóíêöèè
f : Kn → K è å¼ îñíîâíûìè ïåðèîäàìè èññëåäîâàíà ðàíåå àâòîðàìè
â çàìåòêå [2]. Òàê êàê ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ Pf ôóíêöèè f : Kn → K
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì àääèòèâíûõ àáåëåâûõ ìíîæåñòâ, òî èìååò
ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Pf = Λ(T̄1, T̄2, . . . , T̄m1
)⊕ span{T̄m1+1, T̄m1+2, . . . , T̄m1+m2

}.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ ïðîèçâîëüíîé ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f : Kn → K åñòü ïðÿìàÿ ñóììà äèñêðåòíîãî (n-ìåðíîé
ðåø¼òêè ðàíãà m1) è íåïðåðûâíîãî (m2-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
ïðîñòðàíñòâà Kn) ìíîæåñòâ.

Ââåä¼ì ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü Kn = span{T̄1, T̄2, . . . , T̄n},
è ôóíêöèÿ f : Kn → K ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ìíîæåñòâîì ïåðèîäîâ Pf .
Òîãäà ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî Ff ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f :
Kn → K èìååò âèä

Ff =
{
r̄ ∈ Kn : r̄ =

m1∑
k=1

ωkT̄k +

n∑
k=m1+m2+1

tkT̄k, ωk ∈ [0, 1), tk ∈ K
}
,

Äàííîå ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïîíÿòèÿ îñíîâíîãî ïðîìåæóòêà
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà. Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî
ìíîæåñòâà Ff ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

Ff = PΛ(T̄1,T̄2,...,T̄m1
) ⊕ span{T̄m1+m2+1, T̄m1+m2+2, . . . , T̄n},

ò.å. ìíîæåñòâî Ff ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f : Kn → K åñòü ïðÿìàÿ
ñóììà ôóíäàìåíòàëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà PΛ(T̄1,T̄2,...,T̄m1 )

ðåø¼òêè
Λ ïåðèîäîâ ôóíêöèè è (n−m1 −m2)-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Kn.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíîå ìíîæåñòâî Ff ôóíêöèè f : Kn → K
ñîäåðæèò áîëüøîé ïðîèçâîë è îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ
äî ñäâèãà íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, êàê â ñëó÷àå ôóíêöèè îäíîãî
àðãóìåíòà, íî è ñ òî÷íîñòüþ äî âûáîðà áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâà.

Â çàâåðøåíèè îòìåòèì, ÷òî óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïëàíèðóåòñÿ
ïðèìåíèòü ê èçó÷åíèþ ìåðû ïðîèçâîëà îáùåãî ðåøåíèÿ u : Kn → K
ðàçíîñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ

u(r̄ + T̄i)− λu(r̄) = 0, r̄ ∈ Kn, i = 1, 2, . . . ,m, m ⩽ n,

ãäå ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð λ ∈ K \ {0} è âåêòîðû T̄i ∈ Kn çàäàíû.
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Æàäíûå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðÿäîâ Ôóðüå. Ïðè
ðàññìîòðåíèè îðòîãîíàëüíîãî ñëîâàðÿ ÷èñòî æàäíûå àëãîðèòìû [1]
ñîâïàäàþò ñ ðÿäîì Ôóðüå, êîòîðûé ïåðåóïîðÿäî÷åí ïî óáûâàíèþ
íîðì ñëàãàåìûõ, ïðè ýòîì äëÿ ñëàáûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ [2] òàêîå
ïåðåóïîðÿäî÷åíèå áóäåò îñëàáëåíî.

Â ðàáîòå [3] Ï.À. Áîðîäèí è Å. Êîïåöêà äëÿ ÷èñòî æàäíîãî àë-
ãîðèòìà (×ÆÀ) ââîäÿò îáîáùåíèå � ÷èñòî æàäíûé àëãîðèòì ïî
ïàðå ñëîâàðåé (D1, D2). Â ýòîì ñëó÷àå íà íå÷¼òíûõ øàãàõ ðàçëîæå-
íèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñëîâàðþ D1, à íà ÷¼òíûõ � ïî ñëîâàðþ D2. Äëÿ
òàêîãî àëãîðèòìà áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [3].

Òåîðåìà 1. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ñëîâàðåé D1 è D2 è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ×ÆÀ ïî ïàðå ñëîâàðåé
(D1, D2) ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Â ñòàòüå [4] áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñòàíäàðòíîãî ×ÆÀ è åãî
ìîäèôèêàöèè ïî ïàðå ñëîâàðåé. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íà
èíäèâèäóàëüíîì âåêòîðå ñòàíäàðòíûé ×ÆÀ ìîæåò áûòü áûñòðåå è
ìîæåò áûòü ìåäëåííåå ñâîåé ìîäèôèêàöèè ïî ïàðå ñëîâàðåé.

Äëÿ (ñëàáîãî) îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà òàêæå ìîæíî
îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íóþ ìîäèôèêàöèþ ïî ïàðå ñëîâàðåé.

Â ñòàòüå Â.Í. Òåìëÿêîâà [2] áûëî äîêàçàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå
ñõîäèìîñòè ñëàáîãî îðòîãîíàëüíîãî æàäíîãî àëãîðèòìà (ÑÎÆÀ).

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1

ðÿä
∑
n
t2n ðàñõîäèòñÿ, òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðî-
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èçâîëüíîãî ñëîâàðÿ D è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ÑÎÆÀ ñõîäèòñÿ ê
ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Â ýòîé æå ðàáîòå [2] áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
Òåîðåìà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâàðÿ D, îñëàáëÿþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 è âåêòîðà x ∈ A1(D) âåðíî

‖rWOGA(D)
n (x)‖2 ⩽ ‖x‖A1(D)

(
1 +

n∑
k=1

t2k

)− 1
2

∀n ∈ N.

Äëÿ ÑÎÆÀ ïî ïàðå ñëîâàðåé âåðíû àíàëîãè÷íûå òåîðåìû.
Òåîðåìà 4. Åñëè äëÿ îñëàáëÿþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1

ðÿä
∑
n
t2n ðàñõîäèòñÿ, òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ ñëîâàðåé D1 è D2 è ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H ÑÎÆÀ ïî
ïàðå ñëîâàðåé (D1, D2) ñõîäèòñÿ ê ïðèáëèæàåìîìó âåêòîðó x.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñëîâàðåé D1 è D2, îñëàáëÿþùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {tn}∞n=1 è âåêòîðà x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2) âåðíî

‖rWOGA(D1,D2)
n (x)‖2 ⩽ ‖x‖A1(D1,D2)

(
1 +

n∑
k=1

t2k

)− 1
2

, ∀n ∈ N,

ãäå ‖x‖A1(D1,D2) = max{‖x‖A1(D1), ‖x‖A1(D2)}.
Ïîñêîëüêó ÑÎÆÀ ïî ñëîâàðþ D è ïî ïàðå ñëîâàðåé (D,D) ñîâ-

ïàäàþò, òî áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñëîâàðè êëàññîâûå
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ äâóõ àëãîðèòìîâ áóäóò ýêâèâàëåíò-
íû.

Åñëè tn ≡ 1, òî ÑÎÆÀ ñîâïàäàåò ñ îðòîãîíàëüíûì æàäíûì àë-
ãîðèòìîì (ÎÆÀ). Òàê æå êàê è ×ÆÀ, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ñëî-
âàðåé ñòàíäàðòíûé ÎÆÀ íà èíäèâèäóàëüíîì âåêòîðå ìîæåò áûòü
áûñòðåå è ìîæåò áûòü ìåäëåííåå ñâîåé ìîäèôèêàöèè ïî ïàðå ñëîâà-
ðåé. Òàê, âåðíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6. Ñóùåñòâóþò äâà îðòîíîðìèðîâàííûõ ñëîâàðÿ D1 è
D2 è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩A1(D2) òàêèå, ÷òî ÎÆÀ ïî ñëîâàðþ D1

è ÎÆÀ ïî ñëîâàðþ D2 íå ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ÎÆÀ
ïî ïàðå ñëîâàðåé (D1, D2) ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Òåîðåìà 7. Ñóùåñòâóþò äâà íîðìèðîâàííûõ ñëîâàðÿ D1 è D2

è âåêòîð x ∈ A1(D1) ∩ A1(D2) òàêèå, ÷òî ÎÆÀ ïî ñëîâàðþ D1 è
ÎÆÀ ïî ñëîâàðþ D2 ñõîäÿòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ÎÆÀ ïî
ïàðå ñëîâàðåé (D1, D2) íå ñõîäèòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÑÐÅÄÍÅÌ ÏÎ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÌ
ÑÔÅÐÀÌ ÍÀ ÃÐÀÔÅ1
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Ðàññìîòðèì íà ãðàôå G = G0∪∂G0 ïðîñòåéøóþ êðàåâóþ çàäà÷ó:

∆u = 0,

u
∣∣
∂G0

= ~A,

÷òî ýêâèâàëåíòíî íàáîðó óðàâíåíèé

u′′i = 0,
∑

u′i = 0

íà ð¼áðàõ ei è, ñîîòâåòñòâåííî, âî âíóòðåííèõ âåðøèíàõ (â âåðøèíàõ,
ëåæàùèõ â G0). Âî âòîðîì ñîîòíîøåíèè ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ
ïî âñåì ð¼áðàì ei, ïðèìûêàþùèì ê äàííîé âåðøèíå, à ïðîèçâîäíûå
âû÷èñëÿþòñÿ â íàïðàâëåíèè îò íå¼. Êðàåâûå óñëîâèÿ â âåðøèíàõ
vi ∈ ∂G0 èìåþò âèä

u(vi) = Ai.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü u íà G. Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óðàâíåíèþ ∆u = 0, åñòåñòâåííî íàçâàòü ãàðìîíè÷åñêèìè è ñ ôîð-
ìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, è â ñèëó íàëè÷èÿ ó òàêèõ ôóíêöèé íåêîòî-
ðûõ ñâîéñòâ, àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâàì îáû÷íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé â îáëàñòè ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Åñëè x0 ∈ G0, òî äëÿ ìåò-
ðè÷åñêèõ ñôåð äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà (ðàäèóñ äîëæåí áûòü

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÌÎÍ ÐÊ (ïðîåêò
AP14871251).
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ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ äî áëèæàéøåé âåðøèíû, èñêëþ÷àÿ ñàìó X, åñ-
ëè îíà ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé) âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà î ñðåäíåì (çíà-
÷åíèå ôóíêöèè u â öåíòðå ñôåðû ðàâíî ñðåäíåìó àðèôìåòè÷åñêî-
ìó çíà÷åíèé u â òî÷êàõ ñôåðû). Îêàçûâàåòñÿ, îãðàíè÷åíèÿ íà ðà-
äèóñ ìîæíî ñíÿòü, åñëè âìåñòî ìåòðè÷åñêîé ñôåðû ðàññìîòðåòü
ñôåðó ¾ñòîõàñòè÷åñêóþ¿. Ìíîæåñòâî òî÷åê X1, X2, . . . , Xk, ¾îêðó-
æàþùèõ¿ X0 íàçîâ¼ì ñòîõàñòè÷åñêîé ñôåðîé, åñëè âåðîÿòíîñòü
P{X0 → Xi} ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ Xi, à íå äðóãèõ Xj (j 6= i) îäè-
íàêîâà. Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, íî ìåòðè-
÷åñêîå îïèñàíèå ñòîõàñòè÷åñêîé ñôåðû ïîëó÷åíî ïîêà òîëüêî äëÿ
ãðàôà-äåðåâà.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÀ ÑÏÅÊÒÐÀ ÄÂÓÌÅÐÍÎÃÎ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÒÈÏÀ ÕÀÐÒÐÈ ÂÁËÈÇÈ ÃÐÀÍÈÖ

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÒÅÐÎÂ 1

À.Â. Ïåðåñêîêîâ (Ìîñêâà, ÍÈÓ ÌÝÈ, ÍÈÓ ÂØÝ)
pereskokov62@mail.ru

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà òèïà Õàðòðè â L2(R2)

(H− ε

∫
R2

(
1

|q − q′|
+ U(|q − q′|)

)
| ψ(q′) |2 dq′)ψ = λψ, (1)

‖ψ‖L2(R2) = 1, (2)

ãäå

H = −1

2

( ∂2
∂q21

+
∂2

∂q22

)
+
q21 + q22

2

� äâóìåðíûé îñöèëëÿòîð, ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, à U = U(z)
� íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïðè z ⩾ 0 ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

U(z) = U0 +
U1

z
+
U2

z2
+O

(
1

z3

)
, z → ∞.

Çäåñü U0, U1, U2 � êîíñòàíòû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî U1 6= −1.
Òåîðèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ òèïà

Õàðòðè íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ ñ ñåðåäèíû 70 - õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà.

1 Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ âûïîëíåíèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìè-
íîáðíàóêè Ðîññèè (ïðîåêò FSWF-2023-0012)
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( ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Â.Ï. Ìàñëîâà, Ì.Â. Êàðàñåâà, È.Â. Ñèìå-
íîãà, ãäå ðàññìàòðèâàëèñü ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ). Â ñòàòüå [1] áûëî
èçó÷åíî äâóìåðíîå óðàâíåíèå Õàðòðè (1) ñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöèà-
ëîì ñàìîäåéñòâèÿ, â êîòîðîì ôóíêöèÿ U(z) ðàâíÿëàñü íóëþ. Â ðà-
áîòå [2] ðåçóëüòàòû [1] áûëè îáîáùåíû íà óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî
âèäà, â êîòîðûõ ïîòåíöèàë ñàìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå
ñëàãàåìîå U(|q − q′|). Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè òàêîãî ñëàãàå-
ìîãî ñîõðàíÿåòñÿ êóëîíîâñêèé õàðàêòåð îñîáåííîñòè â ïîòåíöèàëå
ñàìîäåéñòâèÿ.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), (2) ïðè ε = 0 ðàâíû λn = n +
1, n = 0, 1, . . . . Ïðè ε → 0 è ïðè âåëè÷èíå n ïîðÿäêà ε−1 ñåðèÿ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1), (2) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . çàäàåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé [2]

λn,k(ε) = n+ 1− εU0−

− (U1 + 1)ε lnn

2π
√
n

+
ε(σk + νk − 8 ln 2− γ)

2π
√
n

+O

(
lnn

n2

)
, n→ ∞, (3)

ãäå γ− ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà, à ÷èñëî σk = 0, åñëè k = 0, è

σk =

k∑
j=1

1

j
,

åñëè k ∈ N. ×èñëà νk â ðàçëîæåíèè (3) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
èíòåãðàëà

νk = − 1

π(k!)222k−1

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Û

(
|s− τ |√

2

)
e−τ

2−s2H2
k(τ)H

2
k(s)dτds,

k = 0, 1, 2, . . . . Çäåñü

Û(z) = −
∫ ∞

z

(
U ′(τ) +

U1θ(τ −
√
1 + z2)

τ2

)√
τ2 − z2 dτ+

+U1

(
1√

1 + z2
− ln

(
1 +

√
1 + z2

8

))
, θ(τ) =

{
1, τ > 0,
0, τ ⩽ 0,

à Hk(s) � ïîëèíîì Ýðìèòà.
Ïðè U1 > −1 ðàçëîæåíèå (3) îïèñûâàåò ñïåêòð îïåðàòîðà òè-

ïà Õàðòðè ñ êóëîíîâñêîé îñîáåííîñòüþ ó ïîòåíöèàëà ñàìîäåéñòâèÿ
âáëèçè íèæíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ, à ïðè U1 < −1 �
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âáëèçè âåðõíèõ ãðàíèö êëàñòåðîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ëîêàëèçîâàíû âáëèçè îêðóæíîñòè.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ Ñ
ÏÎÌÎÙÜÞ PYTHON

Í.Ñ. Ïåòðàêîâ (Åëåö, ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÅÃÓ èì. È.À. Áóíèíà¿)
petrakov_1997@mail.ru

Python � èíòåðïðåòèðóåìûé, èíòåðàêòèâíûé, îáúåêòíî-îðèåí-
òèðîâàííûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäóëè,
èñêëþ÷åíèÿ, äèíàìè÷åñêóþ òèïèçàöèþ, î÷åíü âûñîêèé óðîâåíü äè-
íàìè÷åñêèõ òèïîâ äàííûõ è êëàññîâ. ßçûê èìååò áèáëèîòåêè äëÿ
ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ è
îáðàáîòêè äàííûõ, òàêèå êàê NumPy, SciPy è Matplotlib.

Ïðåèìóùåñòâà:
� ëåãêî ó÷èòüñÿ;
� ïðîñòàÿ êîììóíèêàöèÿ;
� ýôôåêòèâíûé êîä;
� óíèâåðñàëüíîñòü.
NumPy - áèáëèîòåêà ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Python, äîáàâëÿ-

þùàÿ ïîääåðæêó áîëüøèõ ìíîãîìåðíûõ ìàññèâîâ è ìàòðèö, à òàêæå
áîëüøîé íàáîð âûñîêîóðîâíåâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ðà-
áîòû ñ ýòèìè ìàññèâàìè.

Áèáëèîòåêà SciPy çàâèñèò îò NumPy, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò óäîá-
íóþ è áûñòðóþ ìàíèïóëÿöèþ ñ N-ìåðíûì ìàññèâîì. Áèáëèîòåêà
SciPy ñîçäàíà äëÿ ðàáîòû ñ ìàññèâàìè NumPy è ïðåäîñòàâëÿåò ìíî-
æåñòâî ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, òàêèõ êàê ïðîöåäóðû ÷èñ-
ëåííîé èíòåãðàöèè è îïòèìèçàöèè [1].
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Matplotlib - áèáëèîòåêà ïðåäîñòàâëÿþùàÿ ðàçëè÷íûå èíñòðóìåí-
òû äëÿ âèçóàëèçàöèè äàííûõ íà Python. Îíà èìååò ðàçëè÷íûå èí-
ñòðóìåíòû äëÿ ñîçäàíèÿ 2D-òàáëèö èç äàííûõ â ñïèñêàõ èëè ìàññè-
âàõ íà Python.

Â ñâîåé ðàáîòå ÿ èñïîëüçîâàë Python äëÿ ðåàëèçàöèè ïðèìåðà
¾Õèùíèê � æåðòâà¿. Çàäàâàÿ ïàðàìåòðû ïîëó÷èì äâà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà p1(t) è p2(t), îòâå÷àþùèå çà
êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ è ëèñèö ñîîòâåòñòâåííî.

À òàêæå èìååì ñëåäóþùèå ñîçàâèñèìîñòè:
Ïðåäïîëîæèì ñëåäóþùåå:
- êðîëèêè ðîæäàþòñÿ ñî ñêîðîñòüþ a = 0,7;
- êîëè÷åñòâî êðîëèêîâ óìåíüøàåòñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ ëèñàìè,

ãäå c = 0,007;
- ðîæäàåìîñòü ëèñ çàâèñèò òîëüêî îò ïðèåìà ïèùè â âèäå êðîëè-

êîâ;
- ëèñû óìèðàþò åñòåñòâåííîé ñìåðòüþ ñî ñêîðîñòüþ b = 1.
Â ðåøåíèè ïîñòàâëåíîé çàäà÷è íàì ïîìîãàåò ôóíêöèÿ solve_ivp,

êîòîðàÿ ÷èñëåííî èíòåãðèðóåò ñèñòåìó îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöè-
àëà óðàâíåíèÿ [2].
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ÎÖÅÍÊÀ ÂËÈßÍÈß ÃÈÏÅÐÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ
ÍÅÉÐÎÍÍÎÉ ÑÅÒÈ ÍÀ ÒÎ×ÍÎÑÒÜ

ÐÀÑÏÎÇÍÀÂÀÍÈß ÐÓÊÎÏÈÑÍÛÕ ÖÈÔÐ
Ì.È. Ïîïîâ (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

mihail_semilov@mail.ru

Â ñîâðåìåííîì ìèðå íåéðîííûå ñåòè íàõîäÿò âñå áîëüøå îáëàñòåé
ïðèìåíåíèÿ. Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé, ðåøàåìîé íåéðîííîé ñåòüþ ñ÷è-
òàåòñÿ ðàñïîçíàâàíèå èçîáðàæåíèé. Íåñìîòðÿ íà ïîâñåìåñòíîå âíåä-
ðåíèå íåéðîííûõ ñåòåé, âûáîð àðõèòåêòóðû ñåòè è îïòèìèçàöèÿ åå
ãèïåðïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äîâîëüíî òðóäîåìêóþ çàäà÷ó.

© Ïîïîâ Ì.È., 2023

282



Â ñâÿçè ñ ýòèì, ïðîáëåìà ïîèñêà îáùèõ çàêîíîìåðíîñòåé ïðè âû-
áîðå àðõèòåêòóðû è îïòèìèçàöèè ãèïåðïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
àêòóàëüíîé.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ãèïåðïàðàìåòðîâ íåéðîí-
íîé ñåòè íà ýôôåêòèâíîñòü åå ðàáîòû íà ïðèìåðå ïîëíîñâÿçíîé ñåòè
â çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ ðóêîïèñíûõ öèôð. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ýô-
ôåêòèâíîñòè èñïîëüçóåòñÿ òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ òåñòîâîãî íàáîðà
èçîáðàæåíèé. Äëÿ îáó÷åíèÿ ñåòè áóäåì èñïîëüçîâàòü áàçó MNIST.

Ðàññìîòðèì ïîëíîñâÿçíóþ íåéðîííóþ ñåòü ïðÿìîãî ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ñîäåðæàùóþ 1 ñêðûòûé ñëîé [1]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî áóäåì
èñïîëüçîâàòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îò-
êëîíåíèåì îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûì êîðíþ êâàäðàòíîìó èç êî-
ëè÷åñòâà ñâÿçåé âõîäÿùèõ â íåéðîí. Áóäåì îïòèìèçèðîâàòü ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó ñ ïîìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî
ñïóñêà. Âûáåðåì ñèãìîèäû â äëÿ ôóíêöèè àêòèâàöèè â ñêðûòîì è
âûõîäíîì ñëîå. Êîýôôèöåíò îáó÷åíèÿ ïðèìåì ðàâíûì 0.3. Îöåíèì
âëèÿíèå ðàçìåðà ñêðûòîãî ñëîÿ íà òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ íà îäíîé
ýïîõå îáó÷åíèÿ. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû äàííûå ðàñ÷åòîâ äëÿ òåñòîâîãî
è òðåíèðîâî÷íîãî íàáîðîâ.

Äàæå îäèí íåéðîí ñêðûòîãî ñëîÿ ïîêàçûâàåò òî÷íîñòü 10%.
Äàëüøå ïðàâèëüíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîñëå 10
íåéðîíîâ ðîñò ýôôåêòèâíîñòè íà÷èíàåò çàìåäëÿòüñÿ. Ïðèáàâèâ 9
íåéðîíîâ, ïðîöåíò âåðíî ðàñïîçíàííûõ èçîáðàæåíèé óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 79, ò.å. ïî÷òè â 9 ðàç, äàëüíåéøàÿ ïðèáàâêà 90 íåéðîíîâ óâåëè-
÷èâàåò òî÷íîñòü ëèøü íà 6%. Çàìåòèì, ÷òî òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ
òðåíèðîâî÷íûõ è òåñòîâûõ äàííûõ îäèíàêîâà.

Òàáëèöà 1. Âëèÿíèå ÷èñëà íåéðîíîâ íà òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ.

Íåéðîíû 1 3 5 10 20 40 60 80 100

Òåñò 10 30 71 89 92 93.8 94.7 95 94.8

Òðåí 10 30 71 89 92 94 94.9 95.2 95

Âëèÿíèå ÷èñëà ýïîõ è ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ îöåíèì â ñîâîêóïíîñòè.
Äëÿ ýêñïåðèìåíòà áóäåì èñïîëüçîâàòü 80 íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ,
ïîñêîëüêó íà 100 íåéðîíàõ òî÷íîñòü ïàäàåò, à èñïîëüçîâàíèå áîëåå
100 íåéðîíîâ â ðàçû óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ðàñ÷åòà, íå ìåíÿÿ îáùåé
êàðòèíû.

Òàáëèöà 2. Âëèÿíèå ñêîðîñòè è äëèòåëüíîñòè îáó÷åíèÿ íà òî÷íîñòü.
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Ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ
0.3 0.2 0.1 0.05

Ýïîõà òåñò òðåí òåñò òðåí òåñò òðåí òåñò òðåí

1 95.03 95.2 94.45 94.61 93.86 93.71 92.72 92.42

5 96.91 97.81 96.87 97.88 96.77 97.49 96.21 96.56

10 97.13 98.56 97.33 98.08 97.26 98.49 97 97.87

20 97.38 99.12 97.41 99.21 97.63 99.08 97.43 98.73

35 97.48 99.42 97.52 99.43 97.62 99.35 97.55 99.2

60 97.49 99.5 97.73 99.6 97.69 99.53 97.65 99.45

80 97.51 99.53 97.65 99.65 97.76 99.58 97.59 99.54

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðàâèëüíî âû-
áðàííàÿ ñêîðîñòü, à òàêæå ìíîãîêðàòíîå ïîâòîðåíèå îáó÷åíèÿ óâå-
ëè÷èâàþò òî÷íîñòü äî 5%. ×åì ìåíüøå ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ, òåì äîëü-
øå íåîáõîäèìî îáó÷àòü ñåòü. Ïîñëå 80 ïîâòîðåíèé ïîãðåøíîñòü íà
òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ ñíèæàåòñÿ äî 0.4%. Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè
îáó÷åíèÿ äî íåêîòîðîãî ïðåäåëà ïîâûøàåò ýôôåêòèâíîñòü ðàñïî-
çíàâàíèÿ.

Èçìåíèì ôóíêöèþ àêòèâàöèè â ñêðûòîì ñëîå íà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèé òàíãåíñ, à âûõîäíîãî íà ñîôòìàêñ. Çàìåíà ôóíêöèé ïîçâîëÿåò
óâåëè÷èòü ñêðûòûé ñëîé äî 200 íåéðîíîâ áåç ïîòåðè ýôôåêòèâíîñòè.
Äëÿ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè íåîáõîäèìî óìåíüøèòü ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ
äî 0.005. Äàííûå ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 3.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò áîëåå âûñîêóþ ñêî-
ðîñòü ñõîäèìîñòè êàê íà òðåíèðîâî÷íûõ, òàê è íà òåñòîâûõ äàííûõ.
Òî÷íîñòü íà òðåíèðîâî÷íûõ äàííûõ íà 200 íåéðîíàõ ïîñëå 45 ýïîõ
ñîñòàâëÿåò 99.985, à íà òåñòîâûõ 98.13%. Îäíàêî, äàëüíåéøåå îáó÷å-
íèå íå ïîâûøàåò òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ.

Òàáëèöà 3. Ãèïåðáîëè÷åñêèé òàíãåíñ è ñîôòìàêñ.

Ýïîõà
10 20 30 45

Íåéðîíû òåñò òðåí òåñò òðåí òåñò òðåí òåñò òðåí

100 97.41 98.93 97.72 99.61 97.73 99.84 97.89 99.95

150 97.59 98.94 97.94 99.72 97.99 99.83 97.79 99.98

200 97.78 99.09 97.89 99.74 97.99 99.94 98.13 99.985

Óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ñêðûòîãî ñëîÿ
áîëüøå 200 íåéðîíîâ ñîñòàâëÿåò äåñÿòûå äîëè ïðîöåíòà, çàìåäëÿÿ
ïðè ýòîì îáó÷åíèå â äåñÿòêè ðàç, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ 200 íåé-
ðîíàìè. Èçìåíåíèå ñïîñîáà ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà íà ïàêåòíûé èëè
áàò÷åâûé íå óâåëè÷èâàåò òî÷íîñòü. Ñëó÷àéíûé ïîðÿäîê îáó÷àþùèõ
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ïðèìåðîâ òàêæå íå ïðèâîäèò ê óñïåõó. Äîáàâëåíèå åùå îäíîãî ñêðû-
òîãî ñëîÿ óâåëè÷èâàåò ëèøü çàòðàòû ðåñóðñîâ êîìïüþòåðà è âðåìÿ
îáó÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ çàâèñèò ãëàâíûì
îáðàçîì îò ðàçìåðà ñêðûòîãî ñëîÿ (80%), çàòåì îò ñêîðîñòè è äëè-
òåëüíîñòè îáó÷åíèÿ (15%). Âëèÿíèå ôóíêöèè îøèáêè è ôóíêöèé àê-
òèâàöèè â ñîâîêóïíîñòè íå ïðåâûøàåò 5%.
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Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè ôóíê-
öèé ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà, èìåþò áîãàòóþ èñòîðèþ. Â 1977 ãîäó
Â. Í. Ðóñàê [1] ââåë ðàöèîíàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Âàëëå Ïóññåíà
íà âåùåñòâåííîé îñè. Å. À. Ðîâáîé [2] ââåäåíû ðàöèîíàëüíûå èí-
òåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Âàëëå Ïóññåíà íà îòðåçêå è èçó÷åíû
èõ àïïðîêñèìàöèîííûå ñâîéñòâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ ôóíêöèé ðàâíîìåðíûå ïðèáëèæåíèÿ ýòèì ìåòîäîì èìåþò
ïîðÿäîê íàèëó÷øåãî.

Ïóñòü µ ïîëîæèòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà ñ êîìïàêòíûì íîñèòå-
ëåì F = suppµ ⊂ R. Ïðåîáðàçîâàíèå Êîøè ìåðû µ

µ̂(z) =

∫
F

dµ(t)

t− z
, z ∈ C̄\F,

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìàðêîâà. Å¼ ðàöèîíàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ÿâ-
ëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé [3,4].

Â 1979 ãîäó â [5] áûë ââåäåí èíòåãðàëüíûé ðàöèîíàëüíûé îïåðà-
òîð íà îòðåçêå [−1, 1], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì
÷àñòè÷íûõ ñóìì ïîëèíîìèàëüíîãî ðÿäà Ôóðüå�×åáûø¼âà. Åãî îá-
ðàçîì ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ âèäà

pn(x)∏n
k=1(1 + akx)

, pn ∈ Pn.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû
íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé ¾Êîíâåðãåíöèÿ 2020¿, �20162269 (Áåëàðóñü).
© Ïîöåéêî Ï.Ã., Ðîâáà Å.À., 2023
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Ðàíåå [6] áûëè èçó÷åíû àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè Ìàðêîâà íà îòðåç-
êå [−1, 1] ââåäåííûì ðàöèîíàëüíûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ïðè
óñëîâèè îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ïîëþ-
ñîâ. Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ìåðà êîãäà ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì
ñïåöèàëüíûì óñëîâèÿì, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íàèëó÷-
øèõ ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé, èìåþùèõ áîëüøóþ ñêîðîñòü óáûâà-
íèÿ â ñðàâíåíèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîëèíîìèàëüíûìè àíàëîãàìè.

Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ îñâåòèòü êðóã âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê
ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè Ìàðêîâà íà îòðåçêå [−1, 1]
ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà îïåðàòîðîâ Ôóðüå�×åáûø¼âà ïðè óñëîâèè
îãðàíè÷åíèé íà êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêè ðàçëè÷íûõ ïîëþñîâ. Íàé-
äåíû èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåíèé è îöåíêà ñâåðõó ðàâ-
íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé. Â ñëó÷àå ìåðû ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïîëó÷å-
íû ïîòî÷å÷íûå è ðàâíîìåðíûå îöåíêè ïðèáëèæåíèé, àñèìïòîòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå ìàæîðàíòû ðàâíîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé. Óñòàíîâëå-
íû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè, ïðè êîòîðûõ
îáåñïå÷èâàþòñÿ íàèëó÷øèå ðàâíîìåðíûå ðàöèîíàëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ, èìåþùèå áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü óáûâàíèÿ â ñðàâíåíèè ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ïîëèíîìèàëüíûìè àíàëîãàìè. Ðàññìîòðåíû àïïðîê-
ñèìàöèè ñóììàìè Âàëëå Ïóññåíà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé,
ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèåé Ìàðêîâà.

Ëèòåðàòóðà

1. Ðóñàê Â.Í. Îá îäíîì ìåòîäå ïðèáëèæåíèÿ ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè íà âåùåñòâåííîé îñè / Â.Í. Ðóñàê // Ìàòåìàòè÷åñêèå
çàìåòêè. � 1977. � Ò. 22, � 3. � Ñ. 375�380.

2. Ðîâáà Å.À. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé, äèôôåðåíöèðóåìûõ â
ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, ðàöèîíàëüíûìè îïåðàòîðàìè / Å.À. Ðîâ-
áà // Äîêëàäû ÍÀÍ Áåëàðóñè. � 1996. � Ò. 40, � 6. � C. 18�22.

3. Vyacheslavov N.S. Rational approximations of functions of
Markov�Stieltjes type in Hardy spaces / N.S. Vyacheslavov,
E.P. Mochalina // Moscow University Mathematics Bulletin. � 2008. �
Vol. 63, iss. 4. � P. 125�134.

4. Ñòàðîâîéòîâ À.Ï. Ðàöèîíàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé
Ìàðêîâà, ïîðîæäåííûõ áîðåëåâñêèìè ìåðàìè ñòåïåííîãî òèïà /
À.Ï. Ñòàðîâîéòîâ, Þ.À. Ëàáû÷ // Ïðîáëåìû ôèçèêè, ìàòåìàòèêè
è òåõíèêè. � 2009. � Ò. 1, � 1. � Ñ. 69�73.

5. Ðîâáà Å.À. Îá îäíîì ïðÿìîì ìåòîäå â ðàöèîíàëüíîé àïïðîê-
ñèìàöèè / Å.À. Ðîâáà // Äîêëàäû Àêàäåìèè íàóê ÁÑÑÐ. � 1979. �
Ò. 23, � 11. � Ñ. 968�971.

286



6. Patseika P.G. On one rational integral operator of Fourier
�Chebyshev type and approximation of Markov functions /
P.G. Patseika, Y.A. Rouba, K.A. Smatrytski // Journ. of the Belarusian
State Univ. Mathematics and Informatics. � 2020. � Vol. 2. � P. 6�27.

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÊÎËÌÎÃÎÐÎÂÀ � ×ÅÏÌÅÍÀ

Ñ ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÌ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ
Ä.Á. Ïðîêîïüåâà, Î.Â. Áîíäðîâà, Ä.Ñ. Øóíñêàéòå,

Í.È. Ãîëîâêî (Âëàäèâîñòîê, ÒÎÂÂÌÓ, ÄÂÔÓ)
Prokopievad@yandex.ru, bondrova.ov@dvfu.ru, shunskite.ds@dvfu.ru,

golovko.ni@dvfu.ru

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÑÌÎ ñ áåñêîíå÷íûì íàêîïè-
òåëåì, ñêà÷êîîáðàçíîé èíòåíñèâíîñòüþ âõîäíîãî ïîòîêà λ(t), ñ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì îáñëóæèâàíèåì èíòåíñèâíîñòè µ íà îäíîì ïðèáîðå.
Èíòåíñèâíîñòü λ(t) ìåíÿåòñÿ íà ïðîìåæóòêå [a, b], èíòåðâàëû ïîñòî-
ÿíñòâà T èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α.
Òàêèå ÑÌÎ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâåííûõ ìåäîäàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ óçëîâ ëîêàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñåòåé.

Èíòåíñèâíîñòü λ(t) èìååò â òî÷êàõ ðàçðûâà t0 ñïðàâà ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ(x) = P{x ⩽ λ(t0 + 0) < x + dx}/dx. Çàìåòèì, ÷òî
ïëîòíîñòü ϕ(x) ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫ b
a
ϕ(x)dx = 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(t) èíòåíñèâíîñòü âõîäíîãî ïîòîêà â íåñòàöè-

îíàðíîì ðåæèìå, â ñòàöèîíàðíîì � ÷åðåç λ̂. Ïóñòü Qk(t, x)dx =
P{ν(t) = k, x ⩽ λ(t) < x + dx}, ãäå ν(t) � ÷èñëî çàÿâîê â ÑÌÎ
â ìîìåíò t, qk(x)dx = P{ν̂ = k, x ⩽ λ̂ < x + dx}, ãäå ν̂ � ÷èñ-
ëî çàÿâîê â ÑÌÎ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå, Qk(t, x), qk(x) � íåñòà-
öèîíàðíûå è ñòàöèîíàðíûå õàðàêòåðèñòèêè ÷èñëà çàÿâîê, k ⩾ 0;

f(t, x) = P {x ⩽ λ(t) < x+ dx} /dx, f(x) = P
{
x ⩽ λ̂ < x+ dx

}
/dx,

f(t, x), f(x) � ïëîòíîñòè èíòåíñèâíîñòè âõîäíîãî ïîòîêà, x ∈ [a, b].
Â [1] ïðåäñòàâëåí âûâîä óðàâíåíèé òèïà Êîëìîãîðîâà � ×åïìåíà

ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì îòíîñèòåëüíî âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ÷èñëà çàÿâîê Qk(t, x), qk(x).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ÷èñëåííûé ìåòîä ðàñ÷åòà õàðàê-
òåðèñòèê ÷èñëà çàÿâîê, íàçâàííûé ìåòîäîì Ýéëåðà � Ëîðàíà, äëÿ
íàáëþäåíèÿ çà óñòàíîâëåíèåì ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

© Ïðîêîïüåâà Ä.Á., Áîíäðîâà Î.Â., Øóíñêàéòå Ä.Ñ., Ãîëîâêî Í.È., 2023
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Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè R(t, x, z) =
∑
k⩾0

Qk(t, x) z
k,

|z| ⩽ 1, äëÿ ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé t ∈ [0;T ], x ∈ [a; b], z ∈ {ξ ∈ C,
|ξ| = r} âû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè 4t, 24t, 34t, . . .

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ âû-
÷èñëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé: R(0, x, z) =

∑
k⩾0

Qk(0, x)z
k.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè R(t + 4t, x, z) íà êàæäîì ôèêñèðîâàííîì øàãå
ïî t âû÷èñëÿþòñÿ âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ïî x ïî ôîðìóëå Ýéëåðà

R(t+4t, x, z) = R(t, x, z) +

[
R(t, x, z)[xz2 − (x+ µ+ α)z + µ]+

+αzϕ(x)

∫ b

a

R(t, y, z) dy − (1− z)µQ0(t, x)

]
4t/z.

Â êðàéíèõ òî÷êàõ ïî x çíà÷åíèÿ ôóíêöèè R(t, x, z) íàõîäÿòñÿ ñ ó÷å-
òîì êðàåâûõ óñëîâèé

R(t, a, z) = R(t, a+∆x, z), R(t, b, z) = R(t, b−∆x, z).

Ïëîòíîñòè Qk(t, x) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå îáðàòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëîðàíà (i � ìíèìàÿ åäèíèöà),

Qk(t, x) =
1

2πi

∫
|ξ|=r

R(t, x, ξ)

ξk+1
dξ, k ⩾ 0, r = 1.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê Pk(t), qk(x), pk, k ⩾ 0, âû÷èñëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëàì

Pk(t) =

∫ b

a

Qk(t, x)dx, qk(x) = lim
t→∞

Qk(t, x), pk = lim
t→∞

Pk(t).

×èñëåííûé àíàëèç íåñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà çàÿâîê
ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Ýéëåðà � Ëîðàíà ïðîâîäèëñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ
íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþò ñâîéñòâà âñåõ íà-
áëþäàåìûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìîé ÑÌÎ.

Ëèòåðàòóðà
1. Áîíäðîâà Î.Â. Âûâîä óðàâíåíèé òèïà Êîëìîãîðîâà � ×åï-

ìåíà ñ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì / Î.Â. Áîíäðîâà, Í.È. Ãîëîâêî,
Ò.À. Æóê // Äàëüíåâîñòî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. � 2017. �
Òîì 17(2). � Ñ. 135�146.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÎÄÅËÅÉ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÌÈ

ÒÎ×ÊÀÌÈ
Ê.À. Ðàåöêèé (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)

kraetsky@mail.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) (1)

ñ óñëîâèÿìè
x(ti) = xi, i = 0, 1, ..., k, (2)

ãäå A ∈ L(Rn, Rn), B ∈ L(Rm, Rn), t ∈ [t0, tk], t0 < t1 < ... < tk.
Çàäà÷à ñîñòîèò â ìîäåëèðîâàíèè è ïðåäúÿâëåíèè ¾Çàêàç÷èêó¿

ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé x(t) ñèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿþùèõ (2), äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå u(t). ¾Çàêàç÷èê¿ âûáèðàåò
ïîäõîäÿùåå ñîñòîÿíèå x∗(t), äëÿ êîòîðîãî ðàññ÷èòûâàåòñÿ u∗(t). Ñî-
ñòîÿíèåì ðåàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïðè ðåàëèçàöèè âîçäåé-
ñòâèÿ u∗(t) íà ñèñòåìó ñ ñîñòîÿíèåì x0 â ìîìåíò t0, áóäåò èìåííî
âûáðàííîå x∗(t).

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ñîñòîÿ-
íèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ñîñòîèò â ôîðìèðîâàíèè x(t) è u(t)
â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ϕi(t):

x(t) =

r∑
j=1

αj · ϕj(t), (3)

u(t) =

r∑
j=1

βj · ϕj(t) (4)

è ïîäñòàíîâêå èõ â (1) è (2). Â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîç-
ìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèé ϕj(t) = 1

(t+c)j . Òàêèå ôóíêöèè

ïðåäïî÷òèòåëüíåå, ÷åì ϕj(t) = tj−1, êîòîðûå ðàñòóò ñ ðîñòîì t è
âåäóò ê ðàçðóøåíèþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, åñëè â ìîìåíò tk íå
ñðàáîòàë âûêëþ÷àòåëü.

Ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ ϕj(t)
ïðèâîäèò ê ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ôîðìèðó-
þò ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðíûõ
êîýô- ôèöèåíòîâ αj(t).

© Ðàåöêèé Ê.À., 2023
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Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ðàçðåøèìà è ðåøåíèå åå íååäèíñòâåí-
íî.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé x(t) âèäà (3),
óäîâëåòâîðÿþùèõ (1), (2), â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

rank(B AB ... An−1B) = n.
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Â 1950-õ Â. Á. Ëèäñêèé è À. Ãðîòåíäèê íåçàâèñèìî ïîëó÷èëè çíà-
ìåíèòûå ôîðìóëû ñëåäà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ
(Â. Á. Ëèäñêèé � â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõH, À. Ãðîòåíäèê �
â îáùèõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ X): ÿäåðíûé ñëåä ñîîòâåòñòâó-
þùåãî îïåðàòîðà ðàâåí åãî ñïåêòðàëüíîìó ñëåäó. . Íàïîìíèì, ÷òî ê
êëàññó ÿäåðíûõ îïåðàòîðîâ â X ïðèíàäëåæàò îïåðàòîðû T : X → X,
êîòîðûå äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

T (x) =

∞∑
k=1

λkx
′
k(x)xk äëÿ x ∈ X,

ãëå ÷èñëà λk, ôóíêöèîíàëû x′k ∈ X∗ è ýëåìåíòû x ∈ X óäîâëåòâî-
ðÿþò íåêîòîðûì óñëîâèÿì ñóììèðóåìîñòè (ïðè ýòîì

∑
|λk| < ∞).

Íàïðèìåð, åñëè 0 < s ⩽ 1,
∑

|λk|s < ∞ è {x′k}, {xk} îãðàíè÷åíû, òî
T ∈ Ns(X) (s-ÿäåðíûé îïåðàòîð ñ åñòåñòâåííîé êâàçèíîðìîé). Åñëè
0 < r ⩽ 1, 1 ⩽ p ⩽ 2,

∑
|λk|r < ∞, {x′k} îãðàíè÷åíà è äëÿ âñÿêîãî

x′ ∈ X∗ ðÿä
∑

|x′(xk)|p
′
ñõîäèòñÿ, òî T ∈ Nrp(X) ((r, p)-ÿäåðíûé ñ

åñòåñòâåííîé êâàçèíîðìîé). ßäåðíûé ñëåä îïåðàòîðà T îïðåäåëÿåò-
ñÿ êàê ñóììà ðÿäà

∑
λkx

′
k(xk), ñïåêòðàëüíûé ñëåä îïåðàòîðà T �

êàê ñóììà
∑
µn, ãäå {µn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë T. ßäåðíûé ñëåä îïðåäåëåí íå äëÿ êàæäîãî ÿäåðíîãî îïåðàòî-
ðà. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ëèäñêîãî îí îïðåäåëåí âñåãäà, à â óñëîâèÿõ
òåîðåìû Ãðîòåíäèêà � äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

∑
|λk|2/3 <∞.

Âñÿêîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî íåêîòîðîãî
L∞(µ, ) à âñÿêîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � ïðîñòðàíñòâà L2(µ).
Ìû, â ÷àñòíîñòè, èçó÷àåì îïåðàòîðû â ïîäïðîñòðàíñòâàõ Lp(µ) ïðè
1 ⩽ p ⩽ ∞. Çäåñü íàøà öåëü � èíòåðïîëèðîâàòü (â âåñüìà øè-
ðîêîì ñìûñëå) ìåæäó êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè îá îïåðàòîðàõ â
ãèëüáåðòîâûõ è áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà, äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå íîâûå òåîðåìû î òåí-
çîðíîé ñòàáèëüíîñòè îïåðàòîðíûõ èäåàëîâ è î ñâîéñòâàõ àïïðîêñè-
ìàöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

© Ðåéíîâ Î.È., 2023
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Ïðèâåäåì äâå ïîêàçàòåëüíûå òåîðåìû è ñëåäñòâèÿ èç íèõ.
Òåîðåìà 1., Ïóñòü s ∈ (0, 1], p ∈ [1,∞] è 1/s = 1/q+ |1/2−1/p|.

Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ Cp > 0, ÷òî åñëè Y � ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ôàêòîðïðîñòðàíñòâà (èëè ôàêòîðïðîñòðàíñòâî ïîä-
ïðîñòðàíñòâà) ïðîñòðàíñòâà Lp(µ), ïîñòðîåííîãî íà íåêîòîðîì
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé, òî äëÿ ëþáî-
ãî îïåðàòîðà T ∈ Ns(Y )

||{µk(T )}||lq ⩽ Cp||T ||Ns

(çäåñü {µk(T )} � ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà T ).
Â êà÷åñòâå âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òåîðåìû îòìåòèì êàê ñëåä-

ñòâèå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ñëåäà. Ïóñòü p ∈ [1,∞] è 1/s = 1+|1/2−
1/p|. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1, äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà T ∈ Ns(Y ) ÿäåð-
íûé ñëåä traceT âïîëíå îïðåäåëåí è ñîâïàäàåò ñ åãî ñïåêòðàëüíûì
ñëåäîì, ò.å. trace T =

∑∞
k=1 µk(T ).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 1 ⩽ p ⩽ 2, 0 < s ⩽ 1 è r òàêîâû, ÷òî 1/r =
1/s+1/p− 1/2. Òîãäà îïåðàòîðíûé èäåàë Nr,p èìååò ñïåêòðàëüíûé
òèï `s è, áîëåå òîãî, ‖(µn)∞n=1‖ℓs ⩽ ‖T‖Nr,p .

Êàê ñëåäñòâèå, ïîëó÷àåì. Ïóñòü 1 ⩽ p ⩽ 2, 0 < s ⩽ 1 è r ∈ (0, 1]
òàêîâû, ÷òî 1/r = 1/s + 1/p − 1/2. Òîãäà äëÿ êàæäîãî áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà X è äëÿ ëþáîãî T ∈ Nr,p(X), trace(T ) âïîëíå îïðåäå-
ëåí è åñëè (µi)

∞
i=1 � ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà T, òî

trace (T ) =
∑∞
i=1 µi.

Â çàâåðøåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ êîñíóòüñÿ ñóùåñòâåííîãî îáîáùå-
íèÿ îäíîãî ðåçóëüòàòà Á. Ìèòÿãèíà î ñèììåòðèè ñïåêòðîâ (êîòîðûé,
â ñâîþ î÷åðåäü, îáîáùàåò òåîðåìó Ì. È. Çåëèêèíà).

Â äîêëàäå äàåòñÿ êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûé, â îñ-
íîâíîì, àâòîðîì çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå. Îòìåòèì, ÷òî âñå ïîëó-
÷àåìûå ðåçóëüòàòû òî÷íû (ò.å., íàèëó÷øèå èç âîçìîæíûõ â ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ñèòóàöèÿõ).
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÍÀ×ÀËÜÍÎ-ÃÐÀÍÈ×ÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÄËß ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÑÎ ÑÌÅØÀÍÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
Â.Ñ. Ðûõëîâ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)

RykhlovVS@yandex.ru

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó

uxx + p1uxt + p2utt = 0, (1)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (3)

ãäå (x, t) ∈ Q = [0, 1] × [0,+∞); p1, p2 ∈ R, ϕ ∈ L1[0, 1] è ÿâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1): p21 −
4p2 > 0. Â ýòîì ñëó÷àå êîðíè ω1, ω2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà
âåùåñòâåííû. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ω1 < 0 < ω2. (4)

Ïðè ðàññìîòðåíèè ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä èç ñòàòüè [1].
Âñå íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòèÿ è îïðåäåëå-
íèÿ çàèìñòâîâàíû èç êíèãè [2].

Ïîä êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì (èëè ðåøåíèåì ïî÷òè âñþäó (ï.â.))
ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x, t) ïåðåìåííûõ (x, t) ∈ Q, êîòîðàÿ:
à) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ ux(x, t) è ut(x, t), ïðè ýòîì ux(x, t) è ut(x, t)
àáñîëþòíî íåïðåðûâíû è ïî x, è ïî t, è ï.â. â Q âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî uxt = utx (â ñëó÷àå, êîãäà uxt(x, t) è utx(x, t) íå ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè, ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ íà
ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû [3]),
á) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2)�(3) è óðàâíåíèþ (1) ï.â. â Q.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(λ) îïåðàòîð-ôóíêöèþ (î.ô.), ïîðîæä¼ííóþ
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

`(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y, y(0) = y(1) = 0,

ñîîòâåòñòâåííî. È ïóñòü Rλ åñòü ðåçîëüâåíòà ýòîé î.ô., G(x, ξ, λ) �
ôóíêöèÿ Ãðèíà, à R1λ � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì Gξ(x, ξ, λ).

© Ðûõëîâ Â.Ñ., 2023
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ñ.ç.) L(λ) ïðîñòûå è âûðàæàþòñÿ ôîðìó-
ëàìè

λk = 2kπi/(ω2 − ω1), k = ±1,±2, . . . .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γk îêðóæíîñòè {λ : |λ − λk| = δ}, ãäå δ > 0 è
íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî âíóòðè γk íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó ñ.ç.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x, t) åñòü êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�
(3) ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì (4). Åñëè utt ∈ L1(QT ) ïðè ëþáîì
T > 0 (çäåñü QT = [0, 1] × [0, T ]), òî ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

u(x, t) =
1

2πi

∑
k

∫
γk

(
− p1e

λtR1λ + p2e
λtλRλ

)
ϕdλ, (5)

â êîòîðîé ðÿä ñïðàâà ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ [0, 1] ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì t > 0.

Èç òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî ôîðìàëüíûé ðÿä (5) è çàäà÷à (1)�(3)
òåñíî ñâÿçàíû. Àíàëîãè÷íî [1] ðàñøèðèì ïîíÿòèå ýòîé ñâÿçè.

Ðÿä ñïðàâà â ôîðìóëå (5) èìååò ñìûñë äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
ϕ(x) ∈ L1[0, 1], õîòÿ îí ìîæåò áûòü è ðàñõîäÿùèìñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
åñòåñòâåííî ãîâîðèòü, ÷òî (5) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðåøåíè-
åì çàäà÷è (1)�(3), ïîíèìàåìîé ÷èñòî ôîðìàëüíî. Òàê æå, êàê è â [1],
áóäåì íàçûâàòü ýòó çàäà÷ó îáîáùåííîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷åé,
à åå ðåøåíèå � îáîáùåííûì ðåøåíèåì.

Êàê è â ñòàòüå [1], ìîæíî ïûòàòüñÿ íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1)�(3), åñëè òðàêòîâàòü ðÿä ñïðàâà â ôîðìóëå [5] èçíà÷àëü-
íî êàê ðàñõîäÿùèéñÿ. Òî åñòü ïûòàòüñÿ íàéòè ¾ñóììó¿ ýòîãî ðÿäà
(¾ñóììà¿ â êàâû÷êàõ îçíà÷àåò, ÷òî ýòî ñóììà èìåííî ðàñõîäÿùå-
ãîñÿ ðÿäà), íå íàêëàäûâàÿ êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà ϕ(x), êðîìå
òîãî, ÷òî ϕ(x) ∈ L1[0, 1]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè òàêîì ïîäõîäå íàé-
òè ðåøåíèå îáîáùåííîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è � çíà÷èò íàéòè
¾ñóììó¿ ðÿäà ñïðàâà â [5] ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì îïðåäåëåíèè ýòîé
¾ñóììû¿.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà äàííîé ñòàòüè âàæíåéøóþ
ðîëü èãðàþò ââåäåííûå â [4, ñ. 19] åñòåñòâåííûå àêñèîìû (À)�(Â) äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ðÿä ñïðàâà â (5) ñ èñïîëüçîâàíèåì óêàçàííûõ àêñèîì ñâîäèòñÿ ê
ñóììå êîíå÷íîãî ÷èñëà ðÿäîâ âèäà∑

k

ake
2kπix, (6)
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ãäå ak =
∫ 1

0
f(ξ)e−2kπiξ dξ, à ôóíêöèÿ f(x) ∈ L1[0, 1] âûðàæàåòñÿ

ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì ÷åðåç ôóíêöèþ ϕ(x) è ñóììèðóåìà â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììèðóåìà ôóíêöèÿ ϕ(x).

Íà îñíîâàíèè [5, ñ. 277, òåîðåìà 3] â êà÷åñòâå ¾ñóììû¿ ðÿäà (6)
åñòåñòâåííî âçÿòü ôóíêöìþ f(x) è äîïîëíèòü àêñèîìû (À)�(Â) ñëå-
äóþùåé àêñèîìîé äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ, âûòåêàþùåé èç [5,
ñ. 277, òåîðåìà 3]: (Ä)

∫ ∑
=
∑∫

, ãäå
∫
� îïðåäåëåííûé èíòåãðàë.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî àêñèîì (À)�(Ä) áåç èñïîëüçîâàíèÿ
îáû÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ñóììû ðÿäà ïî Êîøè, êàê ïðåäåëà åãî ÷à-
ñòè÷íûõ ñóìì, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ϕ ∈ L1[0, 1] è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4). Òîãäà
ôóíêöèÿ u(x, t), îïðåäåëåííàÿ äëÿ ï.â. (x, t) ∈ Q ôîðìóëîé

u(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
,

ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(3), ãäå

ϕ̂(ξ) =


ω2ϕ

(ω2 − ω1

ω2
ξ
)
, åñëè ξ ∈

[
0,

ω2

ω2 − ω1

)
;

ω1ϕ
(ω2 − ω1

ω1
(ξ − 1)

)
, åñëè ξ ∈

[ ω2

ω2 − ω1
, 1
]
,

à {x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x ∈ R.
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Ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè ïîïóëÿöèé áûëè îò-
íîñèòåëüíî ïðîñòûìè è îòðàæàëè òîëüêî íàèáîëåå ãðóáûå áèîëî-
ãè÷åñêèå çàêîíû. Ïî ìåðå òîãî êàê èññëåäîâàòåëè ñòðåìèëèñü èçó-
÷àòü ìîäåëè, îòðàæàþùèå ñâîéñòâà ñèñòåìû âñ¼ áîëåå òî÷íî, ìîäåëè
óñëîæíÿëèñü. Â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ïîïó-
ëÿöèè çàâèñèò îò ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â òîò æå ìîìåíò âðåìåíè,
ñòàëà çàìåíÿòüñÿ áîëåå ãèáêîé: ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îáúåêòà çàâèñèò
íå òîëüêî îò åãî ñîñòîÿíèÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íî è îò ñîñòî-
ÿíèé â íåêîòîðûå ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè. Òàêîå ïðåäïîëî-
æåíèå ïðèâåëî ê íîâûì êëàññàì ìîäåëåé: íàðÿäó ñ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèÿ
ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì, èíòåãðî�äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíå-
íèÿ è äðóãèå âèäû ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ó÷¼ò çàïàçäûâàíèÿ ïîçâîëèë îïèñûâàòü äèíàìèêó ïîïóëÿöèé áîëåå
ãëóáîêî è ïîëíî: âñëåä çà èçâåñòíîé ìîäåëüþ Õàò÷èíñîíà (1948 ã.)
ïîÿâèëèñü ìîäåëè Ëàñîòû � Âàæåâñêè (1976 ã.), Ìýêêè � Ãëàññà
(1977 ã.), Íèêîëñîíà (1980�1983 ãã.). Ìîäåëü Õàò÷èíñîíà îïèñûâàåò
äèíàìèêó ïîïóëÿöèè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîñòè ðåñóðñîâ, ìîäåëü
Íèêîëñîíà � ïîïóëÿöèþ ëàáîðàòîðíûõ ìóõ, ìîäåëè Ëàñîòû � Âà-
æåâñêè è Ìýêêè � Ãëàññà � ïðîöåññû êðîâåòâîðåíèÿ.

Ðàçâèòèå ýòîé èäåè ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ ìîäåëåé, â êîòîðûõ
ïîñëåäåéñòâèå ó÷èòûâàåòñÿ áîëåå òîíêî. Íàïðèìåð, çàïàçäûâàíèå íå
âñåãäà ðàçóìíî ñ÷èòàòü ñîñðåäîòî÷åííûì: äàæå êîãäà ñîñðåäîòî÷åí-
íîå çàïàçäûâàíèå äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåò ìîäåëèðóåìûé ïðî-
öåññ, íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî íåêîòîðîå ¾ðàçìûòèå¿ çàïàçäûâà-
íèÿ âáëèçè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Íà ñåãîäíÿ êîëè÷åñòâî ðàáîò, â êî-
òîðûõ èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü áèîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, èñïîëüçó-
þùèõ óðàâíåíèÿ ñ ñîñðåäîòî÷åííûì çàïàçäûâàíèåì, ñòàëî íàñòîëü-
êî áîëüøèì, ÷òî òðåáóþòñÿ îáçîðíûå ñòàòüè, â êîòîðûõ ðåçóëüòàòû
ñèñòåìàòèçèðóþòñÿ è óïîðÿäî÷èâàþòñÿ. Ìîäåëè ñ ðàñïðåäåë¼ííûì
çàïàçäûâàíèåì ïðèçíàþòñÿ ñòîëü æå ñîäåðæàòåëüíûìè, íî îíè èñ-
ñëåäîâàíû íàìíîãî ìåíüøå.

Îòìåòèì, ÷òî èçó÷åíèå ìíîãèõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïðèí-
öèïå íåâîçìîæíî èíûìè ìåòîäàìè, êðîìå ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíîé

© Ñàáàòóëèíà Ò.Ë., 2023

296



ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè: â æèâîé ïðèðîäå îïàñíû ýêñïåðèìåíòû ñ
íåîáðàòèìûìè èëè íåïðåäñêàçóåìûìè ïîñëåäñòâèÿìè, à íàáëþäåíèå
çà ðàçâèòèåì æèâûõ îðãàíèçìîâ íà íåáîëüøîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè
íå âñåãäà äà¼ò îñíîâàíèÿ äëÿ íàä¼æíîé ýêñòðàïîëÿöèè.

Ìû èçó÷àëè ìîäåëè Õàò÷èíñîíà, Ëàñîòû � Âàæåâñêè, Ìýê-
êè � Ãëàññà è Íèêîëñîíà ñ ðàñïðåäåë¼ííûì çàïàçäûâàíèåì [1],
ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó èçîëèðîâàííîé ïîïóëÿöèè, ïîä-
âåðæåííóþ ïîñòîÿííîìó âîçäåéñòâèþ âðåäíûõ âåùåñòâ [2], ìîäåëü
ñèñòåìû õèùíèê�æåðòâà ñ ýôôåêòîì íàñûùåíèÿ [3]. Äëÿ âñåõ
ýòèõ ìîäåëåé ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå îáëàñòè ëîêàëüíîé
àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ [4�6].
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Ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ òîíêîé îäíîðîäíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëà-
ñòèíû òîëùèíû h, ïðè ýòîì òîëùèíà åå ïîëàãàåòñÿ ìàëîé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ äðóãèìè ðàçìåðàìè, ñî ñòîðîíàìè p è q îïèñûâàåòñÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà

Lu ≡ utt + α2∆2u = F (x, y, t), (1)

ãäå α2 = EJ/(ρh), EJ � æåñòêîñòü ïëàñòèíêè, ρ � ïëîòíîñòü ïëà-
ñòèíêè, E � ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòåðèàëà, J � ìîìåíò èíåðöèè,
∆u = uxx + uyy, F (x, y, t) � íåïðåðûâíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà, ðàññ÷è-
òàííàÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè ïëàñòèíêè, u(x, y, t) � ñìåùåíèå òî÷êè
(x, y) ïëàñòèíêè â ìîìåíò âðåìåíè t.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ìåìáðàí, ïëàñòèíîê è
îáîëî÷åê èìåþò âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â ñòðîèòåëüíîé ìåõà-
íèêå, ìàøèíîñòðîåíèè, àâèàñòðîåíèè, ñóäîñòðîåíèè, ÿäåðíûõ ýíåð-
ãåòè÷åñêèõ óñòàíîâêàõ è ò.ä. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèÿ ïëà-
ñòèí ñâÿçàíî ñ óñëîâèÿìè çàêðåïëåíèÿ íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ èõ
êîíòóðà. Òàêèå çàäà÷è èçó÷åíû â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ (íàïðèìåð, ñì.
[1, ñ. 444-449]).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (1) â îáëàñòè

Q = D × (0, T ), ãäå D = {(x, y) | 0 < x < p, 0 < y < q},

çäåñü p è q îòìå÷åíû âûøå, ðàçìåðû ïëàñòèíêè, T � çàäàííàÿ ïî-
ëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è ïîñòàâèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Íàéòè îïðåäåëåííóþ â îáëàñòè Q ôóíêöèþ u(x, y, t),
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

u(x, y, t) ∈ C4,2
xy,t(Q); (2)

Lu(x, y, t) ≡ F (x, y, t), (x, y, t) ∈ Q; (3)
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u(0, y, t) = uxx(0, y, t) = u(p, y, t) = uxx(p, y, t) = 0,

0 ⩽ y ⩽ q, 0 ⩽ t ⩽ T,

u(x, 0, t) = uyy(x, 0, t) = u(x, q, t) = uyy(x, q, t) = 0,

0 ⩽ x ⩽ p, 0 ⩽ t ⩽ T ;

(4)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ D, (5)

ãäå F (x, y, t), ϕ(x, y) è ψ(x, y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíê-
öèè.

Çäåñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4) îçíà÷àþò, ÷òî âñå ñòîðîíû ïëàñòèí-
êè ïîäïåðòû, ò.å. ñâîáîäíî ìîãóò äâèãàòüñÿ âîêðóã òî÷åê çàêðåïëå-
íèÿ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü F (x, y, t) = f(x, y)g(t). Íàéòè ôóíêöèè
u(x, y, t) è g(t), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (2) � (5), è, êðîìå òîãî,

g(t) ∈ C[0, T ]; (6)

u(x0, y0, t) = h(t), 0 ⩽ t ⩽ T, (7)

ãäå f(x, y) è h(t) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, (x0, y0)
çàäàííàÿ òî÷êà èç îáëàñòè D.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü F (x, y, t) = f(x, y)g(t). Íàéòè ïàðó ôóíêöèé
u(x, y, t) è f(x, y), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2) � (5) è êðîìå òî-
ãî,

f(x, y) ∈ C(D); (8)

u(x, y, t0) = ϕ0(x, y), (x, y) ∈ D, (9)

ãäå g(t) è ϕ0(x, y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, t0 �
çàäàííàÿ òî÷êà èç ïîëóèíòåðâàëà (0, T ].

Èç ïîñòàíîâîê ýòèõ çàäà÷ âèäíî, ÷òî çàäà÷à 1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïðÿìóþ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíêè. Çàäà÷è 2 è 3 ÿâëÿþòñÿ îáðàò-
íûìè, ïîýòîìó çäåñü óñëîâèÿ (7) è (9) ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè
äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîìíîæèòåëåé g(t) è f(x, y) ïðàâîé ÷àñòè F (x, y, t)
óðàâíåíèÿ (1).

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðà [2
� 6], ïîñâÿùåííûõ îáîñíîâàíèþ êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâêè íà÷àëüíî-
ãðàíè÷íûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ áàëêè. Ïî-
ñòàíîâêà îáðàòíûõ çàäà÷ 2 è 3 èñõîäèò èç ðàáîò [7 � 9], ãäå àíàëîãè÷-
íûå çàäà÷è èçó÷åíû äëÿ óðàâíåíèé òåïëîïðîâîäíîñòè, ñòðóíû è îïå-
ðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Çäåñü, ñëåäóÿ [10] ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷
ïîñòðîåíû â ÿâíîì âèäå êàê ñóììû ðÿäîâ è äîêàçàíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé. Îòìåòèì,
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÷òî ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ðåøåíèå
çàäà÷è 3, âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, êîòîðàÿ ñîçäà-
åò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè. Â ñâÿçè ñ ÷åì óñòàíîâëåíû îöåíêè
îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé. Íà îñíî-
âå ýòîé îöåíêè îáîñíîâàíû ñõîäèìîñòü ðÿäîâ â êëàññå ðåãóëÿðíûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).
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Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0 < δ < π. Ðàññìîòðèì äâå ýêñòðå-
ìàëüíûå çàäà÷è. Ñðåäè âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ T (x)
ïîðÿäêà n, äëÿ êîòîðûõ

max{|T (x)| : δ ⩽ |x| ⩽ π} ⩽ 1,

íàéòè òîò, äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà ‖T‖ := max{|T (x)| : x ∈ R} èìååò
íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, è íàéòè ýòî çíà÷åíèå, åñëè

A) íà ïîëèíîì T (x) íåò äðóãèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé;
B) max{T (x) : x ∈ R} = −min{T (x) : x ∈ R}.
Ðåøåíèÿ çàäà÷ A è B èçâåñòíû. Çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåò-

ðè÷åñêèìè àíàëîãàìè êëàññè÷åñêîé çàäà÷è îá àëãåáðàè÷åñêîì ïî-
ëèíîìå ñòåïåíè n ñ ðàâíûì 1 ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì, íàèìåíåå
óêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêàõ [−1,−α], [α, 1] (ñì. [1] ñ. 320).
Ïîñòðîåíèå ýêñòðåìàëüíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ïîëèíîìà â çàäà-
÷å A � îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç An(δ;x) � ñâîäèòñÿ ê çàìåíå ïåðåìåííîé
â ñîîòâåòñòâóþùåì àëãåáðàè÷åñêîì ïîëèíîìå ÷åòíîé ñòåïåíè è ïðè-
âîäèò ê âûðàæåíèþ:

An(δ;x) = Tn

(
2 cosx+ 1− cos δ

1 + cos δ

)
,

ãäå Tn(x) = cos(n arccosx) � ïîëèíîì ×åáûøåâà ñòåïåíè n.
Ïîëèíîì An(δ;x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, ïðè÷åì,

‖An(δ;x)‖ = max
x

{An(δ;x)} = An(δ; 0) > ch(nδ).

Àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è B âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ýëëèïòè÷åñêèå ôóíêöèè, íàéäåí Í.È. Àõèåçåðîì [2]. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé àíàëîã áûë óêàçàí À.Ï. Ïåòóõîâûì
[3]. Äàííûé ïîëèíîì îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà è ÿâëÿåòñÿ
íå÷åòíûì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Bn(δ;x). Îòìåòèì ñâîéñòâà ïîëèíî-

ìà Bn(δ;x), â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî δ ∈
[ π
2n
, π
)
(ñì. [3]):

1)|Bn(δ;x)| ⩽ 1, δ ⩽ |x| ⩽ π;
2) ñóùåñòâóåò n òî÷åê x1, x2, . . . , xn, δ = x1 < x2 < . . . < xn = π, ÷òî
Bn(δ;xk) = (−1)k+1;
3) ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ (0, δ] : Bn(δ;x0) = ‖Bn(δ; ·)‖ =: Mn(δ) ⩾ 1,
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ïðè÷åì ôóíêöèÿMn(δ) íåïðåðûâíî è ìîíîòîííî îòîáðàæàåò ïðîìå-

æóòîê
[ π
2n
, π
)
íà ëó÷ [1,∞);

4) ïîëèíîì Bn(δ;x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, x0] è óáûâàåò íà îòðåç-
êå [x0, x2];
5) Mn(δ) = max

u

{
ch

(
n log

Θ (u+K/2n)

Θ (u−K/2n)

)}
,

ãäå Θ(u) � òåòà-ôóíêöèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ßêîáè ñ ïàðàìåòðîì

æ =
K ′

K
=
K(k′)

K(k)

(
k′ =

√
1− k2

)
, à n, k è δ ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

2n

∫ δ
2

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

=

∫ π
2

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

(= K).

Îòìåòèì åùå, ÷òî Bn(δ;x) = sinnx ïðè 0 < δ ⩽ π

2n
.

Â íàøåé ðàáîòå äîêàçàíà ëåììà.

Ëåììà 1. Îáîçíà÷èì λ(δ) = log
1 + sin

δ

2

1− sin
δ

2

, è ïóñòü 0 < δ0 < π

ôèêñèðîâàíî.

Òîãäà èìååì ïðè nδ → ∞:

Mn(δ) =
1

4
√
e
· enλ(δ)√

nλ(δ)
(1 + o(1)).

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èì:

Mn (δ) ∼
1

4
√
e
· e

nδ

√
nδ
, δ = o

(
n−

1
3

)
(n→ ∞) ;

Mn (δ) ∼
1

4
√
e
· e

nδ+ 1
24nδ

3

√
nδ

, δ = o
(
n−

1
5

)
(n→ ∞) .
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Èçó÷åíèå ìåð íà íå ÿâëÿþùèõñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûìè òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ
ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèâîäèò, ñîãëàñíî òåîðåìå À. Âåéëÿ, ê àíà-
ëèçó ìåð, íå îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè èç ñâîéñòâ ìåðû Ëåáåãà.

Òåîðåìà À. Âåéëÿ. Åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà G íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíîé, òî íå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëü-
íîé σ-àääèòèâíîé σ-êîíå÷íîé ëîêàëüíî êîíå÷íîé áîðåëåâñêîé ëåâî-
èíâàðèàíòíîé ìåðû íà ãðóïïå G.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìåðû íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, èíâàðèàíò-
íîé îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, òðåáóåòñÿ ïðèíå-
ñòè â æåðòâó îäíî èëè íåñêîëüêî èç ïåðå÷èñëåííûõ â òåîðåìå Âåéëÿ
ñâîéñòâ (ñì. [1-4]). Ìåðà Ëåáåãà íà êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå êàê íà àáåëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå ïîìèìî ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â òåîðåìå Âåéëÿ ñâîéñòâ ÿâëÿåòñÿ òàêæå èíâàðèàíòíîñòü îò-
íîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãîâ âäîëü òðàåêòîðèé ãëàäêèõ áåç-
äèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòåëüíî îðòîãî-
íàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Íàøà öåëü � èçó÷åíèå ìåð íà âåùåñòâåííîì ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, îð-
òîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ãàìèëüòîíîâûõ ïîòîêîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî Π ⊂ E íàçûâàåòñÿ áðóñîì, åñëè
ñóùåñòâóåò ÎÍÁ {ej} ≡ E è åñëè ∃ a, b ∈ l∞ òàêèå, ÷òî

Π = {x ∈ E : (x, ej) ∈ [aj , bj) ∀ j ∈ N}. (1)

Áðóñ (1) íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì, åñëè ëèáî îí ïóñò, ëèáî

∞∑
j=1

max{0, ln(bj − aj)} < +∞. (2)

Ïîëîæèì λ(Π) = 0 åñëè Π = �, è ïîëîæèì

λ(Π) = exp(

∞∑
j=1

ln(bj − aj)) =

∞∏
j=1

(bj − aj) (3)
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äëÿ íåïóñòîãî èçìåðèìîãî áðóñà Π.
Äëÿ êàæäîãî ÎÍÁ E îáîçíà÷èì ÷åðåç K(E) ìíîæåñòâî èçìåðè-

ìûõ áðóñîâ ñ ðåáðàìè, êîëëèíåàðíûìè âåêòîðàì ÎÍÁ E . Ïóñòü rE �
êîëüöî ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà E, ïîðîæäåííîå K(E).

Ôóíêöèÿ m : R → R íàçâàåòñÿ ìåðîé íà ïðîñòðàíñòâå E åñëè R
� êîëüöî ïîäìíîæåñòâ E è ôóíêöèÿ m àääèòèâíà.

Ëåììà 1. Ïóñòü E � ÎÍÁ â E. Òîãäà ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà (3)

λE : K(E) → [0,+∞)

àääèòèâíà è èìååò åäèíñòâåííîå àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå íà
êîëüöî rE ÿâëÿþùååñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé íà E.

Ïóñòü E � ÎÍÁ â E. Îïðåäåëèì âíóòðåííþþ è âíåøíþþ ìåðû
ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà A ⊂ E ðàâåíñòâîì

λ̄E(A) = inf
B∈rE : B⊃A

λE(B), λE(A) = sup
B∈rE : B⊂A

λE(B).

Ëåììà 2. Ïóñòü BR � øàð ðàäèóñà R â ïðîñòðàíñòâå E.
Åñëè R < 1√

2
, òî λE(BR) = λ̄E(BR) = λE(BR) = 0;

Åñëè R > 1√
2
, òî λ̄E(BR) = +∞ è λE(BR) = 0.

Òåîðåìà 1. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ

RE = {A ∈ E : λ̄E(A) = λE(A) ∈ [0,+∞)}

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì. Ìåðà λE : RE → [0,+∞)
1) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà íà ëþáîé âåêòîð èç E;
2) ëîêàëüíî êîíå÷íà, σ-êîíå÷íà è ïîëíà;
3) íå ÿâëÿåòñÿ σ-àääèòèâíîé;
4) åå ïðîäîëæåíèå ïî ñõåìå Ëåáåãà-Êàðàòåîäîðè îáðàùàåòñÿ â

íóëü íà êëàññå K(E).
Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà E ãðóï-

ïîé îïåðàòîðîâ ñäâèãà àðãóìåíòà â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé
L2(E,RE , λE ,C), êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ïî òðàíñëÿöèîííî èí-
âàðèàíòíîé ìåðå. Íàéäåíà ìàêñèìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïðåäñòàâëåíèå
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíûì â ñèëüíîé îïåðàòîðíîé òîïî-
ëîãèè ïðîñòðàíñòâà îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ B(HE).

Ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ìåðû λE â ñóììó âçàèìíî ñèíãóëÿðíûõ
ìåð, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñäâèãîâ íà ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð ïðîñòðàíñòâà E è îòíîñèòåëüíî åå ïîäãðóïïû, îáëàäàþùåé
ñâîéñòâîì ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè.

Äåéñòâèå îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû íà ýëåìåíòû êîëüöà RE ïîçâî-
ëÿåò ðàñøèðèòü òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíóþ ìåðy λE äî ìåðû λ,
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èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé, ïîðîæäåííîé ãðóï-
ïîé ñäâèãîâ è ãðóïïîé îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � ñåìåéñòâî èçìåðèìûõ áðóñîâ (K =⋃
E
K(E)) è ïóñòü R � êîëüöî, ïîðîæäåííîå ñåìåéñòâîì ìíîæåñòâ

K (ñåìåéñòâîì
⋃
E
RE). Òîãäà ôóíêöèÿ (3) èìååò åäèíñòâåííîå àä-

äèòèâíîå ïðîäîëæåíèå äî êîíå÷íî àääèòèâíîé ìåðû, îïðåäåëåííîé
íà êîëüöå R

λ : R → [0,+∞).

Ïðè ýòîì ïîïîëíåíèå ìåðû λ � èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâ è îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ëîêàëüíî êîíå÷íàÿ è σ-
êîíå÷íàÿ ïîëíàÿ ìåðà, ñóæåíèå êîòîðîé λ|RE ñîâïàäàåò ñ ìåðîé
λE äëÿ ëþáîãî ÎÍÁ E.

Ïîëó÷åíî ðàçëîæåíèå ìåðû λ â ñóììó âçàèìíî ñèíãóëÿðíûõ ìåð,
èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñäâèãîâ íà ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð ïðîñòðàíñòâà E è îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû îðòîãîíàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì ñèëüíîé íåïðåðûâíîñòè â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(E,R, λ,C).

Ïîñòðîåíèå èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãðóïïû ñèì-
ïëåêòîìîðôèçìîâ ìåð íà âåùåñòâåííîì ñåïåðàáåëüíîì ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå E, ñíàáæåííîì òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ðåàëèçóåòñÿ êàê ðàñøèðåíèå òðàíñëÿöè-
îííî èíâàðèàíòíîé ìåðû íà êîëüöî, ïîðîæäåííîå äåéñòâèÿìè ãðóï-
ïû ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ íà ýëåìåíòû êîëüöà RE , ñëóæàùåãî îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ òðàíñëÿöèîííî-èíâàðèàíòíîé ìåðû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî Π ⊂ E íàçûâåòñÿ àáñîëþòíî èç-
ìåðèìûì ñèìïëåêòè÷åñêèì áðóñîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå E,
åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòðàíñòâà E â âèäå E = Q⊕ P è
ñóùåñòâóþò áàçèñû {fj}, {gk} ïðîñòðàíñòâ Q, P , òàêèå, ÷òî

Π = {z ∈ E : ((z, fi), (z, gi)) ∈ Bi, i ∈ N}, (4)

ãäå Bi � èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâà â ïëîñêîñòè R2 òàêèå, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
∞∑
j=1

max{ln(λ2(Bj)), 0} < +∞ (çäåñü λ2 � ìåðà

Ëåáåãà íà ïëîñêîñòè R2).
Ìíîæåñòâî âñåõ àáñîëþòíî èçìåðèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ áðóñîâ,

èìåþùèõ âèä (4) â çàäàííîé ïàðå ÎÍÁ {fj}, {gk} â ïðîñòðàíñòâàõ
Q,P , îáîçíà÷èì ÷åðåç KF,G(E).
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ìíîæåñòâà λKF,G : KF,G(E) → [0,+∞), çà-
äàâàåìóþ ðàâåíñòâîì

λKF,G (Π) =

∞∏
j=1

λ2(Bj) = exp(

∞∑
j=1

ln(λ2(Bj))), Π ∈ KF,G(E), (5)

ïðè óñëîâèè, ÷òî Π 6= �; â ñëó÷àå Π = � ïîëîæèì λ(Π) = 0.
Ïóñòü rF,G � êîëüöî, ïîðîæäåííîå êëàññîì ìíîæåñòâ KF,G .
Òåîðåìà 3. Àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà λ : KF,G(E) →

[0,+∞) èìååò åäèíñòâåííîå àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå íà êîëüöî
rF,G. Ïîïîëíåíèåì ìåðû λ : rF,G → [0,+∞) ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ ìåðà
λF,G : RF,G → [0,+∞), êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâè-
ãîâ íà ëþáîé âåêòîð è îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ
èíâàðèàíòíûìè ïîäïðîñòðàíñòâà Ek = span(fk, gk) è äâóìåðíóþ
ìåðó Ëåáåãà â êàæäîì ïîäïðîñòðàíñòâå Ek.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîäîëæèòü ìåðó, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ, äî ìåðû, èíâàðèàíòíîé òàêæå è îò-
íîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû, íåâîçìîæíî.

Èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòîìîðôèçìîâ ìåðû ïîçâî-
ëÿþò ïîëó÷èòü êóïìàíîâñêîå óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå íåëèíåéíûõ
ôàçîâûõ ïîòîêîâ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.
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Î ÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÄÈÃÀÌÌÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ ÝÉËÅÐÀ È
ÐÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ Ñ ÍÅÉ ÔÓÍÊÖÈÉ Â

ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÒÎ×ÊÀÕ
Ò.À. Ñàôîíîâà (Àðõàíãåëüñê, ÑÀÔÓ)

t.Safonova@narfu.ru

Ñèìâîëîì ψ(a) îáîçíà÷èì äèãàììà-ôóíêöèþ Ýéëåðà (ëîãàðèô-
ìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ îò Ã-ôóíêöèè Ýéëåðà) è ñôîðìóëèðóåì èç-
âåñòíóþ òåîðåìó Ãàóññà î çíà÷åíèÿõ ýòîé ôóíêöèè â ðàöèîíàëüíûõ
òî÷êàõ.

Òåîðåìà Ãàóññà. Ïóñòü p, q ∈ N è 0 < p < q. Òîãäà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

ψ

(
p

q

)
= −γ − ln(2q)− π

2
ctg

(
pπ

q

)
+ 2

[q/2]∑
k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

q
,

ãäå γ - ïîñòîÿííàÿ Ýéëåðà.
Íàìè ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ñðåäñòâàìè ñïåêòðàëüíîé

òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïîëó÷èòü èí-
òåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñóìì ðÿäîâ âèäà

+∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
,

+∞∑
k=1

1

(2k − 1)((2k − 1)2 − a2)
,

+∞∑
k=1

(−1)k

k(k2 − a2)
,

+∞∑
k=1

1

k(k2 − a2)
.
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Èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäó-
þùèõ ôîðìóë äëÿ ôóíêöèè ψ(a) (0 < a < 1)

ψ(a) = −γ−2 ln 2− π

2
ctg(aπ)+

1

sin(aπ)

π/2∫
0

sin(aπ)− cos(2a− 1)x

cosx
dx =

= −γ − ln 2− 1

2a
− π

2
ctg(aπ)− 1

sin(aπ)

π/2∫
0

(sin(2ax)− sin(aπ)) tg xdx.

Åñëè a ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ðàöèîíàëüíîé äðî-
áüþ, ò.å. a = p/q, ãäå p, q ∈ N è 0 < p < q, òî èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â
ïðàâûõ ÷àñòÿõ ïîëó÷åííûõ íàìè ðàâåíñòâ, ñâîäÿòñÿ ê îïðåäåë¼ííûì
èíòåãðàëàì îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, è ÿâíî âû÷èñëÿþòñÿ â
òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû ðàâåíñòâ, êî-
òîðûå ïðè ýòîì ïîëó÷àþòñÿ.

+∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k − 1)2 − a2
=
q

p

q∑
k=1

(−1)k sin
(2k − 1)pπ

2q
ln sin

(2k − 1)π

4q
,

+∞∑
k=1

1

k(k2 − a2)
=

(
q

p

)2
{
ln 4q − q

2p
− 2

q∑
k=1

cos
2pkπ

q
ln sin

kπ

2q

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå òåî-
ðåìû Ãàóññà è, â ÷àñòíîñòè, åù¼ îäíî å¼ äîêàçàòåëüñòâî .

Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íî-
âûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ïîñòîÿííûõ Êàòàëàíà (G) è Àïåðè (ζ(3))

G = 2 lim
n→+∞

n

n∑
k=1

(−1)k sin(2k − 1)
π

4n
ln tg(2k − 1)

π

8n
,

ζ(3) = 4 lim
n→+∞

n2

(
ln(2n)− 2n−

n∑
k=1

cos
kπ

n
ln

(
1− cos

kπ

n

))
è óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

e
2G
π + 1

2 = 3

+∞∏
k=1

(
1 +

2

4k + 1

)(
1− 4

(4k + 1)2

)2k

,

e−
7ζ(3)

2π2 =
√
e/2

∞∏
k=1

(
e

(
1− 1

(2k)2

)(2k)2
)
,
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e
4G
π − 35ζ(3)

4π2 =
√
e/2

+∞∏
k=1

(
e

(
1− 1

(4k)2

)(4k)2
)
.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ ñîâìåñòíî ñ ïðîô.
Ê.À. Ìèðçîåâûì.

ÎÁ ÎÁËÀÑÒÈ ÇÍÀÊÎÏÎÑÒÎßÍÑÒÂÀ
ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ Â ÊÐÓÃÅ ÔÓÍÊÖÈÈ Ñ

ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÓÑËÎÂÈßÌÈ ÍÀ ÃÐÀÍÈÖÅ
Ò.Þ. Ñåìåíîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

station@list.ru

Ðàññìîòðèì ãàðìîíè÷åñêóþ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèþ u(x, y),
íåïðåðûâíóþ â çàìûêàíèè êðóãà è íå÷¼òíóþ ïî ïåðåìåííîé y. Åñëè
x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, òî

u(x, y) = u(ϕ, ρ) =

∞∑
k=1

bkρ
k sin(kϕ). (1)

Ïóñòü òàêæå èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû bk, îïðåäåëÿåìûå ïî çíà-
÷åíèÿì ôóíêöèè u íà ãðàíèöå êðóãà, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

b1 > 0; bk+1 ⩽ bk, ∀k ∈ N; lim
k→∞

bk = 0. (2)

Òîãäà ïðè ôèêñèðîâàííîì ρ ∈ (0, 1) ôóíêöèÿ u(ϕ, ρ) ïîëîæèòåëüíà
â ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè ϕ = 0 è, çíà÷èò, èìååò ìèíèìàëü-
íûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü ξ(ρ, {bk}) ∈ (0, π]. Àâòîðîì íàéäåíà âå-
ëè÷èíà ξ(ρ, {bk}) äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {bk} ñ óñëîâèåì (2), è
òåì ñàìûì îïðåäåëåíà îáëàñòü íà ïëîñêîñòè, ãäå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
u(x, y) áóäóò ïîëîæèòåëüíû. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ìîæíî ïðèâåñòè
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà 1. Êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bk}k∈N,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (2), ñóììà ðÿäà (1) çàâåäîìî ïîëîæè-
òåëüíà íà ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâàõ:{

(ϕ, ρ)
∣∣∣ ρ ∈

(
0, 1

2

]
, ϕ ∈ (0, π)

}
,{

(ϕ, ρ)
∣∣∣ ρ ∈

(
0, 45

52

]
, ϕ ∈

(
0, arccos

(
− 1

2ρ

)]}
,{

(ϕ, ρ)
∣∣∣ ρ ∈

(
0,
(
cos πn

) 1
n

]
, ϕ ∈

(
0, 2π

n

]}
, ∀n ⩾ 4.
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Çàäà÷è, áëèçêèå ê äàííîé, ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ Ë. Âüåòîðè-

ñà [1], À.Ñ. Áåëîâà [2] è À.Þ. Ïîïîâà [3] äëÿ ðÿäîâ âèäà
∞∑
k=1

bk sin(kϕ)

ñ ìîíîòîííî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ êîýôôèöèåíòàìè bk.
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ÎÁÐÀÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÀÐÀÁÎËÎ-ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÒÈÏÀ Ñ ÂÛÐÎÆÄÀÞÙÅÉÑß ÏÀÐÀÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ
×ÀÑÒÜÞ

Ñ.Í. Ñèäîðîâ (Óôà, ÓÃÍÒÓ)
stsid@mail.ru

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà Lu = F (x, y, t), çäåñü

Lu =

{
ut − tn(uxx + uyy) + btnu,

utt − uxx − uyy + bu,
F (x, y, t) =

{
F1(x, y, t), t > 0,

F2(x, y, t), t < 0,

çàäàííîå â òðåõìåðíîé îáëàñòè Q = {(x, y, t)| (x, y) ∈ D, t ∈ (−α, β)},
ãäå D = {(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < q}, n, α, β, p, q � çàäàííûå
ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, b � çàäàííîå ëþáîå äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî, Fi(x, y, t) (i = 1, 2) � çàäàííûå ôóíêöèè, è ïîñòàâèì
ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Çàäà÷à 1. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, y, t), îïðåäåëåííîé â îáëàñòè Q
è óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(x, y, t) ∈ C(Q) ∩ C1
t (Q) ∩ C1

x,y(Q) ∩ C2
x,y(Q+) ∩ C2(Q−); (1)

Lu(x, y, t) ≡ F (x, y, t), (x, y, t) ∈ Q+ ∪Q−; (2)

© Ñèäîðîâ Ñ.Í., 2023

310



u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=p

= u
∣∣
y=0

= u
∣∣
y=q

= 0, −α ⩽ t ⩽ β; (3)

u(x, y, t)
∣∣
t=−α = ψ(x, y), (x, y) ∈ D, (4)

ãäå F (x, y, t) è ψ(x, y) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè,
Q− = Q ∩ {t < 0}, Q+ = Q ∩ {t > 0}.

Çàäà÷à 2. Íàéòè ôóíêöèè u(x, y, t) è g1(t), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì (1) � (4) è

g1(t) ∈ C[0, β]; u(x0, y0, t) = h1(t), (x0, y0) ∈ D, 0 ⩽ t ⩽ β, (5)

ãäå fi(x, y), i = 1, 2, g2(t) è h1(t) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Çàäà÷à 3. Íàéòè ôóíêöèè u(x, y, t) è g2(t), óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì (1) � (4) è

g2(t) ∈ C[−α, 0]; u(x0, y0, t) = h2(t), (x0, y0) ∈ D, −α ⩽ t ⩽ 0, (6)

ãäå fi(x, y), i = 1, 2, g1(t) è h2(t) � çàäàííûå ôóíêöèè.
Çàäà÷à 4. Íàéòè ôóíêöèè u(x, y, t), g1(t) è g2(t), óäîâëåòâîðÿ-

þùèå óñëîâèÿì (1) � (6).
Èñïîëüçóÿ èäåè ðàáîò [1 � 4], äëÿ íåîäíîðîäíîãî òðåõìåðíîãî

óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â îáëàñòè Q
èçó÷åíà ïðÿìàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à 1 è îáðàòíûå çàäà÷è 2 �
4 ïî îòûñêàíèþ ñîìíîæèòåëåé ñîìíîæèòåëåé ïðàâûõ ÷àñòåé, çàâèñÿ-
ùèõ îò âðåìåíè, ò.å. gi(t), i = 1, 2. Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è ïîñòðîåíî
â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà. Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ðÿ-
äà âîçíèêëà ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé îò äâóõ íàòóðàëüíûõ àð-
ãóìåíòîâ. Óñòàíîâëåíû îöåíêè îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíà-
ìåíàòåëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé. Ýòè îöåíêè ïîçâîëèëè
îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøå-
íèé äàííîãî óðàâíåíèÿ. Íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è ïîñòàâ-
ëåíû è èçó÷åíû òðè îáðàòíûå çàäà÷è ïî îòûñêàíèþ ñîìíîæèòåëÿ
ïðàâîé ÷àñòè, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, òîëüêî èç ïàðàáîëè÷åñêîé èëè
ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, è êîãäà íåèçâåñòíûìè îäíîâðå-
ìåííî ÿâëÿþòñÿ ñîìíîæèòåëè èç îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ. Èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó ðåøåíèÿ ïðÿìîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è, ðåøåíèå
îáðàòíûõ çàäà÷ ýêâèâàëåíòíî ðåäóöèðîâàíî ê ðàçðåøèìîñòè íàãðó-
æåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íà îñíîâàíèè òåîðèè èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çàäà÷.
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ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÝËÅÌÅÍÒÀ Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ
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Þ.À. Ñêâîðöîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

iura.skvortsov2@gmail.com

Äî ñèõ ïîð íåèçâåñòåí îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ïóñòü çàäàíà
ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · ñòðîãî âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ áåñêîíå÷íîìåðíîãî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, à òàêæå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë d1 > d2 > · · · , dn →
0. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, óêëîíåíèÿ
ρ(x, Yn) = inf{‖x−y‖ : y ∈ Yn} êîòîðîãî îò ïîäïðîñòðàíñòâ Yn ðàâíû
ýòèì ÷èñëàì:

ρ(x, Yn) = dn, n = 1, 2, . . .?

Èñòîðèÿ äàííîé çàäà÷è âîñõîäèò ê Ñ.Í. Áåðíøòåéíó [1], êîòîðûé
ïîëîæèòåëüíî ðåøèë åå â ñëó÷àå, êîãäà X åñòü ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ íà îòðåçêå ôóíêöèé C[a, b], à Yn ïðè êàæäîì n = 0, 1, 2, . . .
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âû-
øå n. À.Ô. Òèìàí [2; ãë. 2, ï. 2.5] ïåðåíåñ äîêàçàòåëüñòâî Áåðíøòåéíà
íà ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · .

È.Ñ. Òþðåìñêèõ [3] ïîêàçàë, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X
çàäà÷à èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå. Íè äëÿ êàêèõ äðóãèõ áåñêî-
íå÷íîìåðíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ çàäà÷à íå ðåøåíà.
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Ï.À. Áîðîäèí [4] äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà ïðè äîïîëíè-
òåëüíîì îãðàíè÷åíèè íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {dn}: äëÿ âñåõ íîìåðîâ
n äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ dn >

∑∞
k=n+1 dk.

Â èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷è Ñ.Â. Êîíÿãèí [5] óñòàíîâèë
ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòà x, äëÿ êîòîðîãî

dn ⩽ ρ(x, Yn) ⩽ 8dn.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò èç äâóõ òåîðåì, óñèëèâàþùèõ ðå-
çóëüòàòû Áîðîäèíà è Êîíÿãèíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, Y1 ⊂ Y2 ⊂ Y3 ⊂ · · · � ïðîèçâîëüíàÿ ñ÷åò-
íàÿ ñèñòåìà ñòðîãî âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X,
{dn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòðîãî óáûâàþùèõ ê íóëþ ÷èñåë,
äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî

{n ⩾ 3 : dn ⩽ dn−2 − dn−1, dn ⩽ (dk − dk+1)/2 ïðè k = 1, . . . , n− 3}

áåñêîíå÷íî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî

ρ(x, Yn) = dn, n ∈ N.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, Y1 ⊂ Y2 ⊂ Y3 ⊂ · · · � ïðîèçâîëüíàÿ ñ÷åòíàÿ
ñèñòåìà ñòðîãî âëîæåííûõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â X, è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {dn}∞n=1 ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ è íå âîçðàñòàåò. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî

dn ⩽ ρ(x, Yn) ⩽ 2, 875. . . dn, n ∈ N.
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Ðàññìîòðèì îñîáûé èíòåãðàë

As+1f = As+1(f ;x) =
1

π

∫ +∞

−∞

f(t)

(t− x)s+1
dt, s = 0, 1, 2, ..., (1)

ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè (s = 0) èëè â
ñìûñëå êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî Àäàìàðó (s > 0), ãäå f(x)� ïëîòíîñòü
èíòåãðàëà, îãðàíè÷åííàÿ íà âåùåñòâåííîé îñè R ôóíêöèÿ.

Ïóñòü Lp(R) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà R ôóíêöèé f ñ
íîðìîé ‖f‖p = ‖f‖Lp

<∞, ãäå

‖f‖p =
{(∫ +∞

−∞ |f(t)|p dt
)1/p

, 1 ⩽ p <∞; supt∈R |f(t)| , p = ∞
}
,

ωk(f, t)p = ωk(f, t)Lp � ìîäóëü ãëàäêîñòè k�ãî ïîðÿäêà f â
Lp(R), L

r
p(R) � ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé f ∈ Lp(R), äëÿ êîòî-

ðûõ ïðîèçâîäíàÿ f (r−1) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà R è
∥∥f (r)∥∥

p
=∥∥f (r)∥∥

Lp
<∞, Bp,σ � ìíîæåñòâî öåëûõ ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîãî

òèïà ⩽ σ, ïðèíàäëåæàùèõ Lp(R).
Äëÿ f ∈ Bp,σ ââåäåì èíòåðïîëÿöèîííûé îïåðàòîð ([1]-[3])

Lσf = Lσ(f ;x) =

+∞∑
k=−∞

f

(
kπ

σ

)
sinc σ

(
x− kπ

σ

)
,

sinc x =
sinx

x
, σ > 0,

è ðàññìîòðèì îïåðàòîð [4]

dsLσf

dxs
= L(s)

σ f = L(s)
σ (f ;x) =

+∞∑
k=−∞

f

(
kπ

σ

)
sinc(s)σ

(
x− kπ

σ

)
. (2)

© Ñîëèåâ Þ.Ñ. , 2023

314



Âñþäó íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f (s)(x) =
O
(
(|x|+ 1)−ds

)
, dsp > 1, x ∈ R. Òîãäà

As+1f =
1

πs!

∫ +∞

−∞

f (s)(t)

t− x
dt, s = 0, 1, 2, ...

Çàìåíÿÿ f (s)(x) âûðàæåíèåì (2), ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìó-
ëó äëÿ èíòåãðàëà (1)

As+1f = As+1(L
(s)
σ ;x) +Rσsf = σs

+∞∑
k=−∞

f

(
kπ

σ

) s∑
j=0

(−1)s+j

j!

(
cos
(
σx− kπ + jπ

2

)
(σx− kπ)s−j+1

+

s−j+1∑
v=1

sin (s−v)π
2

(s− j + 1− v)!(σx− kπ)v

)
+Rσsf, (3)

ãäå Rσsf = Rσs(f ;x) - îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ Lrp(R), r = 0, 1, ..., 1 < p <∞, σ > 1. Òîãäà

‖Rσsf‖p ⩽ Cr,p,sσ
−r+sωk

(
f (r),

1

σ

)
p

,

ãäå Cr,p,s - ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r, p è s.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû ωk(f, δ)p = 0(δα), 0 <

α < 1. Òîãäà

‖Rσsf‖p = O
(
σ−r−α+s) , r + α− s > 0.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû ωk(f, δ)p = 0(δα), 0 <
α < 1. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà

‖Rσsf‖C = O
(
σ−r−α+s+ 1

p

)
, p(r + α− s) > 1.

Çàìåòèì, ÷òî èç (3) ïðè s = 0 ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
ðàáîòû [5].
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Òåîðåìà Íèêîäèìà î ðàâíîìåðíîé ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ñåìåé-
ñòâà ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà è åå àääè-
òèâíàÿ âåðñèÿ � òåîðåìà Áðóêñà-Äæåâåòòà î ðàâíîìåðíîé èñ÷åðïû-
âàåìîñòè ñåìåéñòâà áàíîõîâîçíà÷íûõ ôóíêöèé ìíîæåñòâà îáîáùà-
ëèñü â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [1], [2]). Â äàííîé
ðàáîòå ýòè òåîðåìû ðàñïðîñòðàíåíû íà ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè ìíî-
æåñòâà çàäàíû íà íå-ñèãìà-ïîëíîì êëàññå ìíîæåñòâ è ïðèíèìàþò
çíà÷åíèÿ â ðàâíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ïóñòü Σ � íåêîòîðûé íåïóñòîé êëàññ ìíîæåñòâ, ∅ ∈ Σ. Ïóñòü
(S, ω) � ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, e ∈ S; ïóñòü τ = τ(ω) � òîïî-
ëîãèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàâíîìåðíîñòè ω, ïðè÷åì òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (S, τ(ω)) õàóñäîðôîâî.

Ãîâîðÿò, ÷òî êëàññ ìíîæåñòâ Σ îáëàäàåò f1 - ñâîéñòâîì, åñëè äëÿ
ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
{En} è {Fn} èç Σ, òàêèõ ÷òî En ∩ Fk = ∅ ïðè âñåõ n, k ∈ N, ñóùå-
ñòâóþò òàêîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî P ⊂ N è òàêîå ìíîæåñòâî
F ∈ Σ, ÷òî Fk ⊂ F ïðè âñåõ k ∈ P, F ∩En = F ∩ Fk = ∅ ïðè n ∈ N è
k ∈ N \ P [1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèè ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà Φ = {ϕ}, ϕ :
Σ → (S, ω), áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåðíî âíåøíèìè, åñëè ϕ(∅) =
e è äëÿ ëþáîãî îêðóæåíèÿ w ∈ ω ñóùåñòâóåò òàêîå îêðóæåíèå
v ∈ ω, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà ϕ ∈ Φ è äëÿ ëþáûõ
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A,B ∈ Σ, äëÿ êîòîðûõ A ∪ B ∈ Σ,
ñïðàâåäëèâî: åñëè ϕ(A) ∈ v[e], òî (ϕ(A ∪B), ϕ(B)) ∈ w.

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèè ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà Φ = {ϕ}, ϕ : Σ →
(S, ω), ϕ(∅) = e, ðàâíîìåðíî èñ÷åðïûâàþùèå íà Σ, åñëè äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ {En} ⊂ Σ
ñîîòíîøåíèå

τ − lim
n→∞

ϕ(En) = e (1)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ϕ ∈ Φ; ðàâíîñòåïåííî ñëàáî
íåïðåðûâíûå íà Σ, åñëè äëÿ ëþáîé óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìíîæåñòâ {En} ⊂ Σ ñ ïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì ñîîòíîøåíèå (1) âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ϕ ∈ Φ. Åñëè ñåìåéñòâî ôóíêöèé
ìíîæåñòâà Φ = {ϕ} ñîñòîèò èç îäíîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà, òî ãîâî-
ðÿò, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ èñ÷åðïûâàþùàÿ íà
Σ è íåïðåðûâíàÿ ñâåðõó â íóëå íà Σ.

Òåîðåìà 1. (Îáîáùåíèå òåîðåìû Áðóêñà-Äæåâåòòà)
Ïóñòü Σ � êîëüöî ìíîæåñòâ ñ f1 - ñâîéñòâîì, ïóñòü (S, ω) �
ðàâíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ϕn : Σ → (S, ω), n ∈ N, � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàâíîìåðíî âíåøíèõ èñ÷åðïûâàþùèõ íà Σ ôóíêöèé
ìíîæåñòâà. Åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà E ∈ Σ ñóùåñòâóåò

τ − lim
n→∞

ϕn(E) = ϕ0(E),

òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèè ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn}
áûëè ðàâíîìåðíî èñ÷åðïûâàþùèìè íà Σ äîñòàòî÷íî, à åñëè õàó-
ñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (S, τ(ω)) ðåãóëÿðíîå, òî è
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ0 ÿâëÿëàñü èñ÷åðïûâàþ-
ùåé íà Σ.

Òåîðåìà 2. (Îáîáùåíèå òåîðåìû Íèêîäèìà) Ïóñòü Σ �
êîëüöî ìíîæåñòâ ñ f1 - ñâîéñòâîì, ïóñòü (S, ω) � ðàâíîìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ϕn : Σ → (S, ω), n ∈ N, � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàâíîìåðíî âíåøíèõ èñ÷åðïûâàþùèõ íà Σ è íåïðåðûâíûõ
ñâåðõó â íóëå íà Σ ôóíêöèé ìíîæåñòâà. Åñëè äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà E ∈ Σ ñóùåñòâóåò

τ − lim
n→∞

ϕn(E) = ϕ0(E),

è ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ϕ0 � èñ÷åðïûâàþùàÿ íà Σ, òî ôóíêöèè ìíî-
æåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ϕn} ðàâíîñòåïåííî ñëàáî íåïðåðûâ-
íûå íà Σ.
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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ ÊÎËÅÁËÅÌÎÑÒÈ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
À.Õ. Ñòàø (Ìàéêîï, ÀÃÓ)
aidamir.stash@gmail.com

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà

ÿ + a1(t)ẏ + a2(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0;+∞) (1)

c íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Îïðåäåëåíèå[1,2]. Âåðõíèå (íèæíèå) ñèëüíûé è ñëàáûé ïîêà-

çàòåëè êîëåáëåìîñòè íóëåé ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (1) çàäàäèì ôîð-
ìóëàìè

ν̂•(y) ≡ inf
m∈R2

lim
t→+∞

π

t
ν(y,m, t)

(
ν̌•(y) ≡ inf

m∈R2
lim

t→+∞

π

t
ν(x,m, t)

)
,

ν̂◦(y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈R2

π

t
ν(y,m, t)

(
ν̌◦(y) ≡ lim

t→+∞
inf
m∈R2

π

t
ν(y,m, t)

)
,

ãäå m = (m1,m2), à ν(y,m, t) � ÷èñëî íóëåé ôóíêöèè m1y +m2ẏ íà
ïðîìåæóòêå (0, t].

Â ðàáîòàõ [1,2] óñòàíîâëåíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå ðåøåíèé óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà âñå âåðõíèå (êàê è íèæíèå) ïîêàçàòåëè êîëåáëåìî-
ñòè ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è èõ ñïåêòðû ñîñòîÿò èç îäíîãî çíà÷åíèÿ.
Ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ðåøåíèå íåêîòîðîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,
âåðõíèå ïîêàçàòåëè êîëåáëåìîñòè êîòîðîãî íå ñîâïàäàþò ñ íèæíèìè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î íàõîæäåíèè ýôôåêòèâíûõ ôîð-
ìóë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëåé êîëåáëåìîñòè óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 1. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ÿ + 2p(t)ẏ + q(t)y = 0, p(t), q(t) ∈ C(R+). (2)

© Ñòàø À.Õ., 2023
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå p è q, óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óñëîâèþ: q − p2 = c2 > 0, òàêèå, ÷òî

t∫
0

|p(t)− p|dt = o(t),

t∫
0

|q(t)− q|dt = o(t).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (2) âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî ν̂•(y) = ν̌•(y) = ν̂◦(y) = ν̌◦(y) = c.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå

ÿ + ω2(t)y = 0, ω(t) ∈ C1(R+), (3)

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ω(t) íà R+ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

lim
t→+∞

ω̇(t)

2ω2(t)
= γ, 0 ⩽ |γ| < 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (3) ïðè ëþáîì
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ν̂•(y) = ν̌•(y) = ν̂◦(y) = ν̌◦(y) = lim
t→+∞

√
1− γ2

t

∫ t

0

ω(τ)dτ.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü çàäàíî óðàâíåíèå

ÿ + q(t)y = 0, q(t) ∈ C(R+), (4)

ãäå ôóíêöèÿ q(t) óäîâëåòâîðÿåò ïðè s→ +∞ óñëîâèþ

sup
s⩽t<+∞

| ln q(t)/q(s)|
1 +

∫ t
s

√
q(τ)dτ

→ 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (4) ïðè ëþáîì
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ν̂•(y) = ν̌•(y) = ν̂◦(y) = ν̌◦(y) = lim
t→+∞

1

t

∫ t

0

√
q(τ)dτ.
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Î ÑÈËÜÍÎÉ È ÑËÀÁÎÉ ÀÑÑÎÖÈÈÐÎÂÀÍÍÎÑÒÈ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ1

Â.Ä. Ñòåïàíîâ (Õàáàðîâñê, ÂÖ ÄÂÎ ÐÀÍ; Ìîñêâà, ÌÈÀÍ)
stepanov@mi-ras.ru

Îáîçíà÷èì M(I) êëàññ âñåõ ôóíêöèé íà I := (0,∞), èçìåðèìûõ
ïî Ëåáåãó. Ïóñòü (X, ‖·‖X) íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ
ôóíêöèé íà I, X∗ � äâîéñòâåííîå (ñîïðÿæåííîå) ê X ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ. Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèè ýëåìåí-
òîâ X∗ â êîíêðåòíîé ôîðìå, ýòîìó ïîñâÿùåíû òåîðåìû Ô. Ðèññà.

X íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì, åñëè èç óñëîâèÿ |f | ⩽ |g| ï.â. íà I è
g ∈ X ñëåäóåò f ∈ X è ‖f‖ ⩽ ‖g‖. Ïóñòü

DX :=

{
g ∈ M(I) :

∫
I

|fg| <∞ äëÿ âñåõ f ∈ X

}
.

äëÿ âñåõ g ∈ DX îïðåäåëèì ôóíêöèîíàëû

JX(g) := sup
f∈X

∫
I
|fg|

‖f‖X
è JX(g) := sup

f∈X

|
∫
I
fg|

‖f‖X

è àññîöèèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà

X ′
s := {g ∈ M(I) : ‖g‖X′

s
:= JX(g) <∞},

X ′
w := {g ∈ M(I) : ‖g‖X′

w
:= JX(g) <∞},

êîòîðûå ìû íàçûâàåì ¾ñèëüíûìè¿ è ¾ñëàáûìè¿ àññîöèèðîâàííûìè
ïðîñòðàíñòâàìè, ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ èäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ñâîéñòâîì Ôàòó èçâåñòíî, ÷òî
(X ′

s)
′
s = X, JX(g) = JX(g) è, ñëåäîâàòåëüíî, X ′

s = X ′
w. Äëÿ íåèäå-

àëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå òàê, ôóíêöèîíàëû JX(g)
è JX(g) ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.

Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ ¾äâàæäû àññîöèèðîâàí-
íûõ¿ ïðîñòðàíñòâ. Ïîñêîëüêó X ′

s èäåàëüíî, òî [X ′
s]

′
s = [X ′

s]
′
w, íî ê

ýòîìó äîáàâëÿþòñÿ åùå [X ′
w]

′
s è [X ′

w]
′
w.

Â äîêëàäå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Ñîáîëåâà ïåðâîãî ïîðÿäêà è íåèäåàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ×åçàðî è Êîï-
ñîíà.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 19-01-00087;
https:// rscf.ru/project/19-01-00087/).
© Ñòåïàíîâ Â.Ä., 2023
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Äîêëàä îñíîâàí íà ïóáëèêàöèÿõ [1�5].
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ÄÈÔÔÓÇÈÈ ÍÅÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÕ ÍÅÎÑÍÎÂÍÛÕ
ÍÎÑÈÒÅËÅÉ ÇÀÐßÄÀ, ÃÅÍÅÐÈÐÎÂÀÍÍÛÕ
ÊÈËÎÂÎËÜÒÍÛÌÈ ÝËÅÊÒÐÎÍÀÌÈ Â
ÏÎËÓÏÐÎÂÎÄÍÈÊÎÂÛÕ ÌÈØÅÍßÕ1

Ì.À. Ñòåïîâè÷, Å.Â. Ñåðåãèíà, Â.Â. Êàëìàíîâè÷,
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Ðàíåå ðàññìîòðåíû îäíîìåðíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèôôó-
çèè íåðàâíîâåñíûõ íåîñíîâíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà (ÍÍÇ), ãåíåðèðî-
âàííûõ øèðîêèì ïó÷êîì ýëåêòðîíîâ â îäíîðîäíîì ïîëóïðîâîäíè-
êîâîì ìàòåðèàëå, ïðè íàëè÷èè îäíîãî êàíàëà ðåêîìáèíàöèè [1�5].
Ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà ïîëóïðîâîäíèê äëÿ òàêèõ
ìîäåëåé â ïðàâîé ÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 19�03�00271), à òàêæå ÐÔÔÈ è ïðàâèòåëü-
ñòâà Êàëóæñêîé îáëàñòè (ïðîåêò � 18�41�400001).
© Ñòåïîâè÷ Ì.À., Ñåðåãèíà Å.Â., Êàëìàíîâè÷ Â.Â., Ôèëèïïîâ Ì.Í., 2023
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Dd2∆p(z)
/
dz2 − ∆p(z)/τ = −ρ(z) áóäåì èìåòü ðàçëè÷íûå ôóíêöèè

ρ1(z) è ρ2(z) è, ñîîòâåòñòâåííî, äâà ðàçëè÷íûõ åãî ðåøåíèÿ ∆p1(z)
è ∆p2(z). Ïîëó÷åíî, ÷òî åñëè |ρ2(z)− ρ1(z)| ⩽ ε, ãäå ε � íåîòðèöà-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà |∆p2(z)−∆p1(z)| ⩽ Cε,
ãäå C � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò D è îò σ = 1/Dτ. Äëÿ ìèøå-
íè êîíå÷íîé òîëùèíû l ïîñòîÿííàÿ C = [ch (l

√
σ)− 1]/Dσ. Îäíà-

êî èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû [6�8] äàþò îñíîâàíèÿ
ïðåäïîëîæèòü íàëè÷èå íåñêîëüêèõ êàíàëîâ ðåêîìáèíàöèè ÍÍÇ. Äëÿ
äâóõ êàíàëîâ ðåêîìáèíàöèè âûðàæåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî âðåìåíè
æèçíè ÍÍÇ τef(t) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå n0 exp [−t/τef(t)] =
= n0 [α exp (−t/τ1) + (1− α) exp (−t/τ2)] . Çäåñü n0 � ÷èñëî ãåíåðè-
ðîâàííûõ ÍÍÇ, α � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé âêëàä
êàæäîãî êàíàëà ðåêîìáèíàöèè, à τ1 è τ2 � âðåìåíà æèçíè ÍÍÇ äëÿ
ýòèõ êàíàëîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíî âëèÿíèå äâóõ êàíà-
ëîâ ðåêîìáèíàöèè íà ðàñïðåäåëåíèå íîñèòåëåé çàðÿäà â ðåçóëüòàòå
èõ äèôôóçèè â îäíîðîäíîì ïîëóïðîâîäíèêîâîì ìàòåðèàëå.
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ÎÁ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒÍÛÕ ÑÅÌÈÄÅÔÈÍÈÒÍÛÕ
ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ

Ë.È. Ñóõî÷åâà (Âîðîíåæ, ÂÃÓ)
l.suhocheva@yandex.ru

Ïóñòü Φ : H −→ H ïëîòíî îïðåäåëåííûé â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå H îïåðàòîð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî L èí-
âàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî H, åñëè DΦ ∩ L = L è Φ : L −→ L. Â ÷àñò-
íîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâî L = {0} èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëþáîãî
îïåðàòîðà Φ.

Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì òåîðèè îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþ-
ùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé, ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ñåìèäåôèíèòíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ó îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Ïîíòðÿãèíà [1] ïîêàçàíî, ÷òî êàæ-
äûé π-ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Φ îáëàäàåò k-ìåðíûì íåîòðèöà-
òåëüíûì èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì L+, êîòîðîå ìîæåò áûòü
âûáðàíî òàê, ÷òî Imσ(Φ|L+) ⩾ 0 (Imσ(Φ|L+) ⩽ 0).
Çàäà÷à 1. Ñóùåñòâóåò ëè ó êàæäîãî çàìêíóòîãî J-ñàìîñîïðÿæåííî-
ãî îïåðàòîðà Φ òàêîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L+ ∈ M+ (M+

- ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ìàêñèìàëüíûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ ïðîñòðàíñòâà Êðåéíà)? Åñëè äà, òî åñòü ëè òàêîå L+,
÷òî Imσ(Φ|L+) ⩾ 0? Â ñòîëü îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷à èìååò îòðè-
öàòåëüíîå ðåøåíèå äàæå äëÿ J-ñàìîñîïðÿæåííûõ J-ïîëîæèòåëüíûõ
îïåðàòîðîâ.
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Çàäà÷à 2. Îïèñàòü êëàññ J-ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ïðî-
ñòðàíñòâå Êðåéíà, èìåþùèõ õîòÿ áû îäíó ïàðó èíâàðèàíòíûõ ñåìè-
äåôèíèòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ L+ (ìàêñèìàëüíîãî íåîòðèöàòåëüíîãî)
è L− (ìàêñèìàëüíîãî íåïîëîæèòåëüíîãî), òàêèõ, ÷òî L+[⊥]L− è L+,
L− äîïóñêàþò ðàçëîæåíèå:

L+ = L0[+]L++, L− = L0[+]L−−,

ãäå dimL0 <∞, L0 � èçîòðîïíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, L++ � ðàâíîìåð-
íî ïîëîæèòåëüíîå, L−− � ðàâíîìåðíî îòðèöàòåëüíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà.

Ïóñòü H � ïðîñòðàíñòâî Êðåéíà ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé
[x, y] = (Jx, y),
ãäå J � êàíîíè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà H.

Îáîçíà÷èì:
E(Φ) - çàìêíóòóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðà-

òîðà Φ;
E0(Φ) - çàìêíóòóþ ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

îïåðàòîðà Φ.
Òåîðåìà. Ïóñòü Φ � J-ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàí-
ñòâå Êðåéíà H, â êîòîðîì ñóùåñòâóåò áàçèñ Ðèññà {fi}, ñîñòàâ-
ëåííûé èç êîðíåâûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà Φ. Êðîìå òîãî,

dim(E(Φ)/E0(Φ)) <∞

è íåâåùåñòâåííûé ñïåêòð îïåðàòîðà Φ ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè. Òîãäà
îïåðàòîð Φ áóäåò îáëàäàòü ïàðîé èíâàðèàíòíûõ ñåìèäåôèíèòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ âûøåîïèñàííûì óñëîâèÿì.

Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ òðàäèöèîííàÿ ¾èíäåôèíèòíàÿ¿ òåðìèíî-
ëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ [2].
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà âñþäó âíå ïðÿìîé
y = 0, à ïðÿìàÿ y = 0 ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïàðàáîëè÷åñêîãî âûðîæäåíèÿ

y2 uxx − uyy + a ux = 0, (1)

ãäå a = const, |a| < 1 â êîíå÷íîé îáëàñòè Ω, îãðàíè÷åííîé õàðàêòå-

ðèñòèêàìè AC : x− y2

2 = 0, BC : x+ y2

2 = 1 óðàâíåíèÿ (1) è îòðåçêîì
I ≡ [0, 1] � ïðÿìîé y = 0, A(0, 0), B(1, 0).

Çàäà÷à. Íàéòè â îáëàñòè Ω ðåøåíèå u(x, y) óðàâíåíèÿ (1) èç
êëàññà u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u(x, 0) = τ(x) ∀x ∈ I, (2)

A(x)Dα∗

0xu[Θ0(x)] +B(x)Dβ∗

x1u[Θ1(x)] = E(x) ∀x ∈ I, (3)

ãäå τ(x), A(x), B(x), E(x) � çàäàííûå ôóíêöèè, ïðè÷åì

A(x) ·B(x) ⩾ 0, A2(x) +B2(x) 6= 0, ∀x ∈ I,

Θ0(x), Θ1(x) � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (1), âû-
õîäÿùèõ èõ òî÷êè (x, 0) ∈ I, ñ õàðàêòåðèñòèêàìè AC è BC ñîîòâåò-
ñòâåííî; Dl

0x è Dl
x1 � îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ è äðîá-

íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ [1], α∗, β∗ � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, íà
êîòîðûå äàëåå áóäóò íàëîæåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (1) â ðàáîòàõ [2-4] èññëåäîâàëèñü íåëîêàëüíûå
êðàåâûå çàäà÷è, îòëè÷èòåëüíàÿ îñîáåííîñòü êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ ñîäåðæàò ðàçëè÷íûå ëèíåéíûå êîìáèíà-
öèè îáîáùåííûõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ñ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé Ãàóññà [5].

Íîâèçíà ïîñòàíîâêè çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â êðàåâîì
óñëîâèè ñîäåðæèòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ îïåðàòîðîâ Dl

0x è Dl
x1,

êîòîðûå ïðè l > 0 ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè äðîáíîãî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ ïîðÿäêà l, à ïðè l < 0 ñîâïàäàþò ñ îïåðàòîðîì äðîáíîãî â
ñìûñëå Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïîðÿäêà l [1].
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Òåîðåìà. Ïóñòü α∗ = 3+a
4 , β∗ = 3−a

4 , τ ∈ C(I) ∩ C2(I),

A(x) ∈ C(I), B(x) ∈ C(I), E(x) ∈ C(I),

A(x) ·
Γ( 32 )

Γ( 3+a4 )
· x

a−1
4 +B(x) ·

Γ( 32 )

Γ( 3−a4 )
· (1− x)

−a−1
4 6= 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
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ÎÁ ÈÑÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀÕ Â
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Ä.Ñ. Òåëÿêîâñêèé (Ìîñêâà, ÍÈßÓ ÌÈÔÈ)
dtelyakov@mail.ru

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãðèíà åñëè îáëàñòü G ⊂ R2 è îïðåäåë¼ííûå
â çàìûêàíèè G ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûì
óñëîâèÿì, òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫

∂G+

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy.

Â ðàáîòàõ Ï.Êîýíà [1] è Ð.Ôåñêà [2] íàéäåíû îñëàáëåííûå óñëî-
âèÿ íà ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ âåðíà
ôîðìóëà Ãðèíà. Ïðè ýòîì Ð.Ôåñê ïîêàçàë, ÷òî ôóíêöèè P (x, y)
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è Q(x, y) äîñòàòî÷íî ïðåäïîëàãàòü ëèíåéíî íåïðåðûâíûìè, ïðè÷¼ì
êàê âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ëèíåéíîé íåïðåðûâíîñòè, òàê è ñóùåñòâî-
âàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ P (x, y) è Q(x, y) ìîæíî íå ïðåäïîëàãàòü
â òî÷êàõ íåêîòîðîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â òî÷êàõ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìíîæåñòâà íàëî-
æèòü óñëîâèå íà ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé P (x, y) èQ(x, y), òî
ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü áîëåå ìàññèâíûì, ÷åì â òåîðå-
ìå Ð.Ôåñêà. Ïîëó÷åííîå óñëîâèå àíàëîãè÷íî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ
óñòðàíèìîñòè èñêëþ÷èòåëüíûõ ìíîæåñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, äîêàçàííîìó Å.Ï.Äîëæåíêî [3].

Êàê è â [1], [2], â êà÷åñòâå îáëàñòåé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òîëüêî ïðÿìîóãîëüíèêè R ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè
îñÿì êîîðäèíàò.

Õàóñäîðôîâó äëèíó ìíîæåñòâà E áóäåì îáîçíà÷àòü H1(E), à õà-
óñäîðôîâó ϕ-ìåðó � Hφ(E). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y)
ëèíåéíî íåïðåðûâíà â òî÷êå (x0, y0) ∈ R, åñëè ôóíêöèè f(x, y0)
è f(x0, y) íåïðåðûâíû êàê ôóíêöèè îò x è y ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ
x0 è y0, (x, y0) ∈ R, (x0, y) ∈ R. Ïóñòü ω(t) � ôóíêöèÿ òèïà ìîäóëÿ
íåïðåðûâíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(z) = f(x, y) ÿâëÿåò-
ñÿ ω-ðåãóëÿðíîé â òî÷êå ζ ∈ R, åñëè íàéä¼òñÿ êðåñòèêKζ , ñîñòîÿùèé
èç äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ â ζ èíòåðâàëîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîð-
äèíàò, äëÿ êîòîðîãî ïðè íåêîòîðîì Lζ > 0 âûïîëíåíî óñëîâèå

|f(z)− f(ζ)| ⩽ Lζ ω(|z − ζ|), z ∈ Kζ , z ∈ R.

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) îãðàíè÷åíû â ïðÿìî-
óãîëüíèêå R è ëèíåéíî íåïðåðûâíû â êàæäîé òî÷êå R\E0, ãäå ìíî-
æåñòâî E0 çàìêíóòî è H1(E0) = 0. Ïóñòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
ïåðâîãî ïîðÿäêà ôóíêöèé P (x, y) è Q(x, y) ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû â

êàæäîé òî÷êå R\
( ∞⋃
n=1

En

)
, ãäå êàæäîå ìíîæåñòâî En çàìêíóòî

è óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1◦ åñëè äëèíà H1(En) êîíå÷íà, òî íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëî-
âèé íà ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íå òðåáóåòñÿ;

2◦ åñëè äëèíà H1(En) áåñêîíå÷íà, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ
ωn(t) òèïà ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè, ÷òî îáå ôóíêöèè P (x, y)
è Q(x, y) ÿâëÿþòñÿ ωn-ðåãóëÿðíûìè â êàæäîé òî÷êå ìíîæå-
ñòâà En è Htωn(t)(En) = 0.
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Òîãäà äëÿ ôóíêöèé P (x, y) è Q(x, y) â ïðÿìîóãîëüíèêå R âûïîëíåíà
ôîðìóëà Ãðèíà.

Â ðàáîòå Ï.Ôåñêà [2] ðàññìàòðèâàëèñü òîëüêî ìíîæåñòâà, óäî-
âëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 1◦ òåîðåìû.
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ÎÒ ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ Â Rn
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(Ëèïåöê, ËÃÏÓ èìåíè Ï.Ï. Ñåìåíîâà-Òÿí-Øàíñêîãî)
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Ïóñòü R+
m îáëàñòü â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíòñâå Rm, îïðåäåëåííàÿ

íåðàâåíñòâàìè t1 > 0, . . . , tm > 0 è Ω+
m îáëàñòü â Rm, ïðèëåãàþùàÿ

ê ãèïåðïëîñêîñòÿì t1 = 0, . . . , tm = 0. Óñëîâèå ïðèëåãàíèÿ ñâÿçàíî ñ
èíòåãðèðîâàíèåì ïî ìåðå Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà, âîçìîæíî ñî ñëàáîé
îñîáåííîñòüþ âèäà tγαα dtα =

∏m
i=1 t

γαi
αi dtα , γαi

> −1 (ñì. [1]).
Âåñîâûì ÷àñòíî-èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì (×-È îïåðàòîðîì) íà

îñíîâå èíòåãðàëüíîé ìåðû Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà íàçûâàåòñÿ âûðàæå-
íèå

(Kα
γαu)(x) =

∫
Ω+

m

kα(x; tα)u(tα, xα) t
γα
α dtα,

ãäå x = (xα, xα) ∈ Rm × Rn−m.
Ïóñòü Ω+

m åñòü øàð B+
R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ðàäèóñà R

è B+
ρ � øàð ñ òåì æå öåíòðîì, íî ïåðåìåííîãî ðàäèóñà ρ ∈ [0;R].
Åñëè âåñîâîé ×-È îïåðàòîð Âîëüòåððà ïðèìåíåí ê ôóíêöèè îò

ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè, òî åñòü

(Kα
γαu)(|xα|, |xα|) =

∫
B+

ρ

k(|xα|, |xα|; |tα|)u(|tα|, |xα|) tγαα dtα,

òî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ xα = rΘα, Θα = (Θα1
, . . . ,Θαm

),
|Θ| = 1 ýòîò îïåðàòîð ïðèìåò âèä
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(Kα
γαu)(ρ, |xα|) = |S1(m)|γα

∫ ρ
0
k(ρ, |xα|; r)u(r, |xα|) rm+|γα|−1dr ,

ãäå |S1(m)|γα � ïëîùàäü íàãðóæåííîé ñôåðû, |γα| =
∑
i

γαi .

Âåñîâûì ÷àñòíî-èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà âòîðîãî
ðîäà áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèå

ϕ(ρ, |xα|)− λKα
γα ϕ(ρ, |xα|) = f(ρ, |xα|). (1)

Ïóñòü p = (p1, p2, p3), γ = (γ1, γ2, γ3), γi > −1. Îïåðàòîð
(Kα

γαu)(ρ, |xα|) ðàññìàòðèâàåòñÿ â âåñîâîì àíèçîòðîïíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Ëåáåãà�Êèïðèÿíîâà Lγp(D), D = (D1 × D2 × D3), Di = (0, bi),
íîðìà êîòîðîãî îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì
‖u‖Lγ

p(D) =

=

( ∫
D3

( ∫
D2

[ ∫
D1

|u(x)|p1 xγ11 dx1
]p2/p1

xγ22 dx2

)p3/p2
xγ33 dx3

)1/p3

.

Òåîðåìà. Ïóñòü p ⩾ 1 è

k(|xα|, |xα| : |tα|) ∈ L
(γα,γα, γα)
(p′, p,∞) (B+

ρ,tα ×B+
ρ,xα

×B+
δ,xα

) ,

B+
ρ,xα

={xα : |xα|<ρ}, B+
δ,xα

={xα : |xα|<δ}, B+
ρ,tα ={tα : |tα|<ρ}.

Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â Lγp(D) âèäà

ϕ(ρ, δ) = f(ρ, δ) + λ|S1(m)|γα
∫ ρ

0

R(ρ, δ; r; λ)f(r, δ) rm+|γα|−1 dr,

ãäå ðåçîëüâåíòíîå ÿäðî R(ρ, δ; r; λ) îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäà,

ñîñòàâëåííîãî èç ïîâòîðíûõ ÿäåð R(ρ, δ;r; λ) =
∞∑
ℓ=0

λℓk(ℓ+1)(ρ, δ;r),

ñõîäÿùèìñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ λ.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [2].
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ÷àñòíî-èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà

â R2 áûëî èçó÷åíî â [3]. À âåñîâîå ÷àñòíî-èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
Âîëüòåððà, îïÿòü æå â R2, âïåðâûå ðàññìîòðåíî â [4].
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ÇÀÄÀ×À ÊÎØÈ ÄËß ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÎÃÎ
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè:

A
d2u

dt2
= B(t)

du

dt
+ C(t)u(t) + f(t), (1)

u(0) = u0 ∈ E1, u′(0) = u1 ∈ E1, (2)

ãäå A,B(t), C(t) � çàìêíóòûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå
èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E1 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E2, domA =
domB(t) = domC(t) = E1, f(t) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè
â E2; t ∈ T = [0;T ].

Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ôóíêöèÿ u(t) ∈
E1: u′(t) ∈ E1, äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìàÿ è óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1),
(2) ïðè êàæäîì t ∈ T.

Óðàâíåíèÿìè âòîðîãî ïîðÿäêà îïèñûâàåòñÿ âðàùåíèå æåñòêîãî
òåëà (óðàâíåíèå Ëàìå) [1], ñ÷èòûâàíèå èíôîðìàöèè ñ äèñêà [2], áåñ-
÷îêåðíûé òðåë¼âî÷íûé çàõâàò ñ ýíåðãîñáåðåãàþùèì ãèäðîïðèâîäîì
[3]; îíè âñòðå÷àþòñÿ â òåîðèè âÿçêî-óïðóãèõ ïðîöåññîâ [4] è ò.ä.

Îïåðàòîð A âûðîæäåí: îí ôðåäãîëüìîâ ñ íóëåâûì èíäåêñîì,
âñëåäñòâèå ÷åãî ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò íå ïðè êàæäîì çíà÷åíèè
íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2). ßäðî ýòîãî îïåðàòîðà ïîëàãàåòñÿ n-ìåðíûì;
èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé: det(〈QBei, ϕj〉) 6= 0, i, j = 1, 2, . . . , n. Îïåðàòîðû
B(t), C(t) èçìåíÿþòñÿ ïî âðåìåíè, ÷òî îòëè÷àåòñÿ îò ðàáîò [5], [6].

Ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êàñêàäíîé äåêîìïîçèöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ â
ïîøàãîâîì ðàñùåïëåíèè (1), (2) íà ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ è
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óñëîâèÿ â ïîäïðîñòðàíñòâàõ óìåíüøàþùèõñÿ ðàçìåðíîñòåé. Ïîëó÷å-
íû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò, åäèí-
ñòâåííî; íàéäåíî ýòî ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ïðèâîäèòñÿ
èëëþñòðèðóþùèé ïðèìåð.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÍÀ ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÍßÒÈßÕ
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Áîëüøóþ ðîëü ìàòåìàòèêè â ðàçâèòèè èíôîðìàòèêè îöåíèë
Íèêëàóñ Âèðò. Åìó ïðèíàäëåæèò âûñêàçûâàíèå [1]: ¾êëþ÷ ê òàé-
íàì êîìïüþòåðîâ â ãàðìîíèè ìàòåìàòèêè, èíæåíåðèè è ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ¿. Íèêëàóñ Âèðò � ó÷åíûé, ïðîôåññîð, äèðåêòîð èíñòèòóòà
èíôîðìàòèêè Øâåéöàðñêîé âûñøåé ïîëèòåõíè÷åñêîé øêîëû â Öþ-
ðèõå, ÿâëÿåòñÿ ñîçäàòåëåì ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ïàñêàëü.
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Ôàêóëüòåò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è ìåõàíèêè
(ÏÌÌ) ñîçäàí â Âîðîíåæñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå (ÂÃÓ)
îäíèì èç ïåðâûõ ôàêóëüòåòîâ ïîäîáíîãî ïðîôèëÿ â íàøåé ñòðàíå.
Áàçîâûé êóðñ ¾Èíôîðìàòèêà è ïðîãðàììèðîâàíèå¿ èçó÷àåòñÿ íà
ôàêóëüòåòå ÏÌÌ ÂÃÓ, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî êóðñà. Îí âêëþ÷àåò ëåê-
öèè, ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ è ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû ïî ñòðóêòóðíîìó
ïðîãðàììèðîâàíèþ íà ÿçûêå Ñ++.

Äëÿ ìåòîäè÷åñêîé ïîääåðæêè ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé
èçäàí ¾Çàäà÷íèê-ïðàêòèêóì ïî ñòðóêòóðíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ
íà ÿçûêå Ñ++¿, ñîñòîÿùèé èç 15 ãëàâ [2]. Êàæäàÿ ãëàâà âêëþ÷àåò
çàäàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ñîñòàâëåíèåì ïðîãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ èç çàäà÷íèêà-
ïðàêòèêóìà [2], êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïåðâîì ñåìåñòðå ïåðâîãî
êóðñà.

Ãëàâà 1. Ëèíåéíûå àëãîðèòìû.
Òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè çàäàí êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåðøèí

A(x1, y1), B(x2, y2), C(x3, y3). Íàéòè ñóììó äëèí åãî ìåäèàí.
Ãëàâà 2. Àëãîðèòìû âåòâëåíèÿ.
Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé áèêâàäðàòíîãî

óðàâíåíèÿ ax4 + bx2 + c = 0.
Ãëàâà 3. Öèêëè÷åñêèå àëãîðèòìû.
Ïðè íåêîòîðûõ çàäàííûõ x, N , E, îïðåäåëÿåìûõ ââîäîì, âû÷èñ-

ëèòü:
à) ñóììó N ñëàãàåìûõ çàäàííîãî âèäà;
á) ñóììó òåõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå áîëüøå

E.

e−x
2

= 1− x2

1!
+
x4

2!
− x6

3!
+ · · ·

Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå âû÷èñëåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ñòàíäàðòíîé
ôóíêöèè.

Ãëàâà 4. Ñòàòè÷åñêèå îäíîìåðíûå ìàññèâû.
Íàéòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàññèâîâ èç çàäàííûõ òðåõ,

â êîòîðûõ íåò íè îäíîãî íóëåâîãî ýëåìåíòà.
Ãëàâà 6. Äèíàìè÷åñêèå îäíîìåðíûå ìàññèâû.
Ñîñòàâèòü ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Ãëàâà 7. Äâóìåðíûå ìàññèâû.
1) Ïóñòü äàíû äâå êâàäðàòíûõ âåùåñòâåííûõ ìàòðèöû A è B.

Âû÷èñëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå.
2) Äàíû äâå òàáëèöû A è B îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Êàæäàÿ

ñòðîêà òàáëèöû A ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ èçäåëèé, âûïó-
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ùåííûõ îïðåäåëåííûì öåõîì çàâîäà. Êàæäûé öåõ âûïóñêàåò n ðàç-
ëè÷íûõ èçäåëèé. Ñòðóêòóðà òàáëèöû B èäåíòè÷íà òàáëèöå A, íî
ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî èçäåëèé, êîòîðûå íàäî âûïóñòèòü ïî ïëàíó.
Íîìåð ñòðîêè ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó öåõà çàâîäà.

Ñîñòàâèòü îäíîìåðíûé ìàññèâ èç íîìåðîâ öåõîâ, êîòîðûå ïåðå-
âûïîëíèëè ïëàí ïî îáùåìó êîëè÷åñòâó âûïóùåííûõ èçäåëèé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â íàøåé ñòðàíå ïåðâûì ðàçðàáîò-
÷èêîì ïðèêëàäíîé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû áûë ìàòåìàòèê ñ ìè-
ðîâûì èìåíåì Ñåëèì Ãðèãîðüåâè÷ Êðåéí (1951 ãîä). Ñ.Ã. Êðåéí â
60�70 ãîäû óñïåøíî ðàáîòàë â íàøåì óíèâåðñèòåòå çàâåäóþùèì êà-
ôåäðîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [1].
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ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÈß
ÐÈÌÀÍÀ�ËÈÓÂÈËËß Â ÂÅÑÎÂÛÕ
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÒÈÏÀ ÁÅÑÎÂÀ1

Å.Ï. Óøàêîâà (Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ, ÌÈÀÍ)
elenau@inbox.ru

Ïóñòü p ⩾ 1, 0 < q ⩽ ∞, s0 ∈ R è w0 âåñîâàÿ ôóíêöèÿ (âåñ)
Ìóêåíõîóïòà (ñì. [1, Ch. V]). Ïóñòü f ∈ Lloc

1 (R), ` > 0 è a ∈ R. Â
ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû âñïëåñêîâ òèïà ñïëàéíîâ â ïðèëî-
æåíèè ê èññëåäîâàíèþ íåðàâåíñòâ äëÿ íîðì â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà
Bs0pq(R, w0) [2, Def. 11.1] ñ îïåðàòîðàìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ âèäà

Iℓa+f(x) :=
1

Γ(`)

∫ x

a

(x− y)ℓ−1f(y) dy (1)

è

Iℓa−f(x) :=
1

Γ(`)

∫ a

x

(y − x)ℓ−1f(y) dy.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 19-01-00087;
https:// rscf.ru/project/19-01-00087/).
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Çäåñü a ∈ R ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ −∞ è +∞, ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óñëîâèé äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ

C1

(
`, p, q, s1(`, s0);w1, w0

)
‖f‖Bs1

pq (R,w1)
≲ ‖Iℓa±f‖Bs0

pq (R,w0)

≲ C2

(
`, p, q, s2(`, s0);w,w2

)
‖f‖Bs2

pq (R,w2)

c íåêîòîðûìè Ci > 0, i = 1, 2, çàâèñÿùèìè îò ôèêñèðîâàííûõ ÷èñ-
ëîâûõ ïàðàìåòðîâ `, p, q, sj è çàäàííûõ âåñîâ wj , ãäå j = 0, 1, 2.

Äëÿ ïðîñòîòû, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëåäóþùåå óñëîâèå âûïîëíåíî
äëÿ w = wj , j = 0, 1, 2: ∀ τ ∈ [r, r + 1], d ∈ N0 := {0} ∪ N è r ∈ Z

w(Qdr) ≈ 2−dw(2−dτ), Qdr := [2−dr, 2−d(r + 1)].

Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòîâ âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâ
Áåñîâà ïî áàçèñàì âñïëåñêîâ òèïà ñïëàéíîâ íàòóðàëüíûõ è äðîáíûõ
ïîðÿäêîâ. Äëÿ a ∈ R ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà. Ïóñòü p > 1, 0 < q ⩽ ∞, s0 ∈ R, âåñà wj, j = 0, 1, 2,
ïðèíàäëåæàò êëàññó Ìóêåíõîóïòà è f ∈ Lloc

1 (R). Äëÿ ` > 0 è a ∈ R
ïóñòü Iℓa+ çàäàí ôîðìóëîé (1), ïðè ýòîì f ≡ 0 íà (−∞, a).
(i) Òîãäà Iℓa+f ∈ Bs0pq(R, w0), åñëè f ∈ Bs0+ℓpq (R, w2) è N

ℓ
a+ <∞, ãäå

N ℓ
a+ =

{
N ℓ
a+(1) +N ℓ

a+(0), ` ⩾ 1/2,

N ℓ
a+(ε) ñ íåêîòîðûì 0 ⩽ ε ⩽ 1, ` ∈ (0, 1/2)

è

N ℓ
a+(ε) = sup

τ⩾a

(∫ ∞

τ

(x− τ + 1)p(2ℓ−1)εw0(x)

)1/p

(∫ τ

a

(τ − y + 1)p
′(2ℓ−1)(1−ε)w2(y)

1−p′
)1/p′

.

Êðîìå òîãî,

‖Iℓa+f‖Bs0
pq (R,w0)

≲ N ℓ
a+‖f‖Bs0+ℓ

pq (R,w2)
.

(ii) Åñëè Iℓa+f ∈ Bs0pq(R, w0 ≡ 1), òîãäà f ∈ Bs0−ℓpq (R, w1 ≡ 1), ïðè÷åì

‖f‖
B

s0−ℓ
pq (R,w1≡1)

≲ ‖Iℓa+f‖Bs0
pq (R,w0≡1). (2)

Âåñîâîé àíàëîã íåðàâåíñòâà (2) òàêæå èìååò ìåñòî.
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Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà óñòàíîâëåíà äëÿ îïåðàòîðà Iℓa− , a ∈ R. Äëÿ
ñëó÷àåâ a = ±∞ ïîëó÷åíî îòäåëüíîå óòâåðæäåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèëî-
æåíèÿ íàéäåíû óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà
èç Bs+2ℓ

pq (R, w2) â Bspq(R, w1) ñ s ∈ R è ` ∈ (0, 1/2].
Äîêëàä ÷àñòè÷íî îñíîâàí íà ïóáëèêàöèÿõ [3�5].
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Ïåðâûé ïðèìåð ñòóïåí÷àòîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè â àíàëèçå
Óîëøà, îòëè÷íîé îò ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè Õààðà è ïîðîæäàþ-
ùåé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç, áûë íàéäåí â [1] (ñðàâíèòå ñ [2, ïðè-
ìåð 3] è [3, ïðèìåð 2.32]). Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòóïåí÷àòûõ
ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R èçó÷àëèñü â
[4]. Íà ãðóïïàõ Êàíòîðà è Âèëåíêèíà ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâèìû êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé Óîëøà, èìåþò áåñêîíå÷íóþ ãëàäêîñòü è îáëàäàþò íåêîòîðûìè
äðóãèìè ïîëåçíûìè àïïðîêñèìàòèâíûìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðèìåð,
[5]-[8]). Ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðåòíûå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðè-
ìåíÿþòñÿ [9] äëÿ êîäèðîâàíèÿ ñèãíàëîâ, îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé è
àíàëèçà ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ïóñòü R+ = [0,+∞). Äëÿ êàæäîãî öåëîãî p ⩾ 2 ôóíêöèè Êðå-
ñòåíñîíà ñîîòâåòñòâóþò îáîáùåííûì ôóíêöèÿì Óîëøà â ñòàíäàðò-
íîé èíòåðïðåòàöèè ãðóïïû Âèëåíêèíà Gp íà R+ (ñì., íàïðèìåð,

© Ôàðêîâ Þ.À., 2023

335



[10]). Â äîêëàäå áóäåò ïðèâåäåí îáçîð ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ñòóïåí-
÷àòûõ ìàñøòàáèðóþùèõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè íîñèòåëÿìè íà
R+, àññîöèèðîâàííûõ c ôóíêöèÿìè Êðåñòåíñîíà; â ÷àñòíîñòè, áó-
äóò ñôîðìóëèðîâàíû àíàëîãè äîêàçàííûõ â [11] õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü
íåêîòîðûå íåäàâíèå ðåçóëüòàòû î ïîñòðîåíèè îðòîãîíàëüíûõ âåé-
âëåòîâ è æ¼ñòêèõ ôðåéìîâ èç ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ñ êîìïàêòíûìè
íîñèòåëÿìè íà ãðóïïàõ Âèëåíêèíà.
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ÎÁ ÎÒÊÐÛÒÎÑÒÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÁÈÅÊÒÈÂÍÛÕ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÂ

Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ)
vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; L(E) � âå-
ùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ,
îïðåäåë¼ííûõ íà E ñî çíà÷åíèÿìè â E. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
GL(E) íåïðåðûâíî îáðàòèìûõ îïåðàòîðîâ èç àëãåáðû L(E). Â ñè-
ëó ðàâíîñèëüíîñòè ñâîéñòâ íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ([1, ñ.89]) ìíîæåñòâî
GL(E) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå GL(E) =

{
A ∈ L(E) : ∃A−1 ∈ L(E)

}
.

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð A ∈ L(E) íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè
Ax1 6= Ax2 äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ E, x1 6= x2; ñþðúåêòèâíûì, åñëè
R(A) = E; áèåêòèâíûì, åñëè ýòîò îïåðàòîð èíúåêòèâåí è ñþðúåê-
òèâåí. Ïóñòü BL(E) � ìíîæåñòâî áèåêòèâíûõ îïåðàòîðîâ èç àë-
ãåáðû L(E). Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî BL(E) îòêðûòî. Ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî (1) BL(E) = GL(E), ò.å. (2) BL(E) ⊂ GL(E), (3)
GL(E) ⊂ BL(E). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A ∈ BL(E). Òîãäà ñóùåñòâó-
åò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1, îòîáðàæàþùèé D

(
A−1

)
= R(A) = E

íà R(A−1) = D(A) = E. Îïåðàòîð A−1 ëèíååí êàê îïåðàòîð, îá-
ðàòíûé ëèíåéíîìó îïåðàòîðó ([2, ñ.225]). Â ñèëó òåîðåìû Áàíàõà
îá îáðàòíîì îïåðàòîðå ([2, ñ.225]) îïåðàòîð A−1 îãðàíè÷åí. Ïîêàçà-
íî, ÷òî A ∈ GL(E). Äàëåå, ïóñòü A ∈ GL(E). Òîãäà A èíúåêòèâåí,
D
(
A−1

)
= E. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâà D

(
A−1

)
= R(A)

èìååì R(A) = E, ò.å. A ñþðúåêòèâåí. Ïîêàçàíî, ÷òî A ∈ BL(E).
Ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèé (2), (3) óñòàíîâëåíà. Ðàâåíñòâî (1) äî-
êàçàíî. Èçâåñòíî, [2, ñ.229], ÷òî ìíîæåñòâî GL(E) îòêðûòî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó ðàâåíñòâà (1) ìíîæåñòâî BL(E) îòêðûòî: åñ-
ëè A0 ∈ BL(E), òî O‖A−1

0 ‖−1 (A0) ⊂ BL(E), ãäå O‖A−1
0 ‖−1 (A0) ={

A ∈ L(E) : ‖A−A0‖ <
∥∥A−1

0

∥∥−1
}
.

Ëèòåðàòóðà
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Äðîôà, 2001. � 384 ñ.
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2. Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà / À.Í. Êîëìîãîðîâ, Ñ.Â. Ôîìèí. � Ì.:
Íàóêà, 1976. � 544 ñ.

Î ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÏÎ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÌÓ ÎÒÐÅÇÊÓ
Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ)

vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; I,O � ñîîò-
âåòñòâåííî òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå
E; L(E) � âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íà E ñî çíà÷åíèÿìè â E; GL(E) ={
F ∈ L(E)|∃F−1 ∈ L(E)

}
.

Ïóñòü A,B ∈ L(E), A 6= B; A,B ôèêñèðîâàíû. Ðàññìîòðèì îïå-
ðàòîðíûé îòðåçîê [A,B] = {X = (1− t)A+ tB : 0 ⩽ t ⩽ 1}. Ýëåìåí-
òû îòðåçêà [A,B] óñëîâèìñÿ íàçûâàòü îïåðàòîðíûìè òî÷êàìè. Îïå-
ðàòîð èç [A,B], ïîëó÷àåìûé ïðè t = t∗, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç X∗.
Ââåä¼ì íà [A,B] îòíîøåíèå ïîðÿäêà: X∗ � X∗∗, åñëè t∗ ⩽ t∗∗ (âû-
ïîëíèìîñòü ñâîéñòâ ðåôëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè è àíòèñèììåò-
ðè÷íîñòè î÷åâèäíà). Â ñëó÷àå X∗ ≺ X∗∗, ò.å. t∗ < t∗∗, óñëîâèìñÿ
ãîâîðèòü, ÷òî îïåðàòîðíàÿ òî÷êà X∗ ðàñïîëîæåíà íà [A,B] ëåâåå
îïåðàòîðíîé òî÷êè X∗∗ (èëè îïåðàòîðíàÿ òî÷êà X∗∗ ðàñïîëîæåíà
íà [A,B] ïðàâåå îïåðàòîðíîé òî÷êè X∗). Îòìåòèì, ÷òî A � X � B
äëÿ ëþáîãî X ∈ [A,B], ò.å. A è B ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è
ïðàâûì êîíöàìè îïåðàòîðíîãî îòðåçêà [A,B].

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè X1, X2 ∈ [A,B], X1 ≺ X2, òî [X1, X2] ⊆ [A,B].
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè (1) AB = BA, òî X1X2 = X2X1, äëÿ ëþáûõ

X1, X2 ∈ [A,B].
Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ Y = f(X) èç ñåìåéñòâà îïåðàòîðíûõ

ôóíêöèé S (L(E),L(E)) =
{
f |L(E) ⊇ D(f)

f→R(f) ⊆ L(E)
}
è ñóùå-

ñòâóþò òàêèå A,B ∈ D(f), ÷òî [A,B] ⊆ D(f).
Ïóñòü X0 ∈ (A,B), X0 ôèêñèðîâàí. Ðàññìîòðèì X ∈ [A,B], X 6=

X0. Ïîëîæèì ∆X = X − X0, ∆Y = f (X0 +∆X) − f (X0). Èìååì:
X = (1 − t)A + tB, X0 = (1 − t0)A + t0B, ñëåäîâàòåëüíî, (2) ∆X =
(B −A)∆t, ãäå ∆t = t− t0.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (1), òî X0 (∆X) =
(∆X)X0.

Â ñèëó (2) èìååì (3) ∆X → O ⇔ ∆t→ 0.
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Çàìå÷àíèå 4. Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m ∈ N

lim
∆X→O
X∈[A,B]

(∆X)
m

= O.

Ïóñòü (4) B − A ∈ GL(E). Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî
ñóùåñòâóåò (5) (∆X)

−1
= (∆t)

−1
(B −A)

−1, ò.å. ∆X ∈ GL(E).
Ïðîèçâîäíàÿ îïåðàòîðíîé ôóíêöèè f(X) â îïåðàòîðíîé òî÷êå

X0 ∈ (A,B) ïî îïåðàòîðíîìó îòðåçêó [A,B], äëÿ êîíöîâ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f ′[A,B] (X0) = lim
∆X→O
X∈[A,B]

[
(∆Y ) (∆X)

−1
]

(6)

ïðè óñëîâèè, ÷òî òàêîé ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí íåêîòîðîìó îïå-
ðàòîðó èç àëãåáðû L(E).

Â ñèëó (2), (3), (5) îïðåäåëåíèå (6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f ′[A,B] (X0) = lim
∆t→0

[
∆Y

∆t
(B −A)

−1

]
,

ãäå ∆Y = f (X0 + (B −A)∆t)− f (X0).
Íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ îïåðàòîðíîãî îòðåçêà [A,B] ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðàâîñòîðîííÿÿ è ëåâîñòîðîííÿÿ ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè f(X) ïî îïåðàòîðíîìó îòðåçêó [A,B]:

f ′[A,B] (A+O) = lim
∆t→+0

[
∆Y

∆t
(B −A)

−1

]
, (7)

f ′[A,B] (B −O) = lim
∆t→−0

[
∆Y

∆t
(B −A)

−1

]
. (8)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâå (7) ∆t = t, â ðàâåíñòâå (8) ∆t = t− 1.
Ðàññìîòðèì îïåðàòîðíûå îòðåçêè âèäà (9) [A,αI], [βI,B], ãäå

A,B ∈ L(E); A 6= αI,B 6= βI; α, β � ðåãóëÿðíûå òî÷êè ñîîòâåòñòâåííî
îïåðàòîðîâ A,B íà âåùåñòâåííîé îñè. Çàìåòèì, ÷òî êîíöû êàæäî-
ãî èç íèõ êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Ïóñòü [A,αI],[βI,B] ⊂ D(f).
Òîãäà

f ′[A,αI] (A+O) = − lim
∆t→+0

[
∆Y

∆t
RA (α)

]
,

f ′[βI,B] (B −O) = lim
∆t→−0

[
∆Y

∆t
RB (β)

]
.
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Ïðèâåä¼ì êîíêðåòíûé ïðèìåð íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé îïåðà-
òîðíîé ôóíêöèè ïî îïåðàòîðíîìó îòðåçêó.

Ðàññìîòðèì öåëóþ ñòåïåííóþ ôóíêöèþ f(X) = Xn, n ∈ N. Äëÿ
ýòîé ôóíêöèè D(f) = L(E), ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé îïåðàòîðíûé îò-
ðåçîê âêëþ÷åí â D(f).

Ïóñòü Ω � ìíîæåñòâî îïåðàòîðíûõ îòðåçêîâ [A,B], óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèÿì (1), (4). Çàìåòèì, ÷òî Ω 6= ∅. Íàïðèìåð, îïåðàòîð-
íûå îòðåçêè âèäà (9) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ω.

Â äàëüíåéøåì ïîíàäîáèòñÿ îïåðàòîðíûé áèíîì Íüþòîíà: äëÿ
ëþáûõ P,Q ∈ L(E), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ PQ = QP ,

(P +Q)
n
=

n∑
k=0

CknP
n−kQk. (10)

Ïóñòü [A,B] ∈ Ω. Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(X) = Xn â îïå-
ðàòîðíîé òî÷êå X0 ∈ (A,B) ïî îïåðàòîðíîìó îòðåçêó [A,B] èìååò
âèä:

f ′[A,B] (X0) = nXn−1
0 . (11)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ∆Y = ∆X. Òîãäà

f ′[A,B] (X0) = lim
∆X→O
X∈[A,B]

[
(∆Y ) (∆X)

−1
]
= lim

∆X→O
X∈[A,B]

I = I = 1 ·X0
0 .

Ïóñòü n ⩾ 2. Èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 3 è ôîðìóëó (10), ïîëó÷àåì

∆Y =

[
nXn−1

0 +

n∑
k=2

CknX
n−k
0 (∆X)

k−1

]
∆X.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ çàìå÷àíèå 4, èìååì

f ′[A,B] (X0) = lim
∆X→O
X∈[A,B]

[
(∆Y ) (∆X)

−1
]
=

= lim
∆X→O
X∈[A,B]

[
nXn−1

0 +

n∑
k=2

CknX
n−k
0 (∆X)

k−1

]
=

= nXn−1
0 +

n∑
k=2

CknXn−k
0 lim

∆X→O
X∈[A,B]

(∆X)
k−1

 = nXn−1
0 .
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Ôîðìóëà (11) äîêàçàíà.
Ïóñòü X0 ∈ L(E), X0 ôèêñèðîâàí; ΩX0 =

{[A,B] ∈ Ω|X0 ∈ (A,B)}. Èç ôîðìóëû (11) âèäíî, ÷òî äëÿ ôóíê-
öèè f(X) = Xn å¼ ïðîèçâîäíàÿ f ′[A,B] (X0) íå çàâèñèò îò âûáîðà
îïåðàòîðíîãî îòðåçêà [A,B] ∈ ΩX0 .

Î ÏÅÐÈÎÄÈ×ÍÎÑÒÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ
ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÎÉ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Â.È. Ôîìèí (Òàìáîâ, ÒÃÓ)
vasiliyfomin@bk.ru

Ïóñòü E � âåùåñòâåííîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî; I,O � ñîîò-
âåòñòâåííî òîæäåñòâåííûé è íóëåâîé îïåðàòîðû â ïðîñòðàíñòâå
E; L(E) � âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåé-
íûõ îïåðàòîðîâ, îïðåäåë¼ííûõ íà E ñî çíà÷åíèÿìè â E; E2

R =
{w = (x, y) : x, y ∈ E} � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíûõ âåê-
òîðîâ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ñ ëèíåéíûìè îïåðàöèÿìè
(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), α (x, y) = (αx, αy) è íîð-
ìîé ‖(x, y)‖ = ‖x‖ + ‖y‖; LOC

R
(
E2

R
)
= {Z = A+ JB : A,B ∈ L(E)}

� âåùåñòâåííàÿ áàíàõîâà àëãåáðà îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ êîì-
ïëåêñíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå E2

R ïî çàêîíó:
Zw = (A+ JB) (x, y) = (Ax − By,Ay + Bx), ñ ëèíåéíûìè îïåðàöè-
ÿìè (A1 + JB1) + (A2 + JB2) = A1 + A2 + J (B1 +B2), α (A+ JB) =
αA+ J (αB), îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ (A1 + JB1) (A2 + JB2) = A1A2 −
B1B2 + J (A1B2 +B1A2) è íîðìîé ‖Z‖ = ‖A+ JB‖ = ‖A‖ + ‖B‖
(çäåñü J = (O, I) � ìíèìàÿ îïåðàòîðíàÿ åäèíèöà).

Àëãåáðà LOC
R
(
E2

R
)
íåêîììóòàòèâíà. Åäèíèöåé â íåé ÿâëÿåòñÿ îïå-

ðàòîð Î = (I,O), íóëåâûì ýëåìåíòîì îïåðàòîð Ô = (O,O).
Êîìïëåêñíàÿ îïåðàòîðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî Z ∈ LOC
R
(
E2

R
)

eZ =

∞∑
k=0

Zk

k!
.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ Z1, Z2 ∈ LOC
R
(
E2

R
)
, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ Z1Z2 = Z2Z1, ñïðàâåäëèâî îñíîâíîå ñâîéñòâî ýêñïîíåíöè-
àëüíîé ôóíêöèè: eZ1+Z2 = eZ1eZ2 .

Òåîðåìà 2. Ëþáîé êîìïëåêñíûé îïåðàòîð Tm = 2πmJ, m ∈ Z,
m 6= 0, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè eZ : eZ+2πmJ = eZ .
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Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïåðèîäà ôóíêöèè eZ áåð¼òñÿ îïåðàòîð T1 =
2πJ.

Ê ÒÅÎÐÅÌÅ ÞÑÑÈ ÂßÉÑßËß
Î.Ä. Ôðîëêèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ)

olga-frolkina@yandex.ru

Äëÿ ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìååì dimX ⩽
dimH X, ãäå dimX � òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü, dimH X � ðàç-
ìåðíîñòü Õàóñäîðôà. Øïèëüðàéí óñèëèë ýòî óòâåðæäåíèå, äîêàçàâ,
÷òî åñëè (n+1)-ìåðíàÿ ìåðà Õàóñäîðôà mn+1(X) = 0, òî dimX ⩽ n.
Êðîìå òîãî, åñëè dimX ⩽ n, òî òèïè÷íûé ýëåìåíò f ïðîñòðàí-
ñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé C(X,R2n+1) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì
ñî ñâîéñòâîì: mα(f(X)) = 0 ïðè âñÿêîì α > n, è, ñëåäîâàòåëüíî,
dimH(f(X)) ⩽ n [1, Thm. 5], [2, Thm. VII 5]. Ïîñëåäíèé ôàêò óñèëè-
âàåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó âëîæåíèÿ Ëåôøåöà�Ìåíãåðà�Íåáåëèí-
ãà�Ïîíòðÿãèíà�Òîëñòîâîé [2, Thm. V 3].

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà X ⊂ RN Øòàíü-
êî îïðåäåëèë ðàçìåðíîñòü âëîæåíèÿ demX, ñì. [3]. Ýòî îïðåäåëå-
íèå áûëî ââåäåíî ñ öåëüþ ðàñïðîñòðàíèòü ïîíÿòèÿ ðó÷íûõ è äèêèõ
âëîæåíèé (èìåâøèõñÿ ëèøü äëÿ âëîæåíèé ïîëèýäðîâ è íóëüìåðíûõ
êîìïàêòîâ) íà ïðîèçâîëüíûå êîíå÷íîìåðíûå êîìïàêòû. Âêðàòöå,
ïðè demX = k êîìïàêò X âåäåò ñåáÿ ¾ïîäîáíî¿ k-ìåðíîìó ïîëè-
ýäðó. Ðàçìåðíîñòü âëîæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàí-
òîì ïðîñòðàíñòâà X, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà ýêâèâà-
ëåíòíîñòè âëîæåíèÿ: demX = dem f(X) ïðè âñÿêîì ãîìåîìîðôèçìå
f : RN ∼= RN . Âñåãäà dimX ⩽ demX ⩽ dimH X.

Âÿéñÿëÿ ïîëó÷èë àíàëîã òåîðåìû Øïèëüðàéíà äëÿ ðàçìåðíîñòè
âëîæåíèÿ dem : äëÿ êîìïàêòà X ⊂ RN íåðàâåíñòâî demX ⩽ k ðàâ-
íîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ òàêîãî ãîìåîìîðôèçìà f : RN ∼= RN , ÷òî
mk+1(f(X)) = 0. Äàëåå, äëÿ âñÿêîãî ãîìåîìîðôèçìà f : RN ∼= RN
èìååì demX ⩽ dimH(f(X)), ïðè÷åì ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â
ðàâåíñòâî íà íåêîòîðîì ãîìåîìîðôèçìå f [4], [5, Thm. 3.6.1, 3.6.2].
Áîëåå òîãî, âîçìîæíî êîíòðîëèðîâàòü âåëè÷èíó è íîñèòåëü ãîìåî-
ìîðôèçìà [4, p. 168, Remark].

Ìû ïîëó÷àåì êàòåãîðíîå óñèëåíèå òåîðåìû Âÿéñÿëÿ. Â îòëè÷èå
îò ðàáîòû Âÿéñÿëÿ, íàøå äîêàçàòåëüñòâî âïîëíå ýëåìåíòàðíî.

Èòàê, ïóñòü (Y, ρ) � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò. Ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé C(Y, Y ) ñ ìåòðèêîé d(f, g) = sup

x∈Y
{ρ(f(x), g(x))}

© Ôðîëêèíà Î.Ä., 2023
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ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Äëÿ ε > 0 ââåäåì Homeoε(Y,A) � ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ f : Y ∼= Y , ÷òî f |A = id è d(f, id) < ε. Åñëè A
çàìêíóòî â Y , òî Homeoε(Y,A) ÿâëÿåòñÿ Gδ-ïîäìíîæåñòâîì C(Y, Y )
è ïîòîìó ìåòðèçóåìî ïîëíîé ìåòðèêîé. À çíà÷èò, â ïðîñòðàíñòâå
Homeoε(Y,A) èìååò ñìûñë ïîíÿòèå òèïè÷íîñòè ïî Áýðó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü X ⊂ RN � êîìïàêò, U � åãî îãðàíè÷åííàÿ
îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, ε > 0. Òîãäà äëÿ òèïè÷íîãî ýëåìåíòà f ∈
Homeoε(U, ∂U) èìååì demX = dimH(f(X)).

Áîðñóê îïèñàë òàêîé óçåë â R3, îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ êîòîðî-
ãî íà ëþáóþ ïëîñêîñòü ñîäåðæèò êðóã [6]. Àíàëèç ðàáîòû Áîðñóêà
ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé óçåë ñóùåñòâóåò â êàæäîì êëàññå ýêâèâàëåíò-
íîñòè óçëîâ (êàê ðó÷íûõ, òàê è äèêèõ). Ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 1 ìû
ìîæåì âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ¾ðàñïðîñòðàíåíî¿ ñâîéñòâî òèïà Áîðñó-
êà. Íàïîìíèì, ÷òî òèïè÷íûé óçåë â R3 ÿâëÿåòñÿ äèêèì (Äæ. Ìèë-
íîð, 1964) è äàæå äèêèì â êàæäîé òî÷êå (Õ.-Ã. Áîòå, 1966).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü Σ ⊂ R3 � ïðîèçâîëüíûé óçåë, U � åãî
îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü, ε > 0. Òîãäà äëÿ òèïè÷íîãî
ãîìåîìîðôèçìà f ∈ Homeoε(U, ∂U) ïðîåêöèÿ óçëà f(Σ) íà ëþáóþ
2-ïëîñêîñòü è íà ëþáóþ ïðÿìóþ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíîé.

Òàêæå â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû èçîòîïè÷åñêàÿ âåðñèÿ Òåî-
ðåìû 1 è àíàëîãè Ñëåäñòâèÿ 2 äëÿ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ â RN .
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÛÌÈ
ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ ÔÓÍÊÖÈÉ1

Á.Í. Õàáèáóëëèí, Ð.Ð. Ìóðÿñîâ (Óôà, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÓÔÈÖ ÐÀÍ)

khabib-bulat@mail.ru

Ïóñòü S � íåïóñòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C ñ çàìûêàíèåì closS è âíóòðåííîñòüþ intS, à òàêæå ñ
îïîðíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé íà âåùåñòâåííîé îñè R ôóíêöèåé

spS : θ 7−→
θ∈R

sup
s∈S

se−iθ. (1)

. ×åðåç C(closS)
⋂
Hol(intS) îáîçíà÷àåì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä

C êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà çàìûêàíèè closS
è îäíîâðåìåííî ãîëîìîðôíûõ âî âíóòðåííîñòè intS, åñëè ýòà âíóò-
ðåííîñòü íå ïóñòà, ñíàáæ¼ííîå ñòàíäàðòíîé sup-íîðìîé

‖f‖∞ := sup
z∈closS

|f(z)|, f ∈ C(closS)
⋂

Hol(intS). (2)

Ðàñïðåäåëåíèþ ðàçëè÷íûõ òî÷åê Z := (zj)j=1,2,... íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè C ñîïîñòàâëÿåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ExpZ :=
{
z 7−→
z∈C

ezjz
∣∣∣ j = 1.2. . . .

}
. (3)

Ñèñòåìà ExpZ ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå C(closS)
⋂

Hol(intS) åñëè çà-
ìûêàíèå ïî íîðìå (2) å¼ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñîâïàäàåò ñ ýòèì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Â äîêëàäå áóäåò îáñóæäàòüñÿ îäèí øèðîêèé êëàññ äî-
ñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ExpZ ïîëíà â íîðìèðîâàí-
íîì ïðîñòðàíñòâå C(closS)

⋂
Hol(intS). Ïîëíîòà ñèñòåì (3) â ñàìûõ

ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïî ñîñòîÿíèþ äî 2012 ã. äåòàëüíî îáñóæ-
äàåòñÿ â [1].

Ôóíêöèþ f : (0,+∞) → R íàçûâàåì 1-ñòåïåííî âûïóêëîé, åñëè
äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [x1, x2] ⊂ (0,+∞) äëèíû íå áîëüøå íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî d > 0 èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðû ÷èñåë c1, c2 ∈ R, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà{

f(x1) ⩽ c1x1 + c2/x1,

f(x2) ⩽ c1x2 + c2/x2

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà � 22-
21-00026, https://rscf.ru/project/22-21-00026/
© Õàáèáóëëèí Á.Í., Ìóðÿñîâ Ð.Ð., 2023
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ñëåäóåò òàêîå æå íåðàâåíñòâî f(x) ⩽ c1x+ c2/x ïðè âñåõ x ∈ [x1, x2].
Íàïîìíèì, ÷òî 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ g : R → R òðèãîíîìåòðè-
÷åñêè âûïóêëàÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî îòðåçêà [θ1, θ2] ⊂ R äëèíû ìåíüøå
π èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðû ÷èñåë c1, c2 ∈ R, äëÿ êîòîðûõ{

g(θ1) ⩽ c1 sin θ1 + c2 cos θ2,

g(θ2) ⩽ c1 sin θ2 + c2 cos θ2,

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî g(θ) ⩽ c1 sin θ+ c2 cos θ ïðè âñåõ θ ∈ [θ1, θ2]. Äëÿ
òàêîé ôóíêöèè âñåãäà ñóùåñòâóåò ëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ g′left êîíå÷íîé
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îñíîâíîé ðåçóëüòàò
äîêëàäà, îáîáùàþùèé [2; òåîðåìà 3.1, ï. 2)] â ñëó÷àå S ⊂ C.
Îñíîâíàÿ òåîðåìà. Ïóñòü äëÿ îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà S
â C ñ îïîðíîé ôóíêöèåé (1) è ñî ñâÿçíûì äîïîëíåíèåì C \ closS,
äëÿ íåíóëåâîé 1-ñòåïåííîé ôóíêöèè f ⩾ 0 íà (0,+∞) ñ ïðåäåëîì

lim
x→+∞

f(x) = 0 è èíòåãðàëîì
+∞∫
0

f(x) dx < +∞, à òàêæå äëÿ 2π-

ïåðèîäè÷åñêîé òðèãîíîìåòðè÷åñêè âûïóêëîé ôóíêöèè g ⩾ 0 íà R
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim sup
1<a→+∞

lim sup
r→+∞

π
ar∫
r

f(x) dx

∑
r<|zj |⩽ar

f
(
|zj |
)
g(arg z̄j)

>
1

2

∫ 2π

0

spS(θ)g(θ) d θ +
1

2

∫ 2π

0

spS(θ) d g
′
left(θ),

ãäå ñóììà èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè ñ ìíîæèòåëÿìè 1
2 � ýòî

ñìåøàííàÿ ïëîùàäü âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà S ñ âûïóêëûì
êîìïàêòîì ñ îïîðíîé ôóíêöèåé g (ñì. [3; ãë. 1, � 3]). Òîãäà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà ExpZ èç (3) ïîëíà â íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå C(closS)

⋂
Hol(intS) ïî íîðìå (2).
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ÎÖÅÍÊÀ ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÀ ÍÓËÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
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ÊÐÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÐßÌÎÉ
Ø.À. Õàéðóëëîåâ (Äóøàíáå, ÒÍÓ)

shamsullo@rambler.ru

Ïóñòü χ(n) êîìïëåêñíûé õàðàêòåð ïî ìîäóëþ 5 òàêîé, ÷òî χ(2) =
i,

æ =

√
10− 2

√
5− 2√

5− 1
, 0 < æ < 1.

Ôóíêöèåé Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f(s) =
1− iæ

2
L(s, χ) +

1 + iæ

2
L(s, χ̄),

ãäå L(s, χ) � ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ôóíêöèþ f(s) ââåëè è èññëåäîâàëè
Äýâåíïîðò è Õåéëüáðîíí [1]. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî f(s) óäîâëåòâîðÿåò
ôóíêöèîíàëüíîìó óðàâíåíèþ ðèìàíîâñêîãî òèïà(π

5

)− s
2

Γ

(
s+ 1

2

)
f(s) =

(π
5

)− 1−s
2

Γ

(
(1− s) + 1

2

)
f(1− s),

îäíàêî äëÿ f(s) ãèïîòåçà Ðèìàíà, (âñå êîìïëåêñíûå íóëè f(s) ëåæàò
íà ïðÿìîé Re s = 0.5), íå âûïîëíÿåòñÿ è, áîëåå òîãî, ÷èñëî íóëåé f(s)
â îáëàñòè Re s > 1, 0 < Ims ⩽ T ïðåâîñõîäèò cT , c > 0 � àáñîëþòíàÿ
ïîñòîÿííàÿ.

Â 1980 ã. Ñ.Ì. Âîðîíèí [2] äîêàçàë, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ òî
åñòü Res = 1

2 ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ íóëåé f(s),
òî åñòü äëÿ N0(T ) � ÷èñëà íóëåé f(s) íà îòðåçêå Res = 1/2, 0 <
Ims ⩽ T èìååò ìåñòî îöåíêà

N0(T ) > cT exp

(
1

20

√
ln ln ln lnT

)
,

ãäå c > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, T ⩾ T0 > 0.
Êîëè÷åñòâî íóëåé ôóíêöèè Äýâåíïîðòà-Õåéëüáðîííà f(s) â êî-

ðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé âïåðâûå èññëåäîâàë À.À.
Êàðàöóáà. Îí â 1989 ãîäó äîêàçàë, ÷òî ïðè ε è ε1 � ïðîèçâîëüíî

© Õàéðóëëîåâ Ø.À., 2023
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ìàëûõ ôèêñèðîâàííûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
0.001, è T ⩾ T0(ε, ε1) > 0 è H = T

27
82+ε1 , âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

N0(T +H)−N0(T ) ⩾ H(lnT )
1
2−ε. (1)

Â 1993 ã. À.À. Êàðàöóáà [3], âîñïîëüçîâàâøèñü íîâûì óñîâåðøåí-
ñòâîâàííûì ìåòîäîì, ïðè êîòîðîì âîçíèêàþò ïî÷òè òàêèå æå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå ñóììû, êàê ïðè âûâîäå îöåíêè (1), ïðè H = T

27
82+ε1 ,

0 < ε1 < 0, 01, ε1 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, ïîëó÷èë áîëåå òî÷íóþ
îöåíêó âèäà

N0(T +H)−N0(T ) ⩾ H(lnT )
1
2 exp(−c3

√
ln lnT ). (2)

Àâòîðó óäàëîñü äîêàçàòü îöåíêó (2) äëÿ êîðîòêèõ ïðîìåæóòêàõ
êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé, èìåþùèõ áîëåå êîðîòêóþ äëèíó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ε � ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ôèêñèðîâàííîå ïîëî-
æèòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 0.01, òîãäà ïðè H = T

1515
4816+ε,

T ⩾ T0(ε) > 0 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

N0(T +H)−N0(T ) ⩾ H
√
lnT exp(−c8

√
ln lnT ),

ãäå c8 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Îñíîâíûì óòâåðæäåíèåì, ïîçâîëÿþùèì äîêàçàòü ýòó òåîðåìó,
ÿâëÿåòñÿ íîâàÿ îöåíêà ñïåöèàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì W =
W (T ) ðàâíîìåðíûõ ïî ïàðàìåòðó â òåðìèíàõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïàð
[4].
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øåâñêèé ñáîðíèê. � 2019. � Ò. 20, � âûï. 4(72). � Ñ. 271�293.
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Î C(α, β) �ÑÓÌÌÈÐÓÅÌÎÑÒÈ ÄÂÎÉÍÛÕ ÐßÄÎÂ
ÔÓÐÜÅ

Þ.Õ. Õàñàíîâ (Äóøàíáå, ÐÒÑÓ)
yukhas60@mail.ru

Ïóñòü B(2)
p (1 ⩽ p < ∞) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå

èç ôóíêöèé f(x1, x2), äëÿ êîòîðûõ |f(x1, x2)|p (1 ⩽ p <∞) èíòåãðè-
ðóåìà ïî Ëåáåãó â ïðîñòðàíñòâà R2 ñ íîðìîé

‖f(x1, x2)‖B(2)
p

=

{
lim
T→∞

1

(2T )2

∫ T

−T

∫ T

−T
|f(x1, x2)|pdx1x2

}1/p

<∞.

Äëÿ ôóíêöèè f(x1, x2) ∈ B
(2)
p ðàññìîòðèì ðÿä Ôóðüå∑

n1

∑
n2

An1n2
exp(i(λ(1)n1

x1 + λ(2)n2
x2)),

ãäå

An1n2
= lim
T→∞

1

(2T )2

∫ T

−T

∫ T

−T
f(x1, x2)exp(−i(λ(1)n1

x1 + λ(2)n2
x2))dx1dx2

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàññìàòðèâàåìîé ôóíêöèè.
Ïðèâîäèì óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþò äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ àáñîëþòíîé ÷åçàðîâñêîé ñóììèðóåìîñòè äâîéíûõ ðÿäîâ Ôó-
ðüå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f(x1, x2) ∈ B

(2)
p â òåðìèíàõ ïîâå-

äåíèÿ èõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α è β.
Ïðè −1 < α, β < 1

2 óñëîâèÿ

∞∑
m=0

∞∑
n=0

2
m
2 (1−2α)2

n
2 (1−2β)

2m+1−1∑
k=2m

2n+1−1∑
l=2n

ρ2k,l

 1
2

<∞,

∞∑
m=0

2
m
2 (1−2α)

2m+1−1∑
k=2m

ρ2k,0

 1
2

<∞,

∞∑
n=0

2
n
2 (1−2β)

2n+1−1∑
l=2n

ρ20,l

 1
2

<∞;
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ïðè α = 1
2 , β = 1

2 óñëîâèÿ

∞∑
m=0

∞∑
n=0

√
(m+ 1)(n+ 1)


2m+1−1∑
k=2m

2n+1−1∑
l=2n

ρ2k,l


1
2

<∞,

∞∑
m=0

√
m+ 1


2m+1−1∑
k=2m

ρ2k,0


1
2

<∞,

∞∑
n=0

√
n+ 1


2n+1−1∑
l=2n

ρ20,l


1
2

<∞;

ïðè α > 1
2 , β >

1
2 óñëîâèÿ

∞∑
m=0

∞∑
n=0


2m+1−1∑
k=2m

2n+1−1∑
l=2n

ρ2k,l


1
2

<∞,

∞∑
m=0


2m+1−1∑
k=2m

ρ2k,0


1
2

<∞,

∞∑
n=0


2n+1−1∑
l=2n

ρ20,l


1
2

<∞,

îáåñïå÷èâàþò ïî÷òè âñþäó íà R2 |C;α, β| � ñóììèðóåìîñòè óêàçàí-
íîãî äâîéíîãî ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x1, x2) ∈ B

(2)
p .

Â ðàáîòå òàêæå ðàññìîòðåíû |C;α, β| � ñóììèðóåìîñòè äâîéíîãî
ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x1, x2) ∈ B

(2)
p äëÿ çíà÷åíèé α > 1

2 , β = 1
2 ;

α < 1
2 , β = 1

2 è α < 1
2 , β >

1
2 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðèçíàêè àáñîëþòíîé ÷åçàðîâñêîé ñóììèðóåìîñòè
ðÿäîâ Ôóðüå ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ â ñìûñëå Áåçèêîâè÷à ôóíêöèé
f(x) ∈ Bp (p ⩾ 1), â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé Ôóðüå,
ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1]-[2].

Ëèòåðàòóðà
1. Òèìàí Ì.Ô., Õàñàíîâ Þ.Õ Îá àáñîëþòíîé ñóììèðóåìîñòè ðÿ-

äîâ Ôóðüå ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé Áåçèêîâè÷à / Ì.Ô. Òè-
ìàí, Þ.Õ. Õàñàíîâ // Óêð. ìàò. æóðíàë. � 2009. � Ò. 61, � 9. �
Ñ.1267�1276

2. Õàñàíîâ Þ.Õ Îá àáñîëþòíîé ñóììèðóåìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå
ïî÷òè�ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé / Þ.Õ. Õàñàíîâ // Óêð. ìàò. æóð-
íàë. � 2013. � Ò. 65, � 12. �Ñ.1716�1722.
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ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÐÅÃÐÅÑÑÈÈ ÄËß
ÍÅ×ÅÒÊÎ-ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

Â.Ë. Õàöêåâè÷, Î.À. Ìàõèíîâà (Âîðîíåæ, ÂÓÍÖ ÂÂÑ)
vlkhats@mail.ru

Ïóñòü (Ω,Σ, P ) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå Ω � ìíîæå-
ñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, Σ � σ-àëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà Ω, P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà; îáîçíà÷èì ÷åðåç J
ìíîæåñòâî íå÷åòêèõ ÷èñåë ñ êâàäðàòè÷íî-ñóììèðóåìûìè èíäåêñà-
ìè.

Èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå X̃ : Ω → J íàçûâàþò íå÷åòêî-ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé (Í.Ñ.Â.), åñëè ïðè ëþáîì ω ∈ Ω ìíîæåñòâî X̃(ω) ÿâëÿåòñÿ
íå÷åòêèì ÷èñëîì èç J (ñì., íàïð., [1]).

Ðàññìîòðèì èíòåðâàëû α-óðîâíåé Í.Ñ.Â. X̃ ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì ω. À èìåííî, Xα(ω) = {t ∈ R : µX̃(ω)(t) ⩾ α}, ãäå µX̃(ω)(t) �

ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íå÷åòêîãî ÷èñëà X̃(ω), à α ∈ (0, 1]. Èí-
òåðâàë Xα(ω) ïðåäñòàâèì â âèäå Xα(ω) = [X−(ω, α), X+(ω, α)], ãäå
ãðàíèöû X−(ω, α) è X+(ω, α) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Îíè íàçûâà-
þòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ëåâûì è ïðàâûì α -èíäåêñàìè Í.Ñ.Â. X̃.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ X Í.Ñ.Â. X̃, äëÿ êîòî-
ðûõ α -èíäåêñû X−(ω, α) è X+(ω, α) ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íî ñóììè-
ðóåìûìè íà Ω× [0, 1] ôóíêöèÿìè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2] îïðåäåëèì êîâàðèàöèþ ìåæäó Í.Ñ.Â. X̃ è Ỹ
ñ èíòåðâàëàìè α-óðîâíÿ [X−(ω, α), X+(ω, α)] è [Y −(ω, α), Y +(ω, α)]
ôîðìóëîé

Cov[X̃, Ỹ ] = 0.5

1∫
0

(Cov[X−(ω, α), Y −(ω, α)]+

+Cov[X+(ω, α), Y +(ω, α)])dα,

ãäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîÿò êîâàðèàöèè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îïòèìàëüíîé ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
(ïðîãíîçèðóåìîé) Í.Ñ.Â. Ỹ ïî ñèñòåìå (ïðîãíîçèðóþùèõ) Í.Ñ.Â.
X̃1, X̃2, ..., X̃n. Â ðÿäå ðàáîò çàäà÷è òàêîãî ðîäà ðàññìàòðèâàëèñü.
Ïðè ýòîì ñïåöèôèêà çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ðàññòîÿíèÿ, êî-
òîðîå òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü.

© Õàöêåâè÷ Â.Ë., Ìàõèíîâà Î.À., 2023
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y ±(ω, α) è X±
i (ω, α) - èíäåêñû Í.Ñ.Â. Ỹ è

X̃i (i = 1, ..., n).
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá àïïðîêñèìàöèè Í.Ñ.Â. Ỹ ëèíåéíûìè êîì-

áèíàöèÿìè
n∑
i=1

βiX̃i ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè βi (i =

1, ..., n) ïî êðèòåðèþ ìèíèìèçàöèè ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ

F (β1, ..., βn) =

1∫
0

D(Y +(ω, α)−
n∑
i=1

βiX
+
i (ω, α))dα+

+

n∑
i=1

βiX
−
i (ω, α))dα→ min (βi ∈ R, i = 1, ..., n), (1)

ãäå çíàê D îçíà÷àåò äèñïåðñèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Í.Ñ.Â. Ỹ è X̃1, X̃2, ..., X̃n ïðèíàäëåæàò êëàñ-
ñó X. Ïóñòü X̃i ïîïàðíî íåêîððåëèðîâàíû è èõ äèñïåðñèè D(X̃i) =
σ2
i 6= 0. Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå. Îíî
èìååò âèä

β∗
i =

Cov[Ỹ , X̃i]

σ2
i

(i = 1, ..., n). (2)

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû (2) íàïîìèíàþò èçâåñòíûå äëÿ
¾îáû÷íûõ¿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ñì., íàïð., [3] ãë. II, �11).

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 òå îïòèìàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû β∗

i , êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå êîâàðèà-
öèè Cov[Ỹ , X̃i] ⩾ 0 - íåîòðèöàòåëüíû. À òå îïòèìàëüíûå êîýôôè-
öèåíòû β∗

i , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îòðèöàòåëüíûì êîâàðèàöè-
ÿì Cov[Ỹ , X̃i] < 0 - îòðèöàòåëüíû.

Îòìåòèì îòëè÷èå òåîðåìû 1 îò ðåçóëüòàòà ðàáîòû [4]. Â ðàáîòå
[4] ââåäåíî ïîíÿòèå êâàçèñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó Í.Ñ.Â. è
ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ëèíåéíîé ðåãðåññèè îòíîñèòåëüíî ìèíèìèçà-
öèè íåêîòîðîãî ðàññòîÿíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ââåäåííûì êâàçèñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîïàðíàÿ êâàçèîðòî-
ãîíàëüíîñòü ñèñòåìû Í.Ñ.Â. X̃i (i = 1, ..., n), ïî êîòîðîé îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ðåãðåññèÿ.

Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó Í.Ñ.Â.Ỹ è Z̃

k[Ỹ , Z̃] =
Cov[Ỹ , Z̃]

σ(Ỹ )σ(Z̃)
, (3)

ãäå σ(Ỹ ) è σ(Z̃) ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ Í.Ñ.Â. Ỹ è Z̃.
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Îïðåäåëåíèå (3) è ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè îáñóæ-
äàþòñÿ â [2]. Íàïðèìåð, ðàâåíñòâî k[Ỹ , Z̃] = 1 îçíà÷àåò, ÷òî Ỹ −
ỹ = λ(Z̃ − z̃), ãäå ỹ è z̃ - íå÷åòêèå îæèäàíèÿ Í.Ñ.Â. Ỹ è Z̃, à
λ = σ(Ỹ )/σ(Z̃).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, ïðè÷åì äèñ-
ïåðñèÿ D(Ỹ ) = σ2 6= 0. Ïóñòü äîïîëíèòåëüíî âñå êîâàðèàöèè

Cov[Ỹ , X̃i] ⩾ 0 (i = 1, ..., n). Òîãäà îöåíêà
n∑
j=1

β∗
i X̃i èìååò ìàêñè-

ìàëüíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ëèíåé-

íûìè îöåíêàìè âèäà
n∑
j=1

βiX̃i ïðè βi ⩾ 0 (i = 1, ..., n).

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 â ñëó÷àå ¾îáû÷íûõ¿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó î ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè ëèíåéíî-
ãî ïðåäèêòîðà ñ ïðîãíîçèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé (ñì., íàïð.,
[5] ãë. 5, �5.6). Äëÿ Í.Ñ.Â. ðåçóëüòàòû ïîäîáíîãî òèïà ðàíåå íå îò-
ìå÷àëèñü.

Ëèòåðàòóðà
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ÐÀÑÕÎÄßÙÈÅÑß ÐßÄÛ È ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ
ÑÌÅØÀÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ È ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ØÐÅÄÈÍÃÅÐÀ ÏÐÎÑÒÅÉØÅÃÎ ÂÈÄÀ

À.Ï. Õðîìîâ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ)
KhromovAP@sgu.ru

Ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû â ïîíèìàíèè Ýéëåðà ïîÿâèëèñü âïåðâûå â [1]
è íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ [2�8]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêèå ðÿäû èñïîëüçóþòñÿ â ñìå-
øàííîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà ïðîñòåéøåãî âèäà. Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ðàñõî-
äÿùèõñÿ ðÿäà èç êîñèíóñîâ, ïîðîæäàåìûõ ôîðìàëüíûìè ðåøåíèÿìè
ïî ìåòîäó Ôóðüå òàêèõ çàäà÷. Ñóììû ýòèõ ðÿäîâ èç êîñèíóñîâ íà-
õîäÿòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé è òåì ñàìûì
îòêðûâàþòñÿ íîâûå âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ îáîáùåííûõ ôóíê-
öèé â ñìåøàííûõ çàäà÷àõ.

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáîáùåííóþ ñìåøàííóþ çàäà÷ó äëÿ
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
, x, t ∈ [0, 1]× [0,∞), (1)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (2)

u(x, 0) = ϕ(x), (3)

ãäå ϕ(x) ∈ L[0, 1] è êîìïëåêñíîçíà÷íà.
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1)�(3) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) =

∞∑
n=1

e−n
2π2t2(ϕ(ξ), sinnπξ) sinnπx. (4)

Ðåøèòü îáîáùåííóþ çàäà÷ó (1)�(3) � çíà÷èò íàéòè ñóììó ðÿ-
äà (4). Ïðè t > 0 èç (4) èìååì

u(x, t) =

1∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ) dξ, (5)
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ãäå G(x, ξ, t) =
∞∑
n=1

2e−n
2π2t sinnπξ sinnπx åñòü ôóíêöèÿ ìãíîâåííî-

ãî òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà.
Îáîçíà÷èì

ω(x, t;ϕ) =

1∫
0

G(x, ξ, t)ϕ(ξ) dξ.

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî îöåíêà:

sup
x∈[0,1]

|ω(x, t;ϕ)| ⩽ 2m(t)‖ϕ‖1,

ãäå m(t) =
∞∑
n=1

e−n
2π2t, ‖ · ‖1 �íîðìà â L[0, 1].

Ëåììà 2. Ïðè ëþáîì T > 0 m(t) ∈ L[0, T ].
Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1)�(3) îïðå-

äåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

u(x, t) =

{
ω(x, t;ϕ), t > 0,

ϕ(x), t = 0.

2. Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó:

∂u(x, t)

∂t
=
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), x, t ∈ [0, 1]× [0,∞), (6)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (7)

u(x, 0) = 0, (8)

ãäå f(x, t) êëàññà Q, ò. å. f(x, t) ∈ L[QT ], QT = [0, 1] × [0, T ] ïðè
ëþáîì T > 0.

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (6)�(8) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) =

∞∑
n=1

t∫
0

e−n
2π2(t−τ)2

1∫
0

f(ξ, τ) sinnπξ sinnπx dξ dτ. (9)

Îáîçíà÷èì m1(τ) =
1∫
0

|f(ξ, τ)| dξ.

Ëåììà 3. Èíòåãðàë
t∫
0

m(t− τ)m1(τ) dτ ïðè t ⩽ T ïðèíàäëåæèò

L[0, T ].
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Òåîðåìà 2. Ðåøåíèå îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (6)�(8) ñó-
ùåñòâåò ïðè x ∈ [0, 1] è ïî÷òè âñåõ t, ïðè÷åì

sup
x∈[0,1]

|u(x, t)| ⩽ 2

t∫
0

m(t− τ)m1(τ) dτ.

3. Ñ ðÿäîì (4) ñâÿçàí ðÿä èç êîñèíóñîâ:

∞∑
n=1

cosnπx. (10)

Ïðèñòóïàåì ê íàõîæäåíèþ ñóììû ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (10). Äî-
ñòàòî÷íî íàéòè ýòó ñóììó ïðè x ∈ [−1, 1]. Ïðèâëåêàåì îáîáùåííûå
ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà K âîçüìåì ìíîæåñòâî
âñåõ ôóíêöèé, ôèíèòíûõ íà [−1, 1] è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ. Ïóñòü σn(x) =
n∑
k=1

cos kπx åñòü ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (10).

Ëåììà 4. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà:

(σn(x), ψ(x))1 = −(νn(x), ψ
′(x))1, (11)

ãäå νn(x) =
n∑
k=1

sin kπx
kπ , (f(x), g(x))1 =

1∫
−1

f(x)g(x) dx.

Ââåäåì ôóíêöèþ

ν(x) =


1
2 (1− x), x ∈ (0, 1],

0, x = 0,

− 1
2 (1 + x), x ∈ [−1, 0).

Ëåììà 5. Ïðîèçâîäíàÿ ïî Ñîáîëåâó ôóíêöèè ν(x) åñòü

ν′(x) = −1

2
+ δ(x), (12)

ãäå δ(x)� äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà.
Òåîðåìà 3. Ñóììà ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (10) â ïðîñòðàíñòâå

îáîáùåííûõ ôóíêöèé åñòü

∞∑
n=1

cosnπx = −1

2
+ δ(x).

Çàìå÷àíèå. Äðóãèì ïóòåì ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [9].

355



4. Ïåðåéäåì òåïåðü ê äðóãîìó ðàñõîäÿùåìóñÿ ðÿäó èç êîñèíóñîâ.
Èñõîäíîé òåïåðü ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îáîáùåííàÿ ñìåøàííàÿ çà-

äà÷à äëÿ ïðîñòåéøåãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà:

i
∂u(x, t)

∂t
= −∂

2u(x, t)

∂x2
, x, t ∈ [0, 1]× [0,∞), (13)

u(0, t) = u(1, t) = 0, (14)

u(x, 0) = ϕ(x), (15)

ãäå ϕ(x) òà æå ôóíêöèÿ, ÷òî è â ï. 1.
Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (13)�(15) ïî ìåòîäó Ôóðüå åñòü

u(x, t) =

∞∑
n=1

2e−in
2π2t(ϕ(ξ), sinnπξ) sinnπx. (16)

Ñ ðÿäîì (16) ñâÿçàí ñëåäóþùèé ðÿä ïî êîñèíóñàì:

∞∑
n=1

e−in
2π2t cosnπx. (17)

Ðÿä (17) ðàñõîäÿùèéñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî
ñóììû àíàëîãè÷íî ï. 3 ïðèâëå÷åì îáîáùåííûå ôóíêöèè, íî òåïåðü
èõ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïî ïåðåìåííîé t.

Òåîðåìà 4. Ñóììà ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà (17) ïðè t ∈ [0,∞) è
x ∈ [0, 1] åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî Ñîáîëåâó f ′t(x, t) ïî ïåðåìåííîé t â
ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïî t ôóíêöèè f(x, t), ÿâëÿþùåé-
ñÿ ñóììîé ñõëäÿùåãîñÿ ðÿäà

n∑
k=1

1

ik2π2
[1− e−ik

2π2t] cos kπx.

Òåîðåìà 5. Ðåøåíèåì îáîáùåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (13)�(15)
ÿâëÿåòñÿ

u(x, t) = −g′t(x, t),

ãäå g′t(x, t) � ïðîèçâîäíàÿ ïî Ñîáîëåâó ôóíêöèè

g(x, t) =

∞∑
k=1

2(ϕ(ξ), sin kπξ) sin kπx
1

ik2π2
e−ik

2π2t.
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ÒÐÅÒÜß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À Â ÏÎËÓÏÎËÎÑÅ
ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÐÎÁÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Ñ ÎÏÅÐÀÒÎÐÎÌ ÁÅÑÑÅËß
Ô.Ã. Õóøòîâà (Íàëü÷èê, ÈÏÌÀ ÊÁÍÖ ÐÀÍ)

khushtova@yandex.ru

Â îáëàñòè ΩT = {(x, y) : 0 < x < ∞, 0 < y < T} ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

Bxu(x, y)−Dα
0yu(x, y) = 0, (1)

ãäå Bx = x−b ∂∂x
(
xb ∂∂x

)
� îïåðàòîð Áåññåëÿ, |b| < 1, Dα

0y � äðîáíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 0 < α ⩽ 1 [1, ñ. 9],
[2, ñ. 14].

Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè ΩT íàçîâåì ôóíê-
öèþ u = u(x, y), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) â îáëàñòè ΩT , è
òàêóþ, ÷òî y1−αu, xby1−αux ∈ C(Ω̄T ), Bxu, D

α
0yu ∈ C(ΩT ), Ω̄T �

çàìûêàíèå îáëàñòè ΩT .
Çàäà÷à. Íàéòè ðåãóëÿðíîå â îáëàñòè ΩT ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1), óäîâëåòâîðÿþùåå êðàåâûì óñëîâèÿì

lim
y→0

y1−αu(x, y) = 0, 0 < x <∞, (2)

lim
x→0

xbux(x, y) = hu(0, y)− ν(y), 0 < y < T, (3)

ãäå ν(y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, h = const.
Äàëåå f(y) ∗ g(y) � ñâ¼ðòêà Ëàïëàñà, Γ(z) � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýé-

ëåðà [3, ñ. 5], [4, ñ. 11], H2,0
1,2 [...] � H-ôóíêöèÿ Ôîêñà [5, ñ. 528], [6,

ñ. 1], Eµ,µ(z) � ôóíêöèÿ òèïà Ìèòòàã-Ëåôôëåðà [7, ñ. 117].
Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ 2β = 1−b, λ = 22β−1hΓ(β)/Γ(1−β), µ = αβ,

E(y) = yµ−1Eµ,µ (−λ yµ) ,

K(x, y) =
x2βy−1

2Γ(1− β)
H2,0

1,2

[
x2

4yα

∣∣∣∣ (0, α)
(−β, 1), (0, 1)

]
,

K̃(x, y) = K(x, y)− λK(x, y) ∗ E(y).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü y1−αν(y) ∈ C[0, T ] è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
lim
y→0

y1−αν(y) = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ

u(x, y) =

y∫
0

K̃(x, y − η) ν(η) dη

© Õóøòîâà Ô.Ã., 2023
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)− (3).
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1)− (3), óäîâëåòâîðÿþùåãî äëÿ íåêîòîðîãî k > 0 óñëîâèþ

lim
x→∞

y1−αu(x, y) exp
(
−kx

2
2−α

)
= 0.
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ÒÅÎÐÈß ÐÅÔËÅÊÑÈÂÍÎÑÒÈ ÄËß ÑÓÙÅÑÒÂÅÍÍÎ
ÍÅÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ1

È.Ã. Öàðüêîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ)
tsar@mech.math.msu.su

Â ýòîé ðàáîòå ìû èçó÷èì ïåðåíåñåíèå ïîíÿòèÿ ðåôëåêñèâíîãî
ïðîñòðàíñòâà ñî ñëó÷àÿ ñèììåòðè÷íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ò.å.
îáû÷íîãî íîðìèðóåìîãî ïðîñòðàíñòâà, íà ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íîãî
êîíóñ-ïðîñòðàíñòâà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îäèí èç ðåçóëüòàòîâ ýòîãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ òàêîâ: ðàâíîìåðíî âûïóêëûå ñóùåñòâåííî íåñèììåòðè÷-
íûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðåôëåêñèâíûìè. Ïóñòü â ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàä ïîëåì R åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî B ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 1. 0 ∈ B; 2. ëþáàÿ ïðÿìàÿ ` = {te | t ∈ R :=

1 Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî â ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîñ-
ñèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 22-21-00204).
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[−∞,+∞]} (e 6= 0), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íîëü, ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî B
ïî îòðåçêó â ðàñøèðåííîì ñìûñëå, ò.å. B ∩ ` = {te | t ∈ [α, β] ⊂ R}.
Ïðè ýòîì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàñøèðåííûé êîíåö α = −∞ (β = +∞),
åñëè ïðîìåæóòîê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé-îñè ` ñ ìíîæåñòâîì B, íåîãðà-
íè÷åí ñíèçó (ñâåðõó). Ñ ìíîæåñòâîì B ñâÿæåì ðàñøèðåííûé ôóíê-
öèîíàë Ìèíêîâñêîãî pB : X → [0,+∞], ïîëîæèâ äëÿ âñåõ x ∈ X\{0},
åãî çíà÷åíèå ðàâíûì inf{t ∈ R+ := [0,+∞] | tB 3 x}. Åñëè íè ïðè
êàêîì êîíå÷íîì t ⩾ 0 òî÷êà x íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó tB, òî
ìû ïî îïðåäåëåíèþ ñ÷èòàåì, ÷òî pB(x) = +∞. È, êîíå÷íî, ïîëà-
ãàåì, ÷òî pB(0) = 0. Òåì ñàìûì, ôîðìóëà ‖ · | := pB(·) çàäàåò íà
X ðàñøèðåííóþ íåñèììåòðè÷íóþ ïîëóíîðìó. Ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ
âåêòîðîâ e ∈ X, äëÿ êîòîðûõ ‖e| < +∞ áóäåì íàçûâàòü çíà÷èìû-
ìè è ÷åðåç Z áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåêòîðîâ, à
ìíîæåñòâî K = K(X), ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ te (t ⩾ 0, e ∈ Z),
áóäåì íàçûâàòü êîíóñ-ïðîñòðàíñòâîì äëÿ ïîëóíîðìû ‖ · |. Òàêèì
îáðàçîì, K = Z ∪ {0}. ×åðåç L = L(K) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíîå
ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ te (t ∈ R, ±e ∈ Z).
Åñëè ‖e| > 0 äëÿ âñåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ e ∈ Z, òî ðàñøèðåííóþ
ïîëóíîðìó ‖ · | áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåííîé íîðìîé. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ ïîëîæèì B(x0, r) = x0 + rB = {x ∈ X | ‖x − x0| ⩽ r},
S(x, r) := B(x0, r) \ B̊(x0, r) (x0 ∈ X, r ⩾ 0). ×åðåç S áóäåì îáî-
çíà÷àòü ìíîæåñòâî S(0, 1). Òåì ñàìûì â ïðîñòðàíñòâå X◦ � âñåõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X ìîæíî ðàññìîòðåòü êîíóñ K∗, ñî-
ñòîÿùèé èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà X. Íà
êîíóñ-ïðîñòðàíñòâåK∗ îïðåäåëåíà íåñèììåòðè÷íàÿ íîðìà (ïîëóíîð-
ìà) ‖ · |∗, êîòîðàÿ ðàñøèðÿåòñÿ äî îáîáùåííîé íîðìû íà X◦ ïðè ïî-
ìîùè ðàâåíñòâà ‖x∗|∗ := +∞ äëÿ âñåõ X◦ \K∗. Íà ñàìîì äåëå, ýòà
íîðìà (ïîëóíîðìà) åñòü ôóíêöèîíàë Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâà, ñî-
ñòîÿùåãî èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ÷èñëîì 1 ëèíåéíûõ ôóíêöè-
îíàëîâ íà X. Êîíóñ-ïðîñòðàíñòâî K∗ áóäåì íàçûâàòü ñîïðÿæåííûì
ïðîñòðàíñòâîì ñ K. Çäåñü íàäî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñóùåñòâåííî
íåñèììåòðè÷íîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîïðÿæåííîå ñ íèì ïðî-
ñòðàíñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì. Äàëåå àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæ-
íî ââåñòè K∗∗ := (K∗)∗ âòîðîé ñîïðÿæåííûé êîíóñ è ò.ä. Òàêæå â
êà÷åñòâå íîñèòåëåé ñîîòâåòñòâåííî ðàñøèðåííûõ íîðì ‖ · |, ‖ · |∗ è
‖·|∗∗ ìîæíî âìåñòî ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâX,X◦ èX◦◦ := (X◦)◦ ðàñ-
ñìîòðåòü ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíûå îáîëî÷êè êîíóñîâ K, K∗ è K∗∗

èëè ëþáûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà èõ ñîäåðæàùèå. Ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñøèðåííûå (îáîáùåííûå) íîðìû äîîïðå-
äåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì +∞. Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ K ìîæíî òðàêòîâàòü
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êàê ýëåìåíò âòîðîãî ñîïðÿæåííîãî êîíóñà, åñëè îïðåäåëèòü äåéñòâèå
ýëåìåíòà x íà êîíóñ-ïðîñòðàíñòâî K∗ ôîðìóëîé x(x∗) := x∗(x). Òà-
êîå ñîïîñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ êîíóñ-ïðîñòðàíñòâà K ýëåìåíòó êîíóñ-
ïðîñòðàíñòâàK∗∗ áóäåì íàçûâàòü åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì êîíóñ-
ïðîñòðàíñòâà K â êîíóñ-ïðîñòðàíñòâî K∗∗ è îáîçíà÷àòü êàê îòîáðà-
æåíèå J : K → K∗∗. È K � ðåôëåêñèâíî (ïî îïðåäåëåíèþ), åñëè
J(K) = K∗∗. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå êîíóñ-ïðîñòðàíñòâà
K, äëÿ êîòîðûõ J(K) � ïðàâîå çàìûêàíèå J(L(K)) â K∗∗.

Òåîðåìà 1. Ðåôëåêñèâíîñòü êîíóñ-ïðîñòðàíñòâà K = K(X) ýê-
âèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàëà x∗ ∈ S∗ (ò.å. ôóíêöèî-
íàë x∗ ∈ K∗ åäèíè÷íîé íîðìû) äîñòèãàåò ñâîåé íîðìû.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü K � ïðàâî-ïîëíîå êîíóñ-ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
K ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå ïðàâî-ïîëíîå ñå-
ïàðàáåëüíîå êîíóñ-ïîäïðîñòðàíñòâî K0 ðåôëåêñèâíî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K � ïðàâî-ïîëíîå êîíóñ-ïðîñòðàíñòâî. Òî-
ãäà K ðåôëåêñèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå ïðàâî-ïîëíîå
êîíóñ-ïîäïðîñòðàíñòâî K0 ðåôëåêñèâíî.

ÎÁ ÓÑËÎÂÈßÕ ÊÂÀÇÈÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÎÑÒÈ
ÂÛÕÎÄÎÂ ÎÄÍÎÉ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÛ, ÇÀÂÈÑßÙÅÉ ÎÒ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ1

Î.Á. Öåõàí (Ãðîäíî, ÃðÃÓ)
tsekhan@grsu.by

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà âèäà

ż(t) = A (t, µ) z(t), z = (x, y)
′ ∈ Rn, x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , t ∈ T,

v(t) = c (t) z(t), v ∈ R, t ∈ T, z(t0) = z0, z0 = (x0, y0)
′
,

(1)

ãäå µ � ïàðàìåòð, µ > 0, A (t, µ) = A1(t) + 1
µA

2(t), A1 (t) =(
A1(t) A2(t)
0 0

)
, A2 (t) =

(
0 0
A3(t) A4(t)

)
, c(t) = [c1(t), c2(t)] , Ai (t) , 1, 4,

cj (t) , j = 1, 2, � íåïðåðûâíûå íà T ìàòðè÷íûå ôóíêöèè ïîäõîäÿ-
ùèõ ðàçìåðîâ, n = n1 + n2.

Ïóñòü ðåàëèçîâàëîñü íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå µ > 0 è â ñèñòå-
ìå (1) ðåàëèçîâàëîñü íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå z0 = z(t0), ÷òî
ïîðîäèëî ïðîöåññ z(t, µ) = z(t, z(t0), µ) (t ∈ T ) è âûõîäíóþ ôóíêöèþ
v(t, µ) = v(t, z(t0), µ) (t ∈ T ).

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ
Ðåñïóáëèêè Áåëàðóñü (ÃÏÍÈ �Êîíâåðãåíöèÿ-2025�, çàäàíèå 1.2.04)..
© Öåõàí Î.Á., 2023
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Äëÿ öåëîãîm > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç Um(T ) ñîâîêóïíîñòü âñåõ íèæ-
íåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö P (t) ðàçìåðà

(
(m+ 1)× (m+ 1)

)
ñ íåïðåðûâ-

íûìè íà T ýëåìåíòàìè pki(t) (k, i = 0, 1, . . . ,m), óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèþ pkk(t) 6= 0 (t ∈ T ), (k = 0, 1, . . . ,m). Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå
êâàçèäèôôåðåíöèðóåìîñòè îòíîñèòåëüíî P (t) ∈ Uk(T ) [1] cëåäóÿ [2]
ââåäåì

Îïðåäåëåíèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì µ > 0 ñèñòåìà (1) èìååò P -
êëàññ k, åñëè âñÿêàÿ åå âûõîäíàÿ ôóíêöèÿ v(t, z0, µ), t ∈ T , èìååò
íåïðåðûâíûå êâàçèïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû P (t) äî ïî-
ðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî.

Ïðèìåíåíèå Ëåììû 2.1 [2, c. 32] ê ñèñòåìå (1) äîêàçûâàåò
Óòâåðæäåíèå. Ïðè ôèêñèðîâàííîì µ > 0 ñèñòåìà (1) èìååò

P -êëàññ k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ j = 0, 1, . . . , k ñóùå-
ñòâóþò è íåïðåðûâíû ôóíêöèè-ñòðîêè

s0(t, µ) = p00(t)c(t),

sj(t, µ) = pjj(t)
(
sj−1(t)A(t, µ) + ṡj−1(t, µ)

)
+
j−1∑
i=0

pji(t)si(t, µ).
(2)

Ïóñòü äëÿ âûáðàííîé P ∈ Un(T ) ñóùåñòâóþò n-âåêòîð ôóíêöèè
smj (t), j = 0, 1, 2, . . . , îïðåäåëÿåìûå ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

smj (t) =


s00(t) = p00(t)c(t),
smj (t) = 0, m > j èëèm < 0,

pjj(t)s
m
j−1(t)A

1(t) + pjj(t)s
m−1
j−1 (t)A2(t)+

+ṡmj−1(t) +
∑j−1
i=m pji(t)s

m
i (t), m = 1, j − 1.

(4)

Òåîðåìà. Ñèñòåìà (1) èìååò P - êëàññ n äëÿ ëþáîãî µ > 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀j = 0, n− 1,m = 0, j, n-âåêòîð ôóíêöèè
smj (t) (4) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè âåðíû ïðåäïîëîæåíèÿ
ëåììû, òî îïðåäåëåíû âåêòîð-ñòðîêè smj (t), ∀j = 0, n, m = 0, j, (4).
Ìåòîäîì ìàòèíäóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì (2) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà
îïðåäåëåíû ñòðîêè sj(t, µ), j = 0, n (2) è ∀µ > 0 îíè ïðåäñòàâèìû â
âèäå sj(t, µ) =

∑j
m=0

1
µm s

m
j (t), îòêóäà ñîãëàñíî Óòâåðæäåíèþ ñëåäó-

åò, ÷òî äîñòàòî÷íîñòü âåðíà. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà (1) èìå-
åò P - êëàññ n äëÿ ëþáîãî µ > 0. Òîãäà ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â (2),
íåïðåðûâíû ∀j = 0, n. Ñîãëàñíî (2) èç íåïðåðûâíîñòè sk(t, µ) ñëå-
äóåò íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü sk−1(t, µ), ïîýòîìó ∀µ > 0
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ôóíêöèè sj(t, µ) ∀j = 0, n− 1. Äà-
ëåå ñ ó÷åòîì sj(t, µ) =

∑j
m=0

1
µm s

m
j (t) äîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ
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äèôôåðåíöèðóåìîñòü smj (t) äëÿ ëþáûõ j = 0, n− 1,m = 0, j, ÷òî è
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Òåîðåìû, òî ìàòðèöà
P , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé êâàçèäèôôåðåíöèðóåìû âûõîäû ñèñòåìû
(1), íå çàâèñèò îò µ è îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé

(
A1, A2, c

)
.

Äîêàçàííûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå çàâèñÿùåé îò
ïàðàìåòðà ìàòðèöû íàáëþäàåìîñòè [2, ñòð. 33] äëÿ ëèíåéíûõ íåñòà-
öèîíàðíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì âèäà (1) ïðè ëþáîì ïî-
ëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè
àíàëèçå P -ðàâíîìåðíîé íàáëþäàåìîñòè òàêèõ ñèñòåì.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ: ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÀß
ÑÓÙÍÎÑÒÜ È ÏÐÎÁËÅÌÀ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈß
Í.Â. ×åðíîóñîâà (Åëåö, ÅÃÓ èì. È.À. Áóíèíà)
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Ìîäåëü ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû ïî ìàòåìàòèêå ñîõðàíÿåò ïðå-
åìñòâåííîñòü. Åäèíûé ãîñóäàðñòâåííûé ýêçàìåí ïî ìàòåìàòèêå
(ÅÃÝ ïî ìàòåìàòèêå) ïðîôèëüíîãî óðîâíÿ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò
òðåáîâàíèÿì ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ ñðåäíåé îáùåîáðà-
çîâàòåëüíîé øêîëû. Â öåëÿõ ýôôåêòèâíîãî îòáîðà âûïóñêíèêîâ äëÿ
ïðîäîëæåíèÿ îáðàçîâàíèÿ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèÿõ çàäàíèÿ 2
÷àñòè ðàáîòû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïðîâåðêè çíàíèé íà òîì óðîâíå
òðåáîâàíèé, êîòîðûé òðàäèöèîííî ïðåäúÿâëÿåòñÿ âóçàìè ñ ïðîôèëü-
íûì ýêçàìåíîì ïî ìàòåìàòèêå. Ñîäåðæàíèå è ñòðóêòóðà ýêçàìåíà-
öèîííîé ðàáîòû äàþò âîçìîæíîñòü äîñòàòî÷íî ïîëíî ïðîâåðèòü êîì-
ïëåêñ óìåíèé ïî ìàòåìàòèêå, â òîì ÷èñëå óìåíèÿ ðåøàòü óðàâíåíèÿ
è íåðàâåíñòâà.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåðêè ýêçàìåíàöèîííûõ ðàáîò ïîêàçûâàþò, ÷òî
âûïóñêíèêè èñïîëüçóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ. Â
ïîñëåäíåå âðåìÿ î÷åâèäíî ïðåâàëèðîâàíèå ìåòîäà ðàöèîíàëèçàöèè
ïðè ðåøåíèè çàäàíèé ïîä íîìåðîì 14. Âñåãäà ëè ýòîò âûáîð îñîçíàí

© ×åðíîóñîâà Í.Â., 2023
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è íåîáõîäèì? Ñòàòèñòèêà ïðîâåðêè ðàáîò òàêîâà: ¾ðåøàåìîñòü¿ ýòî-
ãî çàäàíèÿ íåâûñîêà, ïðèìåðíî îêîëî 17% ëîãè÷íî è îáîñíîâàííî
ïðèâîäÿò ðåøåíèå çàäàíèÿ.

Ìîæíî âûäåëèòü òèïè÷íûå îøèáêè ó÷àùèõñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîá-
ùåííîãî ìåòîäà èíòåðâàëîâ ó÷àùèåñÿ äîïóñêàþò ôîðìàëüíîå âû-
ïîëíåíèå øàãîâ ìåòîäà èíòåðâàëîâ è îòäåëüíûõ ýòàïîâ áåç ïîíèìà-
íèÿ åãî ñóòè; ðàññòàíîâêà çíàêîâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ïðîèñõîäèò áåç
ó÷åòà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Ìåòîä ðàöèîíàëèçàöèè øêîëü-
íèêè çà÷àñòóþ èñïîëüçóþò, íå ïðèâåäÿ íåðàâåíñòâî ê ñòàíäàðòíîìó
âèäó, íå ó÷òÿ îñîáûå äîïóñòèìûå óñëîâèÿ åãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Ïðîâåðêà óìåíèÿ ðåøàòü íåðàâåíñòâà åæåãîäíî âûÿâëÿåò, ÷òî
øêîëüíèêè íå óìåþò ëîãè÷íî, îáîñíîâàííî ðåøàòü ïðîñòåéøèå
êâàäðàòíûå è äðîáíî-ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà. Â ÷åì ïðè÷èíà
ïðîèñõîäÿùåãî? Ïî÷åìó åæåãîäíûå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå îòìå÷à-
þò ëèøü íåçíà÷èòåëüíûé ðîñò âûïîëíåíèÿ çàäàíèé? Ìåòîä ðàöèî-
íàëüíî äîñòàòî÷íî íåäàâíî áûë âêëþ÷åí â îáùóþ ñèñòåìó øêîëü-
íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ïñèõîëîãî-ïåäàãîãè÷åñêèå è ìå-
òîäè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ äîêàçàëè � âîñïðèÿòèå è çàïîìèíàíèå èí-
ôîðìàöèè ëåã÷å, åñëè îíà ñòðóêòóðèðîâàíà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâåäåíà ê ðàçáîðó òèïîâûõ çàäàíèé, îòñóòñòâó-
åò ñèñòåìíîñòü â ïîäõîäå ê ðåøåíèþ çàäàíèé, íå âñå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ
ñîäåðæàòü ñèñòåìó çàäà÷, îãðàíè÷èâàþòñÿ ëèøü íàáîðîì òåìàòè÷å-
ñêîé íàïðàâëåííîñòè.
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Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñïëàéí èíòåðïîëÿöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
ïî çíà÷åíèÿì (fj)j∈Z ïîñòðîèòü ôóíêöèþ S(x) òàêóþ, ÷òî
1) S(x) îïðåäåëåíà íà R è m ðàç äèôôåðåíöèðóåìà íà R, m ⩾ 1

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò � 22-2101-
00037).
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2) íà êàæäîì îòðåçêå [j, j+1] ôóíêöèÿ S(x) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
m.
3) S(j) = fj ïðè âñåõ j ∈ Z.
Â äàííîì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå îñíîâíîé ïðîáëåìû
ñïëàéí èíòåðïîëÿöèè äâîè÷íûìè áàçèñíûìè ñïëàéíàìè. Ïðè ýòîì
íàéäåíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå, ïðè êîòîðîì íå íóæíî ðåøàòü ñèñòå-
ìó áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü W2n−1(x)� ôóíêöèè Óîëøà, If(x) =
x∫
0

f(t)dt (x ∈ [0, 1]) � îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ, Ôóíêöèþ

ψn,N (x) = Q(n,N)INW2n−1(x), x ∈ [0, 1], n, N ∈ N, N ⩽ n,

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûì áàçèñíûì ñïëàéíîì N -é ñòåïåíè îò n-é
ôóíêöèè Óîëøà, ãäå Q(n,N) � íîðìèðóþùèé êîýôôèöèåíò ψn,N (x)
â C[0, 1].

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk(0,+∞) ñîâîêóïíîñòü
êóñî÷íî�ìíîãî÷ëåííûõ ôóíêöèé k-é ñòåïåíè , èìåþùèõ íåïðåðûâ-
íûå ïðîèçâîäíûå äî k − 1-ãî ïîðÿäêà íà [0,+∞), è êîòîðûå íà
êàæäîì îòðåçêå [t− 1, t] (t ∈ N) ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûì ìíî-
ãî÷ëåíîì k-é ñòåïåíè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ïðîñòðàíñòâî
Pk(−∞,+∞).

Îáîçíà÷èì Fn,n(x) = ψn,n

( x
2n

)
.

Òåîðåìà 1. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé

Fn,n (x− j) , j ∈ Z, j > −2n, j /∈
[
−2d+1 + 1,−2d − 1

]
,

0 ⩽ d < n, d ∈ N,

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Pn(0,+∞).
Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû ïåðåä äâîè÷íûìè áàçèñ-

íûìè ñïëàéíàìè, êîòîðûå â òî÷êå x = 0 íå ðàâíû íóëþ. Ýòî ôóíê-
öèè âèäà Fn,n (x− 2t). Êîýôôèöèåíòû âèäà c−2t , 0 ⩽ t ⩽ n â ðàçëî-
æåíèè ôóíêöèè f ∈ Pn(0,+∞) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíî-
øåíèÿìè:

c−1 = an−1

ψ
(n−1)
n,n ( 1

2n )
= an−1·Q(1,1)

Q(n,n) = an−1·2
2+3−1−2

2

2
2n2+3n−n2−2

2

= an−1

2
n2+3n−4

2

,

. . .

c−2t =
an−t−

∑t−1
j=0 c−2jψ

(t)
n,n( 1

2n−t )

2
(n2−t2)+3(n−t)

2

,

. . .
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ãäå at = f (t)(0).
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ïðîäîëæèòü âû÷èñëåíèÿ íà ïîëîæèòåëüíóþ ïî-
ëóîñü. Êîýôôèöèåíò ci ïðè i ⩾ 0 îäíîçíà÷íî âû÷èñëÿåòñÿ ðåêóð-
ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì â öåëî÷èñëåííîé òî÷êå i + 1. Íàêîíåö, âû-
÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü è íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü, òàêèì
îáðàçîì ñèñòåìà

Fn,n (x− j) , j ∈ Z, j /∈
[
−2d+1 + 1,−2d − 1

]
, 0 ⩽ d < n, d ∈ N.

åñòü áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Pn(−∞,+∞).
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íûå ìåòîäû òåîðèè ôóíêöèé è ñìåæíûå ïðîáëåìû : ìàòåðèàëû
Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè : Âîðîíåæñêàÿ çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷å-
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ÐÅØÅÍÈßÌÈ
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Â ðàáîòå èçó÷åíà ñêîðîñòü ðîñòà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è{
− (pu′x)

′
σ + qu = λM ′

σu;
u(0) = u(`) = 0,

(1)

ãäå λ� ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð.
Ðåøåíèå (1), êàê è â ðàáîòàõ [1]�[3], áóäåì èñêàòü â êëàññå E �

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà [0; `] ôóíêöèé u(x), ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
êîòîðûõ u′x(x)� σ-àáñîëþòíî íåïðåðûâíà íà [0, `].

Â òî÷êàõ ξ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó òî÷åê ðàçðûâà σ(x), óðàâ-
íåíèå â (1) ïîíèìàåòñÿ êàê ðàâåíñòâî −∆(pu′x) (ξ) + u(ξ)q(ξ) =
λM ′

σ(ξ)u(ξ), ãäå ∆u(ξ) � ïîëíûé ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) â òî÷êå ξ.
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè p(x) è M(x) σ-àáñîëþòíî
íåïðåðûâíû íà [0; `]S(µ) (îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà [0; `]S(µ)
ñì. [1]�[3]), min

x∈[0;ℓ]S(µ)

p(x) > 0, q(x)� σ�ñóììèðóåìà, q(x) ⩾ 0.

Äîêàçàíà òåîðåìà.
Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå:M ′

σ(x) > 0.
Òîãäà ðÿä

∞∑
n=1

1

λ
1/2+δ
n

,

ãäå λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1), ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì δ >
0, è ðàñõîäèòñÿ ïðè δ = 0.
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Íàëè÷èå äîñòàòî÷íîãî êîëè÷åñòâà íå òîëüêî ïåðâûõ èíòåãðàëîâ,
íî è äðóãèõ òåíçîðíûõ èíâàðèàíòîâ, êàê èçâåñòíî [1, 2], ïîçâîëÿ-
åò ïîëíîñòüþ ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Òàê, íàïðèìåð, íàëè÷èå èíâàðèàíòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìû ôàçîâîãî îáúåìà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî òðåáóå-
ìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ýòîò ôàêò äî-
ñòàòî÷íî åñòåñòâåíåí. Äëÿ ñèñòåì æå, îáëàäàþùèõ ïðèòÿãèâàþùè-
ìè èëè îòòàëêèâàþùèìè (àñèìïòîòè÷åñêèìè) ïðåäåëüíûìè ìíîæå-
ñòâàìè, íå òîëüêî íåêîòîðûå ïåðâûå èíòåãðàëû, íî è êîýôôèöèåíòû
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èìåþùèõñÿ èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì äîëæíû, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, âêëþ÷àòü òðàíñöåíäåíòíûå (â ñìûñëå êîìïëåêñíîãî àíà-
ëèçà) ôóíêöèè (ñì. òàêæå [3�5]).

Êàê ïîêàçàíî ðàíåå, çàäà÷à î äâèæåíèè ÷åòûðåõìåðíîãî ìàÿòíè-
êà íà îáîáùåííîì ñôåðè÷åñêîì øàðíèðå â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå
ñèë, êîòîðûé ìîæíî îáðàçíî îïèñàòü, êàê �ïîòîê íàáåãàþùåé ñðåäû,
çàïîëíÿþùåé âñåîáúåìëþùåå ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî�. Ýòà çà-
äà÷à ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê
òðåõìåðíîé ñôåðå, ïðè ýòîì ìåòðèêà ñïåöèàëüíîãî âèäà íà íåé èíäó-
öèðîâàíà äîïîëíèòåëüíûìè ãðóïïàìè ñèììåòðèé [6]. Äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå òàêîãî ìàÿòíèêà, îáëàäàþò çíàêî-
ïåðåìåííîé äèññèïàöèåé, ïîëíûé ñïèñîê ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ñîñòîèò
èç òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç êîíå÷íóþ êîì-
áèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Òî æå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî åñòå-
ñòâåííî âîçíèêàåò â çàäà÷å î äâèæåíèè òî÷êè ïî òðåõìåðíîé ñôå-
ðå ñ èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé îáúåìëþùåãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Îòìåòèì òàêæå çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷êè ïî áîëåå îáùèì
òðåõìåðíûì ïîâåðõíîñòÿì âðàùåíèÿ, â ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî
è ò. ä. Âïåðâûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåì ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñ
íåêîíñåðâàòèâíûì ïîëåì ñèë ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ àâòîðà [4,
5]. Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ðàñïðîñòðàíÿåò ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò
íà áîëåå øèðîêèé êëàññ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïðåäúÿâëåíû ïîëíûå íàáîðû èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ôîðì ôàçîâîãî îáúåìà äëÿ îäíîðîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
íà êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèÿõ ê ãëàäêèì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
ÿì. Ïîêàçàíà ñâÿçü íàëè÷èÿ äàííûõ èíâàðèàíòîâ è ïîëíûì íàáî-
ðîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ãåîäåçè-
÷åñêèõ, ïîòåíöèàëüíûõ è äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì ââîäèìûå
ñèëîâûå ïîëÿ äåëàþò ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû äèññèïàòèâíûìè ñ
äèññèïàöèåé ðàçíîãî çíàêà è îáîáùàþò ðàíåå ðàññìîòðåííûå.

Òàê â íà÷àëå ðàáîòû èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ãåîäåçè÷åñêèõ, âêëþ÷àþ-
ùàÿ, â ÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå è äðóãèõ ïîâåðõíîñòÿõ âðà-
ùåíèÿ, òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ëîáà÷åâñêîãî. Óêàçûâàþòñÿ äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ. Äà-
ëåå â ñèñòåìû äîáàâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ñèë ñïåöèàëüíîãî âè-
äà, òàêæå óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé, íà êëàññàõ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ ðàññìîò-
ðåííûì â íà÷àëå ðàáîòû. Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ðàáîòû ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ óñëîæíåíèå çàäà÷è, âîçíèêàþùåå â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ
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íåêîíñåðâàòèâíîãî ïîëÿ ñèë ñî çíàêîïåðåìåííîé äèññèïàöèåé. Òàê-
æå óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè.
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Ïóñòü

P =
∑

|α|⩽m
aα(x)D

α, x ∈ Ω ⊂ Rn, Dk =
1

i

∂

∂xk
, i2 = −1, (1)

- ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïîðÿäêà m ⩾ 1 ñ âå-
ùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè, êîìïëåêñíîçíà÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè,
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îïðåäåëåííûé â îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kx(P ) ⊂
T ∗
xΩ ÿäðî ñèììåòðè÷åñêîé m-ëèíåéíîé ôîðìû

Fx(η1, η2, . . . , ηm) =
1

m!

n∑
j1,j2,...,jm=1

∂mpm
∂ξj1 . . . ∂ξjm

(x, ξ)η1j1 . . . η
m
jm ,

èíäóöèðóåìîé â òî÷êå x ∈ Ω è ñòàðøèì ñèìâîëîì îïåðàòîðà P .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:
(1)

⋃
x∈Ω

(x,Kx(P ) \ {0}) = Char(P );

(2) êîðàçìåðíîñòü ÿäðà Kx(P ) íå çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ Ω è
ðàâíà k.

Ìíîæåñòâî ∪x∈Ω(x,Kx(P )) îáðàçóåò ïîäðàññëîåíèå K(P ) ðàññëîå-
íèÿ T ∗Ω êîðàçìåðíîñòè k, êîòîðîå â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TΩ
èíäóöèðóåò ãëàäêîå k-ìåðíîå ïîäðàññëîåíèå:

L(P ) = {(x, τ) ∈ TΩ |x ∈ Ω è ξ(τ) = 0 ∀ξ ∈ Kx(P )}.

×åðåç L(P ) îáîçíà÷èì äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó, ïîðîæäåííóþ
L(P ), òî åñòü ïîäìîäóëü C∞-ñå÷åíèé ïîäðàññëîåíèÿ L(P ) ⊂ TΩ ìî-
äóëÿ C∞-ñå÷åíèé T Ω êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TΩ. Äèôôåðåíöèàëü-
íàÿ ñèñòåìà L(P ) ïîðîæäàåò â C∞-ìîäóëå T Ω ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ôèëüòðàöèþ C∞-ïîäìîäóëåé Hj , â êîòîðîé ïåðâûé ýëå-
ìåíò H1 = L(P ), à ïîñëåäóþùèå ïîäìîäóëè Hj+1 ïîðîæäàþòñÿ âåê-
òîðíûìè ïîëÿìè èç L(P ) è êîììóòàòîðàìè âåêòîðíûõ ïîëåé âèäà
[L(P ),Hj ]. Äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó L íàçûâàþò íåãîëîíîìíîé,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî r, ÷òî

L = H1 ⫋ H2 ⫋ . . . ⫋ Hr = Hr+1 ⫋ T Ω.

Äîïîëíèòåëüíî ê óñëîâèÿì (1) è (2) ïðåäïîëîæèì, ÷òî
(3) äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà L(P ) íåãîëîíîìíà è ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Hr

x ⊂ TxΩ èìååò ðàçìåðíîñòü m, íå çàâèñÿùóþ îò
òî÷êè x ∈ Ω, ïðè÷åì k < m < n.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîäìîäóëü Hr ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíîé äèôôåðåíöèàëü-
íîé ñèñòåìîé è â ñèëó òåîðåìû Ôðîáåíèóñà ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó
x0 ∈ Ω ïðîõîäèò ìàêñèìàëüíîå ñâÿçíîå èíòåãðàëüíîå ïîäìíîãîîáðà-
çèå MHr,x0 .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü P � îïåðàòîð âèäà (1) ñ àíàëèòè÷åñêèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (1), (2) è (3), ôóíêöèè
u1(x) è u2(x) ∈ D′(Ω). Òîãäà èç ðàâåíñòâà ðîñòêîâ u1x0

∼= u2x0 â òî÷êå
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x0 ∈ Ω ñëåäóåò, ÷òî u1x
∼= u2x âî âñåõ òî÷êàõ x ñâÿçíîé êîìïîíåíòû

Fx0 ìíîæåñòâà MHr,x0 ∩ {y ∈ Ω | (Pu1)y ∼= (Pu2)y}, ñîäåðæàùåé
x0.
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Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âåêòîðíàÿ
çàïèñü êîòîðîé èìååò âèä

ẋ = Ax+ εf(x, ε), (1)

ãäå x = (x1, x2, x3) - âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ; f(x, ε) � íåïðåðûâíî �
äèôôåðåíöèðóåìàÿ âåêòîð � ôóíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
x, ε; ε - ïîëîæèòåëüíûé è äîñòàòî÷íî ìàëûé ïàðàìåòð; A - êâàäðàò-
íàÿ ìàòðèöà. Êðîìå òîãî, îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A ïðåäïîëàãàåì,
÷òî îíî èìååò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: ±iβ ∈ σ(A), β 6= 0,
β > 0; γ ∈ σ(A), γ 6= 0, γ ∈ R1. À òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà
(1) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
x(t+ T, ε) ≡ x(t, ε).

Ñëåäóåò, îòìåòèò, ÷òî â ñëó÷àå x ∈ R2 ñèñòåìà (1) áûëî ðàñ-
ñìîòðåíî â ðàáîòå [1]. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î
ñóùåñòâîâàíèè öèêëîâ îòïðàâíûì ïóíêòîì ïîñëóæèëà êëàññè÷åñêàÿ
òåîðåìà Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèíà [2], êîòîðàÿ ñôîðìóëèðîâàíà ïðè ïðåäïîëî-
æåíèè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèè f(x, ε) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
x, ε è â îòëè÷èå îò ìåòîäà Ïîíòðÿãèíà, íå ïðåäïîëàãàëîñü äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòü âñåõ âõîäÿùèõ ôóíêöèé.

Äàëåå, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîãäà x ∈ R3. Ïðè âñåõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ íà ñèñòåìó (1) ñîãëàñíî òåîðåìû Æîðäàíà, èìååì

©Øàðèôçîäà Ç.È., 2023

371



U−1AU =

 0 β 0
−β 0 0
0 0 γ

 ,

Â ñèñòåìå (1) ââåäÿ çàìåíó x = Uy, èìååì ẏ1 = βy2 + εg1(y1, y2, y3, ε),
ẏ2 = −βy1 + εg2(y1, y2, y3, ε),
ẏ3 = γy3 + εg3(y1, y2, y3, ε).

(2)

Íà ïåðâûé ýòàï ðàññìîòðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
öèêëîâ â ñèñòåìå (1). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ öèêëîâ, ïðèâåäåì ñèñòåìó (2) ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó.
Ñ ýòîé öåëüþ ïåðåõîäèì ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Ïóñòü (y1(t), y2(t), y3(t)) - ðåøåíèå ñèñòåìû (2), íå îáðàùàþùååñÿ
â íóëü. Ïîëàãàÿ y1 = r(t)cosϕ(t),

y2 = r(t)sinϕ(t),
ẏ3 = γy3 + εg3(r(t)cosϕ(t), r(t)sinϕ(t), y3, ε),

èìååì ṙ = ε[g1(rcosϕ, rsinϕ, y3) · cosϕ+ g2(rcosϕ, rsinϕ, y3) · sinϕ],
ϕ̇ = −β − ε

r [g1(rcosϕ, rsinϕ, y3) · cosϕ− g2(rcosϕ, rsinϕ, y3) · sinϕ],
ẏ3 = γy3 + εg3(r(t)cosϕ(t), r(t)sinϕ(t), y3, ε),

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè çíà÷åíèé ε = εk, εk → 0, ïðè k → ∞ ñèñòåìà (2) èìååò ïå-
ðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå yk(t+ T, ε) ≡ yk(t, ε) ñ ïåðèîäîì T = T (ε) > 0,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ||yk(t, ε)|| < C. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
ρ0, ÷òî F (ρ0) = 0.
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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âèäà{

ϕ′ = −∂H(φ,y)
∂y + µ · P (ϕ, y, µ),

y′ = ∂H(φ,y)
∂φ + µ ·Q(ϕ, y, µ),

(1)

ãäå ôóíêöèè H(ϕ, y) ≡ H(ϕ + 2π, y), P (ϕ, y, µ) ≡ P (ϕ + 2π, y, µ),
Q(ϕ, y, µ) ≡ Q(ϕ + 2π, y, µ) - íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåí-
íûõ ϕ, y, µ â îáëàñòè |µ| < µ0.

Ñèñòåìà âèäà (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé ôàçîâîé
ïîâåðõíîñòè [1] è âîçíèêàåò â çàäà÷àõ îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó ñèí-
õðîííûõ ãåíåðàòîðîâ è äâèãàòåëåé, äèíàìèêó ïîëåòà ñàìîëåòà, è
ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷. Ñëåäîâàòåëüíî, èçó÷åíèè ïîäîáíûõ ñèñòåì â
íàñòîÿùåå âðåìÿ èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõ-
íèêè.

Îñíîâíàÿ öåëü ðàáîòû - èññëåäîâàòü ðåøåíèÿ (ϕ(t), y(t)) ñèñòå-
ìû (1) óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì: ϕ(T ) = ϕ(0) + 2k0π, k0 ∈ Z,
y(T ) = y(0) ïðè µ 6= 0, ãäå T -íåèçâåñòíûé ïåðèîä. Ðàçðåøàÿ óðàâíå-
íèÿ H(ϕ, y) = h, (h-const) îòíîñèòåëüíî y ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

(∂(ϕ, y)/∂y) 6= 0,

îïðåäåëèì ôóíêöèþ y = Y (ϕ, h). Äàëåå, ïî ôóíêöèÿì P (ϕ, y, 0),
Q(ϕ, y, 0) îïðåäåëèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ

F (h) =

∫ 2π

0

[Q(ϕ, Y (ϕ, V ), 0) + P (ϕ, Y (ϕ, V ), 0) ·
H ′
φ(ϕ, Y (ϕ, V ))

H ′
y(ϕ, Y (ϕ, V ))

]dϕ

(2)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèè öèêëîâ ñèñòåìû (1)
êàê è â ðàáîòå [2] îòïðàâíûì ïóíêòîì ïîñëóæèëà êëàññè÷åñêàÿ òåî-
ðåìà Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [1,c.209], êîòîðàÿ ñôîðìóëèðîâàíà ïðè ïðåä-
ïîëîæåíèè àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé, P (ϕ, y, µ) è Q(ϕ, y, µ) ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ ϕ, y, µ:

©Øàðèôçîäà Ç.È., Íóðîâ È.Äæ. , 2023
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Òåîðåìà [1]. Äëÿ òîãî ÷òîáû ó ñèñòåìû (1) ñóùåñòâîâàë ïðå-
äåëüíûé öèêë, ðîæäàþùèéñÿ èç êðèâîé y = Y (ϕ, h0), íåîáõîäèìî,
÷òîáû

F (h) =

∫ 2π

0

[Q(ϕ, Y (ϕ, h0), 0)− P (ϕ, Y (ϕ, h0), 0) · Y ′
φ(ϕ, h0)]dϕ = 0,

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðè óñëîâèè F (h0) = 0 âûïîëíÿëîñü

F1(h0) =

∫ 2π

0

P ′
φ(ϕ, Y (ϕ, h0), 0) +Q′

y(ϕ, Y (ϕ, h0), 0)

−H ′
y(ϕ, Y (ϕ, h0))

dϕ 6= 0.

Åñëè F (h0) = 0 è F1(h0) 6= 0, òî ðîæäàþùèéñÿ öèêë åäèíñòâåí-
íûé è ïðèòîì óñòîé÷èâûé, åñëè µF1(h0) < 0, H ′

y(ϕ, Y (ϕ, h)) >
0 èëè µF1(h0) > 0, H ′

y(ϕ, Y (ϕ, h)) < 0, è íåóñòîé÷èâûé, åñëè
µF1(h0) > 0, H ′

y(ϕ, Y (ϕ, h)) > 0 èëè µF1(h0) < 0, H ′
y(ϕ, Y (ϕ, h)) <

0.

Îäíàêî, óñëîâèÿ F ′(h) 6= 0 íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ çà-
äà÷. Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé P (ϕ, y, µ), Q(ϕ, y, µ) â òåðìèíàõ ñàìîé ôóíêöèè F (h). À èìåííî,
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1 (Àíàëîã òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé µ = µκ 6= 0,
µk → 0 ïðè k → ∞ ñèñòåìà (1) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
(ϕ(t, µk), y(t, µk)), c ïåðèîäîì Tµk

> 0, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
|ϕ(t, µk)|+ |y(t, µk)| ⩽ M , M > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå h0, ÷òî
F (h0) = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü h0 > 0 - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F (h) = 0 è â
îêðåñòíîñòè òî÷êè h0, [h0 + ε, h0 − ε], h0 − ε > 0 ôóíêöèÿ F (h) 6= 0
ïðè h 6= h0, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (h) ìåíÿþò çíàê ïðè ïå-
ðåõîäå ÷åðåç òî÷êó h0. Òîãäà ñèñòåìà (1) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ µ èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (ϕ(t, µ), y(t, µ)), óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ |H(ϕ(t), y(t))− h0| < ε0.

Ñëåäóþùèé ýòàï ðàçðàáîòàí àíàëèòè÷åñêàÿ ôîðìóëà(àëãîðèòì)
ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ äëÿ ñèñòåìû (1) óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
òåîðåì 1 è 2.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàíû ôóíêöèè F0(V ), Q0(ϕ, V, µ), P (ϕ, y, µ)-
íåïðåðûâíûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ôóíêöèÿ H(ϕ, y) èìååò íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî
îáîèì àðãóìåíòàì, H ′

y(ϕ, y) 6= 0 ïðè âñåõ ϕ è y. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ
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Q(ϕ, y, µ) ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì

Q(ϕ, y, µ) = F0(H(ϕ, y)) ·Q0(ϕ,H(ϕ, y), µ)−P (ϕ, y, µ) ·
H ′
φ(ϕ, y)

H ′
y(ϕ, y)

(3).

Â ðàâåíñòâå (3) ïåðåíåñÿ ñëàãàåìóþ P (ϕ, y, µ) · H
′
φ(φ,y)

H′
y(φ,y)

â ëåâóþ
÷àñòü, èìååì

Q(ϕ, y, µ) + P (ϕ, y, µ) ·
H ′
φ(ϕ, y)

H ′
y(ϕ, y)

= F0(H(ϕ, y)) ·Q0(ϕ,H(ϕ, y), µ).

Äàëåå, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå H(ϕ, y) = V . Ïîëàãàÿ, ÷òî äàííîå
óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî y. Ôèêñèðóÿ (ϕ, V ) îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Y (ϕ, V ) - ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ: H(ϕ, Y (ϕ, V )) ≡ V . Â
ðàâåíñòâå (3) ïîëîãàÿ y = Y (ϕ, V ), èìååì:

Q(ϕ, Y (ϕ, V ), µ) + P (ϕ, Y (ϕ, V ), µ) ·
H ′
φ(ϕ, Y (ϕ, V ))

H ′
y(ϕ, Y (ϕ, V ))

=

= F0(H(ϕ, Y (ϕ, V ))) ·Q0(ϕ,H(ϕ, Y (ϕ, V )), µ).

Òàê êàê H(ϕ, Y (ϕ, V )) ≡ V , òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåì ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

Q(ϕ, Y (ϕ, V ), µ)+P (ϕ, Y (ϕ, V ), µ)·
H ′
φ(ϕ, Y (ϕ, V ))

H ′
y(ϕ, Y (ϕ, V ))

= F0(V )·Q0(ϕ, V, µ).

Â ýòîì ðàâåíñòâå ïîëàãàÿ µ = 0 è çàòåì èíòåãðèðóÿ åå îò íóëÿ äî 2π
ïî ϕ, ïîëó÷èì∫ 2π

0

[Q(ϕ, Y (ϕ, V ), 0) + P (ϕ, Y (ϕ, V ), 0) ·
H ′
φ(ϕ, Y (ϕ, V ))

H ′
y(ϕ, Y (ϕ, V ))

]dϕ =

=

∫ 2π

0

F0(H(ϕ, Y (ϕ, V ))) ·Q0(ϕ,H(ϕ, Y (ϕ, V )), µ)dϕ.

Òîãäà â ñèëó (2), èìååì

F (V ) =

∫ 2π

0

F0(V ) ·Q0(ϕ, V )dϕ.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü F0(V ) = (V − 1)3, à ôóíêöèÿ Q0(ϕ, V, 0) = 3 +
cosϕ, òîãäà, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó{

ϕ̇ = −(2 + cosϕ),
ẏ = −sinϕ · y + µ · [(2 + cosϕ)y − 1]3 · (3 + cosϕ).
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ H(ϕ, y) = (2 + cosϕ) · y,
P (ϕ, y, µ) = 0, à ôóíêöèÿ Q(ϕ, y, µ) = [(2 + cosϕ)y − 1]3 · (3 + cosϕ),
òî

F (V ) =

∫ 2π

0

(V − 1)3 · (3 + cosϕ)dϕ,

ãäå V -ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì F (V ) = 6π · (V −
1)3. Â òî÷êå V = V0 = 1, ôóíêöèÿ F (V0) = 0, à åãî ïðîèçâîäíàÿ â
ýòîé òî÷êå F ′(V0) = (V0 − 1)3 · (3 + cosϕ) = 0.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü F0(V ) =
√
|V − 1|sign(V − 1), à ôóíêöèÿ

Q0(ϕ, V, 0) = 2 + cos2ϕ, òîãäà ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó{
ϕ̇ = −2y,

ẏ = −2sinϕ+ µ ·
√
|y2 + 2cosϕ− 1|sign(y2 + 2cosϕ− 1) · (2 + cos2ϕ).

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ôóíêöèÿ H(ϕ, y) =
y2 + 2cosϕ, P (ϕ, y, µ) = 0, à ôóíêöèÿ Q(ϕ, y, µ) =√
|y2 + 2cosϕ− 1| sign(y2 + 2cosϕ− 1) · (2 + cos2ϕ), òî

F (V ) =

∫ 2π

0

√
|V − 1|sign(V − 1) · (2 + cos2ϕ)dϕ,

ãäå V -ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì F (V ) = 5π ·√
|V − 1|sign(V − 1). Â òî÷êå V = V0 = 1, ôóíêöèÿ F (V0) = 0 è

â ýòîé òî÷êå ôóíêöèÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
òåîðåì 1 è 2.

Ëèòåðàòóðà
1. Áàóòèí Í.Í. Ìåòîäû è ïðèåìû êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ äè-

íàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè / Í.Í. Áàóòèí, Å.À. Ëåîíòîâè÷. �
Ì. : Íàóêà, 1976. � 496 ñ.

2. Ìóõàìàäèåâ Ý.Ì. Î ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ íåëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà / Ý.Ì. Ìó-
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ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß Â
ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ È

ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÍÈÌÈ1

À.À. Øêàëèêîâ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà)
ashkaliko@yandex.ru

Ìíîãèå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîãóò áûòü çàïèñàíû
â ôîðìå

A0u+A1
du

dt
+ · · ·+Am

dmu

dtm
= 0,

ãäå u = u(t) � ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
H, à Aj , j = 1, . . . ,m, � íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Íàèáîëåå âàæåí ñëó÷àé m = 2, íî óðàâíåíèÿ
ïîðÿäêà m = 4 òàêæå âñòðå÷àþòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé, âîïðîñû åäèíñòâåííîñòè
è ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ òåñíî ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì
ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ïó÷êîâ îïåðàòîðîâ

A(λ) = A0 + λA1 + · · ·+ λmAm, (1)

êîòîðûå ìû íàçûâàåì îïåðàòîð-ñèìâîëàìè óêàçàííûõ óðàâíåíèé.
Ìû âûäåëèì êëàññû óðàâíåíèé, êîòîðûå íàçîâåì ãèïåðáîëè÷åñêè-
ìè è ýëëèïòè÷åñêèìè. Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé ïðîâåäåì ïîñòàíîâêè
êðàåâûõ çàäà÷ è ïîëó÷èì òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè è ðàçðåøèìîñòè.

Âûäåëèì êëàññ ïó÷êîâ, êîòîðûå íàçîâåì ñòàíäàðòíûìè. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîãî îïåðàòîðà A0 ñîâïà-
äàåò ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Sm, ãäå S = S∗ >> 0 �
ñàìîñîïðÿæåííûé ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð. Ïðè j =
1, 2, . . . ,m äëÿ îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ Aj ñïðàâåäëèâû
âêëþ÷åíèÿ D(Aj) ⊇ D(Sm−j), ïðè÷åì îïåðàòîðû AjS

j−m îãðàíè-
÷åíû. Äðóãèìè ñëîâàìè: îïåðàòîðû Aj , j = 0, 1, . . . ,m ïðåäñòàâèìû
â âèäå Aj = BjS

m−j , ãäå Kj � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, à îïåðàòîð
Bm îãðàíè÷åí è îáðàòèì. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî λ0 ∈ C, òàêîå, ÷òî A(λ0) îáðàòèì.

Ñòàíäàðòíûé ïó÷îê íàçîâåì ïó÷êîì Êåëäûøà, åñëè B0 = Sm +
K0, Bm = 1 +Km, Bj = Kj , j = 1, 2, . . . ,m − 1, ãäå âñå îïåðàòîðû
Kj êîìïàêòíû â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå H, à îïåðàòîð S òàêæå êîì-
ïàêòåí è èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê p, òî åñòü, µk(S) ⩾ constkp, ãäå
{µk}∞k=1 � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà S.

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 20-11-
00261).
©Øêàëèêîâ À.À., 2023
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Ïîëîæèì Hm := D(Sm) (ýòî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê
îïåðàòîð Sm çàìêíóò) è îïðåäåëèì èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîñòðàíñòâà
Hmθ := [Hm,H]θ, 0 ⩽ θ ⩽ 1. Â ÷àñòíîñòè, Hj = D(Sj). Ââåäåì
ïðîñòðàíñòâà Hθ := Hm−1+θ ⊕Hm−2+θ ⊕ · · · ⊕Hθ.

Åñëè {λk, yk} � ñîáñòâåííàÿ ïàðà ïó÷êà A(λ) (òî åñòü, λk ñîá-
ñòâåííîå çíà÷åíèå, à yk ñîáñòâåííûé âåêòîð), òî uk(t) = eλktyk � åñòü
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ {1}, êîòîðîå íàçîâåì ýëåìåíòàðíûì ðåøåíèåì.
Ìîæíî âûïèñàòü ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùèå æîðäàíîâûì
öåïî÷êàì, åñëè îíè åñòü, íî äëÿ êðàòêîñòè äàëåå ïðåäïîëàãàåì ÷òî
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà A(λ) ïðîñòûå. Ââåäåì îïåðàòîð ñëå-
äà, ñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ {1}

Tξu(t) = {uk(ξ), u′(ξ)k, . . . , u(m−1)(ξ)}

Âåêòîðû yk = T0yk ∈ Hθ íàçîâåì ñëåäàìè ýëåìåíòàðíûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ {1}. Ýòè ýëåìåíòû íàçûâàþò òàêæå ïðîèçâîäíûìè
ïî Êåëäûøó öåïî÷êàìè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñïåêòð ïó÷êà A(λ) äèñêðåòåí, òî åñòü ñî-
ñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè (ýòî òàê, åñ-
ëè îïåðàòîð S−1 êîìïàêòåí). Òîãäà ñëåäû ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé
{yk} îáðàçóþò ìèíèìàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâàõ Hθ ïðè ëþ-
áîì θ ∈ [0, 1] è ïîëíóþ ñèñòåìó â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, åñëè ïó÷îê
A(λ) ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì Êåëäûøà.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ {1}

ìîæíî ïðèáëèæåííî ðåøèòü â ïðîñòðàíñòâå Hθ, òî åñòü, äëÿ ëþáûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ u0 ∈ Hθ è ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ëèíåé-
íàÿ êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé u(t) =

∑N
k=1 uk(t) (êîíå÷íî,

òàêàÿ ôóíêöèÿ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ {1}), òàêàÿ, ÷òî

‖T0u(t)− u0‖Hθ
< ε.

Îäíàêî ôóíêöèÿ u(t) ìîæåò ðàñòè ïðè t→ ∞, äàæå åñëè ñïåêòð ïó÷-
êà A(λ) ëåæèò â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè (îãðàíè÷åííîñòü
ðåøåíèé è èõ ïðîèçâîäíûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìîæíî
ãàðàíòèðîâàòü òîëüêî åñëè ñèñòåìà ñëåäîâ {yk} åñòü áåçóñëîâíûé áà-
çèñ). Òåì áîëåå íåëüçÿ óòâåðæäàòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ {1}. Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
ñëó÷àå ïó÷êà Êåëäûøà ïðè m > 2 çàäà÷à Êîøè âñåãäà íåêîððåêòíà.

Â êà÷åñòâå îáùåãî îïðåäåëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî ïðèíÿòü òàêîå: óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîå, åñëè çàäà÷à Êî-
øè äëÿ íåãî êîððåêòíà. Âûäåëèì êëàññ êâàäðàòè÷íûõ ïó÷êîâ îïå-
ðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå.
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Ïîëîæèì

A(λ) = λ2F + λB + C, B = D + iG.\eqno{2}

Çäåñü F = F ∗ îãðàíè÷åí è îáðàòèì, C = C∗ îáðàòèì, D ⩾ 0 è G ñèì-
ìåòðè÷åñêèå îïåðàòîðû, ïîä÷èíåííûå îïåðàòîðó |C| â ñìûñëå êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì. Ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî èíäåêñû èíåðöèè ν(F ) è ν(C)
îïåðàòîðîâ D è C (òî åñòü, ÷èñëî èõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé) êîíå÷íû. Ïó÷êè ñ òàêèìè óñëîâèÿìè íà êîýôôèöèåíòû
íàçîâåì ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðàâäûâàåò òàêîå
íàçâàíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A(λ) ãèïåðáîëè÷åñêèé ïó÷îê è S = |C|1/2
Îáîçíà÷èì H = H1 ⊕ H, H1 = D(S). Òîãäà ∀u0 = {u0, u1} ∈ H
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u(t) óðàâíåíèÿ A(d/dt)u(t) = 0, òàêîå, ÷òî

lim
t→+0

‖u(t)− u0‖H1
→ 0, lim

t→+0
‖u′(t)− u1‖H → 0.

Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå M è σ, òàêèå, ÷òî

‖u(t)‖H1
+ ‖u′(t)‖H ⩽Meσt.

×èñëî ðàñòóùèõ ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (èíäåêñ
íåóñòîé÷èâîñòè) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ν(F ) + ν(C) è ðàâíî ýòîìó
÷èñëó, åñëè D > 0. Åñëè îïåðàòîð S èìååò ïîðÿäîê α, à îïåðàòîð
B ÿâëÿåòñÿ p�ïîä÷èíåííûì îïåðàòîðó S â ñìûñëå êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì (ñì. [1]), ïðè÷åì α−1 ⩽ 1 − p, òî ïðîèçâîäíûå ïî Êåëäûøó
öåïî÷êè (ñëåäû ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé) îáðàçóþò áåçóñëîâíûé
áàçèñ (âîçìîæíî ñî ñêîáêàìè) â ïðîñòðàíñòâå H.

Èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ

U(t)
(
u0
u1

)
=

(
u(t)
u′(t)

)
,

(
u0
u1

)
∈ H

ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî íåïðåðûâíîé ïîëóãðóïïîé. Åå ãåíåðàòîð ÿâëÿåòñÿ
ëèíåàðèçàòîðîì ïó÷êà A(λ), êîòîðûé ìîæíî ïîñòðîèòü ÿâíî. Èçó-
÷åíèå ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïó÷êîâ c ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïðè
F = 1) âîñõîäèò ê ðàáîòàì ëîðäà Êåëüâèíà [2].

Ïðè èçó÷åíèè ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ (m = 2n) ñòàâÿòñÿ òîëüêî
n íà÷àëüíûõ óñëîâèé â íóëå, à íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå èùåòñÿ
â âèäå ñóììû óáûâàþùåãî ðåøåíèÿ è êîíå÷íîãî ÷èñëà âîëí (ýëå-
ìåíòàðíûõ ðåøåíèé), óíîñÿùèõ ýíåðãèþ (óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ). Òàêèå
âîëíû îòâå÷àþò ñîáñòâåííûì ïàðàì {λk, yk} ïîëîæèòåëüíîãî òèïà:
λk ∈ iR, (A′(λk)yk, yk) > 0.
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Ìû íå áóäåì äàâàòü îáùåå îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷êîâ.
Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì m = 2 è ïó÷êàìè âèäà

A(λ) = λ2 + λB − C, B = D + iG, D ⩾ 0,

ãäå C = C∗ >> 0, îïåðàòîðû D è G ñèììåòðè÷åñêèå, ïðè÷åì B ÿâëÿ-
åòñÿ C1/2�ïîä÷èíåííûì (ñì. [1]) ñ C1/2�ãðàíüþ <2. Ñìåíà òèïà ïó÷-
êà îáóñëîâëèâàåòñÿ ñìåíîé çíàêà îïåðàòîðà C. Âûäåëåííûé êëàññ
ïó÷êîâ îáñëóæèâàåò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ýëëèïòè÷åñêèõ ïó÷-
êîâ è óðàâíåíèé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü A(λ) óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì óñëîâèÿì è

îïåðàòîð C−1 êîìïàêòåí. Òîãäà ïó÷îê A(λ) äîïóñêàåò ôàêòîðèçà-

öèþ

A(λ) = (λ− C1/2K−1)(λ−KC1/2),

ãäå K îãðàíè÷åííûé è îáðàòèìûé îïåðàòîð â H, à ñïåêòð îïåðàòîðà

Z = KC1/2 ëåæèò â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïðè÷åì íà ìíèìîé îñè ê

åãî ñïåêòðó îòíîñÿòñÿ òå è òîëüêî òå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå

îòâå÷àþò ïàðàì ïîëîæèòåëüíîãî òèïà. Îïåðàòîð Z ÿâëÿåòñÿ ãåíå-

ðàòîðîì ãîëîìîðôíîé ïîëóãðóïïû â ïðîñòðàíñòâàõ Hθ, 0 ⩽ θ ⩽ 1.
Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì óñëî-

âèåì u(0) = u0 ∈ Hθ è óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t) = etZu0.
Â äîêëàäå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû êîíêðåòíûõ çàäà÷, êîòîðûå

èëëþñòðèðóþò ñôîðìóëèðîâàííûå ðåçóëüòàòû.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÀÒÐÈÖÛ ÐÈÌÀÍÀ Â ßÂÍÎÌ ÂÈÄÅ
ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÃÈÏÅÐÁÎËÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ

×ÅÒÂÅÐÒÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Þ.Î. ßêîâëåâà (Ñàìàðà, ÑàìÃÒÓ)

julia.yakovle@mail.ru

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, íå ñîäåðæàùóþ ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà ìåíüøå ÷åòâåð-
òîãî,

MU ≡ Ux1x2x3x4
+ΩU = 0, (1)

ãäå U (x1, x2, x3, x4) � èñêîìàÿ m - ìåðíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ,
x1, x2, x3, x4 ∈ R, Ω � ïîñòîÿííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ (m×m) ìàòðèöà.

Ñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ïî Ëàãðàíæó äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

M∗V ≡ Vx1x2x3x4
+ V Ω,

ãäå V (x1, x2, x3, x4; ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m
Ìàòðèöà Ðèìàíà

V = V (x1, x2, x3, x4; ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

M∗V = 0

è èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ [4]

V (x1, x2, x3, x4; ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)−
x1∫
ξ1

x2∫
ξ2

x3∫
ξ3

x4∫
ξ4

V (α, β, γ, σ)dαdβdγdσ = E.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèè [2, 3], ìàòðèöà Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïîñòðîåíà â
ÿâíîì âèäå

V (x1, x2, x3, x4; ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) =

= 0F3 (1; 1; 1; (x1 − ξ1)(x2 − ξ2)(x3 − ξ3)(x4 − ξ4))Ω) .

© ßêîâëåâà Þ.Î., 2023
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EXACT SOLUTIONS OF A NONLINEAR FRACTIONAL
MODEL VIA EXPANDED DIRECT ALGEBRAIC

METHOD
Volkan Ala (Mersin, Turkiye, Mersin University)

volkanala@mersin.edu.tr

This work contains constructing the exact solutions of a nonlinear
fractional model. The expanded direct algebraic method is used to get the
exact solutions of considered model. 2D- and 3D- �gures of the solutions
are plotted using software. The results impress that the proposed method
is powerful and e�ective to work out new solutions of various types
of nonlinear fractional partial di�erential equations raised in applied
sciences.

Introduction Investigating di�erent solutions of nonlinear
fractional di�erential equations have become the subject of interest
for scientists. Therefore, many numerical and analytical methods have
been developed and successfully employed to solve these equations such
as improved Bernoulli sub-equation function method [1-2], the sine-
Gordon method [3], direct algebraic method [4], the new extended direct
algebraic method [5-6].

During the last decade, several de�nitions of fractional derivatives
have been used in literature. The fractional derivative used in this study
is referred to the Atangana's fractional derivative [7]. Before starting

© Ala V. , 2023
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the solution procedure for the considered equation let us give the basic
properties of the proposed method:

Expanded direct algebraic method
This section presents a brief description of the new extended direct

algebraic method. Let us give the description of the extended algebraic
method [6]:

Step 1: Let us consider the following nonlinear time fractional partial
di�erential equation in beta derivative sense with the form:

P (u,Dβ
t u,D

β
xu,D

2β
xxu, ...) = 0. (1)

Here P involves u(x, t) and its beta derivatives. The aim is to
convert (1) into the ordinary di�erential equation with a suitable wave
transformation as

u(x, t) = V (ξ), η = mx− γ

β

(
t+

1

Γ (β)

)β
, (2)

m and γ are arbitrary constants. Using (2), (1) turns into the ordinary
di�erential equation in the form

N(V, V ′, V ′′, ...) = 0, (3)

where N is the function of V and its derivatives with respect to ξ.
Integrating (3) term to term, we acquire integration constants which
may be determined then.

Step 2: Suppose that (3) has a formal position presented below:

V (ξ) =

N∑
j=0

bjQ
j(ξ), bN 6= 0, (4)

where bj (0 ⩽ j ⩽ N) are constant coe�cients to be determined later
and N is a positive integer which is found by balancing procedure in (4)
and Q(ξ) satis�es the ordinary di�erential equation in the form

Q
′
(ξ) = logA

(
α+ βQ (ξ) + σQ2 (ξ)

)
, A 6= 0, 1, (5)

where α, β and σ are constants. The solution set of (5) is given as follows:
Case 1. If β2 − 4ασ < 0 and σ 6= 0,

Q1(ξ) = − β

2σ
+

√
−(β2 − 4ασ)

2σ
tanA

(√
−(β2 − 4ασ)

2
ξ

)
,
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Q2(ξ) = − β

2σ
−
√

−(β2 − 4ασ)

2σ
cotA

(√
−(β2 − 4ασ)

2
ξ

)
,

Q3(ξ) = − β

2σ
+

√
−(β2 − 4ασ)

2σ
(tanA(

√
−(β2 − 4ασ)ξ)

±√
pqsecA(

√
−(β2 − 4ασ)ξ)),

Q4(ξ) = − β

2σ
+

√
−(β2 − 4ασ)

2σ
(−cotA(

√
−(β2 − 4ασ)ξ)

±√
pqcscA(

√
−(β2 − 4ασ)ξ)),

Q5(ξ) = − β

2σ
+

√
−(β2 − 4ασ)

4σ
(tanA(

√
−(β2 − 4ασ)

4
ξ)

− cotA(

√
−(β2 − 4α)σ

4
ξ)),

Remark 1. The generalized hyperbolic and trigonometric functions
are de�ned as follows [8]:

sinhA(ξ) =
pAξ − qA−ξ

2
, coshA(ξ) =

pAξ + qA−ξ

2
,

tanhA(ξ) =
pAξ − qA−ξ

pAξ + qA−ξ , cothA(ξ) =
pAξ + qA−ξ

pAξ − qA−ξ ,

sechA(ξ) =
2

pAξ + qA−ξ , cschA(ξ) =
2

pAξ − qA−ξ ,

sinA(ξ) =
pAiξ − qA−iξ

2i
, cosA(ξ) =

pAiξ + qA−iξ

2
,

tanA(ξ) = −ipA
iξ − qA−iξ

pAiξ + qA−iξ , cotA(iξ) = i
pAiξ + qA−iξ

pAiξ − qA−iξ ,

secA(ξ) =
2

pAiξ + qA−iξ , cscA(ξ) =
2i

pAiξ − qA−iξ ,

where ξ is an independent variable, p and q are constants greater than
zero and called deformation parameters.

384



References
1. Bulut H.,Yel G., Ba�skonu�s H. M. An application of improved

Bernoulli sub-equation function method to the nonlinear time-fractional
Burgers equation. // Turk. J. Math. Comput. Sci., 2016. � Vol. 5, �
pp. 1�7.

2. Ala V. New exact solutions of space-time fractional Schrodinger-
Hirota equation. // Bulletin of the Karaganda Uni. Math. Series., 2022
� Vol. 107, No. 3.

3. Ismael H.F., Bulut H. On the wave solutions of (2+1)-
dimensional time-fractional Zoomeron equation. // Konuralp Journal
of Mathematics., 2020 . � Vol. 8, No. 2. � pp. 410�418.

4. Rezazadeh H, Khodadad F. S., Mana�an J.. New structure for
exact solutions of nonlinear time fractional Sharma-Tasso-Olver equation
via conformable fractional derivative. // Appl. Appl. Math., 2017. �
Vol. 12, No. 1. � pp. 405�414.

5. �Senol M. New analytical solutions of fractional symmetric
regularized-long-wave equation. // Revista Mexicana de Fisica., 2020.
� Vol. 66, No. 3.

6. Rezazadeh H. New solitons solutions of the complex Ginzburg-
Landau equation with Kerr law nonlinearity. //Optik., 2018. � Vol. 167.

7. Atangana A., Baleanu D., Alsaedi A. New properties of
conformable derivative. //Open Math., 2015. � Vol. 13, No. 1. � pp. 1�
10.

8. Ren Y., Zhang H. New generalized hyperbolic functions and auto-
Backlund transformation to �nd new exact solutions of the (2+1)-
dimensional NNV equation. //Phys. Lett. A, 2006. � Vol. 357, No. 6.

APPLICATION OF THE KANTOROVICH�GALERKIN
METHOD FOR ANALYSIS OF RESONANT SYSTEMS

V.L. Litvinov (Samara, SSTU; Moscow, MSU)
vladlitvinov@rambler.ru

The article considers the resonant characteristics of the nonlinear
oscillations of the rope with moving borders. The phenomena of
resonance and passage through resonance are analyzed. An approximate
method has been developed for taking into account the in�uence of
resistance forces and viscoelastic properties on system. This method also
allows us to consider a wider class of boundary conditions compared
to other approximate methods for solving boundary value problems
with moving borders. Resonance characteristics of a viscoelastic rope

© Litvinov V.L., 2023
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during movement. The article deals with the boundaries by the
Kantorovich�Galerkin method phenomena of resonance and stationary
passage through resonance are analyzed. One-dimensional systems with
moving boundaries are widely used in engineering [1�5]. The presence of
mobile boundaries causes signi�cant di�culties in descriptions of such
systems. Exact methods for solving such problems are limited wave
equation and relatively simple boundary conditions. From approximate
methods, the most e�ective is the Kantorovich�Galerkin method
described in [5]. However, this method can also be used in more
complex cases. This method does it is possible to take into account
the e�ect of resistance forces on the system, viscoelastic properties of
an oscillating object, as well as weak non-stationarity border conditions.
The paper considers the phenomena of stationary resonance and passage
through resonance for transverse vibrations of a rope of variable length,
taking into account viscoelasticity and damping forces. Performing
transformations similar to those given in [5], we obtain an expression
for the oscillation amplitude corresponding to the n-th dynamic mode.
Expressions describing the phenomenon of stationary state resonance
and the phenomenon of passing through resonance. The expression that
determines the maximum amplitude of oscillations during the passage
of the resonance was numerically investigated to the maximum. The
dependence of the rope vibration amplitude on the limiting velocity,
viscoelasticity, damping forces are analyzed. The results of numerical
studies allow us to draw the following conclusions: - with decreasing
boundary velocity, viscoelasticity and damping forces, the amplitude
of oscillations increases; - as the boundary velocity, viscoelasticity and
damping forces tend to zero, the oscillation amplitude tends to in�nity. In
conclusion, we note that the above results make it possible to carry out a
quantitative analysis of the stationary resonance and the phenomenon of
passage through resonance for systems whose oscillations are described
by the problem.
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FORMATION OF A HOLISTIC PICTURE OF THE
WORLD BY MEANS OF MATHEMATICAL CONTENT IN

THE SYSTEM OF ADDITIONAL EDUCATION
N.I. Lobanova, N.N. Yaremko, M.A. Rodionov,

I.V. Akimova (Zelenocumsk, Russia, MUDO CEW; Moscow, Russia,
NUST MISIS; Penza, Russia, Penza State University)

lobantchik@yandex.ru, yaremki@yandex.ru, do7tor@mail.ru,
ulrihr@list.ru

The problem of developing a holistic picture of the world is
now relevant both at the individual and social levels. One of the
important factors of such formation is the practical-oriented orientation
of mathematical education [1�3].

The basis of a practical-oriented approach in mathematical
education, as you know, is a rational combination of fundamental
education and vocational training, which involves identifying
mathematical laws in wildlife, showing the relationships of mathematics
with other scienti�c disciplines and art, as well as practical areas of
human activity. Practical-oriented tasks [4] can serve as the main means
for the disclosure of these issues. In the framework of our research,
as examples of such problems, plot problems for solving di�erential
equations are considered.

These tasks, due to the lack of educational time, are planned to
be considered as part of additional education. We built a theoretical
model for teaching high school students the elements of the theory of
di�erential equations, and developed a special elective course for high
school students ¾Di�erential equations and their applications¿, which
presented the main classes of di�erential equations and the corresponding
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practice-oriented tasks [5�6]. The structure and content of the course are
detailed in the report.

The developed educational materials were used in the practice of
the MUDO ¾Center for Extracurricular Work in Zelenokumsk, Sovetsky
District¿ and a number of schools in the Stavropol Territory for 5 years.
As our experience shows, the study of the above types of equations, on
the one hand, does not pose special di�culties for high school students
who are interested in mathematics and have a good knowledge of the
mathematical apparatus in the volume of secondary school.
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SUFFICIENT CONDITIONS FOR THE SPECTRAL
OBSERVABILITY OF A LINEAR TIME-INVARIANT
THREE-TIME-SCALE SINGULARLY PERTURBED

SYSTEM WITH DELAY
C.A. Naligama (Yanka Kupala State University, Belarus)

chammme@gmail.com

Let Ai1j , Ai2, Ai3, j = 0, l, Cj , j = 1, 3 be constant matrices of
proper dimensions; p ≜ d

dt be the di�erentiation operator, h = const >

0, e−ph, be the delay operator: e−jphg(t) = g(t − jh), Ai1
(
e−ph

)
≜

l∑
j=0

Ai1je
−jph, i = 1, 3 , A

(
ε1, ε2, e

−ph) =


A11(e−ph) A12 A13

A21(e−ph)
ε1

A22
ε1

A23
ε1

A31(e−ph)
ε2

A32
ε2

A33
ε2

 , be
matrix operators,

The following Three-time-scale Singularly Perturbed Linear Time-
invariant System with Multiple Commensurate Delays in the slow state
variables (TSPLTISD) is considered in the matrix-operator form:ẋ (t)ẏ (t)

ż (t)

 = A
(
ε1, ε2, e

−ph)x (t)y (t)
z (t)

 , x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 , z ∈ Rn3 (1)

with the output: v(t) = C1x(t) + C2y(t) + C3z(t), t ∈ T = [0, t1], v ∈
Rm,m ⩽ n = n1 + n2 + n3. Here 0 < ε2 � ε1 � 1, x, y, z are the slow,
fast and fastest variables, respectively.

Let σ(ε1, ε2) =
{
λ ∈ C : det

[
λIn − A(ε1, ε2, e

−λh)
]
= 0
}
be the set

of eigenvalues of the TSPLTISD (1) and Σλ(ε1, ε2) be the �nite-dimen-
sional system that is the projection of TSPLTISD (1) on the generalized
proper subspace, associated with its eigenvalue λ ∈ σ(ε1, ε2).

De�nition. For a given ε1 > 0, ε2 > 0, TSPLTISD (1) is considered
to be spectrally observable for any ε1 ∈ (0, ε∗1] and ε2 ∈ (0, ε∗2], if any
system Σλ(ε1, ε2), associated with the λ ∈ σ(ε1, ε2), is observable.

The TSPLTISD (1) can be separated into its slow, fast and fastest
subsystems, that asymptotically aproximated by the Degenerate System
(DS), ε1-Boundary Layer System (ε1-BLS) and the ε2-Boundary Layer
System (ε2-BLS) with its spectrum σs, σfε1 , σfε2 [3]. By the matrix

of system (1) we de�ne N(λ, ε1, ε2, e
−λh) =

[
λIn−A(ε1,ε2,e

−λh)
C1, C2, C3

]
, and

similarly we de�ne Ns(λ, e−λh), Nfε1 (λ), Nfε2 (λ), by DS's and BLSs'
system matrises.
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Following the criterion of spectral observability from [1, 2], we obtain
Lemma. The DS of the system (1) is spectrally observable if and only

if rank Ns(λ, e−λh) = n1, ∀λs ∈ σs. The ε1-BLS is spectrally observable
if and only if rank Nfε1 (λ) = n1, ∀λfε1 ∈ σfε1 . The ε2-BLS is spectrally
observable if and only if rank Nfε2 (λ) = n2, ∀λfε2 ∈ σfε2 .

Theorem. Let the DS, the ε1-BLS and the ε2-BLS for (1) be
spectrally observable. Then there are ε∗1, ε

∗
2 > 0 that the TSPLTISD

(1) is spectrally observable for all ε1 ∈ (0, ε∗1] and ε2 ∈ (0, ε∗2].
Sketch of Proof. For a given ε1 ∈ (0, ε∗1] and ε2 ∈ (0, ε∗2], the

system (1) is spectrally observable if and only if rank N(λ, ε1, ε2, e
−λh) =

n1+n2+n3, ∀λ ∈ σ(ε1, ε2). After applying a non-degenerate decoupling
transformation to the (1), taking into account the invariance of the
spectrum and the preservation of the rank of the matrix under non-
degenerate transformations, we obtain a similar condition in terms of
the system matrices of the decoupled system. Using the separation of
the spectrum [3] under the observability conditions of the subsystems
(Lemma), taking into account the preservation of the rank of a matrix
under small additive perturbations for su�ciently small values of ε1, ε2,
similarly to [4], we prove the completeness of the rank of the observability
matrix for the decoupled system, which implies the ful�llment of the
observability condition for TSPLTISD (1) and satis�es the Theorem.
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OPTIMAL CONVERGENCE FOR FRACTIONAL
EQUATIONS1

Piskarev S.I. (Moscow, Lomonosov Moscow State University)
piskarev@gmail.com

This talk is devoted to the study of the well�posed Cauchy problem
with a fractional Caputo derivative of the order α ∈ (0, 1) in time in a
Banach space E :

Dαu(t) = Au(t) + f(t), t ∈ [0, T ], u(0) = u0. (1)

It is well�known [1] that the order of convergence in the approximation
by a di�erence scheme with uniform grid of such equations has an order
controlled by the exponent α, i.e. O(τα). Here we �rst investigate the
well�posedness of (1) on a Holder class of functions [2] and the second we
consider the non-uniform grid of the scheme, i.e. tn = T (n/N)r, r > 1,
0 ⩽ n ⩽ N . The stability and accuracy estimates (like N−r lnN for
r = 2− α) for a proposed �nite di�erence scheme [3] are obtained.
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SOME HADAMARD-TYPE FRACTIONAL INTEGRAL
INEQUALITIES

A. Senouci (Algeria, University of Tiaret)
kamer295@yahoo.fr

The notion of Hadamard-type fractional integral was introduced by
Kilbas (see [1]). In this work, we give new integral inequalities for
Hadamard-type fractional operators. As consequence some two sided
estimates are deduced for the Hadamard fractional operators.

De�nition 1. (Space Xp
c ) [1], [2], [3]. The space Xp

c(a, b) of those
real-valued Lebesgue measurable functions on (a, b), 0 < a < b < ∞ for
which ‖f‖Xp

c
<∞, 1 ⩽ p ⩽ ∞, c ∈ R, where the norm is de�ned by

‖f‖Xp
c
=

(∫ b

a

|xc f(x)|p dx
x

) 1
p

<∞

and
‖f‖X∞

c
= ess sup

x∈(a;b)

|xc|f(x)| <∞.

In particular when c = 1
p the space Xp

1
p

coincides whith the classical

Lebesgue space Lp(a, b).
De�nition 2. [1]. (Hadamard-type fractional integrals). Let 0 < a <

b < +∞, α ⩾ 0, µ ∈ R. The Hadamard type fractional integral operators
µHα

a+,
µHα

b−, of order α ∈ R of function f(x) ∈ L1[a, b] are de�ned by

µHα
a+f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

a

(
t

x

)µ [
ln
(x
t

)]α−1

f(t)
dt

t
, x > a (left) (1)

and

µHα
b−f(x) =

1

Γ(α)

∫ b

x

(x
t

)µ [
ln

(
t

x

)]α−1

f(t)
dt

t
, x < b (right). (2)

We set 0H0
a+f =0 H0

b−f = f.
Remark 1. If µ = 0, we have the Hadamard operators (left and

right) 0Hα
. := Hα

. .
Theorem 1. Let 0 < a < b ⩽ ∞, r, s > 0, r1, p, p

′ ⩾ 1, p−1+p′−1 =
1, µ, c ∈ R, µ ⩾ c and f , h ∈ Xr1

c (a, b) be two positive functions such
that 0 <µ Hα

a+f
r1 , µHα

a+h
r1 <∞ for all x > a. If

0 < m ⩽ f(x)r

h(x)s
⩽M <∞, (3)
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then for all x ∈ [a; b],(m
M

) 1
pp′ µHα

a+f
r
ph

s
p′ (x) ⩽ [µHα

a+f(x)
r]

1
p [µHα

a+h(x)
s]

1
p′

⩽
(
M

m

) 1
pp′

µHα
a+f

r
ph

s
p′ (x). (4)

Remark 2. Similar inequalities are obtained for the right operator
µHα

b−.
Corollary 1. If we choose r = s = 1, µ = 0 in (4) and r = p, s = p′,
µ = 0 in (4), then we get respectively the following two sided estimates
for the Hadamard fractional operators

(m
M

) 1
pp′

Hα
a+f

1
ph

1
p′ (x) ⩽

[
Hα
a+f(x)

] 1
p
[
Hα
a+h(x)

] 1
p′ ⩽

⩽
(
M

m

) 1
pp′

Hα
a+f

1
ph

1
p′ (x), (5)

(m
M

) 1
pp′

Hα
a+(fh)(x) ⩽

[
Hα
a+f(x)

p
] 1

p

[
Hα
a+h(x)

p′
] 1

p′ ⩽

⩽
(
M

m

) 1
pp′

Hα
a+(fh)(x). (6)
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STRUCTURE OF ESSENTIAL SPECTRA AND
DISCRETE SPECTRUM OF THE ENERGY OPERATOR
OF FOUR-ELECTRON SYSTEMS IN THE IMPURITY

HUBBARD MODEL. THIRD TRIPLET STATE
S.M. Tashpulatov, R.T. Parmanova (Tashkent, INP)

sadullatashpulatov@yandex.ru, toshpul@mail.ru

The Hubbard model �rst appeared in 1963 in the works [1]. We
consider the energy operator of four-electron systems in the impurity
Hubbard model and investigated the structure of essential spectra and
discrete spectrum of the system for third triplet state of the system.
Hamiltonian of the system has the form

H = A
∑
m,γ

a+m,γam,γ +B
∑
m,τ,γ

a+m,γam+τ,γ + U
∑
m

a+m,↑am,↑a
+
m,↓am,↓+

+(A0 −A)
∑
γ

a+0,γa0,γ + (B0 −B)
∑
τ,γ

(a+0,γaτ,γ + a+τ,γa0,γ)+

+(U0 − U)a+0,↑a0,↑a
+
0,↓a0,↓. (1)

Here A (A0) is the electron energy at a regular (impurity) lattice site;
B (B0) is the transfer integral between electrons (between electron and
impurity) in a neighboring sites, τ, which means that summation is
taken over the nearest neighbors, U (U0) is the parameter of the on-
site Coulomb interaction of two electrons, correspondingly in the regular
(impurity) lattice site; γ is the spin index, γ =↑ or γ =↓, ↑ and ↓,
and a+m,γ and am,γ are the respective electron creation and annihilation
operators at a site m ∈ Zν , where Zν is a ν-dimensional integer lattice.

It is known that the Hamiltonian H acts in the antisymmetric
complex Foc'k space (Has, (·, ·)Has

). Suppose that ϕ0 is the vacuum
vector in the space Has. The third triplet state corresponds to the free
motion of four electrons over the lattice and their interactions with
the basis functions 3t1p,q,r,k = a+p,↑a

+
q,↓a

+
r,↑a

+
k,↑ϕ0. The linear subspace

3Ht
1 ⊂ Has, corresponding to the third triplet state is the set of all

vectors of the form 3ψt1 =
∑
p,q,r,k∈Zν f(p, q, r, k)3t1p,q,r,k, f ∈ las2 ,

where las2 is the subspace of antisymmetric functions in the Hilbert space
l2((Z

ν)4). Denote by 3Ht
1 the restriction of operator H to the subspace

3Ht
1. Let ε1 = A0 −A, ε2 = B0 −B, ε3 = U0 − U.
Theorem 1. Let ν = 1. Then A). If ε2 = −B and ε1 < −2B

(respectively, ε2 = −B and ε1 > 2B), then the essential spectrum of
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the operator 3H̃1
t is consists of the union of eight segments: σess(

3H̃1
t ) =

[4A−8B, 4A+8B]∪[3A−6B+z, 3A+6B+z]∪[2A−4B+2z, 2A+4B+2z]∪
[A−2B+3z,A+2B+3z]∪[2A−4B+z3, 2A+4B+z3]∪[A−2B+z+z3, A+
2B+z+z3]∪[2A−4B+z4, 2A+4B+z4]∪[A−2B+z+z4, A+2B+z+z4],

and discrete spectrum of the operator 3H̃1
t is consists of a three point:

σdisc(
3H̃1

t ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4}, where z = A + ε1, and z3 and z4
are same concrete real numbers, lying the below (above) of the essential

spectrum of operator 3H̃1
t .

B). If ε2 = −2B or ε2 = 0 and ε1 < 0 (respectively, ε2 = −2B

or ε2 = 0 and ε1 > 0), then the essential spectrum of the operator 3H̃1
t

is consists of the union of eight segments: σess(
3H̃1

t ) = [4A − 8B, 4A +
8B]∪ [3A− 6B + z, 3A+6B + z]∪ [2A− 4B +2z, 2A+4B +2z]∪ [A−
2B+3z,A+2B+3z]∪ [2A−4B+z3, 2A+4B+z3]∪ [A−2B+z+z3, A+
2B+ z+ z3]∪ [2A− 4B+ z4, 2A+4B+ z4]∪ [A− 2B+ z+ z4, A+2B+

z + z4], and discrete spectrum of the operator 3H̃1
t is consists of a three

points: σdisc(
3H̃1

t ) = {4z, 2z + z3, 2z + z4}, where z = A −
√
4B2 + ε21

(respectively, z = A+
√
4B2 + ε21).

C). If ε1 = 0 and ε2 > 0 or ε1 = 0 and ε2 < −2B, then the essential

spectrum of the operator 3H̃1
t is consists of the union of sixteen segments:

σess(
3H̃1

t ) = [4A− 8B, 4A+8B]∪ [3A− 6B + z1, 3A+6B + z1]∪ [3A−
6B + z2, 3A+ 6B + z2] ∪ [2A− 4B + 2z1, 2A+ 4B + 2z1] ∪ [2A− 4B +
z1 + z2, 2A + 4B + z1 + z2] ∪ [2A − 4B + 2z2, 2A + 4B + 2z2] ∪ [A −
2B + 3z1, A+ 2B + 3z1]∪ [A− 2B + 2z1 + z2, A+ 2B + 2z1 + z2]∪ [A−
2B+ z1 +2z2, A+2B+ z1 +2z2]∪ [A− 2B+3z2, A+2B+3z2]∪ [2A−
4B + z3, 2A + 4B + z3] ∪ [A − 2B + z1 + z3, A + 2B + z1 + z3] ∪ [A −
2B + z2 + z3, A + 2B + z2 + z3] ∪ [2A − 4B + z4, 2A + 4B + z4] ∪ [A −
2B + z1 + z4, A+ 2B + z1 + z4] ∪ [A− 2B + z2 + z4, A+ 2B + z2 + z4],

and discrete spectrum of the operator 3H̃1
t is consists of a eleven points:

σdisc(
3H̃1

t ) = {4z1, 2z1+2z2, 4z2, z1+3z2, 3z1+ z2, z1+ z2+ z3, z1+ z2+
z4, 2z1 + z3, 2z2 + z3, 2z1 + z4, 2z2 + z4}, where z1 = A − 2BE√

E2−1
, and

z2 = A+ 2BE√
E2−1

, and E = (B+ε2)
2

ε22+2Bε2
.
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ON ONE PROBLEM FOR NONLINEAR PERIDYNAMIC
EQUATION

A.V. Yuldasheva (Uzbekistan,Tashkent, LSU)
yuasv86@mail.ru

We consider equation

∂ 2u(x, t)

∂t2
+ (−∆)su = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0, (1)

with initial data

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω, (2)

where s ∈ (0, 1/2), Ω ⊂ Rn − domain with piecewise smooth boundary
and n ⩾ 3.

We suppose, that u : Ω × [0, T ] → R is unknown function, kernel
K : Ω× Ω → R and function f : Ω× [0, T ] → R are scalar functions.

According to de�nitions from [1], equation (1) can be rewrite as

∂ 2u(x, t)

∂t2
+

∫
Ω

[u(x, t)− u(y, t)]

|x− y|n+2s
dy = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0. (3)

Now we formulate the main result of the paper on the solvability of
problem (1)-(2).

Theorem 1. Let 0 < β < 2s/n. Then for any T > 0 and ϕ ∈
W 2s

2 (Ω), ψ ∈W 2s
2 (Ω) è f ∈ C

{
[0, T ] →W 2s

2 (Ω)
}
problem (1)-(2) has a

unique solution from C2
{
[0, T ] → Hβ(Ω)

}
.
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