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Гипотеза (теперь доказанная)
В работе [1] доказана гипотеза, поставленная
Эндрэ Макаи сорок лет назад.
Для данного выпуклого тела K рассмотрим все
его переносы вдоль некоторой решётки Λ. По-
лученное множество K + Λ называют решет-
кой трансляций. Если внутренности получен-
ных копий K не пересекаются, то K + Λ на-
зывают решеточной упаковкой K. Если любая
гиперплоскость в пространстве пересекает одну
из копий K, то K+Λ называется несепарабель-
ной. Плотностью решетки трансляций называ-
ется отношение объема тела K к определителю
решетки.
Гипотеза Эндрэ Макаи. Пусть d2,1(K) - наи-
меньшая плотность несепарабельной решетки
трансляций K ⊂ R2. Тогда

max{d2,1(K)|K - выпуклое тело} =
π
√
3

8

Кроме того, если d2,1(K) = π
√
3

8 , то K является
эллипсом.

Ссылка на [1].

Теорема 1
Теорема 1.

max{d2,1(K)|K ⊂ R2 выпуклое тело} =
π
√
3

8

Кроме того, если d2,1(K) = π
√
3

8 , то K является
эллипсом.

План доказательства. Вначале используем сим-
метризацию. Далее заметим, что наименее плот-
ным несепарабельным решеткам трансляций K
соответствуют наиболее плотные решеточные
упаковки K◦. Известно, что наиболее плот-
ные упаковки получаются из вписанных в
K◦ аффинно-правильных шестиугольников. За-
фиксируем минимальную площадь вписанно-
го в K◦ аффинно-правильного шестиугольника,
пусть она равна 3. Тогда при помощи вычисле-
ний с опорными функциями можно выяснить,

что внутри K◦ находится повернутая на π
2 копия

K. Далее удается оценить площадь слоя меж-
ду K◦ и iK и заключить, что 3

4 |K
◦| ≥ |K|. Да-

лее используем неравенство Сантало и получа-
ем оценку сверху на объем K, из чего и следует
оценка сверху на плотность.

Следствие 1. Пусть δL(K) это наибольшая плот-
ность решеточной упаковки тела K. Тогда для
центрально симметричного выпуклого тела K ⊂
R2 имеем:

δL(K) ≥ 1

2π
√
3
|K||K◦|,

причем равенство достигается только если K яв-
ляется эллипсом.

Доказательство. Легко получается из двой-
ственности.
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Теорема 2
Теорема 2. Пусть d3,2(K) - наименьшая плот-
ность несепарабельной решетки трансляций
K ⊂ R3. Тогда

max{d3,2(K)|K ⊂ R3 выпуклое тело} ≤ π

4
√
3

Пример 2. Для единичного шара B ⊂ R3 имеем
d3,2(B) = π

6
√
2
.

План доказательства. Вначале используем сим-
метризацию. Далее будем искать плотную упа-
ковку K◦ специального вида. Вначале для h ∈
S2 строим наиболее плотную упаковку плоского
тела K◦ ∩ h⊥. Пусть Λh⊥ + K◦ ∩ h⊥ - наиболее
плотная упаковка. Таким образом мы получи-
ли 2 порождающих вектора. Определим третий

порождающий вектор v := h · 2maxx∈K◦⟨x, h⟩ и
пусть Λh := {nv + Λh⊥ |n ∈ Z}. Нетрудно ви-
деть, что Λh + K◦ является упаковкой. В ито-
ге мы получили семейство решеточных упако-
вок, зависящих от единичного вектора в R3.
d(Λh) = |v|d(Λh⊥).
Заметим, что K◦ ∩ h⊥ = (Prh⊥K)◦. Тогда из
доказательства Теоремы 1 извлекается оценка
d(Λh⊥)|Prh⊥K| ≤ 2

√
3π. Дальше фиксируем ми-

нимальный определитель решетки для K◦ и по-
лучаем условие вида maxx∈K◦⟨x, h⟩ ≥ |Prh⊥K|.
То есть ΠK ⊂ K◦ и K ⊂ Π◦K. Далее из неравен-
ства Петти получаем оценку сверху на |K|. Та-
ким образом и верхнюю оценку на d3,2(K).

Некоторые конструкции
Пример 1. Построение несепарабельной решет-
ки при помощи описанного треугольника с цен-
тром масс в нуле.

Определение 1. Для выпуклого K определим
его тело проекций с помощью опорной функ-
ции:

hΠK(u) = |Pru⊥K|∀u ∈ Sn−1.

Хорошо известно, что выпуклое тело ΠK с та-
кой опорной функцией существует.

Предложение 1 (Неравенство Петти). Пусть B
это единичный шар в Rn. Тогда для выпуклого
тела K имеем:

|(ΠK)◦||K|n−1 ≤ |(ΠB)◦||B|n−1.

Определение 2. dn,n−1(K) это минимальная
плотность несепарабельной решетки трансля-
ций K.

Предложение 2 (Симметризация). Для выпук-
лого тела K ⊂ Rn имеем:

dn,n−1(K) ≤ dn,n−1(K −K).

Причем если достигается равенство, то K цен-
трально симметрично.
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Проблема Ферма–Торричелли в случае трёх точек в нормированных
плоскостях

Илюхин Даниил Александрович

МГУ имени М. В. Ломоносова

Введение

Задача поиска точки, минимизирующей сумму расстоя-
ний от неё до заданного множества точек в метрическом
пространстве, впервые упоминается в 17 веке. В 1643 го-
ду Ферма поставил задачу для трёх точек на евклидовой
плоскости, и в том же веке Торричелли предложил ре-
шение этой проблемы.

Рис. 1: Конструкция, предложенная Торричелли.

Целью работы является поиск ответа на следующий
вопрос: в каких нормах на плоскости решение зада-
чи Ферма–Торричелли единственно для любых трёх то-
чек. В работе сформулирован и доказан критерий един-
ственности, кроме того показано применение полученно-
го критерия на нормах, задаваемых правильными мно-
гоугольниками, так называемых лямбда-плоскостях.
Простота формулировки позволяет рассматривать зада-
чу даже в произвольном метрическом пространстве, так
как для её постановки достаточно наличия функции рас-
стояния:

Определение 1. Точка x0 называется точкой Ферма–
Торричелли для точек A = {x1, ..., xn}, если x = x0

минимизирует
∑n

i=1 |xxi|. Множество всех таких точек
обозначим ft(A).

Приведём два примера решения задачи Ферма–
Торричелли на плоскости. На рисунке изображены вер-
шины равностороннего треугольника сначала в евкли-
довой плоскости, а затем в норме, заданной правильным
шестиугольником.

Рис. 2: Решения задачи Ферма–Торричелли для различ-
ных норм на плоскости.

Геометрический метод решения задачи
Ферма–Торричелли

Далее рассмотрим геометрический метод построения ре-
шения задачи Ферма–Торричелли. Чтобы его использо-
вать, наряду с исходным пространством X нужно рас-
сматривать двойственное к нему пространство X∗, со-
стоящее из линейных функционалов.

Определение 2. Функционал φ ∈ X∗ называется нор-
мирующим для вектора x ∈ X, если ∥φ∥ = 1 и
φ(x) = ∥x∥.

Теорема 1. Пусть x0, x1, ..., xn — точки в пространстве
и x0 ̸= xi для i = 1, ..., n. Тогда x0 — точка Ферма–

Торричелли для A = {x1, ..., xn} тогда и только то-
гда, когда для каждого вектора xi − x0, i = 1, ..., n,
существует нормируюший функционал φi такой, что∑n

i=1φi = 0.

Определение 3. Пусть даны функционал φ ∈ X∗ и точка
x ∈ X. Определим конус C(x, φ) = x −

{
a : φ(a) =

∥a∥
}

.

Рис. 3: Построение конусов на манхэттенской плоскости.

Теорема 2. Пусть A = {x1, ..., xn} — точки в про-
странстве и p ∈ ft(A) \ A. По теореме 1 для каждо-
го вектора xi − p, i = 1, ..., n, существует нормиру-
юший функционал φi такой, что

∑n
i=1φi = 0. Тогда

ft(A) = ∩n
i=1C(xi, φi).

Теоремы 1 и 2 составляют геометрический метод поис-
ка решения задачи Ферма–Торричелли. Чтобы описать
применение этой теоремы, рассмотрим подробнее при-
мер с вершинами равностороннего треугольника в ше-
стиугольной норме.

Рис. 4: Построение решения задачи Ферма–Торричелли.

Основные результаты

Критерий единсвтенности
Пусть на нормированной плоскости задано множество
из трёх точек A = {x1, x2, x3}. Отвечая на вопрос,
какой вид имеет множество решений задачи Ферма–
Торричелли ft(A) при этих условиях, можно получить
три случая: невырожденный выпуклый многоугольник,
отрезок и точка.
Теорема 2 говорит о том, что множество ft(A) всегда яв-
ляется пересечением трёх конусов, которые на плоскости
— углы или лучи, то есть

ft(A) = C(x1, φ1) ∩ C(x2, φ2) ∩ C(x3, φ3)

для некоторых функционалов φi.

Рис. 5: Решение задачи Ферма–Торричелли — пересече-
ние конусов.

Определение 4. Будем говорить, что единичная окруж-
ность на нормированной плоскости состоит из элементов
нулевого типа, которыми являются точки, не лежащие
внутри уплощений, а также элементов первого типа, ко-
торыми являются внутренние точки уплощений.

Определение 5. Возьмём три элемента единичной окруж-
ности. Для каждого из них выберем опорную прямую
так, чтобы для элемента нулевого типа она пересекала
единичную окружность только в одной точке, то есть
в самом элементе. По выбранным опорным прямым по-
строим функционалы, линии уровня φi = 1 которых
совпадают с этими прямыми. Если найдётся набор опор-
ных прямых такой, что сумма построенных функциона-
лов равна нулевому, то такую тройку будем называть
согласованной.

Рис. 6: Пример: решение задачи Ферма–Торричелли —
отрезок.

Основная теорема. В нормированной плоскости найдут-
ся три точки, для которых решение задачи Ферма–
Торричелли неединственно, тогда и только тогда, когда
существует согласованная тройка элементов единичной
окружности такая, что размерность аффинной оболочки
входящих в неё элементов нулевого типа равна 1.

Лямбда-нормированные плоскости

На практике критерий применить нелегко, так как от-
вет для заданной нормы даётся путём перебора упло-
щений единичной окружности. Если рассматривать его
как алгоритм, то его сложность напрямую зависит от их
количества, а из-за наличия норм с бесконечным коли-
чеством уплощений он даже не является вычислимым за
конечное время. Если применить критерий на семействе
λ-плоскостей, то получим теорему, классифицирующую
нормы данного семейства относительно единственности
решения задачи Ферма–Торричелли:

Определение 6. λ-нормированной плоскостью называет-
ся плоскость, норма на которой задана правильным 2λ-
угольником.

Теорема 3. В λ-нормированной плоскости решение зада-
чи Ферма–Торричелли единственно для любых трех то-
чек, если и только если λ ̸≡ 0 mod 3.
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ОБ ОБОБЩЕНИЯХ ТЕОРЕМЫ ФУРМАНА 

Костин А.В., Костина Н.Н. 

Согласно теореме Птолемея, у четырехугольника, вписанного в окружность 
на евклидовой плоскости, произведение длин диагоналей равно сумме 
произведений длин противоположных сторон. Эта теорема имеет различные 
обобщения. На плоскости в одном из обобщений вместо четырехугольника 
рассматривается вписанный шестиугольник. Соответствующее утверждение, 
связывающее длины сторон и «больших» диагоналей вписанного 
шестиугольника  𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3𝐴𝐴4𝐴𝐴5𝐴𝐴6 , называют теоремой Птолемея для 
шестиугольника или теоремой Фурмана:  

𝐴𝐴1 𝐴𝐴4 ∙ 𝐴𝐴2𝐴𝐴5 ∙ 𝐴𝐴3𝐴𝐴6=𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 ∙ 𝐴𝐴3𝐴𝐴6 ∙ 𝐴𝐴4𝐴𝐴5 + 𝐴𝐴1 𝐴𝐴2 ∙  𝐴𝐴3𝐴𝐴4 ∙ 𝐴𝐴5𝐴𝐴6 + 

+𝐴𝐴2 𝐴𝐴3  ∙ 𝐴𝐴1𝐴𝐴4 ∙ 𝐴𝐴5𝐴𝐴6 + 𝐴𝐴2 𝐴𝐴3  ∙ 𝐴𝐴4𝐴𝐴5 ∙ 𝐴𝐴1𝐴𝐴6 + 𝐴𝐴3 𝐴𝐴4  ∙ 𝐴𝐴2𝐴𝐴5 ∙ 𝐴𝐴1𝐴𝐴6  

 

 

 

Теорема Кези (Кейси) является другим обобщением теоремы Птолемея. В 
ней вместо четырех точек, лежащих на некоторой фиксированной 
окружности, рассматриваются четыре окружности, касающиеся этой 
окружности, а вместо длин сторон и диагоналей – длины отрезков 
касательных к окружностям. Имеет место аналог теорем Кези и Фурмана для 
шести окружностей и отрезков их общих касательных: 



  

Если окружности с центром в точке (x,y) и радиусом z сопоставить точку с 
координатами (x,y,z) в трёхмерном псевдоевклидовом пространстве с 
метрикой 𝑑𝑑𝑑𝑑2 = 𝑑𝑑𝑑𝑑2 + 𝑑𝑑𝑑𝑑2 − 𝑑𝑑𝑑𝑑2, то теорема о шести окружностях будет 
интерпретироваться как теорема о шестиугольнике, вписанном в изотропную 
сферу псевдоевклидова пространства. 

 

 

 Если кривизна плоскости Лобачевского равна минус единице, то в аналогах 
теорем Птолемея, Фурмана и Кези для вписанных в окружность 
многоугольников или окружностей, касающихся одной окружности, длины 
соответствующих отрезков, делённые на два, будут стоять под знаками 
гиперболических синусов (или гиперболических косинусов для вершин на 
разных ветвях эквидистанты). 

 



 

 

 

В данной работе доказываются теоремы, обобщающие на плоскости 
Лобачевского и теорему Кези, и теорему Фурмана. На плоскости 
Лобачевского рассматриваются шесть окружностей, касающихся 

некоторой линии постоянной кривизны, и для длин отрезков касательных 
доказываются утверждения, обобщающие эти теоремы. Если в дополнение к 
длинам отрезков геодезических касательных рассматривать длины дуг 
касательных орициклов, то между евклидовыми и гиперболическими со- 

отношениями можно установить соответствие. Наиболее наглядно это 
можно продемонстрировать, если взять набор орициклов, касающихся 
одной линии постоянной кривизны (окружности, орицикла или ветви 
эквидистанты) на плоскости Лобачевского. В этом случае если длина отрезка 
геодезической касательной к орициклам равна t, то длина "орициклической" 
касательной к ним равна sh t/2 . Значит, если геодезические касательные 
связаны "гиперболическим" соотношением, то "орициклические" 
касательные будут связаны соответствующим "евклидовым" соотношением. 
На рисунке представлена такая конфигурация в модели Пуанкаре в круге: 

 

 



 

Теорема. Пусть шесть орициклов касаются линии постоянной кривизны 𝜔𝜔 на 
плоскости Лобачевского. Пусть длина геодезической касательной орициклов 
𝑇𝑇𝑖𝑖𝑇𝑇𝑗𝑗 = 𝑡𝑡𝑖𝑖𝑗𝑗,  а длина орициклической касательной 𝐿𝐿𝑖𝑖𝐿𝐿𝑗𝑗 = 𝑙𝑙𝑖𝑖𝑗𝑗, тогда 

 

 

Гиперболический аналог теоремы для шести циклов можно интерпретировать на 
изотропной сфере трёхмерного псевдогиперболического пространства: 

 



Различение метрических пространств функциями расстояния до 1-пространств
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Введение

В данной работе изучается вопрос, какие метрические пространства можно отличить

друг от друга функциями расстояния до 1-пространств. Решение этой задачи

обобщено: мы не будем использовать ни конечность одного из пространств, ни их

компактность. В ходе исследования было введено понятие α-размерности метрического

пространства и в этих терминах сформулирован признак различимых ограниченных

метрических пространств. В статье [1] был приведён пример двух конечных метрических

пространств, не различающихся расстояниями до симплексов. В данной работе

приводится пример трёхточечного пространства и его раздутия до бесконечного компакта,

имеющих одинаковые расстояния до произвольных симплексов. Из этой конструкции

порождается целое семейство бесконечных метрических пространств, не различающихся

расстояниями до симплексов. Также сформулирован критерий пар неразличимых

ограниченных пространств расстояниями до 1-пространств с большим числом точек. В

конце работы приведён ряд условий, достаточных для различимости двух ограниченных

пространств расстояниями до симплексов с меньшим числом точек.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю д.ф.-м.н. профессору

А. А. Тужилину, а также д.ф.-м.н. профессору А.О.Иванову за постановку задачи и

постоянное внимание к работе. Работа выполнена при финансовой поддержке гранта

РНФ№ 21-11-00355.

Расстояние Громова–Хаусдорфа

Пусть X — произвольное метрическое пространство. Под метрическим пространством

в данной работе подразумевается непустое множество с заданной на нём метрикой.

Расстояние между точками x, y ∈ X будем обозначать через |xy|.
Определение. Расстоянием Хаусдорфа между непустыми подмножествами A и B
пространства X называется величина

dH(A, B) = max{sup
a∈A

inf
b∈B

|ab|, sup
b∈B

inf
a∈A

|ab|}.

Пусть X и Y — метрические пространства. Тройку (X ′, Y ′, Z), состоящую из метрического

пространства Z и его двух подмножеств X ′ и Y ′, изометричных соответственно X и Y ,

назовём реализацией пары (X, Y ).
Определение. Расстоянием Громова–Хаусдорфа между метрическими пространствами X и

Y называется величина

dGH(X, Y ) = inf{r : ∃(X ′, Y ′, Z), dH(X ′, Y ′) ≤ r}.

Основные обозначения

Пусть A, B ⊂ X — непустые подмножества метрического пространства X . Положим

|AB| = inf
{

|ab| : a ∈ A, b ∈ B
}

.

Пусть k — кардинальное число, не превосходящее мощности X . Обозначим через Dk(X)
семейство всевозможных разбиений пространства X на k непустых подмножеств. Для

разбиения D = {X1, X2, . . .} ∈ Dk(X) положим
diam D = sup {diam X1, diam X2, . . .}, α(D) = inf

{
|XiXj| : i 6= j

}
.

Также введём следующие обозначения:

α−
k (X) = inf

D∈Dk(X)
α(D), dk(X) = inf

D∈Dk(X)
diam D.

αk(X) = sup
D∈Dk(X)

α(D), d+
k (X) = sup

D∈Dk(X)
diam D.

1-пространства и расстояние Громова–Хаусдорфа

Определение. Симплексом или 1-пространством будем называть метрическое

пространство, в котором все ненулевые расстояния равны между собой. Симплекс

мощности n, у которого все расстояния равны λ > 0, будем обозначать λ∆n.

Формула для пространств с меньшим кардинальным числом ([2])

Пусть X — произвольное ограниченное метрическое пространство, λ > 0 и #X < #λ∆,

тогда

2dGH(λ∆, X) = max {λ, diam X − λ}.

Формула для пространств с большим кардинальным числом ([2])

Пусть X — произвольное ограниченное метрическое пространство и n ≤ #X . Тогда для

любого λ > 0 имеем

2dGH(λ∆n, X) = inf
{

f (D) : D ∈ Dn (X)
}

=

= inf
{

max
{

diam D, λ − α(D), diam X − λ
}

: D ∈ Dn (X)
}

.

α-размерность

Утверждение. Для любого метрического пространства X величина αk(X) не возрастает
при увеличении кардинального числа k.

Определение. Назовём α-размерностью метрического пространства X величину

dimα(X) = sup
{

k ≥ 1 : αk(X) > 0
}

.

Заметим, что для любого метрического пространства X его α-размерность не

превосходит мощности самого пространства dimα(X) ≤ #X .

Теорема. Пусть X и Y — непустые метрические пространства, и пространство X
ограниченно. Предположим, что dimα(X) 6= dimα(Y ). Тогда пространства X и Y являются

различимыми.

Формула расстояния для пространств с меньшей α-размерностью ([2])

Пусть X — произвольное ограниченнное метрическое пространство, n = #λ∆ ≤ #X ,

причём αn(X) = 0, тогда

1. если 2dn(X) ≤ diam X , то

2dGH(λ∆, X) =
{

diam X − λ при λ < 1
2diam X ,

λ при λ ≥ 1
2diam X ;

2. если 2dn(X) > diam X , то

2dGH(λ∆, X) =

diam X − λ при λ ≤ diam X − dn(X),
dn(X) при diam X − dn(X) < λ ≤ dn(X),
λ при λ > dn(X).

Пример пары неразличимых пространств

Пусть M — трёхточечное пространство с расстояниями a < b < c, а X — дизъюнктное

объединение связных компактных подмножеств X1, X2, X3 таких, что диаметры всех трёх

равны d < c−a
2 , и расстояния между любыми точками из X1 и X2, X1 и X3, X2 и X3 равны

соответственно a, b, c. Тогда

dGH(λ∆, M) = dGH(λ∆, X)
для любого симплекса λ∆.

Свойства пар неразличимых пространств

Теорема. Пусть X и Y — ограниченные метрические пространства. Пусть #X > #Y и

dimα(X) = dimα(Y ) = k, тогда верны следующие утверждения.

1. Пусть #λ∆ > #X. Тогда пространства X и Y не отличимы с помощью λ∆ для любого

λ > 0 в том и только том случае, когда diam X = diam Y.
2. Пусть #λ∆ = n и #X ≥ n > #Y. Тогда пространства X и Y не отличимы с помощью λ∆

для любого λ > 0 в том и только том случае, когда diam X = diam Y и 2dn(X) ≤ diam X.

Возможные графики функции расстояния до 1-пространств

Признаки пар различимых пространств

Теорема. Пусть X и Y — ограниченные метрические пространства. Пусть #X ≥ #Y и

dimα(X) = dimα(Y ) = k. Тогда если diam X = diam Y и верно хотя бы одно из следующих

трёх условий:

1. существует такое n ≤ k, что αn(X) 6= αn(Y );

2. существует такое n ≤ k, что dn(X) 6= dn(Y ) и
{

diam X − α−
n (X) < 2dn(X),

diam Y − α−
n (Y ) < 2dn(Y );

3. существует такое n ≤ k, что dn(Y ) > d+
n (X) и 2dn(Y ) > diam Y − αn(Y ),

то пространства X и Y являются n-различимыми.
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Минимальные идеальные триангуляции 3-многообразий,
содержащие ровно 3 ребра

Рябков А. И., Фоминых Е. А.
Санкт-Перербургский государственный университет

Аннотация

В основе одного из топологических подходов к доказательству минимальности идеальной триангуляции лежит простая идея: идеальная триангуляция 3-многообразия с непустым краем минимальна тогда и только
тогда, когда она содержит наименьшее число ребер среди всех идеальных триангуляций данного многообразия. Поэтому идеальные триангуляции с 1 ребром автоматически минимальны. Полный ответ на вопрос
о минимальности идеальных триангуляций с ровно двумя ребрами дан в [1]. А именно, в этой работе доказано, что любая идеальная триангуляция ровно с двумя ребрами, не допускающая уменьшающего
преобразования Пахнера типа 3-2, минимальна. Минимальность идеальных триангуляций с тремя ребрами в общем случае неизвестна, однако в работе [2] доказана минимальность так называемых бедных
идеальных триангуляций с ровно тремя ребрами. Кроме того, в работе [3] с помощью гомологий с коэффицентами в Z2 доказана минимальность подкласса идеальных триангуляций с ровно тремя ребрами,
двойственные специальные полиэдры которых содержат ровно три собственных простых подполиэдра. Нам удалось доказать минимальность нового бесконечного класса идеальных триангуляций с тремя ребрами.

Введение

Пусть M – связное компактное 3-многообразие с непустым краем.
Идеальная триангуляция M называется минимальной, если она со-
держит наименьшее число тетраедров среди всех идеальных триан-
гуляций многообразия M . Известно довольно мало примеров бес-
конечных серий минимальных идеальных триангуляций.

Рис. 1: Построение двой-
ственного специального
полиэдра

Рис. 2: Общий вид специального поли-
эдра

Двойственные специальные полиэдры

Рассмотрим объединение линков всех четырех вершин каждого тет-
раедра идеальной триангуляции в его первом барицентрическом
подразбиении. Склейка тетраедров индуцирует склейку линков.
Получаем двойственный к исходному полиэдр, который называется
специальным.

Рис. 3: Допустимые окрестности в простом подполиэдре

Простые подполиэдры

У специального полиэдра имеется естественная клеточная струк-
тура. Клеточный подкомплекс специального полиэдра называется
простым подполиэдром, если линк каждой его точки – это либо (1)
окружность, либо (2) окружность с диаметром, либо (3) окружность
с тремя радиусами (такие точки будем называть истинными верши-
нами). Число истинных вершин некоторого простого подполиэдра
Q будем обозначать через V(Q). С точки зрения специальных поли-
эдров становится естественным разделять идеальные триангуляции
на классы по числу простых подполиэдров у их двойственных спе-
циальных полиэдров.

Основной результат

Пусть P3 – специальный полиэдр с тремя 2-компонентами и
n ≥ 5 истинными вершинами, имеющий ровно один собствен-
ный простой подполиэдр R . Тогда, если V(R) < n−4, то полиэдр
P3 минимален.

Идея доказательства

Доказательство развивает метод, описанный в статьях [1],[3]. Пред-
положим, что полиэдр P3 не минимален. Значит найдется специаль-
ный полиэдр с меньшим числом 2-компонент, задающий то же са-
мое многообразие. Докажем, что это невозможно.
Оригинальный метод опирался на частный случай инвариантов
Тураева-Виро под названием ε-инвариант [4]. Уравнения, возни-
кающие из условия равенства ε-инвариантов, были относительно
простыми для решения, что и позволяло прийти к противоречию.
Описанный далее метод позволяет работать с куда более сложными
уравнениями.
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ε-инвариант

ПустьF(P) – множество всех простых подполиэдров специального
полиэдраP , а ε – корень уравнения x2 = x+1. Сопоставим каждому
простому подполиэдру R его вес wε(R) = (−1)V(R)εχ(R)−V(R). Тогда
значение ε-инварианта полиэдра P вычисляется по формуле t(P) =∑

R∈F wε(R).

Идея решения уравнений

Если зафиксировать знаки (−1)V(R) в уравнении равенства ε-
инвариантов, то получается уравнение вида εa1 + . . . + εan = εb1 +
. . .+ εbm для некоторых целых {ai}, {bj}. Для константы ε и любого
n ∈ Z выполнено равенство εn = F (n) · ε + F (n − 1), где F (i) – так
называемые числа Фибоначчи. Данный факт позволяет оставить в
уравнении только слагаемые ε в степени 1 и целые числа.
Так как ε иррационально, то суммы коэффицентов при ε в обоих ча-
стях равенства равны. Коэффиценты же эти состоят исключительно
из сумм чисел Фибоначчи, что позволяет применить теорему Це-
кендорфа для нахождения всех решений.
Решениями таких уравнений выступают точные значения выраже-
ний вида χ(R) − V(R), для всех R ∈ F(P). Неравенство χ(R) ≥
1− V(P) позволяет оценить снизу число вершин.
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Непрерывные отображения π-пространств
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Непрерывные отображения π-пространств
Смолин Владислав Русланович

Институт математики и механики им. Н. Н. Красовского

Введение
Пусть f — непрерывное отображение из пространства ⟨X,τX⟩ в пространство ⟨Y, τY ⟩. Тогда f называется
. квази-открытым, если множество IntτY (f[U]) непусто для любого непустого U ∈ τX ;

. открытым, если f[U] ∈ τY для любого U ∈ τX ;

. почти открытым, если для каждой точки y ∈ Y найдется такая точка x ∈ f−1(y), что y ∈ IntτY (f[U]) для любой открытой окрестности U точки x.

Пространство ⟨X,τX⟩ называется π-пространством, если оно квази-открыто уплотняется на пространство Бэра (т.е. счетную степень счетного дискрета).

Напомним, что игра Шоке на непустом пространстве X определяется следующим образом: два игрока, I и II, поочередно выбирают непустые открытые множества
I U0 U1 . . .
II V0 V1 . . .

таким образом, что U0 ⊇ V0 ⊇ U1 ⊇ V1 ⊇ . . . . Игрок II выиграл партию ⟨U0, V0, U1, V1, . . . ⟩ в игре Шоке на X , если ⋂nVn ≠ ∅; иначе игрок I выиграл партию. Непустое
пространство X называется пространством Шоке, если игрок II имеет выигрышную стратегию в игре Шоке на X . Более точные определения можно найти в [Kechris, A.
Classical descriptive set theory].

Теорема 1
Непустое топологическое пространство является открытым образом некоторого
π-пространства тогда и только тогда, когда оно является пространством Шоке со
счетной π-базой и обладает мощностью не более чем 2ℵ0

Теорема 2
Непустое топологическое пространство является почти открытым образом неко-
торого π-пространства тогда и только тогда, когда оно сепарабельно и обладает
мощностью не более чем 2ℵ0

Открытые вопросы

. Найти описание образов π-пространств при непрерывных замкнутых отображениях;

. Найти описание образов π-пространств при непрерывных три-факторных отображениях.



Расстояние Громова–Хаусдорфа между множествами вершин правильных многоугольников,
вписанных в одну окружность

Талипов Талант Камбарович, talipovtalant.live@gmail.com
МГУ им. Ломоносова

Введение

В работе изучается пространство всех метрических компактов, рассматриваемых с точ-

ностью до изометрии, наделенное метрикой Громова–Хаусдорфа. Заметим, что точные

значения расстояния Громова–Хаусдорфа между конкретными метрическими простран-

ствами известны лишь для малого числа случаев. Например, в работе [1] было вычис-

лено расстояние Громова–Хаусдорфа до 1-пространств — метрических пространств с

одним ненулевым расстоянием. Также в работе [3] было вычислено расстояние Громова–

Хаусдорфа между отрезком и окружностью. В работе [2] вычисляется расстояние Громова–

Хаусдорфа между сферами разных размерностей, между вершинами правильных много-

угольников и окружностью, а также между разными правильными многоугольниками,

вписанными в одну окружность. Авторы ставят задачу вычисления последнего расстояния

и приводят пример решения для m-угольника и (m + 1)-угольника. В настоящей работе

мы делаем некоторые продвижения в решении данной задачи. А именно, полностью

исследован случай m- и n-угольников при условии, что m делится нацело на n, а также
вычислены все расстояния до 2-угольников и 3-угольников. Автор выражает благодар-
ность своему научному руководителю д. ф.-м. н. Тужилину Алексею Августиновичу и д.

ф.-м. н. Иванову Александру Олеговичу за постановку задачи и помощь в работе.

Расстояние Громова–Хаусдорфа

Пусть X — произвольное метрическое пространство. Расстояние между точками x, y ∈ X
будем обозначать d(x, y) или |xy|. Для непустых A, B ⊂ X определим

dH(A, B) = max
{

sup
a∈A

inf
b∈B

d(a, b), sup
b∈B

inf
a∈A

d(a, b)
}

.

Определение. Величина dH(A, B) называется расстоянием Хаусдорфа между A и B. Пусть

X и Y — метрические пространства. Тройку (X ′, Y ′, Z ′), состоящую из метрического про-

странства Z ′ и двух его подмножеств X ′ и Y ′, изометричных соответственно X и Y , назовем

реализацией пары (X, Y ). Положим
dGH(X, Y ) = inf

{
r : ∃(X ′, Y ′, Z ′), dH(X ′, Y ′) 6 r

}
.

Определение. Величина dGH(X, Y ) называется расстоянием Громова–Хаусдорфа между X
и Y .

Определение. Для множеств X, Y соответствием между X и Y называется R ⊂ X × Y
такое, что для любого x ∈ X существует y ∈ Y , для которых (x, y) ∈ R и, обратно, для любого

y ∈ Y существует x ∈ X , для которых (x, y) ∈ R. Если X, Y — метрические пространства, то

определим искажение соответствия R следующим образом: dis R = sup
{∣∣|x1x2| − |y1y2|

∣∣ :

(x1, y1), (x2, y2) ∈ R
}
. Множество всех соответствий между X и Y будем обозначать R(X, Y ).

Теорема 1 ([4]). Для произвольных метрических пространств X и Y выполняется

dGH(X, Y ) = 1
2

inf
{

dis R : R ∈ R(X, Y )
}

.

Расстояние Громова–Хаусдорфа и ультраметрические пространства

В работе [2] рассматривалось следующее преобразование метрики. Для метрического

пространства (X, dX) рассмотрим псевдометрическое пространство (X, uX), где uX : X ×
X → R+ определено следующим образом :

uX (x, y) 7→ inf
{

max
06i6n−1

dX(xi, xi+1) : x0 = x, ..., xn = y
}

.

Расстояние Громова–Хаусдорфа и ультраметрические пространства

Метрическое пространство U(X) определим как факторпространство (X, uX) по следую-
щему отношению эквивалентности :

x ∼ y ⇐⇒ uX(x, y) = 0.

Теорема 2 ([2]). Для любых метрических пространств X и Y выполняется следующее

неравенство :
dGH(X, Y ) > dGH

(
U(X), U(Y )

)
.

Расстояние Громова–Хаусдорфа до симплексов

Определение.Метрическое пространство X будем называть симплексом, если все его нену-

левые расстояния одинаковы. Симплекс мощности m, у которого все ненулевые расстояния

равны λ > 0, будем обозначать λ∆m. Пусть X — произвольное метрическое пространство, m
— кардинальное число, не превосходящее мощности X . Обозначим через Dm(X) семейство
всевозможных разбиений пространства X на m непустых подмножеств. Пусть A, B ⊂ X —

произвольные непустые подмножества X , тогда положим

|AB| = inf
{

|ab| : a ∈ A, b ∈ B
}

.

Для разбиения D = {Xi}i∈I ∈ Dm(X) определим следующие величины :
diam D = sup

i∈I
diam Xi;

α(D) = inf
{

|XiXj| : i 6= j
}

.

Теорема 3 ([1]). Пусть X — произвольное ограниченное метрическое пространство и m =
#λ∆ 6 #X . Тогда

2dGH(λ∆, X) = inf
D∈Dm(X)

max
{

diam D, λ − α(D), diam X − λ
}

.

Основные результаты

Для каждого натурального n > 2 обозначим через Pn множество вершин правильного n-
угольника, вписанного в единичную окружность S1. Отметим, что P2 — пара диаметрально

противоположных точек. Наделим множества Pn метрикой, индуцированный с окружности.

Для m, n > 2 положим pm,n = dGH(Pm, Pn).
Предложение 1 ([2]). Для любого m > 2 выполняется

dGH(S1, Pm) = π

m
;

dGH(Pm, Pm+1) = π

m + 1
.

Лемма 1. Пусть n > 2, p ∈ N. Тогда для любых i, j = 1, 2, ..., n и k, l = 0, 1, ..., p−1 выполняется∣∣∣min
(
|i − j|, n − |i − j|

)
− min

(∣∣i − j + k − l

p

∣∣, n −
∣∣i − j + k − l

p

∣∣)∣∣∣ 6 |k − l|
p

.

Теорема 4. Пусть 2 6 n 6 m и m делится на n без остатка, тогда

pn,m = π

n
− π

m
.

Доказательство. Пусть u1, ..., un — вершины Pn, а v1, ..., vm — вершины Pm.

Докажем, что pn,m > π
n − π

m. По теореме 2,

pn,m > dGH
(
U(Pm), U(Pn)

)
.

Заметим, что U(Pm), U(Pn) — симплексы мощности m и n с попарными ненулевыми рас-

стояними 2π
m и 2π

n соответственно. Тогда по теореме 3,

pn,m > dGH
(
U(Pm), U(Pn)

)
= 1

2
max

{2π

m
,
2π

n
− 2π

m

}
>

π

n
− π

m
.

Докажем теперь оценку сверху. Пусть m = pn, где p ∈ N. Тогда π
n − π

m = (p−1)π
pn . Построим

соответствие R ∈ R(Pn, Pm) такое, что dis R 6 2(p−1)π
pn :

R =
n⋃

i=1

{
(ui, vpi−k) : k = 0, 1, ..., p − 1)

}
.

Тогда по лемме 1 для любых i, j = 1, 2, ..., n и k, l = 0, 1, ..., p − 1 выполняется∣∣d(ui, uj) − d(vpi−l, vpj−k)
∣∣ =

∣∣∣2π

n
min

(
|i − j|, n − |i − j|

)
− 2π

pn
min

(
|pi − pj + k − l|, pn−

|pi − pj + k − l|
)∣∣∣ 6 2π|k − l|

pn
6

2(p − 1)π
pn

.

Таким образом, dis R 6 2(p−1)π
pn , и это завершает доказательство.

Теорема 5. Пусть m > 2, тогда

p2,m =

{
π
2 − π

2m, если m — нечетное;
π
2 − π

m, если m — четное.

Теорема 6. Пусть m > 3, а r — остаток от деления m на 3, тогда

p3,m =

{
π
3 − π

m, если r = 0;
π
3 − rπ

3m, если r 6= 0.
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Аннотация

Классическая задача Штейнера состоит в построении связного графа минимальной длины,
соединяющего данные точки плоскости. В общем случае такая задача является NP -полной.
Однако можно показать, что при достаточно плотном расположении граничных точек на ре-
гулярной кривой, последовательная вдоль кривой ломаная на этих точках будет кратчайшим
деревом Штейнера. Данный факт упрощает построение кратчайших деревьев на регулярных
кривых и является предметом данного исследования.

Введение

Рис. 1: Решение задачи Ферма

Простейший пример задачиШтейнера— задачаФерма, состоящая
в поиске точки P, сумма расстояний от которой до заданных трёх
точек плоскости минимальна.
В более общем случае задача построения кратчайшего дерева

для набора граничных точек является NP-полной. Однако можно
существенно упростить задачу, введя условия на положение точек
граничного множества.
Так, Ярник и Кёсслер в своих работах разобрали случай, когда

граничное множество представляет собой вершины правильного
n-угольника. В результате выяснилось, что для n = 6 и n > 12 ми-
нимальное дерево Штейнера не имеет вершин помимо граничных,
а само дерево представляет собой множество сторон многоугольника без любой одной. В случае
n < 6 минимальное дерево содержит дополнительные вершины. Этот результат позже был улучшен
Ду иХвангом, которые показали, что для 6 < n < 13 не граничных точек в минимальном дереве нет,
и классификация минимальных деревьев на правильных n-угольниках тем самым была завершена.

Рис. 2: Классификация SMT на n-угольниках,
Топология локально-минимального дерева на 7 вершинах

Cвойства точек Штейнера в пространствах неевклидовых выпуклых норм подробно исследует в
своих работах Сванепоел. Оказывается, все кратчайшие деревья на Rn со строго выпуклой гладкой
нормой имеют общую локальную структуру, схожую со структурой решения задачи Ферма. Напри-
мер, внутренние вершины кратчайшего дерева в такой норме имеют степень либо два, либо три.
При этом в вершинах степени два рёбра стыкуются под углом 180◦. В любой же вершине степени
три угол между любыми двумя рёбрами оказывается строго меньше Θ < 180◦. Дальше мы будем
рассматривать деревья на плоскости именно с такой нормой.
Отметим также, что плоские линейные деревья, имеющие подобную локальную структуру, не

обязаны быть кратчайшими, но достаточно малые окрестности каждой точки такого дерева пред-
ставляют собой кратчайшие деревья. Деревья, обладающие такими локальными свойствами, назы-
ваются локально минимальными. Часто построить локально минимальное дерево значительно
легче, чем проверить, что оно является кратчайшим. Однако мы можем модифицировать локально
минимальное дерево путём добавления на его рёбра дополнительных граничных вершин степени
два так, чтобы оно стало кратчайшим. Этот процесс называется стабилизацией локально мини-
мального дерева.
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Постановка задачи

Будем рассматривать на плоскости со строго выпуклой гладкой всюду вне нуля нормой вложен-
ную регулярную кривую в качестве локуса граничных точек. При достаточно плотном разбиении
кривой угол между соседними точками такого разбиения будет больше некоторого наперёд за-
данного. Ломаная, построенная последовательно на точках этого разбиения, будет локально
минимальным деревом. Хотелось бы понять, при каких условиях эта ломаная будет кратчай-
шим деревом. Оказывается, при достаточно плотном расположении вершин ломаной на кривой
и, соответственно, достаточно маленьких рёбрах этой ломаной, она будет кратчайшим деревом
Штейнера.

Структура доказательства

•Непрерывную кривую в Rm назовем хорошей, если любой треугольник, построенный на трех ее
последовательных точках, имеет в средней вершине угол, строго больший Θ+π

2 .
•Пусть Λ — угол величины Θ. Пусть M — конечное непустое множество внутренних вершин
произвольного локально минимального дерева G, и M лежит в Λ. Тогда существует вершина w,
не принадлежащая множеству M , лежащая в Λ и смежная некоторой вершине v из M .

•Для множества точек L в R2, лежащих на хорошей кривой, вписанная в неё последовательная
ломаная, построенная на этих точках, является единственным локально минимальным деревом,
соединяющим данную границу.

•Пусть γ : [a, b] → Rm — регулярная вложенная кривая. Тогда существует ε > 0 такое, что для
любых t ∈ [a, b] верно γ−1

(
Uε(γ(t))

)
= [t01, t02] и γ[t01, t02] — хорошая. Иными словами, мы можем

подобрать радиус окрестности так, что в такой окрестности каждой точки будет лежать ровно
один сегмент хорошей кривой.

•На каждом ребре AiAi+1 некоторой ломаной L с точками на регулярной кривой γ построим
треугольник с основанием AiAi+1 и вершиной Bi, лежащей на кривой. Выберем Bi так, что
треугольник △AiAi+1Bi — равнобедренный для евклидовой нормы. Ломаную A1B1A2 . . . Bn−1An

назовем измельчением ломаной L и обозначим через L1. Ломаную Lp, определенную по
индукции как Lp = (Lp−1)1, назовем p-измельчением правильной ломаной L.
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Рис. 3: Участок хорошей кривой с вершиной v

•Ломаную, каждое ребро которой отсекает участок кривой, являющийся хорошим, и соседние
звенья ломаной составляют между собой углы больше или равные Θ+π

2 , назовём правильной.
•Пусть L — правильная ломаная для γ, состоящая из n > 1 вершин. Пусть np обозначает
количество вершин ломаной Lp. Тогда np < 2p n.

•Плотность σ(G) линейного графа G ⊂ Rm — максимум длин ребер графа. Разреженность
множества V ⊂ Rm — это D(M) = sup

{
|M1M2|

∣∣∣∣ M = M1 ⊔ M2, M1 ̸= ∅, M2 ̸= ∅
}
. Тогда для

любой правильной ломаной L и любого натурального p имеем D(V (Lp)) ≤ C σ(L)
(
√

3)p, где V (Lp)
обозначает множество вершин ломаной Lp (рассматриваемой как геометрический граф), а C > 0
– константа, зависящая только от заданной нормы || · || объемлющего пространства Rm.

•Пусть L — правильная ломаная. Тогда для любого ε > 0 существует p0, что для любого
натурального p > p0 расстояние от любой вершины v произвольного дерева G ∈ SMT

(
V (Lp)

)
до

V (Lp) не превосходит ε.

Формулировка основной теоремы

Пусть γ : [a, b] → R2 — регулярная кривая, вложенная в двумерное пространство со строго
выпуклой гладкой всюду вне нуля нормой || · ||. Пусть дано разбиение t0 = a < t1 < · · · < tn−1 <
tn = b отрезка [a, b]. Обозначим L ломаную γ(t0)γ(t1) · · · γ(tn). Тогда существует p0 ∈ N такое,
что для любого p ≥ p0, p ∈ N, p-измельчение Lp является единственным кратчайшим деревом
в данной норме для своей границы V (Lp).
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Алгоритм построения прямоугольной диаграммы поверхности Зейферта.

Ââåäåíèå

Ïðÿìîóãîëüíûå äèàãðàììû ïîëåçíû äëÿ èçó÷åíèÿ óçëîâ. Ñ

èõ ïîìîùüþ ðåøàþòñÿ íåêîòîðûå àëãîðèòìè÷åñêèå âîïðîñû

(ìîíîòîííîå óïðîùåíèå [1], ðàñïîçíàâàíèå ëåæàíäðîâûõ

óçëîâ [2, 3]). Òàêæå ïðÿìîóãîëüíûå äèàãðàììû ïîëåçíû äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ãîìîëîãèé Õåãîðà �Ôëîåðà [4, 5].
Åñòåñòâåííî ðàñøèðèòü ýòîò ôîðìàëèçì è íà ïîâåðõíîñòè. Â
ðàáîòå Äûííèêîâà �Ïðàñîëîâà [6] ââåäåíî ïîíÿòèå
ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû ïîâåðõíîñòè è äîêàçàíî, ÷òî
ëþáîé êëàññ èçîòîïèè êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè (ñ êðàåì èëè
áåç) â S3 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ òàêîé äèàãðàììû.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàòîðíîé âåðñèåé êëàññè÷åñêîé
ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà ïî ïëîñêîé
äèàãðàììå [7].

Îïðåäåëåíèå.

Ïðÿìîóãîëüíàÿ äèàãðàììà çàöåïëåíèÿ � òàêîé êîíå÷íûé

íàáîð òî÷åê R â T2, ÷òî ëþáîé ìåðèäèàí è ëþáàÿ ïàðàëëåëü

òîðà ñîäåðæàò ëèáî äâå, ëèáî íè îäíîé òî÷êè èç R.
Ñëîæíîñòü ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ R �

êîëè÷åñòâî âåðøèí â ýòîé äèàãðàììå.

Ïðÿìîóãîëüíèê � ïîäìíîæåñòâî òîðà T2 âèäà

[\1;\2] × [𝜑1;𝜑2].
Ïðîèçâîëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè r è r̃ íàçûâàþò
ñîâìåñòèìûìè, åñëè ìíîæåñòâî r ∩ r̃ ëèáî ïóñòî, ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà r (è òîãäà

òàêèõ âåðøèí îäíà, äâå èëè ÷åòûðå), ëèáî ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîì, íå ñîäåðæàùèì âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêîâ

r è r̃ (ñì. ðèñ.).

Ðèñ.: Ïðèìåðû ñîâìåñòèìûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Îïðåäåëåíèå. [Äûííèêîâ �Ïðàñîëîâ]

Ïðÿìîóãîëüíàÿ äèàãðàììà ïîâåðõíîñòè � òàêîé íàáîð

ïðÿìîóãîëüíèêîâ Π = {r1, . . . , rk}, ÷òî äëÿ ëþáûõ i ≠ j
ïðÿìîóãîëüíèêè ri è rj ñîâìåñòèìû è ëþáîé ìåðèäèàí

{\ } × S1 è ëþáàÿ ïàðàëëåëü S1 × {𝜑} ñîäåðæàò ëèáî ðîâíî
äâå, ëèáî íè îäíîé ñâîáîäíîé âåðøèíû, ãäå ñâîáîäíàÿ

âåðøèíà äèàãðàììû Π � âåðøèíà, ïðèíàäëåæàùàÿ ðîâíî

îäíîìó ïðÿìîóãîëüíèêó r ∈ Π.

Îïðåäåëåíèå.

Êðàé ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû ïîâåðõíîñòè � íàáîð

ñâîáîäíûõ âåðøèí äèàãðàììû Π. Áóäåì îáîçíà÷àòü êðàé

÷åðåç 𝜕Π.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êðàé ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû

ïîâåðõíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììîé

çàöåïëåíèÿ.
Äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ è ïîâåðõíîñòåé ìîæíî
îðèåíòèðîâàòü. Äëÿ ýòîãî íàäî êàæäîé ñâîáîäíîé âåðøèíå è
êàæäîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ïðèïèñàòü çíàê ±1. Ïðè ýòîì
îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè è åå êðàÿ äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû
(ñì. ðèñóíîê).

Ðèñ.: Îðèåíòèðîâàííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äèàãðàììà ïîâåðõíîñòè.

Ñëîæíîñòü ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû ïîâåðõíîñòè � êîëè÷åñòâî
ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ýòîé äèàãðàììå.

Ðåàëèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Ñ êàæäîé ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììîé ïîâåðõíîñòè èëè

çàöåïëåíèÿ ìû àññîöèèðóåì êóñî÷íî-ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü

èëè, ñîîòâåòñòâåííî, çàöåïëåíèå â S3 (ñìîòðè [6]).

Ñîïîñòàâèì âåðøèíå v äèàãðàììû R îáðàç äóãè

v × [0; 1] ⊂ S1 × S1 × [0; 1] â S3 = S1 ∗ S1. Ïðÿìîóãîëüíîé
äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ R ïðè ýòîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèå äóã R̂ =
⋃

v∈R v̂.
Ïðÿìîóãîëüíèêó r = [\1;\2] × [𝜑1;𝜑2] ñîïîñòàâëÿåòñÿ
íåêîòîðûé äèñê r̂, ëåæàùèé â òåòðàýäðå [\1;\2] ∗ [𝜑1;𝜑2], ñ
ãðàíèöåé {\1;\2} ∗ {𝜑1;𝜑2}. Ïðè÷åì, åñëè Π �
îðèåíòèðîâàííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ äèàãðàììà ïîâåðõíîñòè, òî

Π̂ =
⋃

r∈Π r̂ áóäåò îðèåíòèðîâàííîé C1-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ

ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì 𝜕Π̂ = 𝜕Π. Êîíêðåòíûé ðåöåïò
ñîïîñòàâëåíèÿ óêàçàí â [6].

Òåîðåìà [8]

Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ïðîèçâîëüíîé

ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììå çàöåïëåíèÿ R ñëîæíîñòè m ñòðîèò

îðèåíòèðîâàííóþ ïðÿìîóãîëüíóþ äèàãðàììó Π ïîâåðõíîñòè

Çåéôåðòà äëÿ ýòîãî çàöåïëåíèÿ ñëîæíîñòè íå âûøå 2m4,

ïðè÷åì 𝜕Π ïîëó÷àåòñÿ èç R íå áîëåå ÷åì m2

2 ñòàáèëèçàöèÿìè.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà òðåáóåòñÿ íå áîëåå O(m6)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, îïåðàöèé ñðàâíåíèÿ è
ïðèñâàèâàíèÿ.
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Алгоритм построения прямоугольной диаграммы поверхности Зейферта.

Îïðåäåëåíèå.

Ñòàáèëèçàöèÿ � òàêàÿ çàìåíà ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû çàöåïëåíèÿ R íà
äðóãóþ ïðÿìîóãîëüíóþ äèàãðàììó R′, ÷òî |R′ | = |R| + 2 è ñèììåòðè÷åñêàÿ
ðàçíîñòü R△R′ èìååò âèä (\i, 𝜑j), i, j = 1, 2, ïðè÷åì ïðÿìîóãîëüíèê
[\1;\2] × [𝜑1;𝜑2], \1 < \2, 𝜑1 < 𝜑2, íå ñîäåðæèò äðóãèõ âåðøèí R è R′.

Ðèñ.: Ïðèìåðû ñòàáèëèçàöèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
ïåðåêðåñòêè è âåðøèíû äèàãðàììû R, à ðåáðàìè � ðåáðà äèàãðàììû R,
ïîäðàçáèòûå ïåðåêðåñòêàìè.

Îïðåäåëåíèå

Îêðóæíîñòü Çåéôåðòà íà äèàãðàììå R � çàìêíóòûé îðèåíòèðîâàííûé ïóòü
â ãðàôå G, ïîâîðà÷èâàþùèé â êàæäîì ïåðåêðåñòêå íà 𝜋/2.

Îïðåäåëåíèå.

Íàçîâ¼ì îêðóæíîñòü Çåéôåðòà ïåòëÿþùåé, åñëè â íåé íåò ó÷àñòêîâ,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå è íèêàêèå äâà âåðòèêàëüíûõ ðåáðà íå ëåæàò íà
îäíîì ìåðèäèàíå.

Îïèñàíèå àëãîðèòìà.

Íàø àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:
1. Ïðèìåíåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà ñòàáèëèçàöèé, ÷òîáû

êàæäàÿ îêðóæíîñòü Çåéôåðòà ñòàëà ïåòëÿþùåé.

2. Çàòÿãèâàíèå îêðóæíîñòåé Çåéôåðòà Ci äèñêàìè,

ïðåäñòàâëåííûìè îáúåäèíåíèì ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Ðèñ.: Ïðÿìîóãîëüíàÿ äèàãðàììà òðèëèñòíèêà 31.

Øàã 1

×òîáû èçáåæàòü âåðòèêàëüíûõ ðåáåð íà îäíîì ìåðèäèàíå,

ïðèìåíèì ñòàáèëèçàöèè êàê óêàçàíî íà ðèñóíêå

φ1

φ2

φ3

φk

φ

φ̃

θ

φ1 + ε

θ

φ1

φ
θ + ε

Åñëè â îêðóæíîñòè Çåéôåðòà âñòðå÷àåòñÿ çàïðåùåííûé

ó÷àñòîê, ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ ñòàáèëèçàöèþ.

Ðèñ.: Äèàãðàììà ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà äëÿ òðèëèñòíèêà.

Øàã 2.

Ïåðåíóìåðóåì îêðóæíîñòè Çåéôåðòà C1, . . .Cn òàê, ÷òîáû äëÿ

ëþáûõ i < k âûïîëíÿëîñü Dk ⊄ Di. Äëÿ êàæäîãî

k ∈ {1, 2, . . . , n} ïîëîæèì Yk =
k

2(n+1) .
Áóäåì ïî èíäóêöèè ñòðîèòü íàáîðû ïîïàðíî ñîâìåñòèìûõ

ïðÿìîóãîëüíèêîâ Πi ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. 𝜕Πi = V (Ci), ãäå V (Ci) � ìíîæåñòâî âåðøèí Ci.

2. Äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, . . . , n} âñå ïðÿìîóãîëüíèêè
îáúåäèíåíèÿ

⋃
i⩽k

Πi ïîïàðíî ñîâìåñòèìû.

Èç äèñêà Di, çàòèÿãèâàþùåãî îêðóæíîñòü Çåéôåðòà Ci,
âûðåæåì âåðòèêàëüíûå Yi-îêðåñòíîñòè ðåáåð, ïîïàâøèõ
âíóòðü Di è íåêîòîðûõ ãðàíè÷íûõ ðåáåð Ci. Ïîëó÷åííîå
ìíîæåñòâî åñòü äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ
(ñì. ðèñ. ñëåâà). Çà êàæäîå, ïîïàâøåå âíòóðü, ðåáðî äîáàâèì
ïðÿìîóãîëüíèê r2. Çà êàæäîå ãðàíè÷íîå ðåáðî äîáàâèì äâà
ïðÿìîóãîëüíèêà r1, r2.

e1

e2 e3

e4

e5

e6

r1(e4, k)

r1(e5, k)

r1(e6, k)

r2(e4, k) r2(e2, k) r2(e5, k)

r2(e6, k)

r2(e1, k) r2(e2, k)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] I.Dynnikov. Arc-presentations of links: Monotonic simpli�cation, Fund.Math.
190 (2006), 29�76; arXiv:math/0208153.
[2] Dynnikov I., Transverse-Legendrian links, Siberian Electronic Mathematical
Reports, 16 (2019), 1960�1980.
[3] Dynnikov I., Prasolov M. Rectangular diagrams of surfaces: distinguishing
Legendrian knots. J. Topol., 2021, Volume 14, Issue 3, Pages 701�860,
arXiv:1712.06366.
[4] Ozsvath P.S. and Szabo Z. Holomorphic disks and topological invariants for
closed three-manifolds. Ann. of Math. (2), 159(3):1027�1158, 2004.
[5] Manolescu C., Ozsv�ath P., Sarkar S. A combinatorial description of knot Floer
homology. Ann. of Math. (2) 169 (2009), no. 2, 633�660.
[6] Dynnikov I., Prasolov M. Rectangular diagrams of surfaces: representability,
Matem. Sb. 208 (2017), no. 6, 55�108; translation in Sb. Math. 208 (2017), no. 6,
781�841, arXiv:1606.03497.
[7] Seifert H. �Uber das Geschlecht von Knoten. Math. Ann. 110, 571�592 (1935).
[8] Ì. Ì. ×åðíàâñêèõ, �Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé äèàãðàììû
ïîâåðõíîñòè Çåéôåðòà�, Ñèá. ìàòåì. æóðí., 63:3 (2022), 699�711

Чернавских Михаил
mike.chernavskikh@gmail.com

МГУ им. Ломоносова



Кластерные алгебры и объемы гиперболических узлов
Гиперболические узлы

Узел K ⊂ S3 называется гиперболическим, если его дополнение M3 = S3\a (K) является гиперболическим многообразием. Одним из инвариантов таких узлов является
гиперболический объем. Его можно посчитать, например, зная триангуляцию многообразия на идеальные тетраэдры.

Разбиение M3 на идеальные октаэдры

Триангуляция M3 и кластерные переменные

(x1, x2, . . . , x7) ↦→ (x̃1, x̃2, . . . , x̃7)

©«

x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7

ª®®®®®®®®®¬
=

©«

x1
x5

x1x3x5+x3x4x5+x1x2x6
x2x4

x1x3x4x5+x3x24x5+x1x3x5x7+x1x4x5x7x1x2x4x6
x2x4x6x3x4x5+x3x5x7+x2x6x7
x4x6
x3
x7

ª®®®®®®®®®®¬
Для каждого i ∈ {1, . . . , n − 1} определим оператор

R±1i (X ) = (x1, . . . , x3i−3, R±1(x3i−2, . . . , x3i+4), x3i+5, . . . , x3n+1)
Семейство операторов Ri удовлетворяют соотношениям группы кос:

RiRi+1Ri = Ri+1RiRi+1 при i = 1, 2, . . . , n − 2,
RiRj = RjRi при |i − j | > 1.

Связь с кластерными алгебрами

cVol(M) = Vol(M) + i CS(M)
c03c12
c02c13

= ±z, c01c23
c03c12

= ±
(
1 − 1

z

)
.

Пример вычислений

Рассмотрим узел 41 и его представление в виде косы (𝜎−1
3 𝜎2)2𝜎−1

1 .

X 1 =

©«

𝛼−𝛽𝛾
𝛽
1

−𝛼+𝛽𝛾+𝛽
𝛽
−1

𝛼−𝛽 (𝛾+2)
(_−1) (𝛼−3𝛽)
(𝛾−1) (_−1)

𝛼 (−𝛾_+_−1)+𝛽 (3(𝛾−1)_+𝛾+2)
𝛼_−𝛽 (2_+1)

𝛾−𝛾_
𝛼 ((𝛾−1)_+𝛾+1)−𝛽 (2𝛾 (_+2)−3_+2)

ª®®®®®®®®®®®¬

X 1 R−13−−→ X 2 R2−→ X 3 R−13−−→ X 4 R2−→ X 5 R−11−−→ X 6.

Здесь 𝛼, 𝛽,𝛾 ∈ C\{0} и _ — корень
уравнения _2 − _ + 1 = 0. Вычисляя,
получаем комплексный объем узла 41,
равный i · 2.02988 . . . С помощью
кластерного подхода посчитаны
комплексные объемы узлов 52 и 61.

g52(_) = 1 − _2 + _3
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