
Представляющие системы в пространствах
аналитических функций

Определение

Гильбертово пространство H, состоящее из функций f : M → C,
называется пространством с воспроизводящим ядром (RKHS), если
функционал δµ : f 7→ f(µ) непрерывен для любой точки µ ∈ M .

Пусть H – RKHS. Тогда по теореме Рисса δµ(f) = (f,Kµ) для некоторого
Kµ(z) ∈ H. Функция K(z, µ) = Kµ(z) хранит очень много информации о
гильбертовом пространстве.

Определение

Функция K(z, µ) = Kµ(z) называется
воспроизводящим ядром пространства H.

Между ядрами и функциональными
гильбертовыми пространсвами есть
взаимно-однознаное соответствие.

Пример

Ядро Коши (Сегё) K(z, µ) =
1

1− µz
– воспроизводящее ядро пространства Харди

H2(D) = {f– аналитическая в D : sup
r<1

∫
T

|f(rζ)|2dm(ζ) < ∞}, где m – нормированная мера Лебега на окружности.

Определение

Система {xn}n≥1 элементов
бесконечномерного банахова пространства
X называется представляющей системой
для X, если для любого элемента x ∈ X
существует последовательность {cn}n≥1,
такая что

x =
∑
n≥1

cnxn.

Заметим, что коэффициенты в разложении
не обязаны определяться единственным
образом – это отличает представляющие
системы от базисов Шаудера.

Приложения в анализе и PDE

▶ Приближение произвольного элемента пространства функциями из
какого-то класса - классическая задача анализа. Первый возникающий
здесь вопрос - полнота системы. Вопрос о представляющих системах -
промежуточный между полнотой и базисностью.

▶ Во многих пространствах аналитических функций не существует базисов
Рисса из воспроизводящих ядер, поэтому вопрос о существовании
представляющих систем становится интересным.

▶ Воспроизводящие ядра часто оказываются собственными функциями тех
или иных операторов, например, ядра Коши - собственные функции
операторов Теплица с антианалитическими символами, экспоненты -
собственные функции дифференциальных операторов.

Вопрос

В каких пространствах существуют представляющие системы? Как их описать?

Теорема (П.А. Терехин и К.С. Сперанский, 2018)

Пусть rk → 1−, 0 < a ≤ b < ∞, λn = λk,j = rke
2πij/nk , j = 0, . . . , nk − 1

и a/nk ≤ 1− rk ≤ b/nk. Тогда K(Λ) = {Kλn(z)}n есть представляющая
система для H2(D).

Для доказательства теоремы используются тонкие методы
функционального анализа.

Особенности доказательства

▶ Коэффициенты зависят от f нелинейно.
▶ Коэффициенты не находятся явно,

утверждается лишь, что они существуют.
▶ Нет контроля скорости сходимости.

Теорема 1 (А.Д. Баранов, Т.Г. Батенёв, 2022)

Пусть rk → 1−, и Λ = {λk,j = rk exp(2πij/nk) : k ≥ 1, j = 0, 1, . . . , nk − 1}.
Тогда существует C такое, что система K(Λ) = {Kλn(z)}λn∈Λ есть представляющая для Hp(D) для любого p ∈ (1,∞), если
nk(1− rk) ≥ C.
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Представляющие системы в пространствах
аналитических функций

План доказательства теоремы 1

Основная идея доказательства – приближенение интегрла Коши, задающего функцию f , некоторой суммой.
▶ Пусть Ij = Ik,j = [exp((2j − 1)πi/nk), exp((2j + 1)πi/nk)] и пусть ζj = ζk,j = exp(2πij/nk). Тогда

f(rkz) =

∫
T

f(ζ)

1− rkζ̄z
dm(ζ) =

nk−1∑
j=0

∫
Ij

f(ζ)

1− rkζ̄z
dm(ζ).

Естественно приближать frk(z) = f(rkz) с помощью S(z) =
∑nk−1

j=0
1

1−rkζ̄jz

∫
Ij
f(ζ)dm(ζ). Можно получить оценку

∥f − S∥Hp ≤ γ∥f∥Hp, γ < 1.
▶ Имея произвольную функцию f ∈ Hp и выбирая rk1 как описано выше, получаем функцию

f1(z) = f(z)−
nk1

−1∑
j=0

1

1− rk1 ζ̄k1,jz

∫
Ik1,j

f(ζ)dm(ζ), ∥f1∥Hp ≤ γ∥f∥Hp, γ ∈ (0, 1).

Далее, применим эту же процедуру к f1 и найдем r2 и ∥f2∥Hp такой что ∥f2∥Hp ≤ γ∥f1∥Hp. Продолжая, получим
последовательность kl и последовательность коэффициентов cl,j, таких что ∥f −

∑N
l=1

∑nkl
−1

j=0
cl,j

1−rkl ζ̄kl,jz
∥Hp ≤ γN∥f∥Hp.

▶ Видим, что некоторая подпоследовательность частичных сумм ряда
∑

l,j
cl,j

1−rkl ζ̄kl,jz
сходится к f . Используя ограниченность

преобразования Коши в Lp при 1 < p < ∞, можно доказть, что ряд сходится к f по Hp-норме.

Теорема 2 (А.Д. Баранов, Т.Г. Батенёв, 2022)

Пусть Rk → 1−, Ik,j = (exp(2πij/nk), exp(2πi(j + 1)/nk)), j = 0, . . . , nk − 1, ζk,l,j ∈ Ik,j, Λ = {λk,l,j = Rkζk,l,j}k,l,j.
Тогда K(Λ) = {Kλn(z)}λn∈Λ есть представляющая система для H1(D) и A(D), если log(1/(1−Rk)) = O(Mk) и
Nk(1−Rk) ≥ C для некоторой константы C.

Весовые пространства Харди

Пусть последовательность β = {βn}∞n=0, βn > 0 удовлетворяет условиям

lim sup (1/βn)
1/n ≤ 1,

lim sup β1/n
n ≤ 1.

Рассмотрим множество аналитических функций

Hβ =

{
f(z) =

∞∑
n=0

anz
n ∈ Hol(D) :

∞∑
n=0

|an|2βn < ∞
}
.

Hβ – RKHS относительно нормы ∥f∥2β =
∞∑
n=0

|an|2βn с воспроизводящим

ядром Kβ
λ (z) =

∞∑
n=0

λ
n

βn
zn.

Примеры

▶ βn = (n+ 1)−1 – пространство Бергмана,
▶ βn = 1 – пространство Харди,
▶ βn = n+ 1 – пространство Дирихле.

Теорема 3 (А.Д. Баранов, Т.Г. Батенёв, 2022)

В пространстве Hβ существуют представляющие системы, состоящие из воспроизводящих ядер.
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Обобщенные гипергеометрические функции с
целыми параметрическими разностями

Бахтин К.Е., Прилепкина Е.Г.

РНОМЦ "Дальневосточный центр математических исследований",

ДВФУ, б. Аякс, 10, Владивосток, Россия

Обобщенные гипергеометрические функции [1],[2] играют важную роль в решении
задач теоретической физики, прикладной и теоретической математики, статистики и в
инженерных науках. Обобщенная гипергеометрическая функция определяется рядом

p+1Fp

(
a1, . . . , ap+1

b1, . . . , bp

∣∣∣∣∣ z
)

=
∞∑
n=0

(a1)n · · · (ap+1)n
n!(b1)n · · · (bp)n

zn (1)

(при условии, что этот ряд сходится). Знаменитая формула суммирования Минтона
[11] для гипергеометрической функции с целыми параметрическими разностями (IPD)
мотивировала исследования поведения такого типа гипергеометрических рядов [12], [6],
[4]. В ряде работ [8, 9, 10] мы изучали формулы трансформации и суммирования для
IPD гипергеометрических функций. В частности, в [10] дано полное описание группы
двухчленных преобразований

4F3

(
a, b, c, f + 1

d, e, f

)
:= 4F3

(
a, b, c, f + 1

d, e, f

∣∣∣∣∣ 1
)
. (2)

В настоящем докладе мы представляем результаты для функции 4F3(1), параметры

которой содержат пару

[
f +m

f

]
(положительную целую параметрическую разность)

и/ или

[
b

b+ n

]
(отрицательную параметрическую разность), m ∈ N, n ∈ N. Указанные

результаты основаны на совместных работах с Карпом Д.Б. и частично опубликованы
в [14].
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Theorem 1. Пусть a, b, c, d, e ∈ C, fk = (f1, . . . , fk) ∈ Ck. Тогда существуют раци-
ональные функции Vk = Vk(a, b, c, d, e, fk), µk = µk(a, b, c, d, e, fk), такие, что

k+3Fk+2

(
a, b, c, fk + 1

d, e, fk

)
= Vk · 4F3

(
a, b, c, µk + 1

d, e, µk

)
. (3)

Значения Vk, µk определяются при помощи рекурсии

Vk+1 = Vk(1 + Uk+1), µk+1 =
µkηk(1 + Uk+1)

ηk + µkUk+1

,

Uk+1 =
V ∗
k

Vk

· abc(fk + 1)

(fk+1)(s− 2)µ∗
k

,

ηk =
abc

ab+ ac+ bc− de+ d+ e+ (s− 2)(µ∗
k − 1)− 1

, s = d+ e− a− b− c,

µ∗
k = µk(a + 1, b + 1, c + 1, d + 1, e + 1, fk), V ∗

k = Vk(a + 1, b + 1, c + 1, d + 1, e + 1, fk + 1),

V1 = 1, µ1 = f.

Из Теоремы 1 вытекает, в частности, что

4F3

(
a, b, c, f + 2

d, e, f

)
=

(
1 +

abc

(s− 2)f(f + 1)

)
4F3

(
a, b, c, µ+ 1

d, e, µ

)
, (4)

где

µ =
abc+ (s− 2)f(f + 1)

ab+ ac+ bc− de+ d+ e+ (s− 2)(2f + 1)− 1
. (5)

В работе [10] мы предложили алгоритм получения формул суммирования для 4F3(1)

с единичной параметрической разностью и с нелинейными ограничениями на параметр
f . Теорема 1 позволяет распространить данный алгоритм на суммирование 4F3(1) c па-

раметрической парой

[
f +m

f

]
. Продемонстрируем этот подход следующим примером.

Предположим, что d+ e = a+ b+ c+ 3 и f удовлетворяет уравнению

s3
s2 − (2− d)(1− e)

=
s3(s2 − de+ d+ e+ 2f) + (s3 + f 2 + f)(2− e− 2d+ de− s2)

(s3 + f 2 + f) + (1− d)(s2 − de+ d+ e+ 2f)
. (6)

Тогда

4F3

(
a, b, c, f + 2

d, e, f

)
=

[(d− b− 1)(d− c− 1)µ− a(d− b− c− 1)µ− s3]Γ(d)Γ(e)((f)2 + s3)

s3(f)2(d− a− 1)(d− b− 1)(d− c− 1)µΓ(a)Γ(b)Γ(c)
,

(7)
где

µ =
s3 + f 2 + f

s2 − de+ d+ e+ 2f
, s3 = abc, s2 = ab+ ac+ bc. (8)

2



Theorem 2. Пусть αk = (b − f)[a(c − f) + f(e − c − 1)] + kf(e − f − 1), βk =

a(c− k) + f(e− a− c− 1 + k). Справедливо следующее трехчленное соотношение:

A(k)4F3

(
a, b, c, f + 1

b+ k + 2, e, f

)
+B(k)4F3

(
a, b, c, f + 1

b+ k + 1, e, f

)
+ C(k)4F3

(
a, b, c, f + 1

b+ k, e, f

)
= 0, (9)

где

A(k) = −αk(k + 1)(b− a+ k + 1)(b− c+ k + 1)

(b+ k + 1)
,

B(k) = βk(b− a+ k)(b− f + k + 1)(e− a− c+ k)

+ ((k + 1)(a− f)(b− c+ k + 1)− a(a− e+ 1)(b− f + k + 1))

× (βk + k(b− c+ k)) ,

C(k) = −αk+1(b+ k)(e− a− c− 1 + k).

(10)

Theorem 3. Существуют рациональные функции Rm = Rm(a, b, c, e, f), Qm =

Qm(a, b, c, e, f), такие, что

4F3

(
a, b, c, f + 1

b+m, e, f

)
=Rm(a, b, c, e, f)4F3

(
a, b, c, f + 1

b+ 1, e, f

)
+Qm(a, b, c, e, f)

Γ(e)Γ(e− a− c− 1)

Γ(e− a)Γ(e− c)
.

(11)
Функции Rm, Qm вычисляются рекурсивно по следующим формулам :

Rm = −B(m− 2)

A(m− 2)
Rm−1 −

C(m− 2)

A(m− 2)
Rm−2,

Qm = −B(m− 2)

A(m− 2)
Qm−1 −

C(m− 2)

A(m− 2)
Qm−2

с начальными значениями R0 = 0, R1 = 1, Q0 = e − a − c − 1 + ac/f , Q1 = 0 и A(k),
B(k), C(k), заданными в (10).

Из Теоремы 3 и формулы суммирования Гаусса, например, следует равенство

4F3

(
a, b, c, f + 1

b+ 1, e, f

)
=

a(b− f)

f(b− a)
3F2

(
a+ 1, b, c

b+ 1, e

)
+

b(f − a)Γ(e)Γ(e− a− c)

f(b− a)Γ(e− a)Γ(e− c)
.
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Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ãàðìîíè÷åñêèõ

îòîáðàæåíèé êðóãà íà êâàäðàòóðíûå îáëàñòè

Áîðèñîâ Íèêèòà Ñåðååâè÷

ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà



Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü D â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòóðíîé îáëàñòüþ (â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå), åñëè äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ Hol(D) ∩ L1(D) (ãäå ïð�âî L1(D) ðàññìàòðèâàåòñÿ
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîé ìåðû Ëåáåãà), âûïîëíåíî ðàâåíñòâî∫

D

f (z) dxdy =
N∑

n=1

mj∑
j=0

αn,j f
(j)(wn), (∗)

ãäå w1, . . . ,wN ∈ D � çàâèñÿùèé òîëüêî îò D íàáîð òî÷åê, à íàáîðû
αn,j ∈ C è mj ∈ Z+ òàêæå çàâèñÿò òîëüêî îò D.

Ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè D ⊂ C íà îáëàñòü G ⊂ C � ýòî
îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå îäíîëèñòíîé â D ãàðìîíè÷åñêîé
ôóíêöèåé. Ìû èìååì äåëî ñ êîìïëåêñíûìè ãàðìîíè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè; êàæäàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä h(z) = f (z) + g(z),
ãäå f è g � ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Çàäà÷à. Íàéòè îïèñàíèå ãàðìîíè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé êðóãà
D = {|z | < 1} íà êâàäðàòóðíûå îáëàñòè.



Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì îäèí õîðîøî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò ïðî
êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ D íà êëàññè÷åñêèå êâàäðàòóðíûå îáëàñòè
(êîòîðûé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè P. Davis, The
Schwarz function and its applications, 1974):

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü D � æîðäàíîâà îáëàñòü ñ àíàëèòè÷åñêîé
ãðàíèöåé. Òîãäà D ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé êâàäðàòóðíîé îáëàñòüþ â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå êðóãà D íà
D ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé (ñ ïîëþñàìè âíå D).

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ
ãèïîòåçà, ïîäòâåðæäàþùàÿñÿ âî âñåõ íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåìûõ
êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü h � ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðóãà D íà
êëàññè÷åñêóþ êâàäðàòóðíóþ îáëàñòü D, èìåþùåå ïîëèíîìèàëüíóþ
àíòèãîëîðôíóþ ÷àñòü. Òîãäà h ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì
(êîíôîðìíûì) îòîáðàæåíèåì D íà D.

Íåñëîæíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ ãèïîòåçà íå âåðíà áåç
ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî àíòèãîëîìîðôíàÿ ÷àñòü h ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì.



Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå
ãèïîòåçà âåðíà.

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü âñþäó äàëåå h(0) = 0.

Íà ïåðâîì ýòàïå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îáëàñòè âèäà h(D), ãäå
h � îäíîëèñòíîå ãàðìîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå êðóãà D ñ
ïîëèíîìèàëüíîé àíòèãîëîôîðìíîé ÷àñòüþ íå ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü åäèíîãî êâàäðàòóðíîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäà∫

D

f (z) dxdy =
∞∑
j=0

βj f
(j)(0),

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ C (D) ∩Hol(D).

Ýòî âûòåêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ îáëàñòè D,
ò.å. âûðàæåíèé

∫
D
zm dxdy ïðè m ∈ Z+, èç àñèìïòîòèêè ðîñòà

êîòîðûõ ïî ñïåöèàëüíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì mk , k → ∞,
ìîæíî âûâåñòè, ÷òî óêàçàííîå êâàäðàòóðíîå ñîîòíîøåíèå
íåâîçìîæíî äàæå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ.

Äàëåå, ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî èç îòñóòñòâèÿ êâàäðàòóðíîãî
ñîîòíîøåíèÿ ïðèâåäåííîãî âûøå âèäà âûòåêàåò îòñóòñòâèå è
îñíîâíîãî êâàäðàòóðíîãî ñîîòíîøåíèÿ (∗).



М. Боровиков (МГУ им. М. В. Ломоносова)

L-специальные области в комплексной плоскости

Постановка задачи

Пусть a, b, c ∈ C, а L : f → afxx + 2bfxy + cfyy — эллиптический
дифференциальный оператор второго порядка в R2 с
постоянными комплексными коэффициентами.

Пусть λ1 и λ2 корни уравнения aλ2 + 2bλ+ c = 0. В силу
эллиптичности L выполнено λ1,2 ∈ C \ R. Далее пусть λ1 ̸= λ2

Пусть T1,2 — преобразования плоскости, определяемые
следующим образом Tj : z → zj := x + λ−1

j y , j = 1, 2.

Пусть D — область Каратеодори в C, т.е. такая ограниченная
область, что ∂D = ∂D∞, где D∞ — это неогр. связная
компонента C \ D (при этом D односвязна и D = (D)◦).

Класс AC(D) состоит из всех ф–ий f ∈ Hol(D) таких, что f ◦ φ
продолжается до ф–ии, непрерывной в {z : |z | ⩽ 1} и
абсолютно непрерывной на {z : |z | = 1}. Здесь φ —
конформное отображение круга {z : |z | < 1} на D.



Постановка задачи, продолжение...

Область Каратеодори D называется L-специальной, если
существуют такие непостоянные функции F1 ∈ AC(T1D) и
F2 ∈ AC(T2D), где T1,2 : z 7→ z1,2 := x + λ−1

1,2y , такие, что для
любой достижимой (из D) точки ζ ∈ ∂D выполнено
F1(T1ζ) = F2(T2ζ).

Задача: Найти описание L-специальных областей.

В терминах L-специальных областей получены критерии
равномерной приближаемости функций L-аналитическими
многочленами — полиномиальными решениями уравнения
Lf = 0 (А. Б. Зайцев, 2002-2004).

Оператор L называется сильно эллиптическим, если λ1 и λ2
лежат в разных полуплоскостях в C относительно R.

Если L — сильно эллиптический, то L-специальных областей не
существует (А. Б. Зайцев, 2002-2004).

Если L не является сильно эллиптическим, то известен только
один пример L-специальной области — это эллипс, параметры
которого зависят от a, b, c .



После работ А. Б. Зайцева остался открытым следующий вопрос:
описать жордановы L-специальные области, границы которых
задаются уравнениями Q(x , y) = 0, где Q — многочлен от двух
вещественных переменных с комплексными коэффициентами. Этот
вопрос остается нерешенным на протяжении последних 10–15 лет.
Этот вопрос содержательно связан с вопросом о неванлинновский
областях, функции Шварца границ которых являются
рациональными. Неванлинновские области возникают в задача
равномерной аппроксимации функций бианалитическими
многочленами (при λ1 = λ2 = −i). Не приводя точных
формулировок сформулируем интересующий нас вопрос: для каких
рациональных функций R(z) уравнение z = R(z) задает
(аналитическую) границу некоторой жордановой области?
Относительно несложно проверяется, что это возможно только в
двух случаях: полуплоскости и круга.
В рассматриваемой нами задаче имеет место следующая гипотеза:

Гипотеза
Среди жордановых областей с алгебраическими границами
единственной L-специальной областью (для данного L) является
область, ограниченная специальным эллипсом.



Теорема

Для любой алгебраической кривой Γ порядка n ⩾ 3, заданной
уравнением Q(x , y) = 0, где Q — многочлен степени n, не
существует полиномов P1(z) и P2(z) комплексного переменного
степени, не превосходящей n, таких, что уравнение
P1(T1z) = P2(T2z) задает ту же кривую.

Идея доказательства. Общий случай сводится к случаю, когда
λ1 = −i и λ2 = iβ при β < −1. Кроме того, в случае, когда кривая Γ
является невырожденной, можно считать, что коэффициенты Q
вещественны. Далее, рассуждая методом от противного, полагаем,
что требуемые многочлены P1 и P2 существуют. Ясно, что в этом
случае max{degP1, degP2} = n.
Выразив x и y через z и zβ = T2z и, подставив полученные
выражения в уравнение Q(x , y), получим уравнение кривой Γ в
переменных z и zβ . Это уравнение сравнивается с уравнением
P1(z)− P2(zβ) = 0 кривой Γ , возникающем в свойстве
L-специальности. Это приводит к системе 2(n − 1) однородных
уравнений на n + 1 коэффициент при мономах степени n.
Окончательно получаем, что степень многочлена Q оказывается
меньше n, что невозможно.



Точная область однолистного покрытия на классе голоморфных
отображений круга в себя с неподвижными точками

Кудрявцева О.С., МЦ ФПМ, ВолгГТУ

Решается задача об области однолистного покрытия на классе голоморфных
отображений круга в себя с внутренней и граничной неподвижными точками и
условием на угловую производную в граничной неподвижной точке.

Пусть B — совокупность голоморфных отображений f круга D =
{
z ∈ C : |z| < 1

}
в себя;

BM [0] =
{
f ∈ B : f(0) = 0, |f ′(0)| ⩾ 1/M

}
, M > 1.

Теорема (Landau, 1926)

Пусть f ∈ BM [0]. Cуществует функция, обратная к f и конформно отображающая
круг {w ∈ D : |w| < r(M)}, где r(M) = (M −

√
M2 − 1)2, на некоторую область Zf ⊂ D.

При этом для каждого κ, |κ| = 1, функция

fκ(z) = z
κ −Mz

Mκ − z

принадлежит BM [0] и w(κ)=κr(M) — точка ветвления функции, обратной к fκ.
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Bα[0, 1] =
{
f ∈ B : f(0) = 0, f(1) = 1, f ′(1) ⩽ α

}
, α > 1.

Утверждение (Горяйнов, 2017)

Пусть f ∈ Bα[0, 1], α ∈ (1, 2). Тогда |f ′(0)| ⩾ (2− α)/α.

Следствие

Пусть f ∈ Bα[0, 1], α ∈ (1, 2). Cуществует функция, обратная к f и конформно отоб-
ражающая круг

O(α) =

{
w ∈ D : |w| <

(
1−

√
α− 1

1 +
√
α− 1

)2
}

на некоторую область Zf ⊂ D. При этом функция

f(z) = z
αz + (2− α)

α+ (2− α)z

принадлежит классу Bα[0, 1] и wα = −(1−
√
α− 1)2/(1+

√
α− 1)2 — точка ветвления

функции, обратной к f .
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В следующей теореме найдена точная область однолистного покрытия на классе
Bα[0, 1], α ∈ (1, 2).

Теорема

Пусть f ∈ Bα[0, 1], α ∈ (1, 2). Существует функция, обратная к f и конформно отоб-
ражающая область

W (α) =

{
w :

|1− w|
1− |w|

<
α

2
√
α− 1

}
на некоторую область Zf ⊂ D. Какова бы ни была область Y , W (α) ⊂ Y ⊂ D, Y ̸=
W (α), найдется функция f ∈ Bα[0, 1], не имеющая обратной в области Y .

Для каждого θ ∈ (−π, π) функция, обратная к

fθ(z) = z
1− (α− 1)eiθ + αeiθz

α− (α− 1− eiθ)z
,

имеет точку ветвления

wα(θ) = −eiθ

(√
α− 1− e−iθ/2

√
α− 1 + eiθ/2

)2

.
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Рис.: Границы областей 1: O(α), 2: W (α); α = 1.25
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МНОГОЧЛЕНЫ, НАИМЕНЕЕ УКЛОНЯЮЩИЕСЯ ОТ НУЛЯ,
С ОГРАНИЧЕНИЕМ НА РАСПОЛОЖЕНИЕ КОРНЕЙ

А. Э.Пестовская

Исследуется задача Чебышева о многочленах, наименее уклоняющихся от нуля на компакте K с
ограничением на расположение корней многочленов, а именно, на множестве Pn(G) многочленов сте-
пени n с единичным старшим коэффициентом, не обращающихся в нуль в открытом множестве G.
Получено точное решение для K = [−1, 1] и G = {z ∈ C : |z| < R}, R ≥ ϱn, где ϱn — определённая ве-
личина такая, что ϱ2n ≤ (

√
5− 1)/2. Для случая ConvK ⊂ G проведена редукция задач к аналогичным

задачам для множества алгебраических многочленов, имеющих все нули на границе ∂G множества G.
Вводится понятие постоянной Чебышева τ(K,G) компакта K относительно открытого множества G,
получены двусторонние оценки величины τ(K,G).

Постановка и обсуждение задачи
Пусть K — непустое компактное множество комплексной плоскости C, и ConvK — его выпук-
лая оболочка; G — открытое множество, G ̸= C; G — замыкание множества G. Пусть DR :=
{z ∈ C : |z| < R} — открытый круг с центром в точке нуль радиуса R > 0. При R = 1 для откры-
того единичного круга используем обозначение D.

Обозначим через Pn множество алгебраических многочленов (точной) степени n с комплекс-
ными коэффициентами и со старшим коэффициентом равным единице. Многочлен pn из Pn одно-
значно задаётся своими корнями zk, k = 1, n, равенством pn(z) =

∏n
k=1(z − zk).

Через Pn(G) обозначим множество алгебраических многочленов из Pn, не обращающихся в нуль
на множестве G : Pn(G) := {pn ∈ Pn : pn(z) ̸= 0, z ∈ G} . Для равномерной нормы многочлена
используем обозначение ∥pn∥ := ∥pn∥C(K) = max{|pn(z)| : z ∈ K}.

Существует и единственен (в случае, когда K содержит не менее n + 1 точки) многочлен Tn с
минимальной среди всех многочленов из Pn нормой на компакте K

∥Tn∥ = min{∥pn∥ : pn ∈ Pn}.

Многочлен Tn называется многочленом Чебышева степени n для компакта K. Через τn(K) обо-
значим его норму, τn(K) := ∥Tn∥.

С многочленами Чебышева связана важная характеристика компакта

τ(K) := lim
n→∞

n
√
τn(K) (1)

— постоянная Чебышева компакта K. Для постоянной Чебышева компакта K имеют место ра-
венства τ(K) = d(K) = c(K), связывающие ее с трансфинитным диаметром d(K) и гармонической
(логарифмической) емкостью c(K) компакта K (теорема Фекете–Сеге, см. [1, гл. VII, §1,3]).

В настоящей работе исследуются многочлены, наименее уклоняющиеся от нуля на компакте
K (имеющие минимальную норму на K) среди всех многочленов из Pn(G), т.е. не обращающиеся
в нуль на множестве G. Определим величину наименьшего уклонения от нуля многочленов из
Pn(G) на компакте K равенством

τn(K,G) := min {∥pn∥ : pn ∈ Pn(G)} . (2)

Величину, аналогичную (1), определяемую равенством

τ(K,G) := lim
n→∞

n
√
τn(K,G), (3)

будем называть постоянной Чебышева компакта K относительно множества G. Задача состоит
в нахождении величины (2) и многочленов из Pn(G), наименее уклоняющихся от нуля на компакте
K, т.е. многочленов, на которых в (2) достигается минимум. А так же в вычислении величины (3)
— постоянной Чебышева компакта K относительно множества G.
Корректность определений (2), (3) вытекает из следующей теоремы 1.



Теорема 1 Для произвольных компакта K и открытого множества G справедливы утвержде-
ния:
(1) минимум в (2) достигается;
(2) существует предел последовательности n

√
τn(K,G).

Свойства наименее уклоняющихся от нуля многочленов из Pn(G), величин наименьшего укло-
нения (2) и постоянной Чебышева (3) при ограничениях несколько отличны от классических. Так,
для конечных компактов при достаточно больших n получим τn(K) = 0 и, как следствие, τ(K) = 0.
Для величин (2) и (3) уже в случае одноточечного компакта K = {ζ0} ⊂ G справедливы равенства
τn(ζ0, G) = ρn(ζ0, ∂G), τ(ζ0, G) = ρ(ζ0, ∂G), где ρ(ζ0, ∂G) = min{|ζ0 − ζ| : ζ ∈ ∂G} — расстояние
от точки ζ0 до границы множества G.

Заметим также, что в отличие от многочленов Чебышева компакта K, экстремальный много-
член в (2) (как это будет видно из дальнейшего), вообще говоря, не единственный.

Известно [2, гл. I, §3, п. 4], что корни многочленов Чебышева компакта K принадлежат его
выпуклой оболочке ConvK. Поэтому в случае когда ConvK и G не пересекаются, имеют место
равенства τn(K,G) = τn(K) и τ(K,G) = τ(K). Изучение величин (2) и (3) представляет интерес
для случая (ConvK)

⋂
G ̸= ∅.

Исследования экстремальных свойств алгебраических многочленов с ограничением на распо-
ложение нулей началось, по-видимому, с работы П.Турана 1939 г. [3], посвященной неравенствам,
дающим оценку снизу нормы производной многочлена через норму самого многочлена.

В 1947 г. П.Лакс [4] доказал гипотезу П.Эрдеша. Утверждение состоит в том, что в класси-
ческом неравенстве Бернштейна ∥p′n∥C(D) ≤ n ∥pn∥C(D), pn ∈ Pn, рассмотренном на множестве
Pn(D) многочленов, не обращающихся в нуль в единичном круге, точная (наименьшая) константа
в два раза меньше (равна n/2), т.е. справедливо неравенство

∥p′n∥C(D) ≤
n

2
∥pn∥C(D), pn ∈ Pn(D).

Неравенство обращается в равенство на произвольном многочлене, имеющем все свои корни на еди-
ничной окружности. Используя это неравенство и (n−1 раз) классическое неравенство Бернштейна
без ограничений на корни получаем равенства τn(D,D) = 2, τ(D,D) = 1. Здесь экстремальными
являются многочлены вида zn + ε, |ε| = 1.

В работе Р.Р.Акопяна [5, Теорема 2] найдены многочлены из Pn(DR), R > 0, наименее укло-
няющиеся от нуля на единичной окружности относительно Lp-норм, 0 ≤ p ≤ ∞, (средних, при
0 ≤ p < 1). Точнее, показано, что ими являются многочлены вида zn + εRn, |ε| = 1. Отсюда, в
частности, следует, что для величин (2) и (3) справедливы равенства

τn(D,DR) = 1 +Rn, τ(D,DR) = max{1, R}, R > 0.

Точное неравенство Бернштейна на множестве многочленов Pn(D) относительно Lp-норм на еди-
ничной окружности получено в работах П. Лакса [4] (p = 2,∞), Н.ДеБрюйна [6] (1 ≤ p < ∞),
К. Рахмана и Г.Шмайсера [7] (0 ≤ p < 1); обобщение неравенства Бернштейна на множестве мно-
гочленов Pn(D) для достаточно широкого класса операторов получено в статье В.В.Арестова [8].
Точное неравенство Бернштейна на множестве многочленов Pn(DR) в случае p = ∞, R > 1, полу-
чено в работе М.А.Малика [9]; ряд результатов для p = 2 содержится в статье Р.Р.Акопяна [10].

Обозначим через Mn,m(G) точную (наименьшую) константу в неравенстве братьев Марковых
для многочленов Pn(G) на отрезке I = [−1, 1]

∥p(m)
n ∥C(I) ≤ Mn,m(G) ∥pn∥C(I), pn ∈ Pn(G), m = 0, 1, . . . , n. (4)

Ясно, что в случае m = n неравенство (4) связано с задачей (2), точнее имеет место равенство
n! = Mn,n(G) τn(I,G). О результатах, связанных с неравенством братьев Марковых с ограничением
на корни многочленов, см. статью [11] и приведенную там литературу.



Основные результаты

Редукция к многочленам с корнями на границе области

В этом разделе предполагается справедливость вложения ConvK ⊂ G. Для упрощения рассуж-
дений будем считать, что G является областью – открытым связным множеством. Случай, когда
множество не является связным, нетрудно сводится к рассматриваемому заменой G на его компо-
ненту связности, содержащую ConvK.

Лемма 1 Пусть компакт K и область G, такие, что ConvK ⊂ G. Тогда для произвольного мно-
гочлена pn ∈ Pn(G), имеющего хотя бы один корень, не принадлежащий границе ∂G области G,
существует многочлен qn ∈ Pn(G), такой, что для всех z ∈ K справедливо строгое неравенство

|qn(z)| < |pn(z)|. (5)

С помощью леммы 1 доказывается теорема 2 (о редукции).

Теорема 2 Пусть компакт K и область G, такие, что ConvK ⊂ G. Тогда любой экстремаль-
ный многочлен в (2) имеет все n корней на границе ∂G области G.

Замечание 1. Утверждение теоремы 2 справедливо и для многочленов из Pn(G) наименее укло-
няющихся от нуля относительно произвольной нормы сохраняющей порядок. В частности, для
Lp(K)-средних. Это, аналогично доказательству теоремы 2, следует из леммы 1, т.к. неравен-
ство (5) поточечное на компакте K.

Точное решение при K = [−1; 1] и G = DR

Обозначим через ϱn число равное 1/
√
2 в случае если n = 2m, и единственный в интервале

(1/
√
2, 1/ 4

√
2) корень уравнения (ϱ2 − 1)2m(ϱ2 + 1) = ϱ4m+2 если n = 2m + 1, m ≥ 1. Отметим,

что последовательность ϱ3, ϱ5, . . . монотонно убывает и limm→∞ ϱ2m+1 = 1/
√
2. Тогда при любом

m ≥ 1 получаем, что ϱ2m+1 ∈ (1/
√
2, ϱ3], где ϱ3 = ((

√
5− 1)/2)1/2.

В следующей теореме найдено точное значение величин (2) и (3) в случае, когда компакт K
есть отрезок I = [−1; 1], а область G — круг DR с центром в нуле радиуса R ≥ ϱn и, как следствие,
выписано точное значение константы Mn,n(DR) неравенства 4 при m = n.

Теорема 3 Имеет место равенство

τn(I,DR) =

{ √
1 +R2, n = 1, R ≥ 0;

Rn, n > 1, R ≥ ϱn.
(6)

При этом минимум в (2) достигается на многочленах p∗n(x) = (x2 − R2)m, при n = 2m; p∗n(x) =
(x2 −R2)m(x± iR), при n = 2m+ 1.
Следовательно, справедливы соотношения

τ(I,DR) = R, при R ≥ 1/
√
2; (7)

M1,1(DR) = (
√
1 +R2)−1 R ≥ 0;

Mn,n(DR) = n!R−n, n > 1, R ≥ ϱn.
(8)

Замечание 2. Приведенные в теореме многочлены из Pn(DR), наименее уклоняющиеся от нуля
на [−1, 1], не единственны. Например, при четных n и R ≥ 1/ 2l

√
2 экстремальными являются

многочлены p∗∗2ml(x) = (x2l −R2l)m, l,m ∈ N.



Оценки постоянной Чебышева τ(K,G)

Напомним, что через τ(K) обозначается постоянная Чебышева компакта K.

Теорема 4 Для произвольного компакта K и ограниченного открытого множества G справед-
ливы следующие утверждения. Если K ⊂ G, то имеют место неравенства

τ(K) ≤ τ(K,G) ≤ τ(G). (9)

Если ConvK ⊂ G, то имеют место неравенства

max
z∈K

min
ζ∈∂G

|z − ζ| ≤ τ(K,G) ≤ min
ζ∈∂G

max
z∈K

|z − ζ|. (10)

Следствие 1 Для произвольного компакта K, удовлетворяющего условию K ⊂ DR и содержа-
щего точку нуль: 0 ∈ K, справедливо равенство

τ(K,DR) = R, R > 0. (11)

Замечание 3. Каждое из неравенств в (9) и (10) в зависимости от K и G может быть как
равенством так и строгим неравенством.

Действительно, например, в случае одноточечного компакта K = {ζ0} и множества G = DR

если 0 < |ζ0| < R, то 0 < τ(ζ0, DR) = R − |ζ0| < R. Таким образом, оба неравенства в (10)
обращаются в равенства, при этом в (9) оба неравенства строгие. Если K = ∂Dr и G = DR, 0 <
r < R, то справедливы соотношения R−r < τ(∂Dr, DR) = R < R+r. В этом случае оба неравенства
строгие в (10). Наконец, при K = G обращаются в равенства оба неравенства в (9).
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О связях обобщенной гипергеометрической функции
с функцией Майера

Прилепкина Е.Г., Бахтин К.Е.

РНОМЦ "Дальневосточный центр математических исследований",

ДВФУ, б. Аякс, 10, Владивосток, Россия

Чтобы сократить записи формул, примем обозначения:

Γ(a) =
∏p

i=1
Γ(ai), sin(a) =

∏p

i=1
sin(ai), (a) =

∏p

i=1
ai,

a+ β = (a1 + β, . . . , ap + β), a[k] = (a1, . . . , ak−1, ak+1, . . . , ap),
(1)

для любого вектора a = (a1, . . . , ap) ∈ Cp, числа β и Γ(·) функции Эйлера. Предпо-
ложим, что 0 ≤ m ≤ q, 0 ≤ n ≤ p — целые числа и вектор a = (a1, a2) с a1 ∈ Cm,
a2 ∈ Cq−m, b = (b1,b2), b1 ∈ Cn, b2 ∈ Cp−n, причем ai − bj /∈ N для всех i = 1, . . . ,m и
j = 1, . . . , n. Тогда G-функция Майера определяется интегралом Меллина-Барнса

Gm,n
p,q

(
z

b

a

)
:=

1

2πi

∫
L

Γ(a1+s)Γ(1− b1−s)
Γ(b2+s)Γ(1− a2−s)

z−sds, (2)

где контур L – простая петля с концами в бесконечности и разделяющая левые полюса
s→ Γ(a1+s) подинтегрального выражения от правых полюсов s→ Γ(1−b1−s). Детали
выбора контура L и сходимость интеграла можно найти, например, в [1, section 16.17].
Степенная функция z−s в (2) определена на римановой поверхности логарифма, z−s =

exp(−s{log |z|+i arg(z)}) c произвольным значением аргумента arg(z). Gфункция Майе-
ра возникает как фундаментальное решение обобщенного гипергеометрического уравне-
ния и играет важную роль в теории вероятности, статистике, теории случайных матриц
[4] и ортогональных полиномов [2]. В данном докладе мы сосредоточимся на изучении
главной ветви G-функции Майера со значением аргумента −π < arg(z) ≤ π. Пред-
ставленные результаты основаны на совместных работах с Карпом Д.Б. и частично
опубликованы в [5]. Обозначая подинтегральное выражение через (2) I(s) и комбини-
руя известные результаты, получим следующую теорему.
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Theorem 1 Пусть m + n ≤ p.Тогда функция Gm,n
p,p кучочно-аналитическая, для

|z| < 1 справедлива формула

Gm,n
p,p

(
z

∣∣∣∣∣ ba
)

=
m∑
j=1

∞∑
l=0

res
s=−aj−l

I(s)z−s, (3)

и для |z| > 1

Gm,n
p,p

(
z

∣∣∣∣∣ ba
)

= −
n∑

i=1

∞∑
k=0

res
s=1−bi+k

I(s)z−s. (4)

Функции (3) и (4), вообще говоря, не являются аналитическим продолжением друг
друга. Аналитическое продолжение, порожденное главной ветвью функции Майера в
|z| < 1, мы будем называть внутренней функцией и обозначать Gm,n

p,p (z). Аналогично,
функцию, определенную (2) и (4) для |z| > 1 и аналитически продолженную в |z| <
1 мы будем называть ”внешней” и обозначать через Gm,n

p,p (z). Комбинация известных
формул дает "рецепт"аналитического продолжения G-функции Майера при помощи
обобщенной гипергеометрической функции (m+ n− p = κ)

Gm,n
p,p

(
z

b

a

)
=−(−π)κ

z

p∑
k=1

Γ(bk − b[k])

Γ(bk − a)
zbkpFp−1

(
1− a+ bk

1− b[k] + bk

(−1)κ

z

)

×
m∑
j=1

sin(π(b2 − aj))e
iπ(κ+2l−1)(aj−bk)

sin(π(a1[j] − aj)) sin((aj − bk)π)
(5)

с (κ + 2l − 2)π < arg(z) < (κ + 2l)π и при добавочном ограничении, что b и a1 отли-
чаются друг от друга на нецелые числа. Более тщательно проанализировав связь (5)
G-функции Майера и обобщенной гипергеометрической функции, нам удалось полу-
чить компактную формулу аналитического продолжения [5] .

Theorem 2 Предположим, что m ≥ 1, m+n = p и a, b вещественные вектора раз-
мерности p. Для любого z ∈ C \ ((−∞, 0]∪ [1,∞)) с |z| > 1 аналитическое продожение
функции, определенной рядом (3), задается формулой

Gm,n
p,p

(
z

∣∣∣∣∣ ba
)

= − exp(∓iπψm)G
p,0
p,p

(
1

z

∣∣∣∣∣ 1− a

1− b

)
+Gn,m

p,p

(
1

z

∣∣∣∣∣ 1− a

1− b

)

= − exp(∓iπψm)G0,p
p,p

(
z

∣∣∣∣∣ ba
)

+ Gm,n
p,p

(
z

∣∣∣∣∣ ba
)
, (6)

где ψm =
∑m

j=1(bn+j − aj) и знак ”−” выбирается для ℑ(z) > 0, тогда как знак +”
соответствует ℑ(z) < 0.
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В [5] также приводятся формулы для вычисления Gm,n
p,p на берегах разрезов (−∞, 0],

[1,∞). В [3, (3.1)] мы показали, что для a ∈ Rp, b ∈ Rp−1, d ∈ R и 0 < x < 1 имеет место
равенство

Gp,0
p,p

(
x
d,b

a

)
=
Γ(a− d+ 1)xd−1

2πiΓ(b− d+ 1)

{
pFp−1

(
a− d+ 1

b− d+ 1

1

x
+ i0

)
−

pFp−1

(
a− d+ 1

b− d+ 1

1

x
− i0

)}
. (7)

Соотношение (7) позволяет переносить преобразования для гипергеометрических функ-
ций на G-функцию Майера. Например, второе преобразование Миллера-Париса [6], свя-
занное с корнями характеристического полинома Q̂m(t) = Q̂m(a, b, c, f |t, )

Q̂m(t) =
m∑
k=0

(−1)k(a)k(−b−m)k(t)k(c− a−m− t)m−k

(c− a−m)m(c− b−m)kk!
r+2Fr+1

(
−k, b, f +m

b+m− k + 1, f

)
, (8)

для G-функции Майера приобретает следующий вид.

Theorem 3 Пусть a, b, c, d ∈ C, f ∈ Cp−2, m ∈ Np−2, m = m1 + · · · +mp−2. Тогда
имеет место следующее тождество

Gp,0
p,p

(
z

c, d, f

a, b, f +m

)
= zd−α−1(1− z)α

Γ(a− d+ 1)Γ(̂b)

Γ(â)Γ(b− d+ 1)

×

{
cos(πα)Gm+2,0

m+2,m+2

(
z

1, b̂

â

)
+ sin(πα)Gm+2,1

m+3,m+3

(
z

1, 3/2, b̂

â, 3/2

)}
(9)

где a = (a, b, f +m), b = (c, f), α = c+ d− a− b−m− 1, â = (c− a−m, c− b−m,λ+1),
b̂ = (c − d + 1,λ) и λ = (λ1, . . . , λm) корни второго характеристического полинома
Q̂m(a− d+ 1, b− d+ 1, c− d+ 1, f − d+ 1|t), определенного в (8).

Полагая в Теореме 3 α ∈ N0, и воспользовавшись интегральным представлением обоб-
щенной гипергеометрической функции в виде преобразования Стилтьеса [3]

Γ(a)

Γ(b)
p+1Fp

(
σ, a

b

∣∣∣∣∣ z
)

=

∫ 1

0

Gp,0
p,p

(
t

∣∣∣∣∣ba
)

dt

t(1− tz)σ
, (10)

получим следующую теорему.
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Theorem 4 Пусть a, b, c, d ∈ C, f ∈ Cp−2,m = (m1, . . . ,mp−2) ∈ Np−2,m = m1 + ... +

mp−2, α = c+ d− a− b−m− 1, α ∈ N0. Тогда

p+1Fp

(
σ, a, b, f+m

c, d, f

∣∣∣∣∣ z
)

= (−1)α
α!Γ(c)Γ(d)Γ(f)Γ(y)Γ(u− d+ 2)

Γ(f+m)Γ(a)Γ(b)Γ(w)Γ(v − d+ 2)
×

α∑
l=0

(−1)lΓ(w + d+ l − α− 1)

l!(α− l)!Γ(d+ l − α)Γ(y + d+ l − α− 1)
m+3Fm+2

(
σ,w + d+ l − α− 1

d+ l − α,y + d+ l − α− 1

∣∣∣∣∣ z
)
,

(11)

где u = (a−1, b−1, f+m−1),v = (c−1, f−1), w = (c−a−m, c−b−m, t+1),y = (c−d+1, t)

и t = (t1, ...tm) являются корнями второго характеристического многочлена Миллера-
Париса Q̂m(t) = Q̂m(a− d+ 1, b− d+ 1, c− d+ 1, f− d+ 1|t).
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Группа Ли — классическое понятие анализа, 

алгебры и геометрии. Оно возникло при 

рассмотрении непрерывных

симметрий геометрических

объектов. Примеры симметрий:

движения плоскости,

вращательная симметрия

Группа Ли = гладкое многообразие 

+ группа. Пример: окружность на 

комплексной плоскости с 

операцией умножения

Линеаризация группы Ли: алгебра Ли = векторное 

пространство + билинейная антикоммутативная операция 

(a,b) → [a,b] (скобка Ли), удовлетворяющая тождеству 

Якоби: [[a,b],c]+[[b,c],a]+[[c,a],b]=0 для всех элементов 

пространства

С. Ли

Примеры алгебр Ли:

Матрицы размера n×n с операцией [A,B]=AB-BA

Векторные поля с операцией взятия коммутатора

На сегодняшний день имеется достаточно развитая 

теория абстрактных конечномерных групп и алгебр 

Ли. Однако естественно задать вопрос о том, где и 

как они возникают в математике.

Широко известна теорема Адо о 

реализации произвольной конечномерной 

алгебры Ли с помощью матриц (линейное 

представление).
И.Д. Адо

Мы приводим реализацию конечномерных алгебр Ли двумя интересными с точки зрения комплексного анализа 

классами векторных полей: голоморфными автоморфизмами вещественных подмногообразий комплексного 

пространства и симметриями аналитических дифференциальных уравнений.

Пусть ___ — вещественно-аналитическое 

подмногообразие пространства ___ (или 

CR-многообразие), заданное в некоторой 

окрестности начала координат.

Алгебра Ли 

инфинитезимальных 

голоморфных 

автоморфизмов 

подмногообразия ____ 

в начале координат состоит из векторных 

полей, порождающих однопараметрические 

группы локальных биголоморфных 

автоморфизмов ___ (в окрестности начала 

координат).

Пусть Z=(Z_,...,Z_) — независимые переменные в пространстве 

___, а f(Z)=(f_(Z),...,f_(Z)) — неизвестные голоморфные функции. 

Рассмотрим систему S голоморфных дифференциальных 

уравнений на вектор-функцию f(Z).

Группой симметрий системы S называется локальная группа всех 

комплексных преобразований некоторой области в пространстве 

_________ зависимых и независимых переменных, переводящая 

график каждого решения системы в некоторый график решения 

той же системы. Алгеброй Ли симметрий системы S называется 

алгебра Ли, соответствующая группе симметрий системы S (т.е. 

касательное пространство в единице группы).

Симметрии уравнений тесно связаны с автоморфизмами CR-

многообразий при соблюдении некоторых условий невырожденности (d-

невырожденность). А именно, с помощью конструкции, восходящей к 

работам Э. Картана и Б. Сегре, можно сопоставить CR-многообразию 

систему аналитических уравнений в частных производных, такую что 

алгебра Ли ее инфинитезимальных симметрий изоморфна 

комплексификации алгебры голоморфных автоморфизмов данного CR-

многообразия. Основной инструмент здесь — это многообразия Сегре, 

позволяющие переводить вопросы с языка CR-геометрии на язык 

дифференциальных уравнений и наоборот.

Э. Картан

Б. Сегре

автоморфизмы 

CR-многообразий

симметрии 

дифференциальных

уравнений

Рассмотрим касательное 

пространство в единице группы

Конструкция Картана-Сегре в

В общем случае конструкция 

Картана-Сегре позволяет строить 

систему дифференциальных 

уравнений, такую что ее общее 

решение есть комплексификация 

исходного CR-многообразия
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Реализация автоморфизмами гиперповерхности

Пусть h -- произвольная вещественная алгебра Ли размерности m < __. По теореме Адо h изоморфна некоторой 

подалгебре алгебры gl(n, R) для некоторого n, поэтому можно считать, что h _ gl(n, R). Пусть

e_,...,e_ -- базис в h, а H -- локальная псевдогруппа, соответствующая h. В H введем локальные координаты: точке 

(t_,...,t_) из окрестности нуля в R^{m} сопоставляется точка C(t)=exp(t_e_+ … + t_e_) из окрестности единицы в H.

Пусть (z;t;w)=(z_,...,z_;t_,...,t_;w=u+iv) -- координаты в C^{n+m+1}. Положим

Формулы

Обозначим через _________ выражение

где C(t) -- введенная выше матрица. Вещественный аргумент t R^{m} заменяется на комплексный аргумент

t C^{m}.

Рассмотрим гиперповерхность Г, заданную в окрестности начала координат уравнением

формула

Теорема 1 (С., 2022). Алгебра Ли инфинитезимальных голоморфных автоморфизмов гиперповерхности Г в начале 

координат изоморфна h.

Реализация симметриями дифференциальных уравнений

Гиперповерхность Г, построенная выше, не удовлетворяет нужным условиям невырожденности (d-

невырожденность). Поэтому для применения конструкции Картана-Сегре мы выпишем другое многообразие.

Пусть (z;x;t;w)=(z_,..., z_; x_,..., x_; t_,..., t_; w_{1}=u_+ iv_, w_=u_+ iv_, w_=u_+ iv_) -- координаты в C^{2n+m+3}. Пусть

формула

Положим

формулы

где 1 =(1,...,1) -- вектор из n единиц. Отметим, что функция R -- это 

выражение в окрестности точки , из которого 

мы вычли плюригармонические слагаемые.

Рассмотрим многообразие C^{2n+m+3}, заданное в окрестности начала координат системой уравнений

формулы

С помощью конструкции Картана-Сегре сопоставим многообразию систему уравнений S, такую что ее общее 

решение совпадает с комплексификацией многообразия .

Теорема 2 (С., 2022). Алгебра Ли симметрий системы S изоморфна комплексификации алгебры Ли h.

Рассмотрим бесконечномерную коммутативную алгебру Ли, т.е. алгебру Ли с базисом {e_ }_ , таким что [e_,e_]=0 

для всех j и l . Ее нельзя реализовать как алгебру Ли векторных полей на конечномерном пространстве, 

поскольку число коммутирующих векторных полей не может превосходить размерности объемлющего 

пространства.

Открытый вопрос: Можно ли реализовать произвольную вещественную конечномерную алгебру Ли симметриями 

дифференциальных уравнений? (А не только ее комплексификацию, что было проделано выше.)

Замечание. Локальная группа автоморфизмов поверхности Г содержит все преобразования 

{ z --- Az, t --- b(t), w --- w }. Здесь A H -- невырожденная матрица с постоянными вещественными 

коэффициентами, а аналитическая вектор-функция b(t) такова, что C(t)A = C(b(t)). При этом b(t) однозначно 

восстанавливается по матрице A. Поскольку H -- локальная группа, соответствующая h, то h лежит в алгебре 

автоморфизмов поверхности Г в начале координат. Многочлены P_ и P_ в определении функции P подобраны 

так, чтобы H не содержала других преобразований.

Отметим также, что вместо многочленов P_ и P_ можно выбрать два различных многочлена общего положения 

достаточно высокой степени.
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ÇÀÄÀ×À Î ÐÀÄÈÓÑÅ ÁÎÐÀ ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÛÕ ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ïðîáëåìà. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðóãå D = {|z| < 1}.
Ïóñòü f(z) =

∑∞
n=0 anz

n. Íóæíî íàéòè ìàêñèìàëüíûé R, äëÿ êîòîðîãî∥∥∥ ∞∑
n=0

|an|(Rz)n
∥∥∥
Y
≤ ‖f‖X .

Áóäåì íàçûâàòü òàêîé R ðàäèóñîì Áîðà ¾èç X â Y ¿ è îáîçíà÷àòü RX→Y . Åñëè X è Y ñîâïàäàþò,
ïðîñòî ïèøåì RX .

Òåîðåìà (Õ. Áîð, Ô. Ðèññ, È. Øóð, Ô. Âèíåð, 1914, [1]).∑
n≥0

|an|rn ≤ ‖f‖∞, åñëè 0 ≤ r ≤ 1/3.

Ïðè ýòîì 1/3 � íåóëó÷øàåìàÿ êîíñòàíòà, òî åñòü RH∞ = 1/3.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó î ðàäèóñå Áîðà â âåñîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ Áëîõà.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî àíàëèòè÷åñêàÿ â D ôóíêöèÿ f(z) =
∑

n≥0 anz
n ïðèíàäëåæèò âåñîâîìó

ïðîñòðàíñòâó Áëîõà B(ω) ñ âåñîì ω(|z|) ≥ 0, åñëè ‖f‖B(ω) := |a0|+ supz∈D ω(|z|)|f ′(z)| <∞.

Òåîðåìà. Ïóñòü B(ω) � âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Áëîõà ñ âåñîì ω(r) ≥ 0. Òîãäà

RB(ω) ≥ 1/
√
2.

Âñòà¼ò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïðè êàêèõ âåñàõ íåðàâåíñòâî Áîðà ñ R = 1/
√
2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì?

Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ý. Áîìáèåðè è Æ. Áóðãåéíà [2], ìû äà¼ì êðèòåðèé òî÷íîñòè òàêîãî íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî∣∣∣∣∣∣∑
n≥0

|an|
( z√

2

)n∣∣∣∣∣∣
B(ω)
≤ ||f ||B(ω)

áûëî òî÷íûì íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóøåñòâîâàëî ÷èñëî r0 ∈
[ 1√

2
, 1
]
, òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ

r ∈ [0, 1)
ω(r)

ω(r0)
≤ min

(
2− r

r0
;

√
2r0 + r√
2r + r0

)
. (1)

Ïðèìåðû. Ïðèâåä¼ì ïðèìåðû âåñîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìîìó è äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ.
Íà ðèñóíêàõ ñèíèì öâåòîì îáîçíà÷åíà îáëàñòü, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (1). Îñè àáöèññ
ñîîòâåòñòâóåò r0, îñè îðäèíàò � r. Âèäíî, ÷òî äëÿ âåñà ω(r) = r11(1−r2) (ðèñóíîê ñëåâà) r0 ìîæíî âçÿòü,
íàïðèìåð, ðàâíûì 0.923. Äëÿ âåñà ω(r) = r7(1− r) (ðèñóíîê ñïðàâà) r0 ≈ 0.885. Òàêæå íåðàâåíñòâî (1)
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âåñà ω(r) ≡ 1, r0 = 1.

1



Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

H∞k :=
{
f(z) =

∑
n≥k anz

n, z ∈ D : ‖f‖H∞
k

:= ‖f‖∞ <∞
}
;

H∞(k) :=
{
f(z) =

∑
n≥k anz

n, z ∈ D : ‖f‖H∞
(k)

:= supz∈D |f (k)(z)| <∞
}
.

Äàëåå R(k)→k := RH∞
(k)
→H∞

k
.

Â ðàáîòå [3] ïðîøëîãî ãîäà Á. Áõîâìèê è Í. Äàñ äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà ([3]).
R1→(1) = 1−

√
2/3 = 0.183503...

Ìû îöåíèâàåì ìàæîðèðóþùèé ðÿä ôóíêöèè ÷åðåç ñóïðåìóì å¼ ïðîèçâîäíîé â êðóãå:

Òåîðåìà.
0.872664... ≤ R(1)→1 ≤ 0.883677...

Òåîðåìà. Ïóñòü ‖f ′‖∞ ≤ 1 è a := |f ′(0)| ≥
(
1 +

1

2
W
(−2
e2

))1/2
= 0.892643.... Òîãäà

∑
n≥1

|an|rn ≤ ‖f ′‖∞, r ≤ r1(a) =
1

a
+

a2 − 1

a(2a2 − 1)
W
( 1− 2a2

(a2 − 1)e

)
,

ãäå W (x) � ôóíêöèÿ Ëàìáåðòà: x = W (x)eW (x). ×èñëî r1(a) íåóëó÷øàåìîå.

Â ðàáîòå 2018 ãîäà [4] Á. Áõîâìèê è Í. Äàñ ïðèìåíèëè íåðàâåíñòâî Áîðà ê ïîä÷èí¼ííûì ôóíêöèÿì.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ g(z) ïîä÷èíåíà ôóíêöèè f(z), åñëè ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ω(z), òàêàÿ ÷òî |ω(z)| ≤ 1, z ∈ D, ω(0) = 0 è g(z) = f(ω(z)). Ïèøóò g ≺ f .

Ïóñòü Mf (r) :=
∑

n≥0 |an|rn, ãäå f(z) =
∑

n≥0 anz
n.

Òåîðåìà ([4]). Ïóñòü g ≺ f â D. Òîãäà

Mg(r) ≤Mf (r), 0 ≤ r ≤ 1/3.

Ìû äîêàçàëè ïîõîæèå íåðàâåíñòâà ñ ïðîèçâîäíûìè:

Òåîðåìà. Ïóñòü g(0) = 0 è g′ ≺ f ′ â D. Òîãäà

Mg(r) ≤Mf ′(r), 0 ≤ r ≤ R(1)→1.

Òåîðåìà. Ïóñòü g(0) = 0 è |g′(z)| ≤ |f ′(z)|, z ∈ D. Òîãäà

Mg(r) ≤Mf ′(r), 0 ≤ r ≤ R(1)→1.
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