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Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè Ãàëóà: çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ (êóðñ ëåêöèé)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè Ãàëóà � ýòî êðàñèâûé è âåñüìà ñëîæíûé ðàçäåë ñîâðåìåííîé
àëãåáðû, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â âûÿñíåíèè óñëîâèé äëÿ çàäàííîé êîíå÷íîé ãðóïïû G, ïðè
êîòîðûõ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîëÿ k ñóùåñòâóåò ðàñøèðåíèå Ãàëóà ïîëåé K/k ñ ãðóïïîé
Ãàëóà G. Äëÿ ñëó÷àÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ k (êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
Q) òàêàÿ çàäà÷à âåñüìà äàëåêà îò ñâîåãî ðåøåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ
÷èñëîâîãî îäíîìåðíîãî ëîêàëüíîãî ïîëÿ k (êîíå÷íîãî ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë
Qp) ðåøåíèå èìååòñÿ

1.
Öåëü äàííîãî êóðñà � ïîçíàêîìèòü ñëóøàòåëåé ñ îäíèì èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ îá-

ðàòíîé çàäà÷è òåîðèè Ãàëóà: çàäà÷åé ïîãðóæåíèÿ, à òàêæå äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êîíå÷íûõ
ãðóïï íå÷åòíîãî ïîðÿäêà îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè Ãàëóà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå íàä
÷èñëîâûìè ïîëÿìè (â ÷àñòíîñòè, íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q). Äàííûé ðåçóëüòàò
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûõ ñëó÷àé òåîðåìû È. Ð. Øàôàðåâè÷à î ðåàëèçóåìîñòè ëþáîé
êîíå÷íîé ðàçðåøèìîé ãðóïïû â êà÷åñòâå ãðóïïû Ãàëóà íàä ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîâûì ïî-
ëåì k, íî áóäåò ïîëó÷åí ãîðàçäî áîëåå ïðîñòûìè ñðåäñòâàìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîìñòâî ñëóøàòåëåé ñ îñíîâàìè àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë, êîãî-
ìîëîãèÿìè ãðóïï, ãðóïïîé Áðàóýðà, òåîðèåé Ãàëóà â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâèÿ Ãàëóà. Íåîáõî-
äèìûå äëÿ êóðñà ðåçóëüòàòû áóäóò ïî íåîáõîäèìîñòè íàïîìèíàòüñÿ, íî áåç äîêàçàòåëüñòâ.

Êóðñ áóäåò ñîñòîÿòü ïðåäïîëîæèòåëüíî èç 12-14 ëåêöèé.

Ïðèìåðíàÿ ïðîãðàììà êóðñà

1. Îáçîð íåîáõîäèìûõ ðåçóëüòàòîâ ïî êîãîìîëîãèÿì ãðóïï: îïðåäåëåíèå, èíòåðïðåòà-
öèÿ â ìàëûõ ðàçìåðíîñòÿõ (êëàññû ñêðåùåííûõ ãîìîìîðôèçìîâ, êëàññû ãðóïïîâûõ
ðàñøèðåíèé ñ àáåëåâûì ÿäðîì, êëàññû ïðåïÿòñòâèé äëÿ ðàñøèðåíèé ãðóïï); òî÷íàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîãîìîëîãèé, èíäóöèðîâàííàÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ G-ìîäóëåé äëÿ ãðóïïû G, ãîìîìîðôèçìû ïîäúåìà è îãðàíè÷åíèÿ, òåîðåìà
Õîõøèëüäà-Ñåððà î ïîäúåìå êîãîìîëîãèé.

2. Îáçîð íåîáõîäèìûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ãðóïïå Áðàóýðà B(k) ïîëÿ k: öèêëè÷åñêèå àëãåáðû
íàä ïîëåì k, ñêðåùåííûå k-àëãåáðû, êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè öåíòðàëüíî-ïðîñòûõ êî-
íå÷íîìåðíûõ k-àëãåáð; ãðóïïà B(K/k) êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè öåíòðàëüíî-ïðîñòûõ
êîíå÷íîìåðíûõ k-àëãåáð, ðàñïàäàþùèõñÿ â ðàñøèðåíèè Ãàëóà K/k, è èçîìîðôèçì
B(K/k) ∼= H2(Gal(K/k), K∗). Èíäåêñ Øóðà öåíòðàëüíî-ïðîñòîé êîíå÷íîìåðíîé k-
àëãåáðû è ïîðÿäîê åå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè â ãðóïïå B(k): îáùèé ñëó÷àé è ñëó÷àé
÷èñëîâûõ è îäíîìåðíûõ ëîêàëüíûõ ÷èñëîâûõ ïîëåé. Òåîðåìà Õàññå-Áðàóýðà-Íåòåð-
Àëüáåðòà è òî÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

0 −−−→ B(k) −−−→
⊕
v∈S

B(kv) −−−→ Q/Z −−−→ 0

äëÿ ÷èñëîâîãî ïîëÿ k è ìíîæåñòâà S âñåõ òî÷åê ýòîãî ïîëÿ.

3. Àëãåáðû Ãàëóà íàä ïîëåì è èõ ñòðîåíèå.

1Äëÿ ñëó÷àÿ p > 2, à ïðè p = 2 äëÿ ñëó÷àÿ
√
−1 ∈ k.
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4. Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ: ïîñòàíîâêà, åå ðåøåíèå êàê àëãåáðà Ãàëóà. Ñîïóòñòâóþùèå çàäà-
÷è ïîãðóæåíèÿ, ïðÿìîå óìíîæåíèå çàäà÷ ïîãðóæåíèÿ, ïîäúåì è ñïóñê çàäà÷ ïîãðóæå-
íèÿ, ïðèñîåäèíåííûå çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ. Ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ.

5. Óñëîâèå ñîãëàñíîñòè Ä. Ê. Ôàääååâà-Õ. Õàññå êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ è åãî ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëèðîâêè. Ïîâåäåíèå óñëîâèÿ ñîãëàñ-
íîñòè ïðè ïîäúåìå, ñïóñêå è ïðÿìîì óìíîæåíèè çàäà÷ ïîãðóæåíèÿ.

6. Çàäà÷à ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì. Êîãîìîëîãè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàçðåøèìî-
ñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ. Áðàóýðîâñêèå çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ. Óñëîâèå ñîãëàñíîñòè äëÿ
çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì êàê óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè âñåõ ñîïóòñòâóþùèõ
áðàóýðîâñêèõ çàäà÷.

7. Ñâîáîäíîå íîðìàëüíîå ðàñøèðåíèå. Òåîðåìà Ôàääååâà-Øîëüöà î ðàçðåøèìîñòè â
ñìûñëå ïîëåé ïîëóïðÿìîé çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè.

8. Îáîáùåííîå ñïëåòåíèå è òåîðåìà Êîõåíäîðôåðà-Ôàääååâà. Òåîðåìà Êîõåíäîðôåðà.

9. Òåîðåìà À. Â. ßêîâëåâà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì (íàä ïîëåì íóëåâîé õàðàêòåðèñòèêè). Äîñòàòî÷íîñòü
óñëîâèÿ ñîãëàñíîñòè äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ öèêëè÷åñêèì ÿäðîì A,
äëÿ êîòîðîãî 8 - |A|.

10. Òåîðåìà Äåìóøêèíà-Øàôàðåâè÷à î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì
ÿäðîì íàä ÷èñëîâûìè îäíîìåðíûìè ëîêàëüíûìè ïîëÿìè ïðè âûïîëíåííîì óñëîâèè
ñîãëàñíîñòè. Óñëîâèå ñîãëàñíîñòè äëÿ çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì íàä ÷èñ-
ëîâûìè ïîëÿìè êàê óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè âñåõ ñîïóòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ çàäà÷.

11. Òåîðåìà À. Â. ßêîâëåâà î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè çà-
äà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ïîãðóæåíèÿ ñ àáåëåâûì ÿäðîì íàä ÷èñëîâûìè ïîëÿìè.

12. Óíèâåðñàëüíî ñîãëàñíûå ðàñøèðåíèÿ ïåðèîäà n: ôîðìóëèðîâêè, êðèòåðèè óíèâåð-
ñàëüíîé ñîãëàñíîñòè.

13. Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è òåîðèè Ãàëóà äëÿ êîíå÷íûõ ãðóïï íå÷åòíîãî ïîðÿäêà íàä
÷èñëîâûìè ïîëÿìè (÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû È. Ð. Øàôàðåâè÷à).
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