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Секция 1

Теория операторов и

функциональный анализ

О РАЗРЕШИМОСТИ КВАЗИЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРНОГО
УРАВНЕНИЯ В РЕЗОНАНСНОМ СЛУЧАЕ

А.Р. Абдуллаев, Е.А. Скачкова
skachkovaea@gmail.com

УДК 517.988.63

Для квазилинейного операторного уравнения с необратимым линей-
ным оператором (резонансный случай) сформулированы эффектив-
ные теоремы существования хотя бы одного решения.

Ключевые слова: квазилинейное операторное уравнение, резонансная
краевая задача, степень Брауэра.

Solvability of a quasilinear operator equation at resonance

For a quasilinear operator equation with a noninvertible linear operator
(the resonance case), effective existence theorems for at least one solution
are established.

Keywords: quasilinear operator equation, boundary value problem at res-
onance, Browder’s degree.
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2 “Современные проблемы математики и механики”

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
𝐿𝑥 = 𝐹𝑥+ 𝑓 (1)

ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì 𝐿 : 𝑋 → 𝑌 è íåïðåðûâíûì (âîîá-
ùå ãîâîðÿ íåëèíåéíûì) îïåðàòîðîì 𝐹 : 𝑋 → 𝑌 , ãäå 𝑋 è 𝑌 �� áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà è 𝑓 ∈ 𝑌 .

Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â âèäå êâàçèëèíåéíîãî îïåðàòîð-
íîãî óðàâíåíèÿ (1), òî â ñëó÷àå íåîáðàòèìîñòè îïåðàòîðà 𝐿, çàäà÷ó ïðè-
íÿòî íàçûâàòü ðåçîíàíñíîé (èëè êðèòè÷åñêèì ñëó÷àåì çàäà÷è). Ýôôåêòèâ-
íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1) â ñëó÷àå ðåçîíàíñà ïðåäñòàâëÿþò
çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíêðåòíûõ êëàññîâ ðåçîíàíñíûõ
êðàåâûõ çàäà÷.

Ïóñòü R𝑛 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî 𝑛-ìåðíûõ âåêòîðîâ 𝛼 =
col(𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛) ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè 𝛼𝑖 è íîðìîé | · |. Ïóñòü
𝑟 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵(𝑟) = {𝛼 ∈ R𝑛 : |𝛼| < 𝑟} îòêðûòûé øàð â 𝑅𝑛 è
ïóñòü 𝜕𝐵(𝑟) = {𝛼 ∈ R𝑛 : |𝛼| = 𝑟} � åãî ãðàíèöà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
𝐿 : 𝑋 → 𝑌 � íåòåðîâ îïåðàòîð íåîòðèöàòåëüíîãî èíäåêñà. ×åðåç ker𝐿 è
im𝐿 ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì ÿäðî è îáðàç îïåðàòîðà 𝐿 : 𝑋 → 𝑌 . Ðàñ-
ñìîòðèì ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ 𝑋 è 𝑌 â ïðÿìûå ñóììû 𝑋 = ker𝐿⊕𝑋0,
𝑌 = im𝐿⊕𝑌0 è ïóñòü 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 è 𝑄 : 𝑌 → 𝑌 ëèíåéíûå îãðàíè÷åííûå ïðî-
åêòîðû ñîîòâåòñòâåííî íà ker𝐿 è im𝐿. Ïóñòü äàëåå äëÿ ïðîñòîòû ind𝐿 = 0,
𝑛 = dim dim𝐿 è 𝐽1 : R𝑛 → ker𝐿 � ôèêñèðîâàííûé èçîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå Φ𝑧 : R𝑛 → R𝑛, îïðåäåë¼ííîå
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà 𝑧 ∈ 𝑋0 òàêîå, ÷òî èç Φ𝑧(𝛼) = 0 ñëåäóåò, ÷òî
𝐹 (𝑧 + 𝐽1𝛼) ∈ im𝐿.

Êîíêðåòíàÿ êîíñòðóêöèÿ îòîáðàæåíèÿ Φ𝑧 çàâèñèò îò ñïåöèôèêè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è è, â îñíîâíîì, îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðàìè 𝑃 ,
𝑄 è 𝐽1. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì
Φ𝑧(𝛼) = 𝐽2𝑄

𝑐𝐹 (𝑧 + 𝐽1𝛼), ãäå 𝑄𝑐 = 𝐼 − 𝑄 � äîïîëíèòåëüíûé ïðîåêòîð,
𝐽2 : 𝑌0 → R𝑛 � èçîìîðôèçì. Äëÿ êàæäîãî 𝑧 ∈ 𝑋0 ÷åðåç deg(Φ𝑧, 𝐵(𝑟))
îáîçíà÷èì ñòåïåíü Áðàóýðà îòîáðàæåíèÿ Φ𝑧 : R𝑛 → R𝑛 îòíîñèòåëüíî øàðà
ðàäèóñà 𝑟 > 0 ñ öåíòðîì â íóëå.

Ïîëó÷åíû íîâûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1). Ýòè
óòâåðæäåíèÿ îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ñõåìû èññëåäîâàíèÿ ðåçîíàíñíûõ
êðàåâûõ çàäà÷, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [1].

Теорема 1. Пусть выполнены условия:
1) оператор 𝐹 — вполне непрерывный;
2) существуют 𝑎, 𝑏, 𝛾 > 0 и 𝛾 < 1 такие, что ||𝐹𝑥|| 6 𝑎+ 𝑏||𝑥||𝛾 , 𝑥 ∈ 𝑋;
3) для каждого 𝑧 ∈ 𝑋0 существует 𝑟 6 𝑑||𝑧||, 𝑟 = 𝑟(𝑧) > 0 такое, что
deg(Φ𝑧, 𝐵(𝑟)) ̸= 0.
Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение для любого 𝑓 ∈ im𝐿.

Ìíîãèå àâòîðû ïðèìåíÿþò ïîäîáíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ íà ðàçðåøèìîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì.

Ïðè ïðèìåíåíèè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 îïðåäåë¼ííûå òðóäíîñòè ìîãóò
áûòü ñâÿçíû ñ ïðîâåðêîé óñëîâèÿ 3). Â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-
íû ðàçëè÷íûå òåîðåìû î ñòåïåíè îòîáðàæåíèÿ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
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ñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [2]). Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ
áîëåå óäîáíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы 1 и, кроме того,
условие
3') для каждого 𝑧 ∈ 𝑋0 существует 𝑟 6 𝑑||𝑧||, 𝑟 = 𝑟(𝑧) > 0 такое, что для
всех 𝛼 ∈ 𝜕𝐵(𝑟) справедливо неравенство < Φ𝑧(𝛼), 𝛼) >>< 𝛼,𝛼 >.
Тогда уравнение (1) имеет хотя бы одно решение для любого 𝑓 ∈ im𝐿.
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УДК 517.9

Рассматриваются интегральные операторы свертки в пространствах
Морри. Получены достаточные условия компактности произведения
оператора свертки и оператора умножения на существенно ограничен-
ную функцию. Для оператора, являющегося суммой тождественного
оператора и оператора свертки, получен критерий обратимости.
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On the compactness and invertibility of convolution operators
in Morrey spaces

We consider integral convolution operators in Morrey spaces. We obtain
the sufficient conditions of compactness for the product of the convolution
operator and the operator of multiplication by an essentially bounded
function. We also obtain the invertibility criterion of the operator, which
is the sum of identity operator and the convolution operator.
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1. Ïóñòü 1 6 𝑝 < ∞ è 𝜆 ∈ R. Ïðîñòðàíñòâî Ìîððè 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) � ýòî
ïðîñòðàíñòâî âñåõ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐𝑝 (R𝑛) òàêèõ, ÷òî

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) = sup
𝑥∈R𝑛,𝑟>0

‖𝑓‖𝐿𝑝(B(𝑥,𝑟))

𝑟𝜆
<∞,

ãäå B(𝑥, 𝑟) � îòêðûòûé øàð â R𝑛 ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑥.
Ïðîñòðàíñòâà 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà 0 6 𝜆 6 𝑛/𝑝. Òàê êàê 𝐿𝑝,0(R𝑛) = 𝐿𝑝(R𝑛), 𝐿𝑝,𝑛/𝑝(R𝑛) = 𝐿∞(R𝑛), òî
íèæå âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî 0 < 𝜆 < 𝑛/𝑝.

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) ðàññìîòðèì îïåðàòîð ñâåðòêè

(𝐻𝜙)(𝑥) =

∫︁
R𝑛

ℎ(𝑥− 𝑦)𝜙(𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛,

ãäå ℎ ∈ 𝐿1(R𝑛). Èçâåñòíî (ñì. [1]), ÷òî îïåðàòîð 𝐻 îãðàíè÷åí â 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛).

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑀𝑎 îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèþ 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛).
Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿∞(R𝑛) âûäåëèì äâà ñïåöèàëüíûõ êëàññà ôóíêöèé.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛) ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿0
∞(R𝑛),

åñëè
lim
𝑁→∞

ess sup
|𝑥|>𝑁

|𝑎(𝑥)| = 0.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑎 ∈ 𝐿∞(R𝑛) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ω∞(R𝑛),
åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà 𝐾 ⊂ R𝑛 ôóíêöèÿ

𝐴(𝑥) := ess sup
𝑡∈𝐾

|𝑎(𝑥) − 𝑎(𝑥− 𝑡)|

ïðèíàäëåæèò êëàññó 𝐿0
∞(R𝑛).

Èçâåñòíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðåäêîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ, ëåæàùèõ
â ïðîñòðàíñòâå Ìîððè (ñì. [2]). Íà ýòîé îñíîâå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 <∞ и 0 < 𝜆 < 𝑛/𝑝. Тогда
1) если 𝑎 ∈ 𝐿0

∞(R𝑛), то операторы 𝑀𝑎𝐻 и 𝐻𝑀𝑎 компактны в про-
странстве 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛);

2) если 𝑎 ∈ Ω∞(R𝑛), то коммутатор 𝑀𝑎𝐻 − 𝐻𝑀𝑎 компактен в про-
странстве 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛).

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ýòîãî ðàçäåëà ìîæíî íàéòè â [3].

3. Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛) ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝑐𝐼 + 𝐻, ãäå 𝑐 ∈ C,
𝐼 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Íàçîâåì ñèìâîëîì ýòîãî îïåðàòîðà ôóíêöèþ
𝑐+ ̂︀ℎ(𝜉), ãäå ̂︀ℎ(𝜉) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ℎ(𝑡).

Теорема 2. Пусть 1 6 𝑝 <∞ и 0 < 𝜆 < 𝑛/𝑝. Для того чтобы оператор
𝑐𝐼 +𝐻 был обратим в пространстве 𝐿𝑝,𝜆(R𝑛), необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось условие

𝑐+ ̂︀ℎ(𝜉) ̸= 0, ∀𝜉 ∈ Ṙ𝑛,

где Ṙ𝑛 — компактификация R𝑛 одной бесконечно удаленной точкой.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç A íàèìåíüøóþ çàìêíóòóþ ïîäàëãåáðó áàíàõîâîé àë-
ãåáðû ℒ(𝐿𝑝,𝜆(R𝑛)), ñîäåðæàùóþ âñå îïåðàòîðû 𝑐𝐼 +𝐻, ãäå 𝑐 ∈ C, 𝐼 � òîæ-
äåñòâåííûé îïåðàòîð. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.
Äëÿ àëãåáðû A ñòðîèòñÿ ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå, ò. å. êàæäîìó îïåðà-
òîðó 𝐴 ∈ A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ 𝜎𝐴(𝜉) ∈ 𝐶(Ṙ𝑛),
êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ñèìâîëîì îïåðàòîðà 𝐴. Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ
ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ àëãåáðû A, äîêàçàíî, ÷òî íåâûðîæ-
äåííîñòü ñèìâîëà 𝜎𝐴(𝜉) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà 𝐴.
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ОБ УНИВЕРСАЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВАХ ДЛЯ НОРМ В
СУПЕРРЕФЛЕКСИВНЫХ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ
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В докладе приведены универсальные неравенства для норм в супер-
рефлексивных банаховых пространствах. Под универсальными нера-
венствами для норм понимаются неравенства справедливые для про-
извольной эквивалентной нормы на банаховом пространстве. Полу-
ченные неравенства для норм справедливы (при соответствующих
значениях параметров) для пространств Лебега, Соболева, Бесова,
Лизоркина-Трибеля и др.

Ключевые слова: суперрефлексивное банахово пространство, модули
выпуклости и гладкости, финитная представимость

Some mathematical reasonings Some mathematical reasonings
Some mathematical reasonings

The report presents universal inequalities for norms in superreflexive Ba-
nach spaces. By universal inequalities for norms, we mean inequalities
valid for an arbitrary equivalent norm on a Banach space. The obtained
inequalities for the norms are convincing (at the corresponding values of
the parameters) for the spaces of Lebesgue, Sobolev, Besov, Lizorkin-
Triebel, etc.

Keywords: superreflexive Banach space, modules of convexity and smooth-
ness, finite representability
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Ñðåäè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñóïåððåôëåêñèâíûå çàíèìàþò îñîáîå ìå-
ñòî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âàæíåéøåå ïðîñòðàíñòâî ñîâðåìåííîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, à èìåííî, ïðîñòðàíñòâî Ëå-
áåãà 𝐿𝑝 è 𝑙𝑝, Ñîáîëåâà 𝑊𝑚

𝑝 , Áåñîâà 𝐵𝑠𝑝,𝑞, Ëèçîðêèíà-Òðèáåëÿ 𝐹𝑝,𝑞 è äð., ïðè
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ ñóïåððåôëåêñèâíûìè.

Ýòîò êëàññ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûë âïåðâûå ââåäåí Ð. Äæåéìñîì â
íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà [1].

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì îïðåäåëåíèÿ.

Определение 1. Банахово пространство 𝑌 называется финитно
представимым в банаховом пространстве 𝑋 (finite representation in 𝑋),
если для любого 𝜆 > 1 и любого конечномерного подпространства 𝑌0 ⊂ 𝑌
существует изоморфизм 𝑇 : 𝑌0 → 𝑋 такой, что

1

𝜆
||𝑦||𝑌 6 ||𝑇𝑦|| 6 𝜆||𝑦||𝑌 ∀𝑦 ∈ 𝑌0

Определение 2. Банахово пространство 𝑋 называется суперрефлек-
сивным, если каждое банахово пространство финитно представимое в 𝑋
является рефлексивным.

Íàçîâåì ìîäóëåì âûïóêëîñòè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑋

𝛿𝑥(𝜀) = inf{1 − 1

2
||𝑥+ 𝑦|| : ||𝑥|| = ||𝑦|| = 1, ||𝑥− 𝑦|| > 𝜀, 0 < 𝜀 6 2}.

Ìîäóëåì ãëàäêîñòè áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑋 íàçîâåì

𝜌𝑋(𝜏) = sup

{︂
||𝑥+ 𝑦|| + ||𝑥− 𝑦||

2
− 1: ||𝑥|| = 1, ||𝑦|| = 𝜏, 𝜏 > 0

}︂
.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ðàâíîìåðíî âûïóêëûì îòíîñèòåëüíî
íîðìû || · ||, åñëè 𝛿𝑥(𝜀) > 0 ïðè 0 < 𝜀 6 2.

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ðàâíîìåðíî ãëàäêèì îòíîñèòåëüíî
íîðìû || · ||, åñëè lim𝜏→0+

𝜌𝑋(𝜏)
𝜏 = 0.

Ïóñòü𝑋 � ñóïåððåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íàçîâåì íåðàâåí-
ñòâî äëÿ íîðì, îïðåäåëåííûõ íà 𝑋, óíèâåðñàëüíûì åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ âñåõ íîðì ýêâèâàëåíòíûõ çàäàííîé íîðìå íà 𝑋.

Ôóíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå â òåîðèè ñóïåððåôëåêñèâíûõ ïðîñòðàíñòâ
çàíèìàþò ðåçóëüòàòû Ï. Ýíôëî [2] è Æ. Ïèçüå [3].

Ï. Ýíôëî äîêàçàë, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñóïåððåôëåêñèâíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íà íåì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî âûïóêëàÿ
(ðàâíîìåðíî ãëàäêàÿ íîðìà).

Æ. Ïèçüå óñèëèë ðåçóëüòàò Ï. Ýíôëî, â òîì îòíîøåíèè, ÷òî íà ñóïåð-
ðåôëåêñèâíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íîðìà | · |,
ìîäóëü âûïóêëîñòè êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 𝛿||(𝜀) > 𝐿 · 𝜀𝑞, ãäå
𝐿 > 0 � êîíñòàíòà, 2 6 𝑞 <∞.

Ïðèâåäåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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Лемма 1. Пусть ||·|| — произвольная норма на суперрефлексивном про-
странстве 𝑋. Существует множество мощности континуума, состоя-
щее из равномерно выпуклых норм | · |Δ, которые ∆-изоморфны норме || · ||,
то есть для любых 𝑢 ∈ 𝑋 имеют место неравенства

1

1 + ∆
|𝑢|Δ 6 ||𝑢|| 6 (1 + ∆)|𝑢|Δ.

Лемма 2. Пусть || · || — произвольная норма на 𝑋. Существует мно-
жество мощности континуума, состоящее из равномерно гладких норм
||| · |||Δ, которые ∆-изоморфны норме || · ||.

C ïîìîùüþ ëåìì 1 è 2 ìîæåò áûòü äîêàçàíà îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть 𝑋 — суперрефлексивное банахово пространство и
|| · || — произвольная норма на 𝑋. Для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 выполняются нера-
венства:

||𝜆𝑢+(1+𝜆)𝑣|| 6 (1+∆)(𝜆||𝑢||𝑞Δ +(1−𝜆)||𝑣||𝑞Δ−𝑊1(𝑞Δ, 𝜆)·𝑐Δ ·||𝑢−𝑣||𝑞Δ)1/𝑞Δ

||𝜆𝑢+(1+𝜆)𝑣|| > 1

1 + ∆
(𝜆||𝑢||𝑝Δ +(1−𝜆)||𝑣||𝑝Δ−𝑊0(𝑝Δ, 𝜆)·𝑑Δ ·||𝑢−𝑣||𝑝Δ)1/𝑝Δ

Здесь ∆ ∈ (𝑝 − 1, 1), 𝑝 =
ln 2

ln 2
(︁

1 − 𝜙 · 𝛿||·||Δ
(︁

1
𝜙

)︁)︁ , 𝜙 =
22

5
— константа

Фигеля [4], 𝑐Δ =
3 · 𝛽 · ln2 2

16 · 𝜋2 · 𝛼𝑞+Δ
· ∆

(1 + ∆) · 4𝑞+Δ
(𝛼 > 𝛽 > 1), 𝑑Δ = 𝑐

Δ+(1−𝑝)
Δ ,

𝑊0(𝑝Δ, 𝜆) = 𝜆𝑝Δ(1 − 𝜆) + 𝜆(1 − 𝜆)𝑝Δ , 𝑊1(𝑞Δ, 𝜆) = 𝜆𝑞Δ(1 − 𝜆) + 𝜆(1 − 𝜆)𝑞Δ ,

𝑞Δ = 𝑞 + ∆, 𝑝Δ = 𝑝− ∆, 0 6 𝜆 6 1, 𝑞 = max{𝑠 : 𝑙𝑠 фин. представимы в 𝑋}.
Íåêîòîðûå äðóãèå íåðàâåíñòâà äëÿ íîðì â ñóïåððåôëåêñèâíûõ áàíàõî-

âûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðèâåäåíû â [5].
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НЕГЛАДКИЕ СЕЧЕНИЯ ЕДИНИЧНОГО ШАРА
ПРОСТРАНСТВА 𝐶(𝑄)

А.Р. Алимов, И.Г. Царьков
alexey.alimov-msu@yandex.ru, igtsarkov@yandex.ru

УДК 517.518

Установлено, что в пространстве 𝐶(𝑄) (𝑄 — хаусдорфов компакт) су-
ществует двумерное подпространство, сдвиги которого имеют только
негладкие пересечения с единичным шаром пространства.
Ключевые слова: геометрия банаховых пространств, сечение единич-
ного шара

Nonsmooth sections of the unit ball in 𝐶(𝑄)

We show that in 𝐶(𝑄) (𝑄 is a Hausdorff compact set), there exists a two-
dimensional subspace whose translates intersect the unit ball only by
a nonsmooth set.

Keywords: Banach space geometry, section of the unit ball

Äàåòñÿ îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè ñîáñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî 𝐿 ïðîñòðàíñòâà 𝐶(𝑄) òàêîå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî åãî ñäâèãà
𝐿 + 𝑥, 𝑥 ∈ 𝐵, ñ åäèíè÷íûì øàðîì 𝐵 ïðîñòðàíñòâà 𝐶(𝑄) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ
íåãëàäêèì ìíîæåñòâîì? Ãëàäêîñòü âûïóêëîãî ìíîæåñòâà (òåëà 𝐵 ∩ (𝐿+ 𝑥)
â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿 + 𝑥) ïîíèìàåòñÿ â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå: âû-
ïóêëîå òåëî íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè ëþáàÿ åãî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ãëàäêîñòè, ò.å. â íåé îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü ê íåìó åäèíñòâåííà.

Îòâåò íà äàííûé âîïðîñ îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì äàæå äëÿ äâó-
ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐿: ñóùåñòâóåò òàêîå äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
𝐿 ⊂ 𝐶[0, 1], ÷òî ëþáîé åãî ñäâèã äàåò íåãëàäêîå ìíîæåñòâî ïðè ïåðåñå÷å-
íèè ñ åäèíè÷íûì øàðîì ïðîñòðàíñòâà. Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî êëàññè÷å-
ñêîé òåîðåìå Áàíàõà �Ìàçóðà åäèíè÷íûé øàð 𝐵 ïðîñòðàíñòâà 𝐶[0, 1] èìå-
åò ãëàäêèå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûå ñå÷åíèÿ ëþáîé ðàçìåðíîñòè, îäíàêî
â ïîñòàâëåííîé âûøå çàäà÷å ðàññìàòðèâàþòñÿ ñå÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ñäâè-
ãîì ôèêñèðîâàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐿, òàê ÷òî ñóùåñòâóþùèå ïî òåîðå-
ìå Áàíàõà �Ìàçóðà ãëàäêèå ñå÷åíèÿ ìîãóò îêàçûâàþòñÿ íå ïàðàëëåëüíûìè
ïîäïðîñòðàíñòâó 𝐿.

Теорема. Для любого конечного 𝑛 > 2 в пространстве 𝐶(𝑄) (𝑄 — ха-
усдорфов компакт, card𝑄 > 𝑛) существует 𝑛-мерное подпространство,
любой сдвиг которого на вектор 𝑝, ‖𝑝‖ < 1, пересекает шар 𝐵 простран-
ства 𝐶(𝑄) по негладкому телу.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (грант № 19-01-00332-a) и гранта Президента Российской Федерации для госу-
дарственной поддержки ведущих научных школ Российской Федерации (проект НШ-
6222.2018.1).

Алимов Алексей Ростиславович, д.ф.-м.н., в.н.с., МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Alexey Alimov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia).
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СИММЕТРИИ КОНФИГУРАЦИЙ В КВАЗИРЕШЕТКАХ
А.Б. Антоневич, А.Н. Бузулуцкая
antonevich@bsu.by, anna-glazl@yandex.ru

УДК 517.518

Введены подмножества квази-решетки, названные конфигурациями,
которые могут служить моделями расположения атомов в веществе.
Получено описание симметрий заданной конфигурации.

Ключевые слова: квазирешетка, симметрия, квазикристалл

On symmetry of configurations in quasi-lattises

The notion of configuration, as a subset of a quasi-lattise is given. A de-
scription of non-trivial symmetry of configuranitn obtained.

Keywords: quasi-lattice, symmetry, quasi-cristall

𝐶*−ïîäàëãåáðà 𝒜 â àëãåáðå 𝐶𝐵(R𝑚) îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà R𝑚 íàçûâàåòñÿ квазипериодической ðàíãà 𝑁 , åñëè îíà ïîðîæäåíà
êîíå÷íûì ÷èñëîì 𝑁 ýêñïîíåíò 𝑒𝑖2𝜋<ℎ𝑗 ,𝑥>, ℎ𝑗 ∈ R𝑚, 𝐽 = 1, . . . , 𝑁, ãäå âåê-
òîðû ℎ𝑗 ëèíåéíî íåçàâèñìèû íàä ïîëåì Q. Êàê àáñòðàêòíàÿ 𝐶*−àëãåáðà
îíà èçîìîðôíà àëãåáðå 𝐶1(R𝑁 ), ñîñòîÿùåé èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà
R𝑁 , ïåðèîäè÷åñêèõ ñ ïåðèîäîì 1 ïî êàæäîé ïåðåìåííîé. Íî ñâîéñòâà èí-
äèâèäóàëüíûõ êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò
ïåðèîäè÷åñêèõ.

Êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå àëãåáðû ïðåäñòàâ-
ëÿþò îñîáûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè, â ÷àñòíî-
ñòè, â òåîðèè êâàçèêðèñòàëëîâ [1, 2].

Ïîäãðóïïà â R𝑚, èìåþùàÿ êîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ, íàçûâàåòñÿ ква-
зирешеткой. Êâàçèðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè ℎ𝑗 , íàçûâàåòñÿ груп-
пой частот ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû è îáîçíà÷àåòñÿ 𝐻(𝒜).

Ïðîñòðàíñòâî R𝑚 áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ñ åãî îáðàçîì 𝐿 ïðè çàäàííîì
âëîæåíèè 𝐽 : R𝑚 → 𝐿 ⊂ R𝑁 . Ìíîæåñòâî ôóíêöèé

𝒜𝐿 = {𝑢(𝑥) : 𝑢 ∈ 𝐶1(R𝑁 , 𝑥 ∈ 𝐿},

ÿâëÿþùèõñÿ ñóæåíèÿìè íà 𝐿 ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, åñòü êâàçèïåðèîäè-
÷åñêàÿ àëãåáðà íà R𝑚, ãðóïïà ÷àñòîò êîòîðîé 𝐻(𝒜𝐿) åñòü ïðîåêöèÿ ãðóïïû
Z𝑁 íà 𝐿. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐿 вполне иррационально, ò.å.
íåò íåíóëåâûõ âåêòîðîâ èç Z𝑁 , îðòîãîíàëüíûõ ê 𝐿, òî 𝒜𝐿 èìååò ðàíã 𝑁 .

Ëþáàÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ àëãåáðà ðàíãà𝑁 ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç àëãåáð
𝒜𝐿 ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå âëîæåíèÿ.

Óäîáíî, ñëåäóÿ [1], ïðè îïèñàííîé êîíñòðóêöèè íàçûâàòü R𝑚 физиче-
ским пространством, R𝑁 � супер-пространством.

Антоневич Анатолий Борисович, д.ф.-м.н., профессор, БГУ (Минск, Баларусь);
Anatolij Antonevich, (Belarussian State University, Minsk, Belarus)

Бузулуцкая Анна Николаевна, к.ф.-м.н., системный аналитик, СООО "ХайКво Со-
люшенс"(Минск, Баларусь); Hanna Busulustkaya (HiQo Solutions, Ltd., Minsk, Belarus)
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Òîãäà ñ ïðîöåññ, îïèñûâàåìûì êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé íà R𝑚,
ïîëó÷àåòñÿ ñóæåíèåì íà ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óïîðÿäî÷åííîãî (ïåðèî-
äè÷åñêîãî) ïðîöåññà, ïðîèñõîäÿùåãî â ñóïåðïðîñòðàíñòâå. Ýòî ÷àñòî óïðî-
ùàåò èññëåäîâàíèå.

Îñîáåííîñòüþ êâàçèêðèñòàëëîâ ÿâëÿòñÿ òî, ÷òî îíè îáëàäàþò ñèììåò-
ðèåé, çàïðåùåííîé â òåîðèè êðèñòàëîâ. Â ñâÿçè ýòèì èçó÷àëñÿ âîïðîñ î
ñèììåòðèè êâàçèðåøåòîê, à èìåííî îá èññëåäîâàíèè êâàçèêðèñòàëëîãðàôè-
÷åñêèõ ãðóïï, îïðåäåëåíèå êîòîðûõ äàíî Ñ.Ï.Íîâèêîâûì è À.Ï.Âåñåëîâûì.

Ïóñòü çàäàíà êâàçèðåøåòêà Γ ⊂ R𝑚. Группа аффинной симметрии êâà-
çèðåøåòêè Γ ⊂ R𝑚 ̃︀𝐺 åñòü ãðóïïà ̃︀𝐺, ñîñòîÿùàÿ èç òàêèõ àôôèííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé 𝑔(𝑥) = 𝑄𝑥 + 𝑏 ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R𝑚, ïðè êîòîðûõ
𝑔(Γ) ⊂ Γ.

Группа симметрии 𝐺 åñòü ïîäãðóïïà â ̃︀𝐺, ñîñòîÿùàÿ èç èçîìåòðè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. ó êîòîðûõ ìàòðèöà 𝑄 -îðòîãîíàëüíàÿ.

Ôàêòîð-ãðóïïà 𝐺/Γ íàçûâàåòñÿ линейной частью .
Àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ квазикристаллографической, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ñèììåòðèè êàêîé-íèáóäü êâàçèðåøåòêè.
Êàæäàÿ ñèììåòðèÿ êâàçèðåøåòêè ïîðîæäàåò àâòîìîðôèçì ñîîòâåòñòâó-

þùåé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé àëãåáðû 𝒜, ïîýòîìó îïèñàíèå òàêèõ ñèììåòðèé
ñâÿçàíî ñ îïèñàíèåì àâòîìîðôèçìîâ 𝒜[3].

Çàìåòèì, ÷òî êâàçèðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â R𝑚
è íå ìîæåò îïèñûâàòü ðàñïîëîæåíèå àòîìîâ â âåùåñòâå.

Конфигурацией áóäåì íàçûâàòü ïîäìíîæåñòâî 𝐾 ⊂ Γ, ñîñòîÿùåå èç
ïðîåêöèé íà 𝐿 òî÷åê èç Z𝑁 , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè îò 𝐿, ìåíüøåì çà-
äàííîãî 𝑑 > 0. Êîíôèãóðàöèè âîçíèêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè àïïðîêñèìàöèé
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ 𝛿− ôóíêöèè, à èìåííî, ôóíêöèÿ, àïïðîêñèìèðóþùàÿ
êâàçèïåðèîäè÷åñêóþ 𝛿−ôóíêöèè, îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê èç íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèè. Êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì
ìíîæåñòâîì è ìîæåò ñëóæèòü êàíäèäàòîì íà ìîäåëü ðàñïîëîæåíèÿ àòîìîâ
â òâåðäîì âåùåñòâå. Â îáùåì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êîíôèãóðàöèè
íå îáëàäàåò êàêèì-ëèáî ïîðÿäêîì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ìîäåëüþ àìîðôíîãî
ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà.

Íî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñèììåòðèè êîíôèãóðàöèè, êîòîðûå îïèñûâàþò
óïîðÿäî÷åííîñòü â ðàñïîëîæåíèè òî÷åê êîíôèãóðàöèè.

Теорема 1. Пусть квазипериодическая алгебра 𝒜 на R𝑚 реализована с
помощью вложения в R𝑁 описанным выше образом и пусть 𝐾 есть кон-
фигурация, соответствующая этой реализации. Нетривиальная симмет-
рия конфигурации 𝐾 существует тогда и только тогда, когда существу-
ет перестановочная матрица 𝑈 размерности 𝑁 ×𝑁, такая, что 𝐿 есть
подпространство в R𝑁 , инвариантное относительно действия 𝑈 , на ко-
тором действие 𝑈 нетривиально. При этом симметрия действует как
сужение действия 𝑈 на 𝐿.
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТИПА
СВЕРТКИ СО СТЕПЕННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

С.Н. Асхабов
askhabov@yanrex.ru

УДК 517.968

Методом весовых метрик (аналог метода Белицкого) в классе неот-
рицательных непрерывных на положительной полуоси функций изу-
чается интегро-дифференциальное уравнение вольтерровского типа
с разностным ядром и степенной нелинейностью. Получены точ-
ные априорные оценки для решений этого уравнения. Использование
этих оценок позволило доказать глобальную теорему существования
и единственности решения. Показано, что решение может быть най-
дено методом последовательных приближений, для которых указаны
оценки погрешности и скорости их сходимости к точному решению.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, степенная
нелинейность, метод Белецкого.

Integro-differential equations of convolution type with power
nonlinearity

The integro-differential equation of Volterra type with difference kernel
and power nonlinearity is studied by the method of weight metrics (analog
of the Bielicki method) in the class of non-negative continuous functions
on the positive half-axis. Exact a priori estimates for the solutions of this
equation are obtained. The use of these estimates allowed to prove the
global theorem of existence and uniqueness of the solution. It is shown
that the solution can be found by the method of successive approximations
for which the error estimates and the rate of their convergence to the exact
solution are given.

Keywords: integro-differential equation, power nonlinearity, Bielicki
method.
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Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà ñâåðòêè

𝑢𝛼(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑘(𝑥− 𝑡)𝑢′(𝑡)𝑑𝑡, 𝑢(0) = 0, 𝑥 > 0, 𝛼 > 1. (1)

Íà ÿäðî 𝑘(𝑥) íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå:

𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1[0,∞), 𝑘′(𝑥) íå óáûâàåò íà [0,∞), 𝑘(0) = 0 è 𝑘′(0) > 0, (2)

ãäå 𝐶1[0,∞) îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà
ïîëóîñè [0,∞) ôóíêöèé.

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ðàçûñêèâàþòñÿ â êëàññå

𝑄1
0 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶1(0,∞), 𝑢(0) = 0 è 𝑢(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 > 0} .

Íàðÿäó ñ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1) ìû áóäåì ðàññìàòè-
ðèâàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

𝑢𝛼(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝑘′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0, 𝛼 > 1, (3)

â êîíóñå ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 𝐶[0,∞):

𝑄0 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0,∞), 𝑢(0) = 0 è 𝑢(𝑥) > 0 ïðè 𝑥 > 0} .

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó â [1, �17].

Лемма 1. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Если 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0

и является решением интегрального уравнения (3), то функция 𝑢(𝑥) не
убывает и дважды непрерывно дифференцируема при 𝑥 > 0.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 1 äîêàçûâàåòñÿ

Лемма 2. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Если 𝑢(𝑥) ∈
𝑄1

0 и является решением интегро-дифференциального уравнения (1), то
𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0 и является решением интегрального уравнения (3). Обратно,
если уравнение (3) имеет решение 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0, то 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄1

0 и является
решением уравнения (1).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïðåäîñòàâëÿåò òî÷íûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3), èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü ïðè äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíûõ ðå-
çóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû (òåîðåìû 1 è 2).

Лемма 3. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Если 𝑢(𝑥) ∈ 𝑄0

и является решением интегрального уравнения (3), то 𝑢(𝑥) удовлетворя-
ет неравенствам:

𝐹 (𝑥) ≡
[︂
𝛼− 1

𝛼
𝑘′(0)𝑥

]︂1/(𝛼−1)

6 𝑢(𝑥) 6

[︂
𝛼− 1

𝛼
𝑘(𝑥)

]︂1/(𝛼−1)

≡ 𝐺(𝑥). (4)
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Ïðèìåð ÿäðà 𝑘(𝑥) = 𝑎·𝑥, ãäå 𝑎 > 0 ëþáîå ÷èñëî, ïîêàçûâàåò, ÷òî íèæíÿÿ
è âåðõíÿÿ àïðèîðíûå îöåíêè (4) íåóëó÷øàåìû, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îíè
ñîâïàäàþò è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì êàê èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3), òàê è
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1).

Èç Ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) åñòå-
ñòâåííî ðàçûñêèâàòü â êëàññå

𝑃 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0,∞) è 𝐹 (𝑥) 6 𝑢(𝑥) 6 𝐺(𝑥)} .

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñâ¼ðòêè 𝑇 :

(𝑇𝑢)(𝑥) =

⎛⎝ 𝑥∫︁
0

𝑘′(𝑥− 𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠1/𝛼

, 𝛼 > 1.

Лемма 4. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Тогда класс 𝑃
инваpиантен относительно нелинейного опеpатоpа 𝑇 .

Èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (3) áóäåò îñíîâàíî íà ïðèíöèïå
ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íóæíî ïîñòðîèòü ïîëíîå
ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì â ñâÿçè ñ ýòèì ñëåäóþùèé êëàññ:

𝑃𝑏 = {𝑢(𝑥) : 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑏] è 𝐹 (𝑥) 6 𝑢(𝑥) 6 𝐺(𝑥)} ,

ãäå ôóíêöèè 𝐹 (𝑥) è 𝐺(𝑥) îïðåäåëåíû â (4), à 𝑏 > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî.
Ïî àíàëîãèè ñ ìåòîäîì Áåëèöêîãî (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 218]) ââåäåì âî

ìíîæåñòâå ôóíêöèé 𝑃𝑏 pàññòîÿíèå ïî ôîpìóëå:

𝜌𝑏(𝑢1, 𝑢2) = sup
0<𝑥6𝑏

|𝑢1(𝑥) − 𝑢2(𝑥)|
𝑥1/(𝛼−1)𝑒𝛽𝑥

, 𝛽 > 0. (5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü (cp. [1, �17]), ÷òî ìíîæåñòâî 𝑃𝑏 ñ ìåòpèêîé 𝜌𝑏 îápàçóåò
ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Âûáåðåì òåïåðü äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî 𝑐 ∈ (0, 𝑏) òàêîå, ÷òî

𝑘′(𝑐) < 𝛼 · 𝑘′(0). (6)

Ïîëîæèì

𝛽 =
1

𝑘′(0)
sup
𝑐6𝑥6𝑏

𝑘′(𝑥) − 𝑘′(0)

𝑥
. (7)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà (ñð. [2]).

Лемма 5. Пусть функция 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Тогда для
любого 𝑥 ∈ [0, 𝑏] спpаведливо неpавенство:

𝑘′(𝑥) · 𝑒−𝛽𝑥 6 𝑘′(𝑐), (8)

где 𝑐 и 𝛽 определяются из условия (6) и равенства (7), соответственно.

Теорема 1. Пусть ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2). Тогда опеpа-
тоp 𝑇 действует из 𝑃𝑏 в 𝑃𝑏 и является сжимающим, пpичем

𝜌𝑏(𝑇𝑢2, 𝑇𝑢1) 6
𝑘′(𝑐)

𝛼 · 𝑘′(0)
𝜌𝑏(𝑢2, 𝑢1), ∀𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥) ∈ 𝑃𝑏,
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где число 𝑐 опpеделяется из условия (6).

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé è òåî-
ðåìû 1, èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè (3) è (1), óñòàíîâëåííóþ â
ëåììå 2, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû.

Теорема 2. Если ядро 𝑘(𝑥) удовлетворяет условию (2), то интегро-
дифференциальное уравнение (1) имеет в 𝑄1

0 (и в 𝑃𝑏 при любом 𝑏 > 0)
единственное решение 𝑢*(𝑥). Это решение можно найти в полном мет-
рическом пространстве 𝑃𝑏 методом последовательных пpиближений по
формуле 𝑢𝑛 = 𝑇𝑢𝑛−1, 𝑛 ∈ N, со сходимостью по метpике (5). При этом
справедлива оценка скорости сходимости:

𝜌𝑏(𝑢𝑛, 𝑢
*) 6

𝑞𝑛

1 − 𝑞
𝜌𝑏(𝑇𝑢0, 𝑢0), 𝑛 ∈ N,

где 𝑞 = 𝑘′(𝑐)/
[︀
𝛼 · 𝑘′(0)

]︀
< 1, а 𝑢0(𝑥) ∈ 𝑃𝑏 есть начальное приближение.
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The problem of integral geometry with a weight function of a
special type

A new class of Volterra type integral geometry problems with a special-
weight function is considered. Theorems of uniqueness and the existence
of a solution are proved, stability estimates and the inversion formula in
Sobolev spaces are obtained, thereby showing the weak incorrectness of
the solution of the integral geometry problem.

Keywords: The problem of integral geometry, weak and strong incorrect-
ness, uniqueness and stability

Èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ - ýòî èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùàÿ îáëàñòü ñîâðå-
ìåííîé ìàòåìàòèêè. Îíà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç êðóïíûõ íàïðàâëåíèé â òåîðèè
íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è àíàëèçà.

Ïðèâåäåì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [1]. Çàäà-
÷àìè èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âîëüòåððîâñêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ çàäà÷è,
êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê èññëåäîâàíèþ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé âîëü-
òåððà â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ, äàííîãî Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâûì [1].

Äîñòàòî÷íî îáùèå ðåçóëüòàòû ïî åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèÿ, ïî êî-
òîðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, èìåþò âèä ïàðàáîëîèäîâ, âåñîâûå ôóíê-
öèè è ìíîãîîáðàçèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ äâèæåíèé
âäîëü ôèêñèðîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè, ïîëó÷åíû Â.Ã. Ðîìàíîâûì [3]. Ñëàáî
íåêîððåêòíûå çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ âåñî-
âûìè ôóíêöèÿìè, èìåþùèìè îñîáåííîñòü èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ [9-14].
Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè, îöåíêè óñòîé÷èâîñòè è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ñëà-
áî íåêîððåêòíûõ çàäà÷ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ïî ñïåöèàëüíûì êðèâûì è
ïîâåðõíîñòÿì ñ îñîáåííîñòÿìè âåðøèíàõ ïîëó÷åíû â [15-18].

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ çàäà÷ èí-
òåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ïîëîñå, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ñèëüíî íåêîððåêò-
íûå, áûëà óñòàíîâëåíà Â.Ã. Ðîìàíîâûì (ñì.[4]). Â ðàáîòàõ À.Ë. Áóõãåéìà
[5,6] ïîëó÷åíû ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè
÷åðåç èíòåãðàëû îò íå¼ ïî ïàðàáîëîèäàì â ïîëóïðîñòðàíñòâå 𝑦 > 0, ïðè÷åì
ôîðìóëà îáðàùåíèÿ, ïðèâåäåííàÿ â [5], ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ïðîèçâîäíûõ îò äàííûõ. Â [6] ñ ïîìîùüþ òåõíèêè øêàë áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåãðàëüíîé
ãåîìåòðèè â ïîëîñå íà ïàðàáîëàõ ñ âåñîâîé ôóíêöèåé, àíàëèòè÷åñêîé ïî
÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Â ñâîåé ðàáîòå [2] Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ ïîêàçàë åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
ñèëüíî íåêîððåêòíîé çàäà÷è èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè â ïîëîñå íà ïàðàáîëàõ
ñ âîçìóùåíèåì äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ñ âåñîâîé
ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà ïî ïîëóïëîñêîñòè 𝑦 > 0. Äîêàçàíû òåîðå-
ìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â êëàññå ãëàäêèõ ôèíèòíûõ
ôóíêöèé, ïîëó÷åíû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà, ÷òî ïîêàçûâàåò å¼ ñëàáóþ íåêîððåêòíîñòü, à òàêæå ôîðìóëû îá-
ðàùåíèÿ.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü â ýòîì ïóíêòå:
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(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅2, (𝜉, 𝜂) ∈ 𝑅2, 𝜆 ∈ 𝑅1, 𝜇 ∈ 𝑅1

Ω = {(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ (0, 1), 𝑙 <∞}

Ω = {(𝑥, 𝑦), 𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦 ∈ [0, 1]}

Постановка задачи. Â ïîëîñå Ω ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòî-
ðîå îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò ñâîèõ âåðøèí (𝑥, 𝑦),
ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà 𝑃 (𝑥, 𝑦) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑃 (𝑥, 𝑦) = {(𝜉, 𝜂) : 𝜂 = (𝜉 − 𝑥+
√
𝑦)2, 0 6 𝜂 6 𝑦, 𝑥−√

𝑦 6 𝜉 6 𝑥}∪

∪{(𝜉, 𝜂) : 𝜂 = (𝑥+
√
𝑦 − 𝜉)2, 0 6 𝜂 6 𝑦, 𝑥 6 𝜉 6 𝑥+

√
𝑦}

Задача 1. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑢(𝑥, 𝑦), åñëè äëÿ âñåõ
(𝑥, 𝑦) èç ïîëîñû Ω èçâåñòíû èíòåãðàëû îò ôóíêöèè 𝑢(·) ïî êðèâûì 𝑃 (𝑥, 𝑦):

𝑥∫︁
𝑥−√

𝑦

𝑔(𝑥−𝜉)𝑢(𝜉, (𝜉−𝑥+
√
𝑦)2)𝑑𝜉+

𝑥+
√
𝑦∫︁

𝑥

𝑔(𝑥−𝜉)𝑢(𝜉, (𝑥+
√
𝑦−𝜉)2)𝑑𝜉 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

(1)

ãäå 𝑔(𝑥− 𝜉) =
√︁

𝜂
𝑦 · 𝜒(𝑥− 𝜉), 𝜒(𝑥− 𝜉) = { 1, åñëè 𝑥− 𝜉 > 0,

0, åñëè 𝑥− 𝜉 < 0.
Ôóíêöèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦) - ôóíêöèÿ èç êëàññà u, êîòîðûå èìåþò âñå íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è ôèíèòíû ñ
íîñèòåëåì â 𝑅2

+ :

𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑢 ⊂ 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : −𝑎 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑎 <∞, 0 < 𝑦 < 𝑙, 𝑙 <∞}

Теорема 1. Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) известна для всех (𝑥, 𝑦) из полосы
Ω. Тогда решение задача 1 в классе U единственно, имеет место пред-
ставление

𝑢(𝑥, 𝑦) =

+∞∫︁
−∞

+∞∫︁
−∞

𝐼2(𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂)(
𝜕2

𝜕𝜉2
− 𝜕4

𝜕𝜉2𝜕𝜂2
)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 (2)

и выполняется неравенство

‖𝑢(𝑥, 𝑦)‖𝐿2(Ω) 6 𝐶1‖𝑓‖𝑊 2,2
2 (Ω)

где 𝐶1 - некоторая постоянная.

Литература
1. Лаврентьев М.М., Савельев Л.Я. Теория операторов и некорректные зада-

чи. — Новосибирск: Изд-во Ин-та математики, 1972.
2. Лаврентьев А.М., Шабат Б.В.Методы теории функций комплексного пе-

ременного. — М.: Наука, 1986.
3. Романов В.Г. О восстановлении функции через интегралы по эллипсоидам

вращения, у которых фокус неподвижен // Докл. АН СССР, 173:4 (1967), 766-796.



Материалы международной конференции 17

4. Романов В.Г. О восстановлении функции через интегралы по семейству
кривых // Сиб. мат. журн., 8:5 (1967), 1206-1208.

5. Бухгейм А.Л. О некоторых задачах интегральной геометрии // Сиб. мат.
журн., 13:1 (1972), 34-42.

6. Бухгейм А.Л. Об одной задаче интегральной геометрии // Мат. проблемы
геофизики, 36:4 (1973), 69-73.

7. Бегматов Акрам X. Слабо некорректные задачи интегральной геометрии
вольтерровского типа // Доклады РАН, 349:3 (1996), 297-298.

8. Бегматов Акрам X. Задачи интегральной геометрии для семейства конусов
в n-мерном пространстве // Сиб. мат. журн., 37:3 (1996), 500-505.

9. Бегматов Акрам X. Новые классы слабо и сильно некорректных задач ин-
тегральной геометрии // Второй Сиб. конгресс по прикл. и инд. математике. Тез.
докл., ч. III. Новосибирск: Институт математики СО РАН, 1996, 298.

10. Бегматов Акрам X. Некоторые новые классы задач интегральной геомет-
рии. // Препринт / РАН. Сибирское отделение. Институт математики, 40 (1997),
30.

11. Бегматов Акрам X. Вольтерровские задачи интегральной геометрии на
плоскости для кривых с особенностями // Сиб. мат. журн., 38:4 (1997), 723-737.

12. Бегматов Акрам Х. Задачи интегральной геометрии по специальным кри-
вым и поверхностям с особенностями в вершине // Доклады РАН, 358:2 (1998),
151-153.

13. Бегматов Акрам Х. Теоремы существования решения двух слабо некор-
ректных задач интегральной геометрии // Доклады РАН, 386:1 (2002), 1-3.

14. Бегматов Акрам Х., Очилов З.Х. Задачи интегральной геометрии с раз-
рывной весовой функцией // Доклады РАН, 429:3 (2009), 295-297.

15. Begmatov Akram H., Muminov M.E., Ochilov Z.H. The Problem of Integral
Geometry of Volterra Type with a Weight Function of a Special Type // Horizon
Research Publishing (HRPUB) Corporation, USA, Mathematics and statistics, 3:5
(2015), 113-120.

16. Бегматов Акрам Х., Очилов З.Х. Задачи интегральной геометрии воль-
теровского типа с весовой функцией специального вида. // Журнал Continuum:
Maтематика. Информатика. Образование, 2 (2017), 11-15.



18 “Современные проблемы математики и механики”

О ТОЧКАХ ШТЕЙНЕРА В ПРОСТРАНСТВЕ
ЛИНДЕНШТРАУССА

Б.Б. Беднов
noriiii@inbox.ru

УДК 517.982.256, 515.124.4

В пространстве Линденштраусса множество точек Штейнера для про-
извольного конечного набора элементов характеризуется через пере-
сечение метрических отрезков и пересечение шаров.

Ключевые слова: банахово пространство, пространство Линденштра-
усса, точка Штейнера, липшицева выборка

On Steiner points in the Lindenstrauss space

The set of Steiner points for an arbitrary finite set of elements is charac-
terized by the intersection of metric segments and the intersection of balls
in the Lindenstrauss space.

Keywords: Banach space, Lindenstrauss space, Steiner point, Lipschits
selection

Â äåéñòâèòåëüíîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå (𝑋, ‖ · ‖) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
íàáîðà {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} èç 𝑛 > 3 åãî ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê
Øòåéíåðà

St𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

{︃
𝑠 ∈ 𝑋 :

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝑥𝑘 − 𝑠‖ = inf
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

‖𝑥𝑘 − 𝑥‖

}︃
.

Òî÷êè Øòåéíåðà íàçûâàþò òàêæå òî÷êàìè Ôåðìà, òî÷êàìè Ëàìå è ìå-
äèàíàìè. Âîçíèêàþùåå ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå Øòåéíåðà St𝑛 : 𝑋𝑛 → 𝑋
ïðîñòðàíñòâà 𝑋𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥𝑘 ∈ 𝑋} ñ íîðìîé ‖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)‖𝑛 =
‖𝑥1‖ + . . . ‖𝑥𝑛‖ â 𝑋 ìîæåò áûòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäíîçíà÷íûì è îïðåäå-
ëåííûì íå íà âñåì 𝑋𝑛.

Â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑋 è 𝑛 = 3 òî÷êà Øòåéíåðà
St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà: îíà ëåæèò â ïëîñêîñòè òî÷åê 𝑥1,
𝑥2, 𝑥3 è ëèáî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç íèõ (åñëè â òðåóãîëüíèêå 𝑥1𝑥2𝑥3 åñòü
óãîë, íå ìåíüøèé 120∘), ëèáî ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Òîððè÷åëëè (èç êîòîðîé
âñå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà âèäíû ïîä óãëîì 120∘).

Íàèáîëåå ïðîñòî òî÷êè Øòåéíåðà íàõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝐿1: äëÿ âñÿ-
êîãî íàáîðà ôóíêöèé 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝐿1(𝐸,𝜇) ìíîæåñòâî St𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ñîñòî-
èò â òî÷íîñòè èç òàêèõ ôóíêöèé 𝑠, êîòîðûå â 𝜇-ïî÷òè êàæäîé òî÷êå 𝑡 ∈ 𝐸
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, средние äëÿ ÷èñåë 𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑛(𝑡) (ïðè íå÷åòíîì 𝑛
òàêàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (№ 18-01-00333) и Программы
Президента Российской Федерации поддержки ведущих научных школ (НШ 6222.2018.1).
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Òî÷êè Øòåéíåðà ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü óæå äëÿ òðåõòî÷å÷íûõ ìíî-
æåñòâ 𝑀3 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑋. Ïåðâûé ïðèìåð òàêèõ 𝑋 è 𝑀3 ïî-
ñòðîèë À.Ë. Ãàðêàâè [1] â 1974 ã. Â òî æå âðåìÿ âî âñÿêîì áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå 𝑋, 1-äîïîëíÿåìîì â ñâîåì âòîðîì ñîïðÿæåííîì (â ÷àñòíîñòè,
â ëþáîì ðåôëåêñèâíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿1)
ìíîæåñòâî St𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) íåïóñòî äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê 𝑥𝑘 è ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî 𝑛 (ñì., íàïð., [2]).

Ïóñòü 𝑚 > 3 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãîâîðÿò, ÷òî áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî 𝑋 îáëàäàåò ñâîéñòâîì m.2.I.P. (m.2 Intersection Property), åñëè âñÿêèå
𝑚 ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ øàðîâ â 𝑋 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå-
÷åíèå.

Äåéñòâèòåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì m.2.I.P.
äëÿ âñÿêîãî 𝑚 > 3, íàçûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâàìè Ëèíäåíøòðàóññà èëè ïðå-
äóàëüíûìè ê 𝐿1. Ê ýòîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâ îòíîñÿòñÿ âñå ïðîñòðàí-
ñòâà 𝐶[𝐾] äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà (õàóñäîðôî-
âîì) êîìïàêòå 𝐾, ïðîñòðàíñòâà 𝑐0(𝐸), 𝑙∞ è ìíîãèå äðóãèå.

Â ïðåäóàëüíîì ê 𝐿1 ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî òî÷åê Øòåéíåðà St(𝑀𝑛) íå
ïóñòî [3] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà 𝑀𝑛 ⊂ 𝑋, à ñàìî ìíîæåñòâî St(𝑀𝑛)
ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü [4] ïðè ïîìîùè ìåòðè÷åñêèõ îòðåçêîâ (метриче-
ский отрезок ñ êîíöàìè 𝑎 è 𝑏 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝑋 åñòü ìíîæåñòâî
𝑚[𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ 𝑋 : ‖𝑥− 𝑎‖ + ‖𝑥− 𝑏‖ = ‖𝑎− 𝑏‖}). Òî÷íåå, âåðíà

Теорема [4]. Пусть пространство 𝑋 предуально к 𝐿1. Для множества
𝑀 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} из 𝑋 имеет место формула

|St|(𝑀) =
1

2
max

⎧⎨⎩
𝑘∑︁
𝑗=1

𝐿(𝑁𝑗) : 𝑁1 ∪ · · · ∪𝑁𝑘 = 𝑀

⎫⎬⎭ ,

где максимум берётся по всем не менее чем двухточечным подмноже-
ствам 𝑁𝑗 ⊂ 𝑀 , причём если точка 𝑥𝑖 имеет кратность 𝑝𝑖 во множе-
стве 𝑀 , то 𝑥𝑖 содержится в 𝑝𝑖 различных множествах из {𝑁𝑗}𝑘𝑗=1. Чис-
ло 𝐿(𝑁𝑗) обозначает максимальную сумму длин рёбер цикла, обходящего
все вершины из 𝑁𝑗 по одному разу. При этом

St(𝑀) =

𝑘⋂︁
𝑗=1

St(𝑁*
𝑗 , 𝑋) =

⋂︁
𝑚[𝑥𝑝, 𝑥𝑞],

где {𝑁*
𝑗 }𝑘𝑗=1 — такие не менее чем двухточечные подмножества множе-

ства 𝑀 , для которых
∑︀𝑘
𝑗=1 𝐿(𝑁*

𝑗 ) = 2|St|(𝑀), а последнее пересечение
берётся по тем парам индексов 𝑝, 𝑞, для которых 𝑥𝑝, 𝑥𝑞 ∈ 𝑁*

𝑗 соединены
ребром в цикле с длиной 𝐿(𝑁*

𝑗 ), обходящем множество 𝑁*
𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äâóõòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà 𝑁𝑗 öèêë ñîñòîèò èç îäíîãî
ðåáðà, ïîñ÷èòàííîãî äâàæäû.

Â ïðîñòðàíñòâå Ëèíäåíøòðàóññà âåëè÷èíà |St|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ðàâíà ïîëóïå-
ðèìåòðó òðåóãîëüíèêà 𝑥1𝑥2𝑥3. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ îò 𝑥𝑖 äî âñåõ òî÷åê
𝑠 ∈ St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) îäèíàêîâû è ðàâíû 𝜌𝑖 = 1

2 (‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ + ‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑘‖ − ‖𝑥𝑗 −
𝑥𝑘‖), {𝑖, 𝑗, 𝑘} = {1, 2, 3}. Ýòî çíà÷èò, ÷òî |St|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) åñòü ïåðåñå÷åíèå
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øàðîâ 𝐵(𝑥𝑖, 𝜌𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3. Äëÿ ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Ëèíäåí-
øòðàóññà |St|(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = max{‖𝑥1 − 𝑥2‖ + ‖𝑥3 − 𝑥4‖, ‖𝑥1 − 𝑥3‖ + ‖𝑥2 −
𝑥4‖, ‖𝑥1 − 𝑥4‖+ ‖𝑥2 − 𝑥3‖} è ðàññòîÿíèÿ ‖𝑥𝑖− 𝑠‖ îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî
ïðè 𝑠 ∈ St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) è St(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòîâ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4
ïðîñòðàíñòâà Ëèíäåíøòðàóññà. Âîçìîæíî, ìíîæåñòâà St(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1) è
St(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå äëÿ êàæäîãî 𝑛 è ïðîèçâîëüíûõ
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 èç ïðåäóàëüíîãî ê 𝐿1 ïðîñòðàíñòâà.

Â ïðîñòðàíñòâå Ëèíäåíøòðàóññà ïîäìíîæåñòâî èç St(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ìîæ-
íî ïîëó÷èòü êàê ïåðåñå÷åíèå øàðîâ 𝐵(𝑥𝑖, 𝑟𝑖) ïðè óñëîâèÿõ 𝑟1 + · · · + 𝑟𝑛 =
|St|(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) è 𝑟𝑖 + 𝑟𝑗 > ‖𝑥𝑖− 𝑥𝑗‖ (â ñèëó ñâîéñòâà m.2.I.P.). Ïðè ìàëûõ n
òàêèå ðàäèóñû ïîçâîëÿþò ïðåäúÿâèòü ëèïøèöåâó âûáîðêó èç îòîáðàæåíèÿ
Øòåéíåðà St𝑛 : 𝐶[𝐾]𝑛 → 𝐶[𝐾] (â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ëèíäåí-
øòðàóññà ëèïøèöåâà âûáîðêà èç îòîáðàæåíèÿ Øòåéíåðà ñóùåñòâóåò [5]).
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АНАЛИТИЧЕСКИЕ ПРОДОЛЖЕНИЯ МЕР НА
БЕСКОНЕЧНОМЕРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Александр А. Беляев
aabelyaev@fa.ru

УДК 517.982, 517.987, 517.54

Изучаются свойства аналитических мер на бесконечномерном локаль-
но выпуклом пространстве. Устанавливается, что мера является ана-
литической экспоненциального роста только тогда, когда её преобра-
зование Фурье финитно в некотором смысле. Приводятся примеры
таких мер.

Ключевые слова: бесконечномерный анализ, теория меры, аналитиче-
ское продолжение
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Goverment of the Russian Federation, Moscow, Russia)
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Analytic continuations of measures on infinite-dimensional
space

The properties of analytic measures on an infinite-dimensional locally con-
vex space are studied. It is established that a measure is an analytic ex-
ponential growth only when its Fourier transform is finite in some sense.
Examples of such measures are given.

Keywords: infinite dimensional analysis, measure theory, analytic contin-
uation

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ñ Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì èññëåäîâàíèÿõ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íà÷àòûõ â ðàáîòå [2].

Ïóñòü 𝑄− âåùåñòâåííîå ËÂÏ è 𝑃 = 𝑄′− ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàí-
ñòâî íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà 𝑄. Îáîçíà÷èì Σ𝑃 ìèíè-
ìàëüíóþ 𝜎− àëãåáðó ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà 𝑃, ñîäåðæàùóþ àëãåáðó
𝑄−öèëèíäðè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ 𝑃 , è ÷åðåç𝑀(Σ𝑃 ) áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
âñåõ êîíå÷íûõ 𝜎−àääèòèâíûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ìåð íà Σ𝑃 , íàäåë¼ííîå
íîðìîé ‖𝜇‖ = |𝜇|(𝑃 ), ãäå |𝜇|− âàðèàöèÿ ìåðû 𝜇 [1]. Ìåðà 𝜇 íà Σ𝑃 îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå �̂�(ñì.[1]).

Íàçîâ¼ì ìåðó 𝜇 ∈ 𝑀(Σ𝑃 ) àíàëèòè÷åñêîé ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ∈ 𝑃 , åñëè
∀𝐴 ∈ Σ𝑃 ôóíêöèÿ 𝜇(𝐴 − 𝑡ℎ), 𝑡 ∈ R, èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
𝜇(𝐴− 𝑧ℎ) â îáëàñòü 𝑈𝜇,ℎ,𝐴 ⊂ C (ñì. [2]).

Ìîæíî äàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷íîñòè ìåðû, îñíîâàí-
íîå íà ðàçëîæåíèè ôóíêöèè 𝜇(𝐴− 𝑡ℎ) â ðÿä Òåéëîðà (ñì. [3]).

Åñëè äëÿ êàæäîãî 𝐴 ∈ Σ𝑃 ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ôóíêöèè 𝜇(𝐴−𝑡ℎ) â îáëàñòü 𝑈 ⊂ C, òî ýòî ïðîäîëæåíèå 𝜇𝑧ℎ(𝐴) = 𝜇(𝐴−𝑧ℎ)
ÿâëÿåòñÿ ìåðîé, àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùåé îò 𝑧 ∈ 𝑈 .

Èç àíàëèòè÷íîñòè ìåðû ñëåäóåò å¼ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ïî íàïðàâëåíèþ ℎ (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà äèôôåðåíöèðóåìûõ ìåð ñì. â
[4,5]).

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ ìåð íà Σ𝑃 àíàëèòè÷åñêèõ ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ∈ 𝑄
îáîçíà÷èì 𝑀ℎ(Σ𝑃 ).

Лемма 1. Пусть ℎ ∈ 𝑃 и мера 𝜇− аналитическая по направлению ℎ.
Тогда производная 𝑑ℎ меры 𝜇 по ℎ также есть мера на Σ𝑃 аналитическая
по направлению ℎ.

Лемма 2. Пусть ℎ ∈ 𝑃 и мера 𝜇− аналитическая по направлению ℎ.
Тогда для произвольной меры 𝜈 ∈ 𝑀(Σ𝑃 ) свёртка мер 𝜇 * 𝜈 также есть
мера на Σ𝑃 аналитическая по направлению ℎ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìåðà 𝜇 íà Σ𝑃 öåëàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñ
ïîêàçàòåëåì 𝑅 > 0 ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ∈ 𝑃 , åñëè 𝜇− öåëàÿ ïî íàïðàâëåíèþ
ℎ è ∀𝑅1 > 𝑅, ∀𝐴 ∈ Σ𝑃 ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà 𝐶(ℎ,𝑅1, 𝐴) > 0, ÷òî

|𝜇(𝐴− 𝑧ℎ)| 6 𝐶(ℎ,𝑅1, 𝐴)𝑒𝑅1|𝐼𝑚(𝑧)| ∀𝑧 ∈ C.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ òàêèõ ìåð áóäåì îáîçíà÷àòü 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ). Ïðîñòðàíñòâî
âñåõ öåëûõ ïî íàïðàâëåíèþ ℎ ìåð ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà ñ ïðîèçâîëüíûì
ïîêàçàòåëåì 𝑅 > 0 îáîçíà÷èì 𝐴𝑀ℎ(Σ𝑃 ).
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Лемма 3. Пусть ℎ ∈ 𝑃, 𝑅 > 0. Тогда 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) тогда и только
тогда, когда 𝜇− целая по направлению ℎ ∈ 𝑃 мера и выполнена оценка

‖𝜇𝑧ℎ‖ 6 4𝑒𝑅|𝐼𝑚(𝑧)|‖𝜇‖ ∀𝑧 ∈ C. (*)

Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 )− çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî áà-
íàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑀(Σ𝑃 ).

Äëÿ ëþáîãî 𝐵 ⊂ 𝑃 ïîëÿðà 𝐵∘ â 𝑄 îïðåäåëåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝐵∘ = {𝑞 ∈ 𝑄 : | < 𝑞, 𝑝 > | 6 1 ∀𝑝 ∈ 𝐵}.

Теорема 1. Пусть ℎ ∈ 𝑃, 𝑅 > 0, 𝜇 ∈𝑀(Σ𝑃 ) и �̂� = ℱ(𝜇). Тогда

𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) ⇔ 𝑠𝑢𝑝𝑝(�̂�) ⊂ 𝑅 · {ℎ}∘.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 1 îáîáùàåò èçâåñòíóþ êîíå÷íîìåðíóþ òåîðåìó
Ïýëè-Âèíåðà î ðàñïðåäåëåíèÿõ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì íà ñëó÷àé ìåð
íà áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Èíîé ïîäõîä ê îáîáùåíèþ òåîðåìû
Ïýëè-Âèíåðà íà ñëó÷àé êâàçèìåð íà áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæ-
íî íàéòè â ðàáîòå [6].

Следствие 1. Пусть последовательность мер 𝜇𝑛 из 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) схо-
дится на каждом 𝐴 ∈ Σ𝑃 . Тогда существует предел 𝜇 последовательно-
сти 𝜇𝑛 в 𝑀(Σ𝑃 ), и для каждого 𝑧 ∈ C последовательность мер (𝜇𝑛)𝑧ℎ
сходится по вариации к мере 𝜇𝑧ℎ ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ). При этом ∀𝛿 > 0 указан-
ная cходимость последовательность (𝜇𝑛)𝑧ℎ равномерна по множеству

𝑉𝛿 = {𝑧 ∈ C | |𝐼𝑚𝑧| 6 𝛿}.

Следствие 2. Пусть ℎ ∈ 𝑃 и 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ). Тогда для произвольной
меры 𝜈 ∈𝑀(Σ𝑃 ) свёртка мер 𝜇 * 𝜈 также есть мера из 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ).

Следствие 3. Пусть ℎ ∈ 𝑃, 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ) и 𝑇−цилиндрический
многочлен на 𝑃 . Тогда 𝑇 · 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ,𝑅(Σ𝑃 ).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑃 ñîäåðæèò
íåêîòîðîå ïëîòíîå ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïîäïðîñòðàíñòâî, ñóùåñòâó-
åò òàêàÿ íåòðèâèàëüíàÿ ïðîäàêò-ìåðà 𝜇, ÷òî 𝜇 ∈ 𝐴𝑀ℎ(Σ𝑃 ) ∀ℎ ∈ 𝐻, ãäå
𝐻−ïëîòíîå ãèëüáåðòîâî ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑃 . Çàïàñ òàêèõ ìåð ìîæíî ðàñ-
øèðèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèé 2 è 3.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêîé ìåðû ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, â ñîâìåñòíîé ñ Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì ðàáîòå [2] àâòîðà-
ìè áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè äî-
ñòàòî÷íî øèðîêèõ îãðàíè÷åíèÿõ.
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МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ В ПРОСТРАНСТВАХ БЕССЕЛЕВЫХ
ПОТЕНЦИАЛОВ И ЛИЗОРКИНА–ТРИБЕЛЯ

Алексей А. Беляев
alexei.a.belyaev@gmail.com, belyaev-aa@rudn.ru

УДК 517.518.23

Мы рассматриваем проблему конструктивного описания мультипли-
каторов, действующих в шкале пространств Лизоркина–Трибеля,
причём особое внимание уделяется случаю пространств бесселевых
потенциалов. Применяя принцип равномерной локализации, мы пока-
зываем, что при естественных ограничениях в важных частных слу-
чаях может быть получение описание пространства мультипликато-
ров в терминах равномерно локализованных пространств Лизоркина–
Трибеля. Это описание обобщают полученные ранее в совместных ра-
ботах автора и А.А. Шкаликова результаты о мультипликаторах, дей-
ствующих в пространствах бесселевых потенциалов.
Ключевые слова: мультипликаторы, равномерная локализация, про-
странства Лизоркина–Трибеля

Multipliers in Bessel potential and Lizorkin–Triebel spaces

We consider a problem of finding a constructive description of multipliers
acting in the scale of Lizorkin–Triebel spaces with special attention being
paid to the case of multipliers between Bessel potential spaces. We show
that, since uniform localization principle holds true for Lizorkin–Tribel
spaces, under natural assumptions the multiplier space can be described
in terms of the uniformly localized Lizorkin–Tribel spaces in some impor-
tant model cases. This description generalizes results about multipliers
acting in Bessel potential spaces, obtained recently by the author and
A.A. Shkalikov.

Keywords: multipliers, Lizorkin–Triebel spaces, uniform localization
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Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòîðû, äåéñòâóþùèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè
𝐴𝑠1𝑝1, 𝑞1(R𝑛) è 𝐴𝑠2𝑝2, 𝑞2(R𝑛), ãäå â êà÷åñòâå 𝐴𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛) ôèãóðèðóåò èëè ïðîñòðàí-
ñòâî Áåñîâà 𝐵𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛), èëè ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ 𝐹 𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛).

Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå 𝑝 = 𝑞 ýòè øêàëû ñîâïàäàþò è, áîëåå òî-
ãî, ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà ãëàäêîñòè 𝑠 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
𝐵𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛) = 𝐹 𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛) = 𝑊 𝑠

𝑝 (R𝑛), ãäå 𝑊 𝑠
𝑝 (R𝑛) � ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà�

Ñëîáîäåöêîãî. Â äðóãîì âàæíîì ìîäåëüíîì ñëó÷àå 𝑞 = 2 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî

𝐹 𝑠𝑝, 2(R𝑛) = 𝐻𝑠
𝑝(R𝑛),

ãäå 𝐻𝑠
𝑝(R𝑛) � ïðîñòðàíñòâî áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé áûë äåòàëüíî èçó÷åí â ðàáîòàõ [1] è [2], ãäå äëÿ îïè-
ñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ â
äðóãîå áûëà èñïîëüçîâàíà øêàëà ðàâíîìåðíî ëîêàëèçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ 𝐻𝛾

𝑟, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛). Èñïîëüçîâàíèå ýòîé øêàëû ïîçâîëè-
ëî íàéòè êîíñòðóêòèâíîå îïèñàíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè áåññåëåâûõ ïîòåíöèàëîâ. À èìåííî, áûëè ïîëó÷åíû ñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû

Теорема 1. Пусть 𝑠1, 𝑠2 > 0 и 𝑝1, 𝑝2 > 1. Пусть также 𝑝1 6 𝑝2,
𝑠1 − 𝑛/𝑝1 > 𝑠2 − 𝑛/𝑝2 и 𝑠1 − 𝑛/𝑝1 > 0. Тогда

𝑀 [𝐻𝑠1
𝑝1 (R𝑛) → 𝐻𝑠2

𝑝2 (R𝑛)] = 𝐻𝑠2
𝑝2, 𝑢𝑛𝑖𝑓

(R𝑛),

причём нормы этих пространств эквивалентны.

Теорема 2. Пусть 𝑠1, 𝑠2 > 0 и 𝑝1, 𝑝2 > 1. Пусть также 𝑝1 6 𝑝2,
причём или 𝑠1 > 𝑠2, 𝑠1 − 𝑛/𝑝1 > 0, или 𝑠2 > 𝑠1, 𝑠2 − 𝑛/𝑝

′

2 > 0. Тогда

𝑀 [𝐻𝑠1
𝑝1 (R𝑛) → 𝐻−𝑠2

𝑝2 (R𝑛)] = 𝐻−𝑠2
𝑝2, 𝑢𝑛𝑖𝑓

(R𝑛) ∩𝐻−𝑠1
𝑝
′
1, 𝑢𝑛𝑖𝑓

(R𝑛),

причём нормы этих пространств эквивалентны (здесь и ниже для числа
𝑝 ∈ (1; +∞) под 𝑝′ понимаем число из (1; +∞), определённое соотношением
1/𝑝+ 1/𝑝

′
= 1).

Ëîêàëèçàöèîííûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà è Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ
ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ
èìååò ìåñòî ïðèíöèï ðàâíîìåðíîé ëîêàëèçàöèè, ãëàñÿùèé, ÷òî íà ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐹 𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛) ìîæíî ââåñòè íîðìó ‖ · ‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝), ýêâèâàëåíòíóþ ñòàí-
äàðòíîé íîðìå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è çàäàííóþ ñîîòíîøåíèåì

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝) =

(︃∑︁
𝑧∈Z𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐹 𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁𝑝)︃ 1
𝑝

∀ 𝑢 ∈ 𝐹 𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛),

ãäå 𝜂 ∈ 𝐷(R𝑛) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

𝑎) 0 6 𝜂(𝑥) 6 1 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛; 𝑏) 𝜂(𝑥) = 1 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| 6 1;

𝑐) 𝜂(𝑥) = 0 ∀ 𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| > 2,
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è
𝜂𝑧(𝑥) = 𝜂(𝑥− 𝑧) ∀ 𝑥 ∈ R𝑛.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà íîðìà ‖ · ‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝), çàäàííàÿ ñîîòíîøåíèåì

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑝) =

(︃∑︁
𝑧∈Z𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐵𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁𝑝)︃ 1
𝑝

∀ 𝑢 ∈ 𝐵𝑠𝑝, 𝑞(R𝑛),

ñòðîãî ñëàáåå ñòàíäàðòíîé íîðìû ‖ · ‖𝐵𝑠
𝑝, 𝑞(R𝑛) ïðè 𝑝 > 𝑞 è ñòðîãî ñèëüíåå

ýòîé íîðìû ïðè 𝑝 < 𝑞 (ñìîòðåòü [3]). Ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòðàíñòâ Áåñîâà ýòè
íîðìû ýêâèâàëåíòíû òîëüêî ïðè 𝑝 = 𝑞, íî â ýòîì ñëó÷àå, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, 𝐵𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛) = 𝐹 𝑠𝑝, 𝑝(R𝑛).

Ìû èçó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñòàíäàðòíûìè íîðìàìè íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ è Áåñîâà è ëîêàëèçîâàííûìè íîðìàìè

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (𝑟) =

(︃∑︁
𝑧∈Z𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐴𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁𝑟)︃ 1
𝑟

, 𝑟 ∈ [1; +∞),

‖𝑢‖𝑠, 𝑝, 𝑞, (∞) = sup
𝑧∈R𝑛

(︁
‖𝜂𝑧 · 𝑢‖𝐴𝑠

𝑝, 𝑞(R𝑛)

)︁
,

÷òî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ìóëüòèïëèêàòîðîâ, äåé-
ñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ è Áåñîâà. Îñíîâíîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ òîé ñèòóàöèè, êîãäà âîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ïðîñòðàí-
ñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ ëîêàëèçîâàííûõ íîðì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò äëÿ ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëèçîðêèíà�Òðèáåëÿ â òîé ñèòóàöèè, êîãäà
îáà èíäåêñà ãëàäêîñòè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ íåîòðèöàòåëüíû.

Теорема 3. Пусть 𝑠1 > 𝑛
𝑝1
, 𝑠2 > 0, 𝑝1, 𝑝2 > 1, 𝑞1, 𝑞2 > 1, причём

𝑝1 6 𝑝2, 𝑠1 − 𝑛
𝑝1
> 𝑠2 − 𝑛

𝑝2
. Тогда

𝑀 [𝐹 𝑠1𝑝1, 𝑞1(R𝑛) → 𝐹 𝑠2𝑝2, 𝑞2(R𝑛)] = 𝐹 𝑠2𝑝2, 𝑞2, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛)

и нормы этих пространств эквивалентны.
Îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå â óñëîâèÿõ ýòîé òåîðåìû, ÿâëÿþòñÿ åñòå-

ñòâåííûìè â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè îòêàçå îò ëþáîãî èç ýòèõ îãðàíè÷å-
íèé íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà ìóëü-
òèïëèêàòîðîâ â òåðìèíàõ åãî ñîâïàäåíèÿ ñ íåêîòîðûì ïðîñòðàíñòâîì

𝐹 𝛾𝑝, 𝑞, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛)
𝑑𝑒𝑓
= 𝐹 𝛾𝑝, 𝑞,∞(R𝑛).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3 èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå

Утверждение 1. Пусть 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 ∈ R, 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 > 1. Пусть
также или 𝑝1 < 𝑝2, или 𝑝1 = 𝑝2 и 𝑞1 6 𝑞2. Тогда непрерывное вложение

𝐹 𝑠3𝑝3, 𝑞3, 𝑢𝑛𝑖𝑓 (R𝑛) ⊂𝑀 [𝐹 𝑠1𝑝1, 𝑞1(R𝑛) → 𝐹 𝑠2𝑝2, 𝑞2(R𝑛)]

имеет место тогда и только тогда, когда существует такая константа
𝐶 > 0, что

‖𝑓 · g‖𝐹 𝑠2
𝑝2, 𝑞2

(R𝑛) 6 𝐶 · ‖f‖𝐹 𝑠3
𝑝3, 𝑞3

(R𝑛)‖g‖𝐹 𝑠1
𝑝1, 𝑞1

(R𝑛) ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(R𝑛).
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О БАЗИСНОСТИ ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЫ
ЭКСПОНЕНТ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА МОРРИ

Б.Т. Билалов
b_bilalov@mail.ru

УДК 517.51

В работе рассматривается возмущенная система экспонент
exp (𝑖 (𝑛− 𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑛) 𝑡) , 𝑛 ∈ 𝑍, где 𝛽−некоторый комплексный па-
раметр. Находится необходимое и достаточное условие на параметр
𝛽, при выполнении которого эта система образует базис в простран-
стве Морри на интервале (−𝜋, 𝜋). Критерий базисности относительно
параметра 𝛽 этой системы в лебеговых пространствах получен в
работах А.М.Седлецкого и Е.И.Моисеева. Отметим, что критерий ба-
зисности в пространствах Морри отличается от критерия базисности
в лебеговых пространствах.

Ключевые слова: возмущенная система экспонент, базисность, про-
странство Морри

The basis property of a perturbed system of exponentials in
Morrey-type spaces

The perturbed system of exponents exp (𝑖 (𝑛− 𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑛) 𝑡) , 𝑛 ∈ 𝑍, where
𝛽 is some complex parameter is considered. A necessary and sufficient
condition on the parameter 𝛽 are obtained, under which this system forms
a basis for Morrey space over the interval (−𝜋, 𝜋). A basicity criterion
with respect to the parameter 𝛽 of this system in Lebesgue spaces was
obtained in the works of A.M. Sedletskii and E.I. Moiseev. We note that
the basicity criterion in Morrey spaces differs from the basicity criterion
in Lebesgue spaces.

Keywords: perturbed system of exponents, basis property, Morrey space
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Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ áàçèñíîñòè âîçìóùåííîé ñèñòåìû ýêñïî-
íåíò

𝐸𝛽 ≡
{︁
𝑒𝑖(𝑛−𝛽 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑛)𝑡

}︁
𝑛∈𝑍

, (1)

â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè íà èíòåðâàëå (−𝜋, 𝜋), ãäå 𝛽 ∈ 𝐶−êîìïëåêñíûé ïà-
ðàìåòð.

Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî Ìîððè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè 𝛾 =
{𝑧 ∈ 𝐶 : |𝑧| = 1} íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝐶. Äàëåå 𝜔 = 𝑖𝑛𝑡𝛾 áóäåò îáî-
çíà÷àòü åäèíè÷íûé øàð â 𝐶.

×åðåç 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾) , 1 6 𝑝 < +∞, 0 6 𝛼 6 1, áóäåì îáîçíà÷àòü íîðìèðîâàííîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà 𝛾 ôóíêöèé 𝑓 (·) ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛼(𝛾) = sup
𝐵

(︂
|𝐵 ∩ 𝛾|𝛼−1

𝛾

∫︁
𝐵∩𝛾

|𝑓 (𝜉)|𝑝 |𝑑𝜉|
)︂1/𝑝

< +∞,

(|𝐵 ∩ 𝛾|𝛾 −ëèíåéíàÿ ìåðà ïåðåñå÷åíèÿ 𝐵∩𝛾), ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì
ñ öåíòðîì íà 𝛾 è ñ ïðîèçâîëüíûì ïîëîæèòåëüíûì ðàäèóñîì. Îòíîñèòåëüíî
ýòîé íîðìû 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì. Íàðÿäó ñ ýòèì îïðåäåëèì ïðî-
ñòðàíñòâî 𝐿𝑝,𝛼 (−𝜋, 𝜋), 1 6 𝑝 < +∞, 0 6 𝛼 6 1, ñîñòîÿùåãî èç èçìåðèìûõ
íà (−𝜋, 𝜋) ôóíêöèé 𝑓 (·), ñ êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝐿𝑝,𝛼(−𝜋,𝜋) = sup
𝐼⊂[−𝜋,𝜋]

(︂
|𝐼|𝛼−1

∫︁
𝐼

|𝑓 (𝑡)|𝑝 |𝑑𝑡|
)︂1/𝑝

< +∞,

ãäå sup áåðåòñÿ ïî âñåì èíòåðâàëàì 𝐼 ⊂ [−𝜋, 𝜋]. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ñîîòâåòñòâèå 𝑓 (𝑡) =: 𝐹

(︀
𝑒𝑖𝑡
)︀
, 𝑡 ∈ (−𝜋, 𝜋) , 𝐹 (·) ∈ 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾), óñòàíàâëèâàåò

èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè 𝐿𝑝,𝛼 (𝛾) è 𝐿𝑝,𝛼 (−𝜋, 𝜋).
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ýòè ïðîñòðàíñòâà áóäåì îòîæäåñòâëÿòü è åãî áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝐿𝑝,𝛼, à íîðìó ÷åðåç ‖·‖𝑝,𝛼.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑀𝑝,𝛼 ôóíêöèé 𝑓 (·), ñäâèãè êî-
òîðûõ íåïðåðûâíû â 𝐿𝑝,𝛼, ò.å. ‖𝑓 (· + 𝛿) − 𝑓 (·)‖𝑝,𝛼 → 0, 𝛿 → 0.

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áàçèñíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò (1) â ïðîñòðàíñòâàõ
Ìîððè 𝑀𝑝,𝛼 ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êðàåâûõ çàäà÷. Ýòîò ìåòîä òðåáóåò óñòà-
íîâëåíèÿ áàçèñíîñòè ÷àñòåé ñèñòåìû ýêñïîíåíò â ïðîñòðàíñòâàõ Ìîððè-
Õàðäè 𝑀𝐻𝑝,𝛼

+ è −1𝑀𝐻𝑝,𝛼
− .

Èòàê, ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

⊂ 𝑀𝑝,𝛼
+ , 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1.

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝛼
+ −ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî 𝑓 ∈

𝐿+
𝑝 = 𝐻+

𝑝 /𝛾 . Èç áàçèñíîñòè ñèñòåìû ýêñïîíåíò
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍 â 𝑀𝑝,𝛼 (ñì. [1])

ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

𝑓 (𝑡) =
∑︁
𝑛∈𝑍

𝑓𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑡. (2)

Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ê 𝑓 (·) â𝑀𝑝,𝛼 ñëåäóåò, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ê 𝑓 (·) è â 𝐿𝑝.
À èç âêëþ÷åíèÿ 𝑓 ∈ 𝐿+

𝑝 ñëåäóåò, ÷òî 𝑓𝑛 = 0,∀𝑛 < 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ðàçëîæåíèå â 𝑀𝑝,𝛼

+ :

𝑓 (𝑡) =
∑︁
𝑛∈𝑍+

𝑓𝑛𝑒
𝑖𝑛𝑡,
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ò.å. ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç 𝑀𝑝,𝛼
+ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñèñòåìå{︀

𝑒𝑖𝑛𝑡
}︀
𝑛∈𝑍+

. Èç ìèíèìàëüíîñòè ñèñòåìû
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍 â 𝑀𝑝,𝛼 íåïîñðåäñòâåí-

íî ñëåäóåò ìèíèìàëüíîñòü ñèñòåìû
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

â 𝑀𝑝,𝛼
+ . Â èòîãå ïîëó÷àåì

áàçèñíîñòü ñèñòåìû
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

â 𝑀𝑝,𝛼
+ . Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâà-

åòñÿ áàçèñíîñòü ñèñòåìû
{︀
𝑒−𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑁 â −1𝑀

𝑝,𝛼
− . Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Система
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍+

(︁{︀
𝑒−𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑁

)︁
образует базис в про-

странстве 𝑀𝑝,𝛼
+ (в −1𝑀

𝑝,𝛼
− ), 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1.

Òàêæå ñïðàâåäëèâà
Теорема 2. Пусть 2𝑅𝑒𝛽 + 𝛼

𝑝 /∈ 𝑍. Тогда система 𝐸𝛽 образует базис в

𝑀𝑝,𝛼, 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1, тогда и только тогда, когда
[︁
2𝑅𝑒𝛽 + 𝛼

𝑝

]︁
= 0

([·]−целая часть). Ее дефект равен 𝑑 (𝐸𝛽) =
[︁
2𝑅𝑒𝛽 + 𝛼

𝑝

]︁
. При 𝑑 (𝐸𝛽) <

0, она неполна, по минимальна в 𝑀𝑝,𝛼; при 𝑑 (𝐸𝛽) > 0, она полна, но не
минимальна в 𝑀𝑝,𝛼.
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В настоящей работе вводится понятие глобального пространства типа
Морри с переменным показателем. Приводятся достаточные условия
ограниченности потенциала Рисса с постоянным и переменным пока-
зателями в этих пространствах.
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On boundedness of the Riesz potential in the global Morrey
type spaces with variable exponent

We introduce the global Morrey type spaces with variable exponent. We
give sufficient conditions for the boundedness of Riesz Potential with con-
stant and variable exponent in this spaces.

Keywords: the global Morrey type spaces with variable exponent, Riesz
Potential, boundedness of operator.

Ïîòåíöèàë òèïà Ðèññà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì:

𝐼
𝛼(𝑥) 𝑓(𝑥) =

∫︁
𝑅𝑛

𝑓(𝑦)

|𝑥− 𝑦|𝑛−𝛼(𝑥)
𝑑𝑦,

ãäå 0 < 𝛼(𝑥) < 𝑛. Ïðè 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ýòîò îïåðàòîð ñîâïàäàåò êëàññè÷åñêèì
ïîòåíöèàëîì Ðèññà 𝐼𝛼 .

Ïóñòü 𝑝(𝑥) èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Ω ⊂ 𝑅𝑛 ñî çíà-
÷åíèÿìè (1,∞). Îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ω ìîæåò áûòü è íåîãðàíè÷åííûì.
Ïðåäïîëîæèì

1 < 𝑝− 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝+ <∞,

ãäå 𝑝− = 𝑝−(Ω) = inf𝑥∈Ω 𝑝(𝑥), 𝑝+ = 𝑝+ (Ω) = sup𝑥∈Ω 𝑝 (𝑥).
Ïóñòü 𝑃 log(Ω) � ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝑝(𝑥), äëÿ êîòîðûõ

|𝑝(𝑥) − 𝑝(𝑦)| 6 𝐶

−𝑙𝑛| 𝑥− 𝑦|
, |𝑥− 𝑦| 6 1

2
,

|𝑝(𝑥) − 𝑝(∞)| 6 𝐴∞ ln (2 + |𝑥|) 𝑥, 𝑦 ∈ Ω.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐿𝑝(.)(Ω) ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé 𝑓(𝑥) íà
Ω, òàêèõ, ÷òî

𝐽𝑝(.)(𝑓) =

∫︁
Ω

[𝑓(𝑥)]
𝑝(𝑥)

𝑑𝑥 <∞,

ãäå íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

||𝑓 ||𝑝(.) = inf
{︀
𝜂 > 0, 𝐽𝑝(.)

(︂
𝑓

𝜂

)︂
6 1 } .

Ïóñòü 𝑤(𝑥, 𝑟) - íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Ω×[0, 𝑙], ãäå Ω ⊂
𝑅𝑛, 𝑙 = diam Ω, 1 6 𝜃 < ∞. Ãëîáàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ìîððè ñ ïåðåìåííûì
ïîêàçàòåëåì𝐺𝑀𝑝(.),𝑤(.),𝜃 - ýòî ìíîæåñòâî ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé êâàçèíîðìîé:

‖𝑓‖𝐺𝑀𝑝(.),𝑤(.),𝜃
= sup
𝑥∈𝑅𝑛

⃦⃦⃦⃦
𝑤 (𝑥, 𝑟)

−1
𝑟−𝜃𝑝(𝑥,𝑟) ‖𝑓‖

𝐿𝑝(.)(𝐵(𝑥,𝑟))

⃦⃦⃦⃦
𝐿𝜃(0,∞)

<∞,

ãäå 𝐵(𝑥, 𝑟) � øàð â 𝑛-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåíòðîì â òî÷êå x è ðàäèóñîì
𝑟. Ïóñòü 𝜃𝑝(𝑥,𝑟) = 𝑛

𝑝(𝑥) , ïðè 𝑟 6 1; 𝜃𝑝(𝑥,𝑟) = 𝑛
𝑝(∞) , ïðè 𝑟 > 1.

Теорема 1. Ïóñòü 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ 𝑃 log(Ω) è 0 < 𝛼 < 𝑛, 1
𝑝2(𝑥)

= 1
𝑝1(𝑥)

− 𝛼
𝑛 ,

1 < 𝜃 <∞, è ïóñòü èçìåðèìûå ôóíêöèè 𝑤1, 𝑤2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

sup
𝑥∈𝑅𝑛

∫︁ ∞

0

𝑤2
−𝜃(𝑥, 𝑟)

∫︁ ∞

𝑟

(𝑤1 (𝑥, 𝑡) 𝑡𝜃𝑝1 (𝑥,𝑡)−𝜃𝑝2 (𝑥,𝑡)−1)
𝜃

𝜃−1 𝑑𝑡𝑑𝑟 <∞.
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Òîãäà îïåðàòîð 𝐼𝛼 îãðàíè÷åí èç 𝐺𝑀𝑝1(.),𝑤1(.),𝜃 â 𝐺𝑀𝑝2(.),𝑤2(.),𝜃.
Теорема 2. Ïóñòü 𝑝1(𝑥), 𝑝2(𝑥) ∈ 𝑃 log(Ω) è

𝛼− = inf
𝑥∈Ω

𝛼(𝑥) > 0, (𝛼𝑝)+ = sup
𝑥∈Ω

𝛼(𝑥)𝑝(𝑥) < 𝑛,

ôóíêöèè 𝑤1, 𝑤2 è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è 𝛾(𝑥) =

𝐴∞𝛼(𝑥)[1− 𝛼(𝑥)
𝑛 ]. Òîãäà îïåðàòîð 1

(1+|𝑥|)𝛾(𝑥) 𝐼
𝛼(.) îãðàíè÷åí èç 𝐺𝑀𝑝1(.),𝑤1,𝜃(.)

â 𝐺𝑀𝑝2(.),𝑤2(.),𝜃 .

Äëÿ îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà Ìîððè 𝑀𝑝(.),𝑤(.) óñëîâèÿ îãðàíè÷åí-
íîñòè ïîòåíöèàëà Ðèññà â ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ Ω ïîëó÷åíû â [1],
à â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ Ω -ïîëó÷åíû â [2],[3]. Äðóãèå óñëî-
âèÿ îãðàíè÷åííîñòè êëàññè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà Ðèññà 𝐼𝛼 â ãëîáàëüíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ òèïà Ìîððè 𝐺𝑀𝑝,𝑤(.),𝜃 ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì p ïîëó÷åíû
â ðàáîòå [4].
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ОБ ОБРАТНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ С
НЕПОЛНЫМИ ДАННЫМИ

Н.Ф. Валеев
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Рассматривается оптимизационная обратная спектральная задача
для оператора Штурма-Лиувилля ℒ[𝑞]𝑢 := −𝑢′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 с разделен-
ными граничными условиями.

Суть оптимизационной обратной спектральной задачи для операто-
ра Штурма-Лиувилля заключается в следующем: для заданных соб-
ственных значений 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚 и потенциала 𝑞0(𝑥) требуется найти
потенциал 𝑞(𝑥), ближайший к 𝑞0(𝑥) в определенной норме, такой, что
𝜆𝑘(𝑞) = 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚 для всех 𝑘 = 1, ..,𝑚.

В статье доказано существование решения этой задачи.

Ключевые слова: спектральная теория, обратные спектральные зада-
чи, нелинейные дифференциальные операторы

On inverse spectral problems with incomplete data

We consider an inverse optimization spectral problem for the Sturm-
Liouville operator ℒ[𝑞]𝑢 := −𝑢′′ + 𝑞(𝑥)𝑢 whith separated boundary con-
ditions.

The essence of the inverse optimization spectral problem for the Sturm-
Liouville operator is the following: for a given 𝑞0(𝑥) and eigenvalues 𝜆𝑘,
𝑘 = 1, ...,𝑚 potential 𝑞(𝑥) closest to 𝑞0(𝑥) in a given norm, such that
𝜆𝑘(𝑞) = 𝜆𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚 for all 𝑘 = 1, ...,𝑚.

In the article we prove the existence of solutions to this problem.

Keywords: nonlinear differential equations, spectral theory,inverse spectral
problems.

Â ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ (êàê â îáû÷íûõ, òàê è â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ) , â êîòîðûõ çàäàþòñÿ ëèøü íåïîëíûå ñïåêòðàëüíûå äàííûå,
íàïðèìåð, ïåðâûå 𝑚 ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 𝜆1 < ... < 𝜆𝑚.

Âñëåäñòâèå íåïîëíîòû ñïåêòðàëüíûõ äàííûõ, òàêèå çàäà÷è èìåþò
íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå è íåêîððåêòíû.

Ìû ïðåäëàãàåì äîïîëíèòü óñëîâèÿ ýòèõ çàäà÷ ñîäåðæàòåëüíûìè (ñ ôè-
çè÷åñêîé èëè ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ) è îáîñíîâàííûìè óñëîâèÿìè,
êîòîðûå â èòîãå ïðèâîäÿò ê íîâîìó êëàññó îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ ïðîáëåìîé ïîñòðîå-
íèÿ ëèíåéíîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû S íàèáîëåå áëèçêîé ê çàäàííîé ëèíåé-
íîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìå S0 (â êàêîé-òî íîðìå ) è òàêîé, ÷òîáû S îáëàäàë
çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé. Äàëåå ýòè çàäà÷è
áóäåì íàçûâàòü "Îïòèìèçàöèîííûìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè
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ñ íåïîëíûìè äàííûìè ñîêð. ÎÎÑÇÍÄ (cì.[5]). Îòìåòèì, ÷òî ÎÎÑÇÍÄ òåñ-
íî ñâÿçàíà ñ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè
(ñì.[6])

Â öåëîì íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò èññëåäîâàíèÿ ÎÎÑÇ ñîñòîèò â ïîñòðîå-
íèè íåòðèâèàëüíîé ñâÿçè ìåæäó îïòèìèçàöèîííûìè îáðàòíûìè ñïåêòðàëü-
íûìè çàäà÷àìè ñ íåïîëíûìè äàííûìè äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ îïåðàòîðîâ è íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè. À èìåí-
íî, íàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî êàæäàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ
çàäà÷à ñ íåïîëíûìè äàííûìè ýêâèâàëåíòíà âïîëíå îïðåäåëåííîìó íåëèíåé-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó îïåðàòîðó (ñì. ïîäðîáíåå â [3,4,5]).Ýêâèâàëåíò-
íîñòü ýòèõ çàäà÷, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
êàê ÎÎÑÇ, òàê è ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ (ñì. ïîäðîáíåå â [4,5]).

Â äàííîì ñîîáùåíèè ìû ïîêàæåì õàðàêòåð ñâÿçè ÎÎÑÇ ñ íåëèíåé-
íîìè äèôôåðåíöèàëüíîìè îïåðàòîðàìè íà ïðèìåðå îïåðàòîðà Øòóðìà-
Ëèóâèëëÿ è ñôîðìóëèðóåì íîâûå óòâåðæäåíèÿ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé
ÎÎÑÇ.

Ïóñòü çàäàí ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ 𝐿(𝑞), ïî-
ðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì âèäà

𝑙𝑞𝑦 := −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝑥 ∈ (0, 1),

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0, ãäå 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1)� âåùåñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ïîòåíöèàëà. Ñïåêòð îïåðàòîðà 𝐿(𝑞)ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ
çíà÷åííèé: 𝜆1(𝑞) < 𝜆2(𝑞) < ... < 𝜆𝑘(𝑞) < ...

Ïðèìåíèòåëüíî ê ââåäåííîìó âûøå îïåðàòîðó Øòóðìà - Ëèóâèëëÿ 𝐿(𝑞)
ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìîäåëüíûé âàðèàíò îïòèìèçàöèîííîé îáðàòíîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

(𝒫0) Пусть заданы 𝜆*1 < 𝜆*2 < ... < 𝜆*𝑚 ∈ R- спектральные данные зада-
чи, вещественная функция 𝑞0 ∈ 𝐿2(0, 1). Требуется найти вещественный
потенциал 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1) такой, что:

𝜆𝑘(𝑞) = 𝜆*𝑘, 𝑘 = 1, 2, ..,𝑚;

è ||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 =

= min{||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 : 𝜆*𝑘 = 𝜆𝑘(𝑞), 𝑘 = 1, 2, ..,𝑚; 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1)}.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Пусть задана функция потенциала 𝑞0 ∈ 𝐿2(0, 1) и произ-
вольный упорядоченный набор чисел 𝜆*1 < 𝜆*2 < ... < 𝜆*𝑚 ∈ R- спектральные
данные задачи. Тогда существует функция 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1) такая, что:

𝐿(𝑞)𝑢𝑘 = −𝑢′′𝑘 + 𝑞(𝑥)𝑢𝑘 = 𝜆*𝑘𝑢𝑘, 𝑢𝑘(0) = 𝑢𝑘(1) = 0, 𝑘 = 1, .,𝑚;

||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 = min{||𝑞0 − 𝑞||𝐿2 : 𝜆*𝑘 = 𝜆𝑘(𝑞), 𝑘 = 1, .,𝑚; 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1)}.
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решение ООСЗ 𝑞 выражается формулой

𝑞(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑢
2
𝑘(𝑥)

Âîïðîñ êîëè÷åñòâà (ñ÷åòíîñòè,êîíå÷íîñòè èëè åäèíñòâåííîñòè) ðåøåíèé
îïòèìèçàöèîííîé îáðàòíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è îñòàåòñÿ îòêðûòûì, çäåñü
æå óêàæåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Теорема 2. Пусть задан произвольный упорядоченный набор чисел
𝜆*1 < 𝜆*2 < ... < 𝜆*𝑚 ∈ R- спектральные данные задачи функция потенциала
𝑞0 ∈ 𝐿2(0, 1) такая, что 𝜆𝑘(𝑞0) < 𝜆*𝑘 для всех 𝑘 = 1, 2, ..,𝑚. Тогда

1) оптимизационная обратная спектральная задача имеет единствен-
ное решение 𝑞 ∈ 𝐿2(0, 1). и 𝑞(𝑥) =

∑︀𝑚
𝑗=1 𝑢

2
𝑗 (𝑥), где {𝑢𝑗(𝑥)}𝑚𝑗=1 слабое решение

cистемы нелинейныйных уравнений

𝐿(𝑞)𝑢𝑘 = −𝑢′′𝑘 +

(︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢2𝑗 (𝑥)

)︂
𝑢𝑘 = 𝜆*𝑘𝑢𝑘, 𝑘 = 1, ..,𝑚;

2) система нелинейных уравнений имеет единстенное решение.
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Рассматриваются эллиптические псевдодифференциальные операто-
ры на многообразиях, граница которых имеет особенности. Опи-
сываются достаточные условия фредгольмовости в пространствах
Соболева–Слободецкого, основанные на локальном принципе и спе-
циальной факторизации эллиптического символа.

Ключевые слова: эллиптический оператор, символ, многообразие,
фредгольмовость

Elliptic operators, equations and boundary value problems

We consider elliptic pseudo-differential operators on manifolds for which
their boundaries have singularities. We describe sufficient conditions for
Fredholm properties in Sobolev–Slobodetskii spaces based on the local
principle and special factorization of an elliptic symbol.

Keywords: elliptic operator, symbol, manifold, Fredholm property

Ìû ðàññìàòðèâàåì ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû 𝐴 íà 𝑚-
ìåðíîì êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 ñ êðàåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãðà-
íèöå 𝜕𝑀 ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 èìåþòñÿ êîìïàêòíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ 𝑀𝑘 ðàç-
ìåðíîñòè 0 6 𝑘 6 𝑚 − 2, êîòîðûå ìû íàçûâàåì îñîáûìè. Ñèíãóëÿðíûå
òî÷êè ãðàíèöû îïèñûâàþòñÿ ðàçíûìè òèïàìè локальных представителей
îïåðàòîðà 𝐴 [6]. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑀 ⊂ R𝑚 � îáëàñòü â
𝑚-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è 𝐴(𝑥, 𝜉) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà R2𝑚.

Ëîêàëüíûå ïðåäñòàâèòåëè îïåðàòîðà âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì

𝐴𝑥0
: 𝑢(𝑥) ↦−→

∫︁
𝐷𝑥0

∫︁
R𝑚

𝑒𝑖𝜉·(𝑥−𝑦)𝐴(𝜙(𝑥0), 𝜉)𝑢(𝑦)𝑑𝜉𝑑𝑦, 𝑥 ∈ 𝐷𝑥0
, (1)

ãäå 𝜙 : 𝑈 → 𝐷𝑥0
� äèôôåîìîðôèçì, ïðè÷åì êàíîíè÷åñêàÿ îáëàñòü 𝐷𝑥0

èìååò ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè 𝑥0 íà ìíîãîîá-
ðàçèè𝑀 . Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå òèïû êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé
𝐷𝑥0 : R𝑚,R𝑚+ = {𝑥 ∈ R𝑚 : 𝑥 = (𝑥′, 𝑥𝑚), 𝑥𝑚 > 0},𝑊 𝑘 = R𝑘 × 𝐶𝑚−𝑘, ãäå 𝐶𝑚−𝑘

� âûïóêëûé êîíóñ â R𝑚−𝑘, íå ñîäåðæàùèé öåëîé ïðÿìîé.
Îïåðàòîð 𝐴 ñ òàêèì íàáîðîì ëîêàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëåé (1) óäîáíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà�Ñëîáîäåöêîãî 𝐻𝑠(𝑀), ëîêàëüíûìè
âàðèàíòàìè êîòîðûõ áóäóò ïðîñòðàíñòâà 𝐻𝑠(𝐷𝑥0

).
Определение 1. Символом оператора 𝐴 называется оператор-

функция 𝐴(𝑥) : 𝑀 → {𝐴𝑥}𝑥∈𝑀 , которая представляет собой семейство

Васильев Владимир Борисович, д.ф.-м.н., профессор, НИУ БелГУ (Белгород, Рос-
сия); Vladimir Vasilyev (Belgorod State National Research University, Belgorod, Russia)



Материалы международной конференции 35

локальных представителей оператора 𝐴. Оператор 𝐴 называется эллип-
тическим, если его символ представляет собой семейство обратимых опе-
раторов.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝐴(𝑥, 𝜉) óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì ãëàä-
êîñòíûì óñëîâèÿì è

𝑐1(1 + |𝜉|)𝛼 6 |𝐴(𝑥, 𝜉)| 6 𝑐1(1 + |𝜉|)𝛼, 𝛼 ∈ R,

òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèé âûâîä [6].
Теорема 1. Оператор 𝐴 фредгольмов тогда и только тогда, когда он

эллиптический.
Îáîçíà÷èì κ𝑛−1(𝑥) èíäåêñ ôàêòîðèçàöèè [1] ôóíêöèè 𝐴(𝑥, 𝜉) â òî÷êå

𝑥 ∈ 𝜕𝑀 ∖ ∪𝑚−2
𝑘=0 𝑀𝑘, κ𝑘(𝑥) � èíäåêñû 𝑘-âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè [2] îòíîñè-

òåëüíî êîíóñà 𝐶𝑚−𝑘
𝑥 â òî÷êàõ 𝑥 ∈ 𝑀𝑘, 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑛 − 2 è ïðåäïîëîæèì,

÷òî ôóíêöèè κ𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑛− 1, ïðîäîëæàþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè íà
𝑀𝑘. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà
𝑀𝑘 ∩𝑀𝑘−1 ̸= ∅.

Àíàëîãè÷íî [1] â ñèëó åäèíñòâåííîñòè âîëíîâîé ôàêòîðèçàöèè [2] ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèè κ𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, · · · ,𝑚 − 1, íå çàâèñÿò îò âûáîðà
ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Теорема 2. Предположим, что классический эллиптический символ
𝐴(𝑥, 𝜉) допускает 𝑘-волновую факторизацию относительно конусов 𝐶𝑚−𝑘

с индексами κ𝑘(𝑥), 𝑘 = 0, 1, · · · ,𝑚− 2, удовлетворяющими условиям:

|κ𝑘(𝑥) − 𝑠| < 1/2, ∀𝑥 ∈𝑀𝑘, 𝑘 = 0, 1, · · · ,𝑚− 1. (2)

Тогда оператор 𝐴 : 𝐻𝑠(𝑀) → 𝐻𝑠−𝛼(𝑀) фредгольмов.

Åñëè ýëëèïòè÷íîñòü íàðóøàåòñÿ íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ 𝑀𝑘, ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðà 𝐴 ñ ïðèâëå÷åíèåì ãðàíè÷íûõ èëè êîãðà-
íè÷íûõ îïåðàòîðîâ [2]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà íàðóøàåòñÿ îäíî
èç óñëîâèé (2).

Â ðàáîòàõ àâòîðà [3�5] ðàññìîòðåíû êîíêðåòíûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
íåêîòîðûõ îñîáåííîñòåé â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ óñëîâèÿ (2).
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Указывается основанный на представлении о тройках D+ →˓ H →˓ D−

гильбертовых пространств аналог процедуры продолжения по Фри-
дрихсу для ряда неполуограниченных операторных матриц.

Ключевые слова: оснащённое гильбертово пространство, операторная
матрица, расширение симметрического оператора

Angular extensions of operator matrices

We use the notion of triples D+ →˓ H →˓ D− of Hilbert spaces to develop
an analog of the Friedrichs extension procedure for a class of nonsemi-
bounded operator matrices.

Keywords: triple of Hilbert spaces, operator matrix, extension of symmet-
ric operator

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî H, ðàçëîæåííîå â îðòîãîíàëüíóþ ïðÿìóþ ñóììó H1 ⊕ H2

äâóõ ñâîèõ çàìêíóòûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü ïðè ýòîì äîïîëíèòåëüíî
ôèêñèðîâàíû ÷åòûðå îïåðàòîðà 𝑇 ∘

11 : dom𝑇 ∘
11 → H1, 𝑇 ∘

12 : dom𝑇 ∘
22 → H1,

𝑇 ∘
21 : dom𝑇 ∘

11 → H2 è 𝑇 ∘
22 : dom𝑇 ∘

22 → H2, çàäàþùèå ñèììåòðè÷åñêóþ îïåðà-
òîðíóþ ìàòðèöó

𝑇 ∘ 


(︂
𝑇 ∘
11 𝑇 ∘

12

𝑇 ∘
21 𝑇 ∘

22

)︂
ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ dom𝑇 ∘

11⊕dom𝑇 ∘
22. Íàêîíåö, ïóñòü ñèììåòðè÷åñêèé

îïåðàòîð 𝑇 ∘
11 îãðàíè÷åí ñíèçó, à ñèììåòðè÷åñêèé îïåðàòîð 𝑇 ∘

22 � ñâåðõó.
Ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð 𝑇 ∘ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííûì,
è ïîòîìó âîïðîñ î ïîñòðîåíèè (íåêîòîðûõ) åãî ðàñøèðåíèé íå ìîæåò íåïî-
ñðåäñòâåííûì îáðàçîì ðåøàòüñÿ íà îñíîâå ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû Ôðè-
äðèõñà. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ óêàçàí-
íîé ïðîöåäóðû.

Çàôèêñèðóåì äâà çíà÷åíèÿ κ, 𝜏 ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
11) ⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1 > ‖𝑦‖2H1
,

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
22) ⟨(𝜏 − 𝑇 ∘

22)𝑦, 𝑦⟩H2
> ‖𝑦‖2H2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D2 ïîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà dom𝑇 ∘
22 ïî íîðìå

‖𝑦‖D2

 ⟨(𝜏 − 𝑇 ∘

22)𝑦, 𝑦⟩1/2H2
,
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÷åðåç 𝑇 ∙
22 � ñâÿçàííîå ñ ïðîñòðàíñòâîì D2 ôðèäðèõñîâñêîå ðàñøèðåíèå

îïåðàòîðà 𝑇 ∘
22, à ÷åðåç D1 � ïîïîëíåíèå ëèíåéíîãî ìíîæåñòâà dom𝑇 ∘

11 ïî
íîðìå

‖𝑦‖D1 

[︀
⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1
+ ⟨(𝜏 − 𝑇 ∙

22)−1𝑇 ∘
21𝑦, 𝑇

∘
21𝑦⟩H2

]︀1/2
.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò îáëàäàþùèå ïëîòíûìè îáðàçàìè
íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû âëîæåíèÿ 𝐼1 : D1 → H1 è 𝐼2 : D2 → H2. Ýòî ïîç-
âîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òðîéêó ïðîñòðàíñòâ D →˓𝐼 H →˓𝐼* D*, ãäå
ïîëîæåíî D
 D1 ⊕D2 è 𝐼 
 𝐼1 ⊕ 𝐼2, à ÷åðåç D* îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî,
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâó D.

Предложение 1. Оператор 𝐼*𝑇 ∘𝐼 является ограниченным и обладает
всюду определенным замыканием 𝑇 : D → D*.

Îòâå÷àþùèé óêàçàííîìó çàìûêàíèþ 𝑇 : D → D* (íåîãðàíè÷åííûé) îïå-
ðàòîð 𝑇 ∙ 
 (𝐼*)−1𝑇𝐼−1 áóäåò íàçûâàòüñÿ угловым расширением èñõîäíîé
îïåðàòîðíîé ìàòðèöû 𝑇 ∘.

Íà ÿçûêå óãëîâûõ ðàñøèðåíèé ìîæåò áûòü åäèíîîáðàçíûì îáðàçîì âû-
ðàæåí ðÿä ôàêòîâ òåîðèè îïåðàòîðíûõ ìàòðèö, ðàíåå ïîëó÷àâøèõñÿ [1,2]
êàê íåçàâèñèìûå. Îñíîâó äëÿ òàêîãî âûðàæåíèÿ ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå äâà
ôàêòà.

Предложение 2. Пусть матрица 𝑇 ∘ самосопряжена в существенном,
операторы 𝑇 ∘

11 и 𝑇
∘
22 полуограничены (соответственно, снизу и сверху), а

также выполнено хотя бы одно из следующих трех условий:

1. Оператор 𝑇 ∘
22 самосопряжен в существенном, причем для некоторых

𝛾, κ ∈ R выполняется соотношение

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
11) ‖𝑇 ∘

21𝑦‖2H1
6 𝛾 · ⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1
.

2. Для некоторых 𝛾,κ, 𝜏 ∈ R выполняются соотношения

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
11) ‖𝑇 ∘

21𝑦‖2H1
6 𝛾 · ⟨(𝑇 ∘

11 − κ)𝑦, 𝑦⟩H1
,

(∀𝑦 ∈ dom𝑇 ∘
22) ‖𝑇 ∘

12𝑦‖2H2
6 𝛾 · ⟨(𝜏 − 𝑇 ∘

22)𝑦, 𝑦⟩H2
.

3. Операторы 𝑇 ∘
11 и 𝑇

∘
22 являются ограниченными.

Тогда замыкание оператора 𝑇 ∘ является его угловым расширением.

Предложение 3. Пусть отрезок [𝜁−, 𝜁+] ⊆ 𝜚(𝑇 ∙
22) таков, что отвеча-

ющий оператор-функции 𝑆 вида

𝑆(𝜆)
 𝑇11 − 𝜆𝐼*1 𝐼1 − 𝑇12[𝑇22 − 𝜆𝐼*2 𝐼2]−1𝑇21

оператор 𝑆(𝜁+) : D1 → D*
1 представляет собой вполне непрерывное возму-

щение некоторого равномерно положительного оператора. Тогда спектр
оператора 𝑇 ∙ на полуинтервале [𝜁−, 𝜁+) чисто дискретен, причем его сум-
марная кратность равна разности отрицательных индексов инерции опе-
раторов 𝑆(𝜁+) и 𝑆(𝜁−).
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Ñîäåðæàíèå äîêëàäà îñíîâàíî íà ìàòåðèàëå ðàáîòû [3].
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ АСИМПТОТИКИ ЗАДАЧИ
ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ ПРИ МИНИМАЛЬНЫХ
УСЛОВИЯХ НА ГЛАДКОСТЬ КОЭФФИЦИЕНТОВ
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УДК 517.928, 517.984

В работе рассматривается задача Штурма –Лиувилля в обобщенной
форме с минимальными условиями на гладкость коэффициентов. Для
этой задачи вводится понятие усиленно регулярных краевых усло-
вий. Для операторов, порождаемых соответствующими дифференци-
альными выражениями и усиленно регулярными краевыми условия-
ми получены асимптотические формулы для собственных значений и
собственных функций.

Ключевые слова: Уравнение Штурма –Лиувилля, асимптотики соб-
ственных значений, асимптотики собственных функций, сингулярные
коэффициенты

Spectral asymptotics of the Sturm–Liouville problem with
minimal smoothness conditions for the coefficients

The paper deals with the Sturm–Liouville problem in a generalized form
with minimal smoothness conditions for the coefficients. Asymptotic for-
mulae are obtained for the eigenvalues and the eigenfunctions of the oper-
ators generated by the corresponding differential expressions and stronly
regular boundary conditions.

Keywords: the Sturm–Liouville equation, asymptotics of the eigenvalues,
asymptotics of the eigenfunctions, singuar coefficients
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Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ â îáîáùåííîé ôîðìå:

−(𝑟2𝑦′)′ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝜆2𝜌2𝑦, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ R, (1)

ãäå 𝑟 è 𝜌 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, à 𝑝 è 𝑞 �
êîìïëåêñíîçíà÷íûå, ïðè÷åì

𝑝 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏], 𝑞 ∈𝑊−1,2[𝑎, 𝑏]. (2)

Ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâîîáðàçíàÿ 𝑢 =
∫︀
𝑞 𝑑𝑥, ïîíèìàåìàÿ

â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó 𝐿2[𝑎, 𝑏].
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

𝜌′𝑢, 𝑟𝑢, 𝑝𝑢 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏], ãäå 𝑢 =

∫︁
𝑞 𝑑𝑥. (3)

Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, êîãäà

𝑟, 𝜌 ∈𝑊 2,1[𝑎, 𝑏], 𝑞, 𝑝 ∈ 𝐿1[𝑎, 𝑏],

ñ ïîìîùüþ çàìåíû óðàâíåíèå (1) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

−𝑧′′ + 𝑓(𝑡)𝑧 = 𝜆2𝑧, 𝑓 ∈ 𝐿1[0, ℎ]

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðè óñèëåííî ðåãó-
ëÿðíûõ ïî Áèðêãîôó êðàåâûõ óñëîâèÿõ õîðîøî èçâåñòíû (ñì. [1, ãë. 2]).

Â ñëó÷àå 𝑟 ≡ 𝜌 ≡ 1, 𝑝 = 0 àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (1) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå áûëè ïîëó÷åíû â
ðàáîòå [2].

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ñëó-
æèò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [3,4].

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (2) и (3). Тогда ∀𝑠 > 0 фундаментальные решения задачи (1) пред-
ставимы в виде

𝑦±(𝑥, 𝜆) =
1

√
𝑟𝜌

exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2
± 𝑖𝜆

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌

𝑟

)︂
(1 + 𝜙±(𝑥, 𝜆)) .

Здесь функции 𝜙± аналитические в полуплоскости Π+
𝑠 = {𝜆 ∈ C| Im𝜆 >

−𝑠} при |𝜆| > 𝑅 и

|𝜙+ (𝑥, 𝜆) | + |𝜙−(𝑥, 𝜆)| = 𝑜(1) при |𝜆| → ∞, 𝜆 ∈ Π+
𝑠 ,

равномерно по 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].Полученные асимптотики можно почленно диффе-
ренцировать, если вместо производной рассматривать квазипроизводную

𝑦[1] = 𝑦′ − ℎ(𝑥)
𝜌

𝑟
𝑦, где ℎ =

∫︁
𝑞

𝑟𝜌
𝑑𝑥.

А именно

𝑦
[1]
± (𝑥, 𝜆) = ±𝑖𝜆

√︂
𝜌

𝑟3
exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2
± 𝑖𝜆

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌

𝑟

)︂
(1 + 𝜓±(𝑥, 𝜆)) ,
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где функции 𝜓± обладают тем же свойством, что и функции 𝜙±. Утвер-
ждение теоремы сохраняется, если вместо полуплоскости Π+

𝑠 рассмат-
ривать полуплоскость Π−

𝑠 = {𝜆 ∈ C| Im𝜆 6 𝑠}.
Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàì ñëåäóÿ [1, ãë. 2] îïðåäåëèòü ðåãóëÿðíûå è

óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ. Èòàê, íàçîâåì êðàåâûå óñëîâèÿ

𝑈𝑗(𝑦) = 𝛼𝑗0𝑦(𝑎) + 𝛼𝑗1𝑦
[1](𝑎) + 𝛽𝑗0𝑦(𝑏) + 𝛽𝑗1𝑦

[1](𝑏) = 0, 𝑗 = 1, 2. (4)

ðåãóëÿðíûìè, åñëè îòëè÷íû îò íóëÿ ÷èñëà 𝜃1, 𝜃−1, îïðåäåëåííûå ñëåäó-
þùèì óðàâíåíèåì:

⃒⃒⃒⃒
(𝑝𝜈1(𝑎)𝛼1𝜈1 + 𝑠𝑝𝜈1(𝑏)𝛽1𝜈1)𝜔𝜈11 (𝑝𝜈1(𝑎)𝛼1𝜈1 + 1

𝑠𝑝𝜈1(𝑏)𝛽1𝜈1)𝜔𝜈12
(𝑝𝜈1(𝑎)𝛼2𝜈2 + 𝑠𝑝𝜈2(𝑏)𝛽2𝜈2)𝜔𝜈21 (𝑝𝜈2(𝑎)𝛼2𝜈2 + 1

𝑠𝑝𝜈2(𝑏)𝛽2𝜈2)𝜔𝜈22

⃒⃒⃒⃒
=
𝜃−1

𝑠
+𝜃0+𝜃1𝑠,

ãäå 𝑝0(𝑥) = 1√
𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)

exp
(︀
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎

𝑝
𝑟2

)︀
, 𝑝1(𝑥) =

√︀
𝜌
𝑟3 exp

(︀
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎

𝑝
𝑟2

)︀
, 𝜔1 = 𝑖,

𝜔2 = −𝑖. Åñëè ïðè ýòîì 𝜃20 − 4𝜃1𝜃−1 ̸= 0, áóäåì íàçûâàòü óñëîâèÿ óñèëåííî
ðåãóëÿðíûìè.

Теорема 2. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (2), (3), а краевые условия (4) — регулярные. Тогда собственные зна-
чения задачи (1), (4) образуют две последовательности

𝜆′2𝑘 =

(︂
2𝑘𝜋

ℎ

)︂2(︂
1 − 𝑖 ln0 𝜉

′

2𝑘𝜋
+ 𝑜(1/𝑘)

)︂
,

𝜆′′2𝑘 =

(︂
2𝑘𝜋

ℎ

)︂2(︂
1 − 𝑖 ln0 𝜉

′′

2𝑘𝜋
+ 𝑜(1/𝑘)

)︂
,

где 𝜉′, 𝜉′′ — корни уравнения 𝜃1𝑠2 + 𝜃0𝑠+ 𝜃−1 = 0, возможно, совпадающие.
При этом в случае 𝜃20 − 4𝜃−1𝜃1 ̸= 0 все собственные значения, начиная с
некоторого, простые, а в случае 𝜃20 − 4𝜃−1𝜃1 = 0 — простые или двукрат-
ные.

Теорема 3. Пусть коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют усло-
виям (2), (3) и краевые условия (4) — усиленно регулярные. Тогда собствен-
ные функции задачи (1), (4) образуют две последовательности

𝑦1,𝑘 = 𝑝0(𝑥)(−𝑖)𝜈2𝑒𝑖𝜆
′
𝑘 𝑡(𝑥)

(︂
𝛼2𝜈2𝑝𝜈2(𝑎) +

1

𝜉′
𝛽2𝜈2𝑝𝜈2(𝑏) + 𝑜(1)

)︂
−

− 𝑝0(𝑥)𝑖𝜈2𝑒−𝑖𝜆
′
𝑘 𝑡(𝑥) (𝛼2𝜈2𝑝𝜈2(𝑎) + 𝜉′𝛽2𝜈2𝑝𝜈2(𝑏) + 𝑜(1)) ,

где 𝑡(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝜌

𝑟
,

𝑝0(𝑥) =
1√︀

𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)
exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2

)︂
, 𝑝1(𝑥) =

√︂
𝜌

𝑟3
exp

(︂
1

2

∫︁ 𝑥

𝑎

𝑝

𝑟2

)︂
,

а формула для 𝑦2,𝑘 получается из формулы для 𝑦1,𝑘 заменой 𝜉′ на 𝜉′′ и 𝜆′𝑘
на 𝜆′′𝑘.
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Â ÷àñòíîñòè äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé Äèðèõëå 𝑦(𝑎) = 𝑦(𝑏) = 0 ïîëó÷èì:

𝜆2𝑘 =
𝜋2𝑘2

ℎ2
(1 + 𝑜(1/𝑘)) , 𝑦𝑘 =

1√︀
𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)

𝑒
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎
𝑝𝑟−2

sin

(︂
𝜋𝑘

ℎ

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌𝑟−1

)︂
+ 𝑜(1),

à äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé Íåéìàíà 𝑦[1](𝑎) = 𝑦[1](𝑏) = 0 ïîëó÷èì:

𝜆2𝑘 =
𝜋2𝑘2

ℎ2
(1 + 𝑜(1/𝑘)) , 𝑦𝑘 =

1√︀
𝜌(𝑥)𝑟(𝑥)

𝑒
1
2

∫︀ 𝑥
𝑎
𝑝𝑟−2

cos

(︂
𝜋𝑘

ℎ

∫︁ 𝑥

𝑎

𝜌𝑟−1

)︂
+ 𝑜(1),
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Исследуются вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с
операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве, кото-
рые могут быть реализованы как интегро-дифференциальные урав-
нения с частными производными по пространственным переменным.
Указанные интегро-дифференциальные уравнения являются обоб-
щенными моделями линейной вязкоупругости, а также имеют ряд
других важных приложений.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, спектраль-
ный анализ, оператор-функция

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
№ 17-11-01215).

Власов Виктор Валентинович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Victor Vlasov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



42 “Современные проблемы математики и механики”

Spectral analysis of linear viscoelasticity operator models

We consider the Volterra integro-differential equations with operator coef-
ficients in Hilbert space that can be realized as partial integro-differential
equations on space variables. These equations represent the general mod-
els of linear viscoelasticity and they have many other important applica-
tions.

Keywords: integro-differential equations, spectral theory, operator func-
tion

Èññëåäîâàíèÿ íàïðàâëåíû íà èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ è êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ðåøåíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ è óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åí-
íûìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòî-
äîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìûõ
óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñòðàêòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, âîç-
ìóùåííîå ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè âîëüòåððîâû èíòåãðàëüíûå îïåðàòî-
ðû. Óêàçàííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåí-
íûìè ìîäåëÿìè ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè, äèôôóçèè è òåïëîïðîâîäíîñòè
â ñðåäàõ ñ ïàìÿòüþ (óðàâíåíèå Ãóðòèíà-Ïèïêèíà ñì. [1], [2]) è èìåþò ðÿä
äðóãèõ âàæíûõ ïðèëîæåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåàëè-
çîâàíû â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

𝜌�̈�(𝑥, 𝑡) − 𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝐾1(𝑡− 𝑠)𝐿1𝑢(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠+

+

𝑡∫︁
0

𝐾2(𝑡− 𝑠)𝐿2𝑢(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑡),

ãäå 𝑢 = �⃗�(𝑥, 𝑡) ∈ R3 âåêòîð ïåðåìåùåíèé âÿçêîóïðóãîé íàñëåäñòâåííîé èçî-
òðîïíîé ñðåäû, 𝑡 > 0, ñðåäà çàïîëíÿåò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü 𝑥 ∈ Ω ⊂ R3,
𝑢 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Äèðèõëå â îáëàñòè Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, 𝐿1 =
𝜇 · (∆𝑢 + ·grad div𝑢), 𝐿2 = 𝜆 · grad div𝑢, 𝐿𝑢 = (𝐿1 + 𝐿2)𝑢 - îïåðàòîð Ëàìå
òåîðèè óïðóãîñòè, 𝐾1, 𝐾2 ôóíêöèè ðåëàêñàöèè, õàðàêòåðèçóþùèå íàñëåä-
ñòâåííûå ñâîéñòâà ñðåäû.

Ïðîâîäèòñÿ ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèì-
âîëàìè óêàçàííûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åíû ðå-
çóëüòàòû î ñòðóêòóðå è ëîêàëèçàöèè èõ ñïåêòðà (ñì., [1], [2]).

Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, îïóáëèêîâàííûõ â
ðàáîòå [3].
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ЯВНЫЙ ВИД ТОЧНЫХ КОНСТАНТ В НЕРАВЕНСТВАХ
ТИПА МАРКОВА–ФРИДРИХСА–КОЛМОГОРОВА

Т.А. Гарманова
garmanovata@gmail.com

УДК 517.518.23

Для функций из класса Соболева ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [0; 1] рассматривается во-
прос о нахождении точных констант в неравенствах |𝑓 (𝑘)(𝑥)| 6
𝐴𝑛,𝑘(𝑥)‖𝑓‖ℋ. Для каждого натурального 𝑛 и 𝑘 6 𝑛 − 1 найден яв-
ный вид 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) в терминах гипергеометрических функций.

Ключевые слова: пространства Соболева, константы вложения, гипер-
геометрические функции

The explicit form of exact constants in
Markov –Friedrichs –Kolmogorov-type inequalities.

For functions from the Sobolev class ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [0; 1] the problem of finding
exact constants in inequalities |𝑓 (𝑘)(𝑥)| 6 𝐴𝑛,𝑘(𝑥)‖𝑓‖ℋ is considered. For
each natural 𝑛 and 𝑘 6 𝑛 − 1 the explicit form of 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) are found in
terms of hypergeometric functions.

Keywords: Sobolev spaces, embedding constants, hypergeometric func-
tions

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) êàê íàèìåíüøèå âîçìîæíûå êîíñòàíòû â
íåðàâåíñòâàõ ⃒⃒⃒

𝑓 (𝑘)(𝑎)
⃒⃒⃒2
6 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑎)‖𝑓‖2ℋ, 𝑓 ∈ ℋ.

Òàêèå íåðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè òèïà Ìàðêîâà-Ôðèäðèõñà-
Êîëìîãîðîâà. Òî÷íîå çíà÷åíèå

𝐴𝑛,𝑘 := sup
𝑥∈[0;1]

𝐴𝑛,𝑘(𝑥),

íàçûâàþò êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [0; 1] â
∘

𝑊 𝑘
∞ [0; 1].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00240).
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Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå ÿâíîãî âèäà ôóíê-
öèé 𝐴𝑛,𝑘(𝑥), äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ (0, 1) è íàòóðàëüíûõ 𝑛 è 𝑘 6 𝑛−1. Çàäà÷à íàõîæ-
äåíèÿ òî÷íûõ êîíñòàíò â íåðàâåíñòâàõ Ìàðêîâà-Ôðèäðèõñà-Êîëìîãîðîâà
íà îòðåçêå [−1, 1] áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòàõ [1], [2]. Â ðàáîòå [1] áûëè ïî-
ëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîíñòàíò 𝐴2

𝑛,0, 𝐴
2
𝑛,1 è 𝐴

2
𝑛,2, à òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü

ìåæäó êîíñòàíòàìè âëîæåíèÿ è ïåðâîîáðàçíûìè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Â
ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) è ïðåäúÿâëåíû
ôîðìóëû äëÿ 𝐴2

𝑛,4 è 𝐴
2
𝑛,6.

Ñìåùåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â
ïðîñòðàíñòâå 𝐿2[0; 1] è îïðåäåëÿþòñÿ

𝑃𝑛(𝑥) :=
1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 𝑥)𝑛

)︀(𝑛)
.

Ïåðâîîáðàçíàÿ ïîðÿäêà 𝑚 > 0 îïðåäåëÿåòñÿ

𝑃 (−𝑚)
𝑛 :=

1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 1)𝑛

)︀(𝑛−𝑚)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.
Лемма 1. Функции 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) удовлетворяют рекуррентному соотноше-
нию

𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) = 𝐴2

𝑛−1,𝑘−1(𝑥) −
(︀
𝑃

(𝑘−𝑛)
𝑛−1 (𝑥)

)︀2
(2𝑛− 1) .

Ñ óâåëè÷åíèåì 𝑘 ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ 𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) ïðè ïîìîùè ôîðìóëû,

ïðèâåäåííîé â Ëåììå 1, âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì íîâûé ïîäõîä ê
îïèñàíèþ ïåðâîîáðàçíûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà è ôóíêöèé 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥), èñïîëü-
çóþùèé ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè.

Лемма 2. Первообразные смещенных полиномов Лежандра порядка
𝑘 − 𝑛 имеют вид

𝑃 (𝑘−𝑛)
𝑛 (𝑡) =

𝑡𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!
2𝐹1

[︂
−𝑘

2 , 𝑛− 𝑘
2 + 1

2
𝑛− 𝑘 + 1

; −4𝑡

]︂
,

где 𝑡 = 𝑥2 − 𝑥
Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1,2 è òåîðåìû Êëàóçåíà, ïðèâåäåííîé â êíèãå [3], äî-

êàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Теорема 1. Величины 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) имеют вид

𝐴2
𝑛,𝑘(𝑡) =

−𝑡2𝑛−2𝑘−1

(2𝑛− 2𝑘 − 1)((𝑛− 𝑘 − 1)!)2
3𝐹2

[︂
−𝑘, 𝑛− 𝑘 − 1

2 , 2𝑛− 𝑘
𝑛− 𝑘, 2𝑛− 2𝑘

; −4𝑡

]︂
,

где 𝑡 = 𝑥2 − 𝑥.
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА О РЕЗОНАНСАХ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ШРЕДИНГЕРА
В.Л. Гейнц

valgeynts@gmail.com

УДК 517.518

Ядро резольвенты самосопряженного оператора Шредингера на оси
или полуоси с потенциалом, убывающим быстрее экспоненты, может
быть продолжено как мероморфная функция на C; ее полюсы в за-
мкнутой нижней полуплоскости называются резонансами [1]. В дан-
ной работе мы исследуем задачу восстановления потенциала по ко-
нечному набору резонансов и собственных значений и даем оценки
устойчивости такого восстановления.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, спектральная тео-
рия, целые функции

The inverse resonance problem for the Schroedinger operator

The kernel of the self-adjoint Schroedinger operator on the line or on the
half-line with the super-exponential decaying potential can be continued
over C as a meromorphic function; its poles in the lower half-plane are
called resonances [1]. In this work we consider the problem of the recon-
struction of a potential from the finite set of resonances and eigenvalues
and give some estimates on the stability of such reconstruction.

Keywords: differential equations, spectral theory, entire functions

Ïðèâåäåì ñòàíäàðòíûå ñâåäåíèÿ îá îïåðàòîðå Øðåäèíãåðà íà ïîëóîñè
([2, 3]). Ïóñòü 𝑞 : [0,∞) → R � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

∞∫︁
0

𝑥|𝑞(𝑥)|𝑑𝑥 <∞.

Òîãäà îïåðàòîð

𝐻𝑞𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞𝑦,

𝐷𝑜𝑚(𝐻𝑞) = {𝑦 ∈ 𝐿2(0,∞) : 𝑦, 𝑦′ ∈ 𝐴𝐶𝑙𝑜𝑐[0,∞), 𝐻𝑞𝑦 ∈ 𝐿2(0,∞), 𝑦(0) = 0},

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, грант №
17-11-01215.
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ñàìîñîïðÿæåí. Åãî ñïåêòð:

𝜎(𝐻𝑞) = [0,∞) ∪ {−𝜇2
1, ...,−𝜇2

𝑁}, 𝜇1 > 𝜇2 > ... > 𝜇𝑁 > 0.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå −𝑦′′ + 𝑞𝑦 = 𝑧2𝑦. Äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ C+, ãäå C+ := {𝑧 :
Im(𝑧) > 0}, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑦𝑞(𝑥, 𝑧), óäîâëåòâîðÿþùåå

lim
𝑥→∞

𝑦𝑞(𝑥, 𝑧)

exp(𝑖𝑥𝑧)
= 1,

è äëÿ âñåõ 𝑧 ∈ C ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑠𝑞(𝑥, 𝑧) òàêîå, ÷òî

𝑠𝑞(𝑥, 𝑧) = 𝑥(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ 0,

𝜕𝑠𝑞
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑧) = 1 + 𝑜(1), 𝑥→ 0.

Ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà 𝐻𝑞 � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

(︀
𝐻𝑞 − 𝑧21

)︀−1
𝑓(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑅𝑞(𝑥, 𝑡; 𝑧)𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

ãäå ÿäðî

𝑅𝑞(𝑥, 𝑡; 𝑧) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑦𝑞(𝑥, 𝑧)𝑠𝑞(𝑡, 𝑧)

𝜓𝑞(𝑧)
, 𝑡 6 𝑥,

𝑦𝑞(𝑡, 𝑧)𝑠𝑞(𝑥, 𝑧)

𝜓𝑞(𝑧)
, 𝑡 > 𝑥.

Лемма. Если
∞∫︀
0

|𝑞(𝑥)|𝑒𝛼𝑥𝑑𝑥 < ∞, 𝛼 > 0, то функция Йоста

𝜓𝑞(𝑧) имеет голоморфное продолжение в полуплоскость Π
(︀
−𝛼

2

)︀
:={︀

𝑧 : 𝐼𝑚(𝑧) > −𝛼
2

}︀
; если, более того,

∞∫︀
0

|𝑞(𝑥)|𝑒𝑥𝛾

𝑑𝑥 < ∞ для некоторого

𝛾 > 1, то функция Йоста 𝜓𝑞(𝑧) продолжается до целой функции порядка,
не превосходящего

𝜌(𝛾) :=
𝛾

𝛾 − 1
и конечного типа.

Íóëè ôóíêöèè Éîñòà 𝜓𝑞, ëåæàùèå â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè, íàçûâàþòñÿ
ðåçîíàíñàìè.

Ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ îáðàòíûõ çàäà÷ [4], áîëüøîé èíòåðåñ ñ ôèçè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ èìååò çàäà÷à î âîññòàíîâëåíèè ïîòåíöèàëà ïî ìíîæå-
ñòâó íóëåé ôóíêöèè Éîñòà â êðóãå 𝐵(0, 𝑅) = {𝑧 : |𝑧| < 𝑅}. Ñîîòâåòñòâåííî,
âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîñòè (óñòîé÷èâîñòè) òàêîãî âîññòàíîâëåíèÿ. Óñòîé-
÷èâîñòü çàäà÷è âîñòàíîâëåíèÿ ïî ïîëíîìó íàáîðó íóëåé ôóíêöèè Éîñòà èñ-
ñëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [5, 6], ïî êîíå÷íîìó íàáîðó � â [7]. Â äàííîé ðàáîòå
ïîëó÷åíî óñèëåíèå è îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [7].

Теорема 1. Пусть два потенциала 𝑞𝑗 ∈ 𝐿1(0, 𝑎), 𝑗 = 1, 2, удовлетворя-
ют априорным условиям

‖𝑞𝑗‖𝐿1 6 𝑄1, ‖𝑞2 − 𝑞1‖𝐿𝑝 6 𝐷𝑝.
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Предположим, что круг 𝐵(0, 𝑅) = {|𝑧| < 𝑅} содержит одинаковое количе-
ство нулей функций Йоста 𝜓𝑞𝑗 , и 𝜓𝑞1(0) = 𝐶𝜓𝑞2(0) для некоторого 𝐶 ̸= 0,

а внутри круга 𝐵(0, 𝑅) нули {𝑧(𝑗)𝑛 ̸= 0}𝑁𝑛=1 функций 𝜓𝑞𝑗 удовлетворяют
следующему условию близости:⃒⃒⃒⃒

1

𝑧
(2)
𝑛

− 1

𝑧
(1)
𝑛

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀, 𝑛 = 1, ..., 𝑁.

Пусть 𝛿 ∈ (0, 1) — произвольный параметр. Тогда существуют кон-
станты 𝑅0, 𝐶1 такие, что для 𝑅 > 𝑅0

max
06𝑥6𝑎

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑎∫︁
𝑥

(𝑞2(𝑡) − 𝑞1(𝑡))𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝜙1(𝑅, 𝜀) + 𝐶1𝑅

−(1−𝛿) 𝑝−1
3𝑝−2 (1 + 𝜒1(𝑅));

если дополнительно

𝑎∫︁
0

𝑞1(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑎∫︁
0

𝑞2(𝑡)𝑑𝑡, 𝑞2 − 𝑞1 ∈ 𝐴𝐶[0, 𝑎], ‖(𝑞2 − 𝑞1)′‖𝐿𝑝 6 𝐷′
𝑝,

то существует константа 𝐶2 такая, что для 1 6 𝑟 <∞

‖𝑞2 − 𝑞1‖𝐿𝑟 6 𝜓2(𝑅, 𝜀) + 𝐶2𝑅
−min{ 𝑟−1

2𝑟−1 ,
𝑝−1
3𝑝−2}(1−𝛿) (ln(𝑅))

𝑟−1
𝑟 (1 + 𝜒2(𝑅));

где 𝜙𝑘(𝑅, 𝜀) = 𝑂(𝜀) (𝜀→ 0), 𝜒𝑘(𝑅) → 0 (𝑅→ ∞), 𝑅0, 𝐶𝑘 зависят от набора
(𝑎, 𝛿,𝑄1, 𝑝,𝐷𝑝, 𝐷

′
𝑝).

Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ îöåíîê îïèðàåòñÿ íà ìåòîä îïåðàòîðà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ [3, 7] è çàìå÷àíèå 6 ðàáîòû [8], èñïîëüçîâàííîå äëÿ îöåíîê
ðàçíîñòè ôóíêöèé Éîñòà íà êîíå÷íîì îòðåçêå.
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БИФУРКАЦИИ УДВОЕНИЯ ЗАМКНУТЫХ
ИНВАРИАНТНЫХ КРИВЫХ И ДИСКРЕТНЫЕ

АТТРАКТОРЫ ШИЛЬНИКОВА
С.В. Гонченко, А.Д. Козлов, К.Е. Морозов, К.А. Сафонов

sergey.gonchenko@mail.ru, safonov.klim@yandex.ru

УДК 517.938

Обсуждаются хорошо известные из приложений бифуркации удво-
ения замкнутых инвариантных кривых в случае ориентируемых и
неориентируемых трехмерных отображений, а также рассматривается
задача о сценариях возникновения дискретных аттракторов Шильни-
кова, которые содержат неподвижную точку типа седло-фокус с дву-
мерным неустойчивым многообразием.
Ключевые слова: замкнутая инвариантная кривая, бифуркация, ат-
трактор Шильникова.

Bifurcations of doubling closed invariant curves and discrete
Shilnikov attractors

We discuss the well-known from applications bifurcations of doubling
closed invariant curves in the case of orientable and nonorientable three-
dimensional maps, and study scenarios for the emergence of discrete
Shilnikov attractors that contain a saddle-focus fixed point with two-
dimensional unstable manifold.

Keywords: closed invariant curve, bifurcation, Shilnikov attractor.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì 𝑇 , çàäàííûé íà 𝑅3, èìååò ãëàäêóþ çàìêíóòóþ
èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ 𝐿. Ðàçëè÷àþò äâà îñíîâíûõ òèïà òàêèõ êðèâûõ: ðå-
çîíàíñíûå è ýðãîäè÷åñêèå. Äëÿ ðåçîíàíñíîé êðèâîé ÷èñëî âðàùåíèÿ 𝜈 îä-
íîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑇 |𝐿 ðàöèîíàëüíî, 𝜈 = 𝑝/𝑞, è 𝑇 |𝐿 èìååò îäèíàêîâîå
÷èñëî óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ ïåðèîäà 𝑞, òî÷êè êîòîðûõ ÷åðå-
äóþòñÿ íà 𝐿. Ó ãëàäêîé ýðãîäè÷åñêîé êðèâîé 𝜈 èððàöèîíàëüíî, è òðàåêòî-
ðèÿ ëþáîé òî÷êè âñþäó ïëîòíà íà 𝐿. Îõàðàêòåðèçîâàòü òèï ýðãîäè÷åñêîé
êðèâîé 𝐿 òðåõìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ïî ñïåêòðó åå ïîêàçàòåëåé Ëÿ-
ïóíîâà Λ1,Λ2,Λ3. Îäèí èç åå ïîêàçàòåëåé âñåãäà íóëåâîé, íàïðèìåð, Λ1 = 0.
Òîãäà êðèâàÿ 𝐿

∙ устойчивая, åñëè Λ2 < 0,Λ3 < 0, вполне неустойчивая, åñëè Λ2 >
0,Λ3 > 0 � ïðè ýòîì îíà узлового типа, åñëè Λ2 ̸= Λ3, è фокусного
типа, åñëè Λ2 = Λ3;
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∙ седловая, åñëè Λ2Λ3 < 0.

Â ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ 𝐿 � ñåäëîâàÿ, ó íåå åñòü äâà äâóìåðíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿ 𝑊 𝑠(𝐿) è 𝑊𝑢(𝐿), óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ñîîò-
âåòñòâåííî, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî 𝐿 òðàíñâåðñàëüíî. Ïî îïðåäåëåíèþ,
êðèâàÿ 𝐿 ÿâëÿåòñÿ 𝜔-ïðåäåëüíîé (𝛼-ïðåäåëüíîé) äëÿ ëþáîé òî÷êè èç𝑊 𝑠(𝐿)
(èç 𝑊𝑢(𝐿)).

Лемма 1. Пусть 𝑇 имеет замкнутую эргодическую инвариантную
кривую 𝐿. Тогда 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝐿) и 𝑊𝑢
𝑙𝑜𝑐(𝐿) – одновременно либо цилиндры, либо

листы Мёбиуса.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå òðåõìåðíûõ
îòîáðàæåíèé ìîãóò ïðåòåðïåâàòü áèôóðêàöèè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ.
Íåêîòîðûå òàêèå áèôóðêàöèè, ïðèâîäÿùèå ê ðàçðóøåíèþ èíâàðèàíòíîé
êðèâîé è âîçíèêíîâåíèþ õàîñà, èçâåñòíû è â äâóìåðíîì ñëó÷àå [1]. Â òðåõ-
ìåðíîì ñëó÷àå ê íèì ìîæíî äîáàâèòü åùå ò.í. �áèôóðêàöèè ðàññûïàíèÿ�
(êîãäà èñõîäíàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè) è íåêîòîðûå äðóãèå. Äëÿ ýðãîäè÷åñêèõ èíâàðèàíò-
íûõ êðèâûõ îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ è ÷àñòî íàáëþäàåìûõ â ïðèëîæå-
íèÿõ ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ. Êîãäà îòîáðàæåíèå 𝑇 îðèåíòèðóåìî,
òàêàÿ áèôóðêàöèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óñòîé÷èâàÿ êðèâàÿ óçëîâîãî òè-
ïà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, ó êîòîðîé 𝑊 𝑠

𝑙𝑜𝑐(𝐿) è 𝑊𝑢
𝑙𝑜𝑐(𝐿) � ëèñòû Ì¼áèóñà, à

â åå îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿåòñÿ çàìêíóòàÿ óñòîé÷èâàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ
äâîéíîé äëèíû. Â ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå 𝑇 íåîðèåíòèðóåìî, òàêæå ìî-
ãóò íàáëþäàòüñÿ áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ,
îäíàêî îíè èìåþò äðóãóþ ñòðóêòóðó.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî 𝑇𝜇 òðåõìåðíûõ íåîðèåíòè-
ðóåìûõ îòîáðàæåíèé, îáëàäàþùèõ ãëàäêîé ýðãîäè÷åñêîé çàìêíóòîé èíâà-
ðèàíòíîé êðèâîé 𝐿𝜇, êîòîðàÿ ïðè 𝜇 < 𝜇0 óñòîé÷èâà è èìååò óçëîâîé òèï, à
ïðè 𝜇 > 𝜇0 � ñåäëîâàÿ.

Теорема 1. Предположим, что 𝑇 2(𝜇) вкладывается в поток в доста-
точно малой фиксированной окрестности кривой 𝐿𝜇 для всех близких к
𝜇 = 𝜇0 значений параметра 𝜇. Тогда, при общих условиях, при 𝜇 > 𝜇0

кривая 𝐿𝜇 становится седловой, у которой 𝑊 𝑠
𝑙𝑜𝑐(𝐿𝜇) и 𝑊𝑢

𝑙𝑜𝑐(𝐿𝜇) являют-
ся цилиндрами, а в ее окрестности рождаются две устойчивые инвари-
антные кривые 𝐿1

𝜇 и 𝐿2
𝜇, образующие цикл периода 2, т.е. 𝑇 (𝐿1

𝜇) = 𝐿2
𝜇 и

𝑇 (𝐿2
𝜇) = 𝐿1

𝜇.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ýòîé òåîðåìû â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà-
÷à î ñöåíàðèÿõ âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ Øèëüíèêîâà, ò.å.
ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-ôîêóñ
ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì [2], â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñå-
ìåéñòâàõ íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ýíî.
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ПСЕВДООБОБЩЕННЫЙ (𝜇𝜈 )-СДВИГ И ФОРМУЛА
ПУАССОНА РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА—ПУАССОНА—ДАРБУ

К.С. Елецких
kostan.yeletsky@gmail.com

УДК 517.951

Рассматривается краевая задача для уравнения Эйлера –Пуассона –
Дарбу. Операторы Бесселя в уравнении, вообще говоря, разной раз-
мерности. Получено представление решения в виде формулы Пуассо-
на со специальным псевдосдвигом.

Ключевые слова: уравнение Эйлера –Пуассона –Дарбу, оператор Бес-
селя, псевдообобщенный (𝜇𝜈 )-сдвиг, формула Пуассона

Pseudo-generalized (𝜇𝜈 )-shift and the Poisson formula for
solving a boundary value problem for the

Euler –Poisson –Darboux equation

The boundary value problem for the Euler—Poisson—Darboux equation
is considered. Bessel operators in the equation, in general, of different
dimensions. A representation of the solution in the form of a Poisson
formula with a special pseudo-shift is obtained.

Keywords: Euler –Poisson –Darboux equation, Bessel operator, pseudo-
generalized (𝜇𝜈 )-shift, Poisson formula

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû Áåññåëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé 𝛽 è 𝛾:

𝐵𝛽 =
𝑑2

𝑑𝑡2
+
𝛽

𝑡

𝑑

𝑑𝑡
, 𝐵𝛾 =

𝑑2

𝑑𝑥2
+
𝛾

𝑥

𝑑

𝑑𝑥
.

Ïóñòü 𝑘 > 0. Â [1] ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ 𝐵𝑘,𝑥𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝐵𝑘,𝑦𝑢(𝑥, 𝑦), 𝑢|𝑥=0 = Φ(𝑥) íàéäåíî â âèäå îáîáùåííîãî ñäâèãà Ïóàññîíà
íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑇 𝑦𝑥Φ(𝑥) =
Γ
(︀
𝑘+1
2

)︀
Γ
(︀
𝑘
2

)︀
Γ
(︀
1
2

)︀ 𝜋∫︁
0

Φ(
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦 cos𝛼) sin𝑘−1 𝛼𝑑𝛼. (1)

Ñäâèã 𝑇 𝑦𝑥 ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ ñäâèãîâ Ëåâèòàíà.

Елецких Константин Сергеевич, ассистент, ЕГУ имени И.А. Бунина (Елец, Россия);
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Â [2] ðàññìîòðåíî ïîäîáíîå óðàâíåíèå, íî áîëåå îáùåå ÷åì (1), ïîñêîëü-
êó îïåðàòîðû Áåññåëÿ, âõîäÿùèå â íåãî, èìåþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå
ïîëîæèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè.

Теорема. В области Ω = {0 < 𝑥 < 1, 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )} существует и един-
ственно решение 𝑢(𝑥, 𝑡) следующей краевой задачи

𝐵𝛽, 𝑡𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐵𝛾, 𝑥𝑢(𝑥, 𝑡), 𝛾>0, 𝛽>0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑥(0, 𝑡) = 𝑢𝑥(1, 𝑡) = 0. (3)

Решение в виде ряда Фурье –Бесселя имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑡)𝑋𝑛(𝑥), 𝑋𝑛(𝑥) =
𝑗𝜈(𝜆𝑛𝑥)

|𝑗𝜈(𝜆𝑛)|
,

𝑢𝑛(𝑡) = 𝜙𝑛 𝑗𝜇(𝜆𝑛𝑡), 𝜙𝑛 =

1∫︁
0

𝜙(𝑥) 𝑋𝑛(𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥,

𝜇=𝛽−1
2 , 𝜈=𝛾−1

2 , 𝑗𝜈(𝑥) = 2𝜈 Γ(1 + 𝜈)
𝐽𝜈(𝑥)

𝑥𝜈
, а 𝐽𝜈 — функция Бесселя первого

рода.
Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ âûøå ôóíêöèÿ 𝑗𝜈 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì

(â íà÷àëå êîîðäèíàò) ðåøåíèåì ñèíãóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

𝑗𝜈(𝑥) =

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚 Γ(𝜈 + 1)

𝑚! Γ (𝑚+𝜈+1)

(︁𝑥
2

)︁2𝑚
, 𝑗𝜈(0) = 1.

Ñïåêòðàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 𝜆𝑛 íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
𝑗′(𝜆𝑛)=0 .

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëîé Ïóàñ-
ñîíà. Åñëè 𝛽 ̸= 𝛾, òî ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜈,𝜇

𝑉 𝑡𝑥

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛 𝑗 𝛽+𝛾−2
2

(𝜆𝑛𝑥) ,

ãäå ïñåâäîîáîáùåííûé
𝜈,𝜇

𝑉 𝑡𝑥 -ñäâèã îïðåäåëåí âûðàæåíèåì:

𝜈,𝜇

𝑉 𝑡𝑥 𝑓(𝑥) =
2𝜈+𝜇 Γ(𝜈 + 1)Γ(𝜇+ 1)

𝜋 Γ(𝜈 + 𝜇)

𝜋/2∫︁
−𝜋/2

𝑒𝑖𝜃(𝜇−𝜈) cos𝜈+𝜇 𝜃 𝑓(𝑟) 𝑑𝜃 ,

𝑟 =
√︁

2 cos 𝜃 (𝑥2 𝑒𝑖𝜃 + 𝑡2𝑒−𝑖𝜃).

Îòìåòèì, ÷òî ýòà êîíñòðóêöèÿ ñäâèãà íå ïðèíàäëåæèò êëàññó îáîáùåííûõ
ñäâèãîâ Ëåâèòàíà.

Ïðè 𝛽 = 𝛾 ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà [2]

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇 𝑡𝑥

∞∑︁
𝑛=1

𝜙𝑛𝑋𝑛(𝑥) = 𝑇 𝑡𝑥𝜙(𝑥),
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ãäå 𝑇 𝑡𝑥 � îáîáùåííûé ñäâèã Ïóàññîíà, òîò æå, ÷òî è â ôîðìóëå (1). Íî â îò-
ëè÷èå îò ðàáîòû [1] çäåñü òðåáóåòñÿ ñîãëàñîâàíèå íà÷àëüííîãî è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé.

Ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé â [2], íàõîäèòñÿ è íåîãðàíè÷åííîå (ïðè 𝑡→ ∞)
ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè (𝑥 = 0) èìå-
þò ïðåäåëüíóþ ôîðìó. Íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóí-
äàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà Ýéëåðà�Ïóàññîíà�Äàðáó è âûðàæàåòñÿ
÷åðåç 𝑗-ôóíêöèþ Íåéìàíà, ââåäåííóþ â [3].

Ðåçóëüòàòû çàìåòêè ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Ë.Í. Ëÿõîâûì.
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Предложен критерий 𝐶𝑏-слабой компактности множеств положитель-
ных ограниченных радоновских мер на тихоновском пространстве,
восходящий к критерию Прохорова для польского пространства. Для
общего хаусдорфова пространства, где пространство 𝐶𝑏 ограниченных
непрерывных функций может быть тривиально и не разделять точки
и замкнутые множества, предложен критерий 𝑆-слабой компактно-
сти, где 𝑆 — равномерно замкнутое линейное пространство метапо-
лунепрерывных функций. Эти результаты существенно опираются на
решение проблемы Рисса –Радона –Фреше описания радоновских ин-
тегралов как линейных функционалов, полученное авторами ранее.

Ключевые слова: радоновская мера, свойство Прохорова, равномерная
узкость, слабая компактность, теорема Рисса о представлении
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Riesz –Radon –Frechet problem of characterization of integrals
and weak compactness of sets of Radon measures

The paper presents some 𝐶𝑏-weak compactness criterion of a set of positive
bounded Radon measures for a Tychonoff space similar to the well-known
Prokhorov criterion. Since for a general Hausdorff space the classical
space 𝐶𝑏 of bounded continuous functions can be trivial and not separate
points and closed sets, the 𝑆-weak compactness criterion is presented for
this case, where 𝑆 is the new uniformly closed linear space of metasemi-
continuous functions. These results are esentially based on the solution of
the Riesz –Radon –Frechet problem of characterization of Radon integrals
as linear functionals obtained by the authors earlier.

Keywords: Radon measure, Prokhorov property, uniform tightness, weak
compactness, Riesz representation theorem

Èçâåñòíûé êðèòåðèé Þ.Â. Ïðîõîðîâà (1956) óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ñëà-
áîé êîìïàêòíîñòè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííûõ ðàäîíîâñêèõ ìåð
íà ïîëíîì ñåïàðàáåëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (𝑇,𝒢) îòíîñèòåëüíî
ñëàáîé òîïîëîãèè, ïîðîæä¼ííîé íà ïðîñòðàíñòâå RM𝑏 îãðàíè÷åííûõ ðàäî-
íîâñêèõ ìåð ñåìåéñòâîì 𝐶𝑏 îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå äâóõ óñëîâèé:

(𝛼𝜋) äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐶, ÷òî
|𝜇|(𝑇 ∖ 𝐶) < 𝜀 äëÿ âñåõ 𝜇 ∈𝑀 (равномерная узкость);

(𝛽) sup(|𝜇|𝑇 | 𝜇 ∈𝑀) ∈ [0,∞).

Ýòè óñëîâèÿ äîñòàòî÷íû äëÿ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè íà òèõîíîâñêîì
(âïîëíå ðåãóëÿðíîì) òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå [2, IX.5.5]. Îäíàêî, îíè
íå áóäóò íåîáõîäèìûìè äàæå â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ ìåð [3, 4.5.3, 4.5.4].

Â ñëó÷àå îáùåãî õàóñäîðôîâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íå èìååò
ñìûñëà ðàññìàòðèâàòü 𝐶𝑏-ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü, ââèäó âîçìîæíîé òðèâè-
àëüíîñòè ñåìåéñòâà 𝐶𝑏: îíî ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíèõ òîëüêî ïîñòîÿííûõ
ôóíêöèé. Ïîýòîìó Â.Ê. Çàõàðîâ ðàññìîòðåë â [4] ñëàáóþ êîìïàêòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑆 симметризуемых функций, ÿâëÿ-
þùåãîñÿ ðàâíîìåðíûì çàìûêàíèåì ââåä¼ííîãî Ô. Õàóñäîðôîì ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑆𝐶𝑢𝑏 +𝑆𝐶𝑙𝑏, ñîñòîÿùåãî èç ñóìì 𝑓+𝑔 îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé,
ïîëóíåïðåðûâíûõ ñâåðõó è ïîëóíåïðåðûâíûõ ñíèçó. 𝑆-ñëàáàÿ òîïîëîãèÿ
íà RM𝑏 ñèëüíåå 𝐶𝑏-ñëàáîé òîïîëîãèè, íî ñòðîãî ñëàáåå òðèâèàëüíîé òîïî-
ëîãèè ñõîäèìîñòè íà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ, èñïîëüçîâàííîé â [3, 5.6.14].
Çàìåíÿÿ óñëîâèå (𝛼𝜋) áîëåå ñòðîãèì óñëîâèåì локально равномерной узко-
сти

(𝛼𝜁) äëÿ ëþáîãî 𝐺 ∈ 𝒢 è ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå êîìïàêòíîå ïîä-
ìíîæåñòâî 𝐶 ⊂ 𝐺, ÷òî |𝜇|(𝐺 ∖ 𝐶) < 𝜀 äëÿ âñåõ 𝜇 ∈𝑀 ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Теорема 1. Пусть (𝑇,𝒢) — хаусдорфово пространство и 𝑀 ⊂ (RM𝑏)+.
Замыкание cl𝑀 множества 𝑀 в 𝑆-слабой топологии является 𝑆-слабо
компактным тогда и только тогда, когда 𝑀 обладает свойствами (𝛼𝜁)
и (𝛽).



54 “Современные проблемы математики и механики”

Следствие. Если 𝑀 ⊂ RM𝑏 обладает свойствами (𝛼𝜁) и (𝛽), то его
замыкание cl𝑀 в 𝑆-слабой топологии 𝑆-слабо компактно.

Â ðåøåíèè ïðîáëåìû äëÿ òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà èñïîëüçóåòñÿ ñëå-
äóþùåå óñëîâèå хвостовой узкости:

(𝛼𝑧) äëÿ ëþáîé ñåòè (𝜇𝑗 ∈𝑀 | 𝑗 ∈ 𝐽) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîäñåòü (𝜇𝑗𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼),
÷òî äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäóòñÿ êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî 𝐶 è èíäåêñ 𝑖0 ∈
𝐼, äëÿ êîòîðûõ 𝜇𝑗𝑖(𝑇 ∖ 𝐶) < 𝜀 ïðè âñåõ 𝑖 > 𝑖0.

Теорема 2.Пусть (𝑇,𝒢) — тихоновское пространство и𝑀 ⊂ (RM𝑏)+.
Множество 𝑀 является 𝐶𝑏-слабо компактным тогда и только тогда,
когда оно замкнуто и обладает свойствами (𝛼𝑧) и (𝛽).

Следствие. Если 𝑀 ⊂ RM𝑏 обладает свойствами (𝛼𝜋) и (𝛽), то его
замыкание cl𝑀 в 𝐶𝑏-слабой топологии 𝐶𝑏-слабо компактно.

Èñòîðè÷åñêè îôîðìèëèñü äâà ñïîñîáà äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè â
êðèòåðèÿõ ñëàáîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà 𝑀 .

Ïåðâûé ñïîñîá ñâÿçàí ñ èìåíàìè À.Ä. Àëåêñàíäðîâà [1], Þ.Â. Ïðîõî-
ðîâà [6], Ô. Òîïñî [7] è äð. Îí ñîñòîèò â çàäàíèè ïðåäåëüíîé ðàäîíîâñêîé
ìåðû 𝜇0 ∈ 𝑀 äëÿ èñõîäíîé ñåòè 𝑠 ≡ (𝜇κ | κ ∈ 𝐾) ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé
ñëîæíîé ïðÿìîé ôîðìóëû, âûðàæàþùåé 𝜇0 ÷åðåç 𝜇κ .

Âòîðîé ñïîñîá âîñõîäèò ê Í. Áóðáàêè [2]. Îí ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ñåòè
ìåð 𝑠 ê ñåòè èíòåãðàëîâ 𝜎 ≡ (

∫︀
· 𝑑𝜇κ | κ ∈ 𝐾) â äâîéñòâåííîì ëèíåéíîì

ïðîñòðàíñòâå 𝐶 ′
𝑏 âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà áàíàõîâîì

ïðîñòðàíñòâå 𝐶𝑏. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Àëàîãëó �Áóðáàêè î ñëàáîé
êîìïàêòíîñòè åäèíè÷íîãî øàðà â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå [5, òåîðåìà 7
(III.3)], ñîãëàñíî êîòîðîé äëÿ ñåòè 𝜎 ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë 𝜙0.

È, íàêîíåö, íóæíî èñïîëüçîâàòü ðåàëèçàöèîííóþ òåîðåìó Ðèññà � . . . �
Ïðîõîðîâà �Áóðáàêè î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèîíàëà 𝜙0 â âèäå èíòåãðàëà
𝜙0 =

∫︀
· 𝑑𝜇0 ïî íåêîòîðîé ðàäîíîâñêîé ìåðå 𝜇0. Ýòà ìåðà 𝜇0 è ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé äëÿ ñåòè 𝑠. Â ñèëó âàæíîñòè ýòîé òåîðåìû ïðèâåä¼ì å¼ òî÷íóþ
ôîðìóëèðîâêó [2, IX.5.2].

Теорема (Рисс – . . . –Прохоров –Бурбаки). Пусть (𝑇,𝒢) — тихо-
новское пространство.

1. Если 𝜇 ∈ RM𝑏, то функционал 𝜙 =
∫︀
· 𝑑𝜇 является линейным и уз-

ким, т. е. для любого 𝜀 > 0 существует такое компактное множе-
ство 𝐶, что из 𝑓 ∈ 𝐶𝑏 и |𝑓 | 6 𝜒(𝑇 ∖ 𝐶) следует, что |𝜙𝑓 | < 𝜀.

2. Если 𝜙 — узкий линейный функционал на 𝐶𝑏, то существует един-
ственная ограниченная радоновская мера 𝜇, такая что 𝜙 =

∫︀
· 𝑑𝜇.

Äàííûé ñïîñîá Áóðáàêè èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä Áóðáàêè, íî ñ

îáîáùåíèåì ðåàëèçàöèîííîé òåîðåìû Ðèññà � . . . �Ïðîõîðîâà �Áóðáàêè íà
ñëó÷àé õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà [4].

Теорема (Рисс – . . . –Прохоров –Бурбаки –Захаров). Пусть
(𝑇,𝒢) — хаусдорфово пространство.
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1. Если 𝜇 ∈ RM𝑏, то функционал 𝜙 =
∫︀
· 𝑑𝜇 является линейным, по-

точечно (монотонно) 𝜎-непрерывным и локально узким, т. е. для
любого 𝜀 > 0 и любого 𝐺 ∈ 𝒢 существует такое компактное под-
множество 𝐶 ⊂ 𝐺, что из 𝑓 ∈ 𝑆 и |𝑓 | 6 𝜒(𝐺 ∖ 𝐶) следует, что
|𝜙𝑓 | < 𝜀.

2. Если 𝜙 — локально узкий, поточечно (монотонно) 𝜎-непрерывный,
линейный функционал на 𝑆, то существует единственная ограни-
ченная радоновская мера 𝜇, такая что 𝜙 =

∫︀
· 𝑑𝜇.

Ïðèâåä¼ííûå ðåàëèçàöèîííûå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè
îáùåé ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèîííîé òåîðåìû [8, 3.6.4], ðåøàþùåé ïðî-
áëåìó Ðèññà �Ðàäîíà �Ôðåøå õàðàêòåðèçàöèè ðàäîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ êàê
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.
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Цель данного доклада — обсуждение применимости метода Дородни-
цына для вычисления первых собственных значений линейного опе-
раторного пучка с сингулярными коэффициентами из пространства
𝑊−1

2 [0, 𝜋]. Приближенное решение строится с использованием полу-
ченных автором ранее формул следов целых отрицательных поряд-
ков рассматриваемого пучка. Обсуждается вопрос существования ре-
шения, а также доказывается теорема о корректности метода путем
обобщения теоремы, доказанной ранее В.А. Садовничим и соавтора-
ми.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, спектральная тео-
рия, линейный пучок

Of applicability of A.A. Dorodnitsyn’s method for calulation of
the first eigenvalues of the string with singular potential and

weight

The main goal of the speech is the discussion of the applicability of Dorod-
nitsyn’s method for calculation of the first eigenvalues of linear operator
pencil with singular coefficients from 𝑊−1

2 [0, 𝜋] space. An approximate
solution is constructed using the formulas for traces of entire negative or-
ders for a considered pencil obtained by the author earlier. The existence
of a solution is discussed, and a theorem on the correctness of the method
is proved by generalizing a theorem proved earlier by V. A. Sadovnichii
and co-authors.

Keywords: differential equations, spectral theory, linear pencil

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê

𝐴(𝜆) = 𝐿𝑦 − 𝜆𝑃𝑦.

Çäåñü 𝐿𝑦 = −𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 � îïåðàòîð Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ ñèíãóëÿðíûì
ïîòåíöèàëîì, 𝑃 � îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà ñèíãóëÿðíûé âåñ 𝜌. Ïîòåíöèàë
è âåñ ðàññìàòðèâàþòñÿ èç íåãàòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà 𝑊−1

2 [0, 𝜋].
×åðåç 𝑢 è 𝑣 îáîçíà÷èì îáîáùåííûå ïåðâîîáðàçíûå èç 𝐿2[0, 𝜋] ïîòåíöèàëà 𝑞
è âåñà 𝜌 ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [1] À.À.Äîðîäíèöûí ïðåäëîæèë ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êðàåâûõ çàäà÷ Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ ñ
âåñîì. Ìåòîä ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàë ñóììû öåëûõ ñòåïåíåé âåëè÷èí, îá-
ðàòíûõ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è. Çíà÷èòåëüíî ïîçæå êîððåêòíîñòü
ìåòîäà áûëà äîêàçàíà Â.À. Ñàäîâíè÷èì è ñîâòîðàìè â ðàáîòå [2]. Àâòîðû
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äîêàçûâàëè ñõîäèìîñòü ïîñòðîåííîãî Äîðîäíèöûíûì ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ íåïðåðûíûì
è äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûì ïîòåíöèàëîì è âåñîì âèäà 𝜌(𝑥) = 𝜌0(𝑥)𝑥𝛼, ãäå
𝛼 > −1, ïðåäïîëàãàÿ àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà

∑︀∞
𝑗=1 |𝜆𝑗 |−1, ãäå 𝜆𝑗 �

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñèíãóëÿðíîãî ïó÷êà àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ

À.Ì. Ñàâ÷óêîì â ðàáîòå [3] áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Теорема 1. Для любой функции 𝑣 ∈ 𝐿2[0, 𝜋] величины |𝜆𝑛|−1, где 𝜆𝑛 —
собственные значения пучка 𝐴(𝜆), удовлетворяют оценкам

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝜆𝑗 |−1 6 𝐶 ln𝑛, |𝜆𝑛|−1 6 𝐶
ln𝑛

𝑛
.

Â òîé æå ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà, äàþùàÿ îöåíêè íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà, åñëè îáîáùåííàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ 𝑣 âåñà 𝜌 ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â øêàëå ïðîñòðàíñòâ 𝑣 ∈𝑊 𝜃

2 [0, 𝜋], 𝜃 ∈ [0, 1].

Теорема 2. Для любой функции 𝑣 ∈ 𝑊 𝜃
2 [0, 𝜋], 𝜃 ∈ [0, 1] собственные

значения пучка 𝐴(𝜆) удовлетворяют оценке

|𝜆𝑛| > 𝐶𝑛1/𝑝,

где 𝑝 > 1/(1 + 𝜃) произвольно.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè âëåêóò çà ñîáîé àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ñëåäîâ öå-
ëûõ îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ ïó÷êà 𝐴(𝜆), íà÷èíàÿ ñî 2, à èìåííî âåëè÷èí∑︀∞
𝑗=1 |𝜆𝑗 |−𝑝, 𝑝 > 2. Äëÿ ñëåäà ïîðÿäêà (−1) ìîæíî ïðåäïîëàãàòü òîëü-

êî óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü. Îòñóòñòâèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè äëÿ ëþáîãî
𝑃 ∈𝑊−1

2 [0, 𝜋] äîêàçûâàåò ïðèìåð èç ðàáîòû À.À. Âëàäèìèðîâà [4], â êîòî-
ðîé àâòîð ñòðîèò íåÿäåðíûé ìóëüòèïëèêàòîð èç ïðîñòðàíñòâà 𝑊−1

2 [0, 𝜋] â
ïðîñòðàíñòâî 𝑊−1

2 [0, 𝜋] .
Ïîçäíåå, â ðàáîòå [5] àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû ñëåäîâ öåëûõ

îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ äëÿ ïó÷êà 𝐴(𝜆) â òåðìèíàõ âåñà 𝜌 è èíòåãðàëüíîãî
ÿäðà îïåðàòîðîãî 𝐿−1.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Äî-
ðîäíèöûíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ëèíåéíîãî ïó÷êà. Îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ôîðìóë
ñëåäîâ öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ïîðÿäêîâ, à òåîðåìà î êîððåêòíîñòè ìåòîäà
îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé óñëîâíî ñõîäÿùåãîñÿ ñëåäà ïîðÿäêà (-1).
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СВЕРТКИ В СОПРЯЖЕННЫХ К ВЕСОВЫМ
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В топологическом сопряженном к счетному индуктивному пределу 𝐸
весовых пространств Фреше целых функций многих комплексных
переменных с помощью обычных сдвигов определено умножение —
свертка. Полученная алгебра изоморфна коммутанту системы опера-
торов частного дифференцирования в алгебре всех линейных непре-
рывных операторов, действующих в 𝐸. В построенной алгебре ана-
литических функционалов в двух несмешанных случаях введена то-
пология, с которой эта алгебра становится топологической и уже то-
пологически изоморфна указанному коммутанту с соответствующей
(естественной) операторной топологией.

Ключевые слова: весовое пространство целых функций, алгебра ана-
литических функционалов, коммутант, оператор свертки

Convolutions in duals of weighted spaces of entire functions

We define a multiplication — convolution in the dual of a countable in-
ductive limit 𝐸 of weighted Fréchet spaces of entire functions of several
variables. This algebra is isomorphic to the commutant of the system of
partial derivatives in the algebra of all continuous linear operators in 𝐸. In
the constructed algebra of analytic functionals in two pure cases a topol-
ogy is defined. With this topology the mentioned algebra is topological
and it is now topologically isomorphic to the considered commutant with
its natural operator topology.

Keywords: weighted space of entire functions, algebra of analytical func-
tionals, commutant, convolution operator
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Â äîêëàäå èäåò ðå÷ü î ñâåðòêå â ñîïðÿæåííûõ ê âåñîâûì ïðîñòðàíñòâàì
öåëûõ (â C𝑁 ) ôóíêöèé è ïðåäñòàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáð àíàëè-
òè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 𝑣𝑛,𝑘 : C𝑁 → R òàêèõ,
÷òî 𝑣𝑛,𝑘+1 6 𝑣𝑛,𝑘 6 𝑣𝑛+1,𝑘, 𝑘, 𝑛 ∈ N, îïðåäåëèì âåñîâîå ïðîñòðàíòâî öåëûõ
ôóíêöèé

𝐸 := {𝑓 ∈ 𝐻(C𝑁 )
⃒⃒⃒
∃𝑛∀𝑘 : sup

𝑧∈C𝑁

(|𝑓(𝑧)| exp(−𝑣𝑛,𝑘(𝑧)) < +∞},

ñíàáæåííîå åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé ñ÷åòíîãî èíäóêòèâíîãî ïðåäåëà ïðî-
ñòðàíñòâ Ôðåøå. Âåñà 𝑣𝑛,𝑘 óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíûì òåõíè÷åñêèì óñëî-
âèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì èíâàðèàíòíîñòü 𝐸 îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ ÷àñò-
íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ñäâèãà, óìíîæåíèÿ íà íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.
Ïðîñòðàíñòâà ïîäîáíîãî âèäà ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ñîïðÿæåííûõ ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå-Ëàïëàñà è åãî àíàëîãîâ.

Ïóñòü 𝐸′ � ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà 𝐸.
Äëÿ 𝜙,𝜓 ∈ 𝐸 ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëèì ñâåðòêó 𝜙⊗ 𝜓:

(𝜙⊗ 𝜓)(𝑓) := 𝜙𝑡(𝜓𝑧(𝑓(𝑡+ 𝑧))), 𝑓 ∈ 𝐸.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 𝒦(𝜕) êîììóòàíò ñèñòåìû {𝜕𝑗 : 1 6 𝑗 6 𝑁} îïåðà-
òîðîâ ÷àñòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â êîëüöå âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ
îïåðàòîðîâ â 𝐸. Äëÿ ôóíêöèîíàëà 𝜙 ∈ 𝐸′ ââåäåì îïåðàòîð

𝐴𝜙(𝑓)(𝑧) := 𝜙𝑡(𝑓(𝑡+ 𝑧)), 𝑓 ∈ 𝐸, 𝑧 ∈ C𝑁 .

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà

Теорема 1. Отображение 𝜔 : (𝐸′,⊗) → 𝒦(𝜕), 𝜔(𝜙) := 𝐴𝜙, является
алгебраическим изоморфизмом «на».

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ýòîãî èçî-
ìîðôèçìà è ñâåðòêè ⊗: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ (𝐸′,⊗) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêîé àëãåáðîé, à 𝜔 � òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ? Ìîòèâàöèåé ïîäîá-
íîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå íåáàíàõîâû àëãåáðû
èìåþò øèðîêîå ïîëå ïðèìåíåíèé: ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ, â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëîâ, â òåîðèè îïåðàòîðîâ îáîáùåííîãî ñäâèãà, ãðóïï è àëãåáð
Ëè. Óêàçàííàÿ òîïîëîãè÷íîñòü ïîëåçíà ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ àïïðîêñè-
ìàöèîííûõ çàäà÷, ïðè èññëåäîâàíèè îïåðàòîðîâ ñâåðòêè 𝐴𝜙. Â îáùåé ñèòó-
àöèè 𝜔 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èçîìîðôèçìîì ïðîñòðàíñòâà 𝐸′ ñî ñëàáîé
òîïîëîãèåé 𝜎(𝐸′, 𝐸) íà 𝒦(𝜕) ñî ñëàáî-îïåðàòîðíîé òîïîëîãèåé.

Îêàçàëîñü, ÷òî íåçàâèñèìîñòü âåñîâ 𝑣𝑛,𝑘 îò 𝑛 èëè îò 𝑘 ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íûì óñëîâèåì óïîìÿíóòîé òîïîëîãè÷íîñòè, òî åñòü íóæíîå èìååò ìåñòî
â íåñìåøàííûõ, �÷èñòûõ� ñëó÷àÿõ. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ 𝐸 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðî-
ñòðàíñòâîì Ôðåøå, ëèáî ñ÷åòíûì èíäóêòèâíûì ïðåäåëîì áàíàõîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâ.

Теорема 2. [2] Пусть 𝑣𝑛,𝑘 = 𝑣𝑛,1 или 𝑣𝑛,𝑘 = 𝑣1,𝑘 для любых 𝑛, 𝑘 ∈ N.
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(i) (𝐸′, 𝜆) с умножением ⊗ — топологическая алгебра. (При этом 𝜆 —
некоторая топология проективного предела, соответственно, индук-
тивного предела последовательности банаховых пространств в 𝐸′.
Она согласуется с двойственностью между 𝐸′ и 𝐸.)

(ii) 𝜔 : (𝐸′, 𝜆) → (𝒦(𝜕), 𝜇) — топологический изоморфизм "на". (При
этом 𝜇 — некоторая естественная операторная топология в 𝒦(𝜕)).

Ðîëü òîïîëîãè÷íîñòè ðàññìàòðèâàåìîé àëãåáðû ïðè èçó÷åíèè îïåðàòî-
ðîâ ñâåðòêè 𝐴𝜙 ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè,

Теорема 3. [2] Предположим, что все многочлены содержатся в 𝐸 и
плотны в 𝐸. Пусть, кроме того, существует локально выпуклая топо-
логия ̃︀𝜆 в 𝐸′, согласующаяся с двойственностью между 𝐸′ и 𝐸, такая,
что (𝐸′, ̃︀𝜆) является топологической алгеброй с умножением ⊙. Тогда 𝐸′

с умножением ⊙ не имеет делителей нуля.

Следствие.Пусть выполняются предположения теоремы 3. Тогда для
любого 𝜙 ∈ 𝐸′∖{0} множество 𝐴𝜙(𝐸) плотно в 𝐸.
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Приводится сравнительный анализ операции свертки в пространствах
обобщенных функций и операции дробного дифференцирования. На
этой основе установлена связь между мультипликаторами и сверты-
вателями в соответствующих функциональных пространствах. Полу-
ченные результаты могут найти применения при анализе линейных
дифференциальных операторов с частными производными дробного
порядка.
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Generalized fractional Liouville-Lizorkin derivatives and some
of their properties

A comparative analysis of the convolution operation in spaces of general-
ized functions and the operation of differentiation is given. On this basis,
a relationship is established between the multipliers and convolutors in
the corresponding functional spaces. The obtained results can be used
in the analysis of linear differential operators with partial derivatives of
fractional order.

Keywords: generalized Liouville differentiation, functional spaces, multi-
plier, convolutor, Fourier transform.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆(R𝑛) - ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé óáûâàþùèõ íà ∞ áûñòðåå ëþáîé ñòåïåíè |𝑥|. Äëÿ ôóíêöèè
𝑢 ∈ 𝑆(R𝑛) îïðåäåëåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

�̂� = (ℱ)(𝜁) =

∫︁
R𝑛

𝑈(𝑥)𝑒𝑖<𝜁,𝑥>𝑑𝑥, 𝜁 ∈ R𝑛 (1)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

𝑢(𝑥) = (ℱ−1�̂�)(𝑥) =
1

(2𝑢)𝑛

∫︁
R𝑛

�̂�(𝜁)𝑒−<𝜁,𝑥>𝑑𝜁, 𝑥 ∈ R𝑛. (2)

Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïåðàòîðîâ ℱ è ℱ−1

íà 𝑆
′
(R𝑛) -ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìåäëåííîãî ðîñòà.

Îòìåòèì, ÷òî êëàññû 𝑆(R𝑛) ïëîõî ïðèñïîñîáëåíû äëÿ äðîáíûõ èíòå-
ãðàëîâ è ïðîèçâîäíûõ. Ôóíêöèè 𝐼𝛼±𝜙, 𝐷

𝛼
±𝜙 ãäå 𝜙 ∈ 𝑆(R𝑛) ÿâëÿþòñÿ áåñ-

êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåììûìè, íî íåäîñòàòî÷íî "õîðîøî"âåäóò ñåáÿ, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ýòîé ñâÿçè â [1] ââåäåíî ïðîñòðàíñòâî
Φ(R𝑛) ⊂ 𝑆(R𝑛), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äðîáíîãî èí-
òåãðîäèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé äðîáíûé èíòåãðàë Ëèóâèëëÿ

𝐼𝛼𝜙 =
1

Γ(𝛼)

∫︁
𝑅𝑛

+...+

𝑡𝛼−1𝜙(𝑥− 𝑡)𝑑𝑡, (3)

ãäå 𝑅+...+ îêòàíò {𝑡 : 𝑡1 > 0, · · · 𝑡𝑛 > 0}, 𝑡𝛼−1 = 𝑡𝛼1−1
1 · · · 𝑡𝛼𝑛−1

𝑛 .
Äëÿ èíòåãðàëà (3) ñ ó÷åòîì (2) ïðè 0 6 𝛼𝑘 < 1, 𝑘 = 1, · · ·𝑛 ñïðàâåäëèâà

ôîðìóëà

ℱ𝐼𝛼𝜙 = (−𝑖𝑥)−𝛼𝜙(𝑥), (4)

ãäå (−𝑖𝑥)−𝛼 = (−𝑖𝑥1)−𝛼1 · · · (−𝑖𝑥𝑛)−𝛼𝑛 , 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿1(R𝑛).
Èç ôîðìóëû (4) ñëåäóåò, ÷òî òðåáóåìàÿ èíâàðèàíòíîñòü êëàññà Φ áóäåò

èìåòü ìåñòî, åñëè ôóíêöèÿ 𝜙(𝑡) ýòîãî êëàññà áóäåò èìåòü îáðàçû Ôóðüå
𝜙(𝑥), òîæäåñòâåííî àííóëèðóþùèåñÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè 𝑥𝑘 = 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ïîäêëàññ ïðîñòðàíñòâà 𝑆(R𝑛), ñîñòîÿùèé èç ôóíê-
öèé, èñ÷åçàþùèõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ
𝑥𝑘 = 0.
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Ψ = {𝜓(𝑥) : 𝜓 ∈ 𝑆(R𝑛), (𝐷𝑗𝜓)(𝑥1 · · ·𝑥𝑘−1, 0, 𝑥𝑘+1, · · · , 𝑥𝑛) = 0

𝑗 = 0, 1, 2, · · · ; 𝑘 = 1, · · · , 𝑛}.

Ïðîîáðàçû Ôóðüå ôóíêöèé èç Ψ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî Ëèçîðêèíà Φ =
Φ(R𝑛) = {𝜙 : 𝜙 ∈ 𝑆(R𝑛), 𝜙 ∈ Ψ}. Òàê êàê

𝜙𝑗(𝑥)
⃒⃒
𝑥𝑘=0

=

∫︁
R𝑛−𝑖

𝑒𝑖<𝑥
𝐼 ,𝑡𝐼>(𝑡𝐼)𝑗

𝐼

𝑑𝑡𝑖
∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑡𝐼 , 𝜁𝑗𝑘)𝑑𝜁,

ãäå 𝑡𝐼 = (𝑡1, · · · , 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘+1, · · · , 𝑡𝑛), 𝑗𝐼 = (𝑗1, · · · , 𝑗𝑘−1, 𝑗𝑘+1, · · · , 𝑗𝑛), òî êëàññ
Φ(R𝑛) ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ ôóíêöèé 𝜙(𝑡) ∈ 𝑆(R𝑛), äëÿ êîòîðûõ ðàâ-
íû íóëþ âñå ìîìåíòû.∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑡1, · · · , 𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘+1, · · · , 𝑡𝑛)𝜁𝑚𝑑𝜁 = 0,𝑚 = 0, 1, 2, · · ·

âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé, 𝑘 = 1, · · · , 𝑛.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Φ îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ îïåðà-

öèÿ ñäâèãà 𝜏ℎ(𝜙) = 𝜙(𝑥+ ℎ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ′ è Φ′ ñîïðÿæåííûå ê Ψ è
Φ ïðîñòðàíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâåííî.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå.

Теорема. Åñëè ôóíêöèîíàë 𝑓 òèïà ôóíêöèè 𝑓(𝜁) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå Ψ′, òî ôóíêöèîíàë 𝐷 = 𝑓 -ñâåðòûâàòåëü â ïðî-
ñòðàíñòâå Φ′ è èìååò ìåñòî ôîðìóëà

𝐷 * 𝑔 = �̃� · 𝑔.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 𝑓(𝜁) = (𝑖𝜁)𝑟 = (𝑖𝜁1)𝑟1 · · · (𝑖𝜁𝑛)𝑟𝑛 . Âû÷èñëèì ïðîîáðàç
𝐷𝑟 = 𝐷𝑟1···𝑟𝑛 ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîé öåëè ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (𝑖𝜁)𝑟 â
âèäå ïðÿìîé ñóììû

(𝑖𝜁)𝑟 = (𝑖𝜀1)𝑟1 × (𝑖𝜁2)𝑟2 × . . .× (𝑖𝜁𝑛)𝑟𝑛 .

ßñíî, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæèò 𝑆1(R𝑛). Ïî òåîðåìå î ïðåîáðàçî-
âàíèè Ôóðüå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ èìååì

(𝑖𝜁)𝑟 = (𝑖𝜁1)𝑟1 × (𝑖𝜁2)𝑟2 × · · · × (𝑖𝜁𝑛)𝑟𝑛 .

Ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ (𝑖𝜁𝑟𝑘)𝑟𝑘 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íîé ôóíêöèåé è èìå-
åò âèä

(𝑖𝜁𝑟𝑘)𝑟𝑘 =

{︃
𝑒𝑖

𝜋
2 𝑟𝑘 · 𝜁𝑟𝑘𝑘 , åñëè 𝜁𝑘 > 0,

𝑒−𝑖
𝜋
2 𝑟𝑘 · |𝜁𝑟𝑘𝑘 |, åñëè 𝜁𝑘 < 0.

Âîçüìåì âåòâü (𝑖𝜁𝑘)𝑟𝑘 = 𝑒𝑖
𝜋
2 𝑟𝑘(𝜁𝑘 − 𝑖0)𝑟𝑘, è ïîëó÷èì

(𝑖𝜁𝑘)𝑟𝑘 =
1

Γ(−𝑟𝑘)
· 1

+
𝑥
1+𝑟𝑘

𝑘

,
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𝐷𝑟1···𝑟𝑛(𝑥) =
1

𝑛∏︀
𝑘=1

Γ(−𝑟𝑘)
· 1

+
𝑥
1+𝑟1

1

× 1

+
𝑥
1+𝑟2

2

× · · · × 1

+
𝑥
1+𝑟𝑛

,

ãäå

+
𝑥
𝛾

=

{︃
𝑥𝛾 , åñëè 𝑥 > 0,

0, åñëè 𝑥 6 0.

Òàêèì îáðàçîì ïîä äðîáíîé îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Ëèóâèëëÿ áóäåì
ïîíèìàòü ñâåðòêó îáîáùåííîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ Φ′ ñ îáîáùåííîé ôóíêöèåé
𝐷𝑟1···𝑟𝑛𝑥 ∈ Φ′. Îïåðàòîðû 𝐷𝑟1···𝑟𝑛 îáðàçóþò àääèòèâíóþ ïåðåñòàíîâî÷íóþ
ãðóïïó ïî âåêòîð-ïàðàìåòðó (𝑟1, · · · , 𝑟𝑛) è ïðè 𝑟𝑘 < 0, 𝑘 = 1;ℎ, ïðèâîäÿò ê
èíòåãðàëó Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà 𝛼 = (𝛼1 · · ·𝛼𝑛).

Â ðàáîòàõ [2, 3] ðàññìàòðèâàþòñÿ áëèçêèå ïî èäåå âîïðîñû.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé öåëûõ ôóíêöèé âèäà

𝑓(𝑧) = 1 +𝐴𝑧 + 𝑧2 ·
∫︁ 1

0

∫︁ 1

0

2∑︁
𝑗=0

exp
(︀
𝜌(𝜔𝑗𝑥+ 𝜔𝑗+1𝑦)

)︀
·𝐷(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (1)

ãäå 𝜌 = 3
√
𝑧, 𝜔𝑗 = exp

(︀
2𝜋𝑖𝑗
3

)︀
, 𝑖 =

√
−1, 𝐴-êîíñòàíòà, 𝐷(𝑥, 𝑦) � àáñîëþòíî

èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.
Èññëåäîâàíèå íóëåé öåëûõ ôóíêöèé âèäà (1), ñîâïàäàþùèõ ñ êâàçèïî-

ëèíîìàìè, è èõ ñâÿçü ñî ñïåêòðàëüíûìè çàäà÷àìè îòðàæåíà â [1-4].

Теорема 1. Пусть 𝐷(𝑥, 𝑦) абсолютно интегрируемая на квадрате
[0, 1]× [0, 1] функция. Если функция 𝐷(𝑥, 𝑦) непрерывна и отлична от нуля
в окрестности квадрата, тогда нули функции 𝑓(𝑧), достаточно большие
по модулю, могут быть только в секторах сколь угодно малого раствора 𝜀⃒⃒⃒

𝐴𝑟𝑔𝑧 ± 𝜋

2

⃒⃒⃒
< 𝜀.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть величина
𝜔1𝐷(1, 0) + 𝐷(0, 1) отлична от нуля, тогда нули 𝑧𝑘 функции 𝑓(𝑧) доста-
точно большие по модулю, принадлежащие сектору |𝐴𝑟𝑔𝑧− 𝜋

2 | < 𝜀, имеют
асимптотику

3
√
𝑧𝑘 =

(︂
−2𝑖𝑘𝜋

𝜔2
+

1

𝜔2
· ln

(︂
𝜔1𝐷(1, 0) +𝐷(0, 1)

𝐷(1, 1)

)︂)︂

+𝑂

(︂
max

(︀
ln 𝑘𝜔

(︀√
2

ln 𝑘

𝑘

)︀
; 1
)︀)︂

, 𝑘 >> 1,

где 𝜔(𝛿)-модуль непрерывности функции 𝐷(𝑥, 𝑦).
Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и пусть величина

𝐷(1, 0) + 𝜔2𝐷(0, 1) отлична от нуля, тогда нули 𝑧𝑘 функции 𝑓(𝑧) доста-
точно большие по модулю, принадлежащие сектору |𝐴𝑟𝑔𝑧+ 𝜋

2 | < 𝜀, имеют
асимптотику

3
√
𝑧𝑘 =

(︂
2𝑖𝑘𝜋

𝜔1
+

1

𝜔1
· ln

(︂
𝐷(1, 0) + 𝜔2𝐷(0, 1)

𝐷(1, 1)

)︂)︂

+𝑂

(︂
max

(︀
ln 𝑘𝜔

(︀√
2

ln 𝑘

𝑘

)︀
; 1
)︀)︂

, 𝑘 >> 1,

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ [5]:
Теорема 4. Пусть функция 𝑓(𝑧) имеет вид (1). Допустим, что функ-

ция 𝐷(𝑥, 𝑦) в квадрате [0, 1]× [0, 1] имеет непрерывные частные производ-
ные до третьего порядка по переменным 𝑥, 𝑦. Если 𝜔1𝐷(1, 0)+𝐷(0, 1) ̸= 0 и
𝐷(1, 1) ̸= 0, то нули 𝑧𝑘 функции 𝑓(𝑧) имеют ту же асимптотику, что и
в теоремах 2, 3, остаточный член которых записывается в виде 𝑂(1/𝑘).

Â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì 2, 3, ÷èñëà, âûðàæåííûå ÷åðåç ëîãàðèôìû,
ìîæíî âêëþ÷èòü â îñòàòî÷íûå ÷ëåíû. Â òî æå âðåìÿ â òåîðåìå 4 ýòè âåëè-
÷èíû ñóùåñòâåííî óòî÷íÿþò àñèìïòîòèêó.
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Изучаются классы несамосопряженных операторов, сохраняющих
некоторые спектральные свойства при малых возмущениях. Пока-
зано, что при относительно компактных возмущениях сохраняют-
ся свойства: принадлежность резольвенты классу Неймана–Шаттена,
наличие хотя бы одного луча наилучшего убывания резольвенты, а
при дополнительных условиях типа Данфорда–Шварца — базисность
системы корневых векторов для суммирования методом Абеля– Лид-
ского.

Ключевые слова: несамосопряженные операторы, спектральная
неустойчивость, базисность для суммирования методом Абеля– Лид-
ского

On the stability of some classes of non-self-adjoint operators

We study classes of non-self-adjoint operators that preserve certain spec-
tral properties under small perturbations. We have shown that with rela-
tively compact perturbations, the following properties are preserved: the
Schatten–von Neuman property of the resolvent, the presence of at least
one ray of the best decrease of the resolvent, and under additional con-
ditions of Dunford–Schwarz type, the Abel-Lidskii basis property of root
vectors.

Keywords: non-self-adjoint operators, spectral instability, Abel–Lidskii
basis property
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Ïóñòü ℋ � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâ, 𝑇0 � ïëîòíî îïðå-
äåëåííûé â ℋ çàìêíóòûé îïåðàòîð c äèñêðåòíûì ñïåêòðîì. Â ðàáî-
òå [1] Ì.Â. Êåëäûø ïîëó÷èë øèðîêèå óñëîâèÿ íà âîçìóùåíèÿ, ñîõðàíÿ-
þùèå ñâîéñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ âåêòîðîâ (ÑÊÂ) è àñèìïòîòèêó
ñïåêòðà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà 𝑇0 ñ ðåçîëüâåíòîé êëàññà Íåéìàíà�
Øàòòåíà S𝑝. Êàê ïîêàçûâàþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû (ñì. [2] è èìåþùè-
åñÿ òàì ññûëêè), äëÿ îïåðàòîðîâ, íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå 𝑇 = 𝑇0 + 𝑉 , ãäå
𝑇0 ñàìîñîïðÿæåí, 𝑉 � 𝑇0-êîìïàêòåí, òåîðåìà Êåëäûøà íå ðàáîòàåò. Ìåæ-
äó òåì òàêîãî ðîäà îïåðàòîðû (äàëåå � ÄÑÎ (äàëåêèå îò ñàìîñîïðÿæåííûõ
îïåðàòîðû)) äîâîëüíî ÷àñòî âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ôèçèêè è ìå-
õàíèêè (ñì., íàïðèìåð, [2,3]). Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à ñðåäè ÄÑÎ
âûÿâèòü êëàññû îïåðàòîðîâ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè, êî-
òîðûå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëûõ (â êàêîì-ëèáî ñìûñëå) âîçìóùåíèÿõ.

Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ìû ðàññìîòðèì äâà òàêèõ êëàññà. Êàê áûëî îòìå-
÷åíî, ñïåêòð ÄÑÎ íå îáÿçàòåëüíî ëîêàëèçóåòñÿ îêîëî âåùåñòâåííîé ïðÿìîé,
ïîòîìó ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì â ëþáîì óãëå {𝜃1 < arg 𝜆 < 𝜃2}. Â ñâÿçè ñ
ýòèì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïåêòð 𝑇0 локализован около луча arg 𝜆 = 𝛼 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∀ 𝜀 > 0

𝑁(𝑇0, 𝑟) ∼ 𝑁(𝑇0, 𝛼− 𝜀, 𝛼+ 𝜀, 𝑟), 𝑟 → +∞,

ãäå 𝑁(𝑇, 𝜂, 𝜁, 𝑟) è 𝑁(𝑇, 𝑟) � ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝑇 ñîîò-
âåòñòâåííî â ñåêòîðå {𝜂 < arg 𝜆 < 𝜁, |𝜆| < 𝑟} è êðóãå {|𝜆| < 𝑟}.

Äàëåå îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆𝑝,𝛼 ìíîæåñòâî ïëîòíî îïðåäåëåííûõ â ℋ îïå-
ðàòîðîâ ñ ðåçîëüâåíòîé êëàññà S𝑝 è ñî ñïåêòðîì, ëîêàëèçîâàííûì îêîëî
ëó÷à arg 𝜆 = 𝛼. Ëó÷ arg 𝜆 = 𝜙 íàçûâàþò лучом наилучшего убывания
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà 𝑇 , åñëè ñóùåñòâóþò 𝑅 > 0, 𝐶 > 0, ÷òî ïðè âñåõ
𝑟 > 𝑅 ‖(𝑇0 − 𝑟𝑒𝑖𝜙)−1‖ 6 𝐶𝑟−1.

Теорема 1. Пусть 𝑇−1
0 ∈ S𝑝, (−∞, 0] – луч наилучшего убывания 𝑇−1

0

и оператор 𝑉 компактен относительно 𝑇0. Тогда найдутся 𝜀0 > 0, 𝑅0 > 0,
такие, что при всех 𝜆 из 𝑈0 = {𝜆 : | arg 𝜆 − 𝜋| 6 𝜀0, |𝜆| > 𝑅0} оператор
𝑅𝜆 := (𝑇0 + 𝑉 − 𝜆)−1 существует и принадлежит S𝑝. При этом каждый
луч {𝜆 = 𝑟𝑒𝑖𝛼 (|𝛼− 𝜋| 6 𝜀0} является лучом наилучшего убывания 𝑅𝜆.

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, íàïîìíèì, ÷òî
îçíà÷àåò ïîíÿòèå базиса для суммирования методом Абеля–Лидского.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà {𝜇𝑘} îïåðàòîðà 𝑇 ñî-
äåðæàòñÿ â óãëå Θ = {𝜇 : | arg 𝜇| < 𝜃}. Ïóñòü 𝛼 ∈ (0, 𝜋/2𝜃). Ïîëîæèì
𝜇𝛼 = |𝜇|𝑒𝑖𝛼 arg 𝜇, 𝜇 ∈ Θ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑡 > 0 𝑒−𝜇

𝛼𝑡 → 0, Θ ∋ 𝜇 → ∞.
Ïîëîæèì

𝑆𝑘(𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝛾𝑘

𝑒−𝜇
𝛼𝑡(𝑇 − 𝜇)−1𝑑𝜇,

ãäå 𝛾𝑘 � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êîíòóð, öåëèêîì ëåæàùèé â óãëå

Θ è ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ 𝜇𝑘. Åñëè ïðè ëþáîì 𝑡 > 0 ðÿä
∞∑︀
𝑘=1

𝑆𝑘(𝑡) ñèëüíî

ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó îïåðàòîðó 𝑆(𝑡) è äëÿ ëþáîãî 𝑓 ∈ ℋ lim
𝑡→+0

𝑆(𝑡)𝑓 = 𝑓 ,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ÑÊÂ îïåðàòîðà 𝑇 îáðàçóåò базис для метода суммирова-
ния Абеля–Лидского порядка 𝛼. Ñôîðìóëèðîâàííîå ïîíÿòèå åñòåñòâåííûì
îáðàçîì îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîð 𝑇 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
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(DS1) 𝑇−1 ∈ S𝑝, 𝑝 <∞;
(DS2) ñóùåñòâóþò ëó÷è 𝛾𝑘 = {𝜆 ∈ C : arg 𝜆 = 𝜙𝑘} è 𝑅 > 0 òàêèå, ÷òî

|𝜙𝑘+1 − 𝜙𝑘| 6 𝜋/𝑝, 𝛾𝑘 ∩ {|𝜆| > 𝑅} ⊂ 𝜌(𝑇 ) è ïðè íåêîòîðîì 𝑁 > −1

‖(𝑇 − 𝜆)−1‖ = 𝑂(𝜆𝑁 ), 𝛾𝑘 ∋ 𝜆→ ∞,

(ïîäðîáíîñòè ñì., â ðàáîòå [4, ï. 6.4]). Óñëîâèÿ (DS1) � (DS2) âïåðâûå áûëè
ââåäåíû Í.Äàíôîðäîì è Äæ.Øâàðöåì [5, Ãëàâà XI, � 9].

Теорема 2. Пусть оператор удовлетворяет условиям (𝐷𝑆1) – (𝐷𝑆2)
с 𝑁 = −1 и оператор 𝑉 𝑇0-компактен. Тогда СКВ оператора 𝑇0 + 𝑉 об-
разует базис для суммирования методом Абеля–Лидского порядка 𝑝 + 𝜀 с
произвольным 𝜀 > 0.
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Разработан численный метод восстановления возмущающего потен-
циала оператора Штурма-Лиувилля, заданного на двухреберном гео-
метрическом графе, по спектральным характеристикам возмущенно-
го и соответствующего ему невозмущенного операторов. Метод был
апробирован на последовательном графе. Результаты численных экс-
периментов показали хорошую точность и высокую вычислительную
эффективность разработанного метода.
Ключевые слова: спектральная теория операторов, обратные спек-
тральные задачи, собственные значения и собственные функции опе-
раторов.
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The numerical method for solving inverse spectral problems on
a geometric graph

The numerical method had been developed for the reconstructing of per-
turbing potential of the Sturm-Liouville’s operator given on a two-edge
geometrical graph from the spectral characteristics of perturbed and cor-
responding unperturbed operators. The method was tested on the se-
quential graph. The results of a numerical experiments showed a good
accuracy and a high computational efficiency of the developed method.

Keywords: operator’s spectral theory, inverse spectral problems, eigenval-
ues and eigenfunctions of operators.

Â ðàáîòå Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Â.Â. Äóáðîâñêîãî [1] áûëè èçëîæåíû èäåè
÷èñëåííîãî ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé âîçìóùåííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ. Â ïîñëåäñòâèè, èñïîëüçóÿ
ýòè èäåè è ìåòîä Ãàëåðêèíà, óäàëîñü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó [2]. Ïðè
ýòîì óäàëîñü ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà íîðìó âîçìóùàþùåãî ïîòåíöèàëà.

Теорема 1. Пусть 𝐿 – дискретный полуограниченный снизу оператор,
действующий в сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻. Если си-
стема координатных функций {𝜙𝑘}∞𝑘=1 является ортонормированным ба-
зисом 𝐻 и удовлетворяет однородным граничным условиям, заданных для
оператора 𝐿, то его приближенные собственные значения ̃︀𝜇𝑘 находятся
по формулам ̃︀𝜇𝑛(𝑛) = (𝐿𝜙𝑛, 𝜙𝑛) + 𝛿𝑛, (1)

ãäå 𝛿𝑛 =
𝑛−1∑︀
𝑘=1

[̃︀𝜇𝑘(𝑛− 1) − ̃︀𝜇𝑘(𝑛)], 𝑛 ∈ 𝑁.

Â [2], [3] ïîêàçàíî, ÷òî ôîðìóëû (1) ïîçâîëÿþò ñ áîëüøîé âû÷èñëèòåëü-
íîé òî÷íîñòüþ íàõîäèòü ïðèáëèæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíûõ
ïîëóîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Èñïîëüçóÿ (1), íàìè ïîñòðîåí àëãîðèòì ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðàôàõ.
Ðàññìîòðèì äâóõðåáåðíûé ñâÿçíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = G(V,E),
ãäå V = {𝑉1, 𝑉2, 𝑉3} � ìíîæåñòâî âåðøèí, E = {𝐸1, 𝐸2} � ìíîæåñòâî ðåáåð.
Êàæäîå ðåáðî èìååò äëèíó 𝑙𝑗 > 0 è òîëùèíó 𝑑𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2. Ïóñòü íà
ãðàôå G çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ u = (𝑢1, 𝑢2), êàæäàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé
𝑢𝑗(𝑠𝑗) îòâå÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó 𝐸𝑗 .

Ðàññìîòðèì íà ãðàôå G îáðàòíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå 𝐻 = 𝐿2(G) = {g = (𝑔1, 𝑔2), 𝑔𝑗 ∈ 𝐿2(0, 𝑙𝑗), 𝑗 = 1, 2} [4]

−𝑑
2𝑢𝑗
𝑑𝑠2𝑗

+ 𝑝𝑗(𝑠𝑗)𝑢𝑗 = 𝜇𝑢𝑗 , 𝑢𝑗 = 𝑢𝑗(𝑠𝑗), 𝑠𝑗 ∈ (0, 𝑙𝑗), 𝑗 = 1, 2, (2)

𝑑𝑢1
𝑑𝑠1

⃒⃒⃒
𝑠1=0

= 0, 𝑢1(𝑠1) = 𝑢2(0),

𝑑1
𝑑𝑢1
𝑑𝑠1

⃒⃒⃒
𝑠1=𝑙1

− 𝑑2
𝑑𝑢2
𝑑𝑠2

⃒⃒⃒
𝑠2=0

= 0,
𝑑𝑢2
𝑑𝑠2

⃒⃒⃒
𝑠2=𝑙2

= 0.
(3)
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Â 𝐻 îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå [4]

(g,h) =

2∑︁
𝑗=1

𝑑𝑗

𝑙𝑗∫︁
0

𝑔𝑗ℎ𝑗𝑑𝑠, g,h ∈ G. (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜆𝑘}∞𝑘=1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2)-(3),
çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ èõ âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé, à ÷åðåç
{𝑣𝑗𝑘}∞𝑘=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå èì îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè,
çàäàííûå íà ðåáðàõ 𝐸𝑗 ãðàôà G äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 𝑝𝑗(𝑠𝑗) ≡ 0. Ñèñòåìà
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {𝑣𝑗𝑘}∞𝑘=1 îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â 𝐿2(𝐺).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (2), (3) 𝜇𝑘 (𝑘 = 1,∞) âû÷èñ-
ëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝜇𝑘 =

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

[︁
𝑑1𝜒1(𝑠)

(︁
− 𝑣′′1𝑘(𝑠) + 𝑝1(𝑠)𝑣1𝑘(𝑠)

)︁
𝑣1𝑘(𝑠)+

+𝑑2𝜒2(𝑠)
(︁
− 𝑣′′2𝑘(𝑠) + 𝑝2(𝑠)𝑣2𝑘(𝑠)

)︁
𝑣2𝑘(𝑠)

]︁
𝑑𝑠+ 𝛿𝑘,

(5)

ãäå 𝑙𝑚𝑎𝑥 = max(𝑙1, 𝑙2), 𝜒𝑗(𝑠) =

{︂
1, 𝑠 ∈ [0, 𝑙𝑗 ],
0, 𝑠 > 𝑙𝑗 .

𝑗 = 1, 2.

Èñïîëüçóÿ (4), çàïèøåì (5) â âèäå

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

[︁
𝑑1𝜒1(𝑠)𝑣21𝑘(𝑠)𝑝1(𝑠) + 𝑑2𝜒2(𝑠)𝑣22𝑘(𝑠)𝑝2(𝑠)

]︁
𝑑𝑠 = 𝜇𝑘 − 𝜆𝑘 − 𝛿𝑘, 𝑘 = (1,∞).

Íà îñíîâå ýòèõ óðàâíåíèé ñîñòàâèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà
ïåðâîãî ðîäà

𝐴𝑃 ≡
𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

̂︀𝐾(𝑥, 𝑠)𝑃 (𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑐 6 𝑥 6 𝑑, (6)

ãäå 𝐴 � îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà,

̂︀𝐾(𝑥𝑘, 𝑠) =
(︁
𝐾1(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾2(𝑥𝑘, 𝑠)

)︁
, 𝑃 (𝑠) =

(︂
𝑃1(𝑠)
𝑃2(𝑠)

)︂
,

𝑓(𝑥𝑘) = 𝜇𝑘 − 𝜆𝑘 − 𝛿𝑘, 𝑥𝑘 ∈ [𝑐, 𝑑].

Ïóñòü ÿäðî ̂︀𝐾(𝑥, 𝑠) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) íåïðåðûâíî è çàìêíóòî â
Π = [0, 𝑙1] × [0, 𝑙2] × [𝑐, 𝑑], à 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[𝑐, 𝑑], 𝑃𝑗(𝑠) ∈𝑊 1

2 [0, 𝑙𝑗 ], 𝑗 = 1, 2.
Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) íåèçâåñòíû, íî èçâåñòíû åå ïðèáëèæåí-

íûå çíà÷åíèÿ ̃︀𝑓(𝑥) òàêèå, ÷òî ||𝑓 − ̃︀𝑓 ||𝐿2[𝑐,𝑑] < 𝛿. Çàäà÷à ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà (6) ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåííîé. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñãëàæèâàþùèé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà

Φ𝛼[𝑃, ̃︀𝑓 ] = ||𝐴𝑃 − ̃︀𝑓 ||2𝐿2[𝑐,𝑑]
+ 𝛼Ω[𝑃 ]. (7)
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Ýëåìåíò 𝑃𝛼 èùåòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ôóíêöèîíàë (7) äîñòèãàåò ìèíè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùàÿ ýêñòðåìàëè ôóíê-
öèîíàëà Φ𝛼[𝑃, ̃︀𝑓 ], èìååò âèä⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛼[𝑝𝛼1 (𝑡) − 𝑞(𝑝𝛼1 )′′(𝑡)] +
𝑙𝑚𝑎𝑥∫︀
0

[︁
𝑅11(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼1 (𝑠) +𝑅21(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼2 (𝑠)

]︁
𝑑𝑠 = 𝐹1(𝑡),

𝛼[𝑝2𝛼(𝑡) − 𝑞(𝑝𝛼2 )′′(𝑡)] +
𝑙𝑚𝑎𝑥∫︀
0

[︁
𝑅12(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼1 (𝑠) +𝑅22(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼2 (𝑠)

]︁
𝑑𝑠 = 𝐹2(𝑡).

Çäåñü

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

[︁
𝑅𝑚𝑛(𝑠, 𝑡)𝑝𝛼𝑚(𝑠)𝑑𝑠 =

𝑙𝑚𝑎𝑥∫︁
0

𝑝𝛼𝑚(𝑠)𝑑𝑠
[︁ ∫︁ 𝑑

𝑐

𝐾𝑚(𝑥, 𝑠)𝐾𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥
]︁
𝑑𝑠,

𝐹𝑚(𝑡) =

∫︁ 𝑑

𝑐

𝐾𝑚(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑥)𝑑𝑥,

𝑚, 𝑛 = 1, 2, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑞 > 0, 𝛼 � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.
Ïðîâåäåííûå ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîñ-

ñòàíîâëåíèþ çíà÷åíèé ôóíêöèé 𝑝𝑗(𝑠) â óçëàõ äèñêðåòèçàöèè â îáðàòíîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å (2), (3), ïîêàçàëè âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåê-
òèâíîñòü ðàçðàáîòàííîé ìåòîäèêè.
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ФРЕДГОЛЬМОВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С
ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ В 𝐿𝑃

А.С. Калитвин
kalitvinas@mail.ru

УДК 517.968

Важнейшие свойства линейных интегральных уравнений связаны с их
фредгольмовостью. Линейные уравнения второго рода с частными ин-
тегралами не являются фредгольмовыми даже в общем случае непре-
рывных ядер. В связи с этим изучается фредгольмовость линейных
интегральных уравнений с частными интегралами в пространствах
Лебега 𝐿𝑝.

Ключевые слова: операторы и уравнения с частными интегралами,
фредгольмовость, обратимость

The Fredholm property of linear equations with partial
integrals in 𝐿𝑝

The most important properties of linear integral equations are related
to their Fredholm property. Linear equations of the second kind with
partial integrals are not Fredholm even in the general case of continuous
kernels. In this connection, we study the Fredholm property of linear
integral equations with partial integrals in Lebesgue spaces 𝐿𝑝.

Keywords: operators and equations with partial integrals, Fredholm prop-
erty, invertibility

Ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è
ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê, äèôôåðåíöèàëüíûõ è
èíòåãðî - äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è äðó-
ãèå ïðîáëåìû, ïðè÷åì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïîíèìàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ñìûñ-
ëàõ. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâàõ,
êîòîðûå âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñìûñëà ïîíèìàåìûõ â óðàâíåíèÿõ
ðåøåíèé [1�4].

Â [5] óñëîâèÿ (êðèòåðèè) ôðåäãîëüìîâîñòè ïîëó÷åíû äëÿ èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè è ÿäðàìè èç ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â 𝐿1, îäíàêî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàòîðû, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝. Ïîýòîìó
â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ôðåäãîëüìîâîñòü ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà 𝐿𝑝.

Ïóñòü [𝑎, 𝑏] è [𝑐, 𝑑] � êîíå÷íûå îòðåçêè, 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑠 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝐷 = [𝑎, 𝑏] ×
[𝑐, 𝑑], ôóíêöèè 𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏), 𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎), 𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) èçìåðèìû íà 𝐷×[𝑎, 𝑏], 𝐷×[𝑐, 𝑑],
𝐷 ×𝐷 ñîîòâåòñòâåííî.

Калитвин Анатолий Семенович, д.ф.-м.н., профессор, ЛГПУ имени П.П. Семенова-
Тян-Шанского (Липецк, Россия); Anatolij Kalitvin (Lipetsk State Pedagogical P. Semenov-
Tyan-Shansky University, Lipetsk, Russia)
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Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 < ∞) èçó÷àåòñÿ ôðåäãîëüìîâîñòü ëèíåé-
íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè

𝑥(𝑡, 𝑠)=

𝑏∫︁
𝑎

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏+

𝑑∫︁
𝑐

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎+

𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝑥(𝜏, 𝜎)𝑑𝜏𝑑𝜎+

+𝑓(𝑡, 𝑠). (1)

Ïóñòü 𝑝−1 + 𝑞−1 = 1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

𝑏∫︁
𝑎

|𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)|𝑞𝑑𝜏 6 �̃�,
𝑑∫︁
𝑐

|𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)|𝑞𝑑𝜎 6 �̃�
𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

|𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)|𝑞𝑑𝜏𝑑𝜎 6 �̃� , (2)

è äëÿ ëþáîãî 𝜖 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå 𝛿 > 0, ÷òî ïðè |𝑡1 − 𝑡2| < 𝛿, |𝑠1 − 𝑠2| < 𝛿

𝑏∫︁
𝑎

|𝑙(𝑡1, 𝑠1, 𝜏) − 𝑙(𝑡2, 𝑠2, 𝜏)|𝑞𝑑𝜏 < 𝜖,

𝑑∫︁
𝑐

|𝑚(𝑡1, 𝑠1, 𝜎) −𝑚(𝑡2, 𝑠2, 𝜎)|𝑞𝑑𝜎 < 𝜖, (3)

𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

|𝑛(𝑡1, 𝑠1, 𝜏, 𝜎) − 𝑛(𝑡2, 𝑠2, 𝜏, 𝜎)|𝑞𝑑𝜏𝑑𝜎 < 𝜖. (4)

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ëèíåéíûå îïåðàòîðû

(𝐿𝑥)(𝑡, 𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏, (𝑀𝑥)(𝑡, 𝑠) =

𝑑∫︁
𝑐

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎,

(𝑁𝑥)(𝑡, 𝑠) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑∫︁
𝑐

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝑥(𝜏, 𝜎)𝑑𝜏𝑑𝜎

äåéñòâóþò è íåïðåðûâíû â 𝐿𝑝(𝐷) (1 < 𝑝 <∞) è â 𝐶(𝐷) [3], îïåðàòîð

(𝐿(𝑠)𝑥)(𝑡) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 (𝑐 6 𝑠 6 𝑑),

âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) â ïðîñòðàíñòâî
𝐶([𝑎, 𝑏]) íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] ôóíêöèé, îïåðàòîð

(𝑀(𝑡)𝑥)(𝑠) =

𝑑∫︁
𝑐

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝜎)𝑑𝜎 (𝑎 6 𝑡 6 𝑏)

âïîëíå íåïðåðûâåí êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) â ïðîñòðàíñòâî
𝐶([𝑐, 𝑑]) íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [𝑐, 𝑑] ôóíêöèé [6]. Ïðè ýòîì îïåðàòîð-
ôóíêöèè 𝐿(𝑠) è 𝑀(𝑡) íåïðåðûâíû ïî íîðìå îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç
𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) è 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) â ïðîñòðàíñòâà 𝐶([𝑎, 𝑏]) è 𝐶([𝑐, 𝑑]) ñîîòâåòñòâåííî [3, 4].
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Â äàëüíåéøåì ëèíåéíîå óðàâíåíèå 𝑥 = 𝐴𝑥+𝑓 áóäåì íàçûâàòü ôðåäãîëü-
ìîâûì â ðàññìàòðèâàåìîì áàíàõîâîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè
ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴 îãðàíè÷åí â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, à îïåðàòîð 𝐼−𝐴, ãäå
𝐼 � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, èìååò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîíå÷íûå
ðàçìåðíîñòè ÿäðà è êîÿäðà ñîîòâåòñòâåííî è ðàâíûé íóëþ èíäåêñ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ëèíåé-
íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ðîäà ñ ãëàäêèìè ÿäðàìè íå ÿâëÿåòñÿ
ôðåäãîëüìîâûì íè â 𝐶(𝐷) è íè â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞).

Приме 1. Однородное интегральное уравнение второго рода с частны-
ми интегралами

𝑥(𝑡, 𝑠) =

1∫︁
0

𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏 +

1∫︁
0

𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎 (5)

не является фредгольмовым ни в пространстве 𝐶(𝐷) и ни в пространстве
𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞), где 𝐷 = [0, 1] × [0, 1].

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ 𝑥(𝑡) ≡ 1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé êîì-
ïàêòíîãî â 𝐶([0, 1]) è â 𝐿𝑝([0, 1]) (1 6 𝑝 6∞) èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

(�̄�𝑥)(𝑡) =

1∫︁
0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏,

ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1, à ÿäðî ker(�̄�) ýòîãî îïåðàòîðà áåñ-
êîíå÷íîìåðíî. Òîãäà áåñêîíå÷íîìåðíî ÿäðî îïåðàòîðà 𝐼 − �̄�, ñîäåðæàùåå
ìíîæåñòâî 1 ⊗ ker(�̄�), ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (5) íå ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëü-
ìîâûì.

Теорема 1. Если функции 𝑙,𝑚, 𝑛 удовлетворяют условиям (2)–(4), то
в 𝐿𝑝(𝐷) фредгольмовость уравнений (𝐼 − 𝐿)𝑥 = 𝑓 и (𝐼 −𝑀)𝑥 = 𝑓 равно-
сильна их обратимости и обратимости в 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) и в 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) уравнений
(𝐼 − 𝐿(𝑠))𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) (𝑠 ∈ [𝑐, 𝑑]) и (𝐼 −𝑀(𝑡))𝑥(𝑠) = 𝑓(𝑠) (𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]) соответ-
ственно, а фредгольмовость в 𝐿𝑝(𝐷) уравнения (1) равносильна обрати-
мости в 𝐿𝑝([𝑎, 𝑏]) и в 𝐿𝑝([𝑐, 𝑑]) уравнений (𝐼 − 𝐿(𝑠))𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) (𝑠 ∈ [𝑐, 𝑑]) и
(𝐼 −𝑀(𝑡))𝑥(𝑠) = 𝑓(𝑠) (𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]).
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О СПЕКТРАЛЬНОМ РАДИУСЕ ОПЕРАТОРОВ ВОЛЬТЕРРА
С МНОГОМЕРНЫМИ ЧАСТНЫМИ ИНТЕГРАЛАМИ
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Рассматривается определение линейных операторов Вольтерра с мно-
гомерными частными интегралами. Приводятся условия обращения в
нуль спектрального радиуса этих операторов в пространстве непре-
рывных функций и в пространствах 𝐿𝑝.

Ключевые слова: операторы Вольтерра с частными интегралами,
спектральный радиус, свойство Андо

On spectral radius of Volterra operators with multidimensional
partial integrals

The definition of Volterra linear operators with multidimensional partial
integrals is considered. The conditions for the vanishing of the spectral
radius of these operators in the space of continuous functions and in the
spaces 𝐿𝑝 are given.

Keywords: Volterra operators with partial integrals, spectral radius, Ando
property

Ïóñòü 𝑇 è 𝑆 � êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíîé ëåáåãîâîé ìåðû
â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, 𝐷 = 𝑇 × 𝑆, 𝐶(𝐷) � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé íà 𝐷, 𝐿,𝑀,𝑁,𝐾� îïåðàòîðû

(𝐿𝑥)(𝑡, 𝑠) =

∫︁
𝑇

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝑠)𝑑𝜏, (𝑀𝑥)(𝑡, 𝑠) =

∫︁
𝑆

𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝑥(𝑡, 𝜎)𝑑𝜎,

(𝑁𝑥)(𝑡, 𝑠) =

∫︁∫︁
𝐷

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝑥(𝜏, 𝜎)𝑑𝜏𝑑𝜎, 𝐾 = 𝐿+𝑀 +𝑁,

ãäå 𝑙,𝑚, 𝑛 � çàäàííûå èçìåðèìûå íà 𝐷 × 𝑇 , 𝐷 × 𝑆, 𝐷 ×𝐷 äåéñòâèòåëüíûå
ôóíêöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ôóíêöèè 𝑙,𝑚, 𝑛 íàçîâåì ÿäðàìè Âîëüòåððà, åñëè â 𝑇 è 𝑆 çàäàíû ñåìåé-
ñòâà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ∈ 𝑇} è {𝑆(𝑠) : 𝑠 ∈ 𝑆}, ïðè÷åì 𝑡 ∈ 𝑇 (𝑡),
𝑠 ∈ 𝑆(𝑠), ïðè 𝑡 ∈ 𝑇 (𝑡) 𝑇 (𝑡) ⊂ 𝑇 (𝑡), ïðè 𝑠 ∈ 𝑆(𝑠) 𝑆(𝑠) ⊂ 𝑆(𝑠) è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

à) äëÿ êàæäîãî 𝛿 > 0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà 𝑇 (𝛿) =
{𝑡1, · · · , 𝑡𝑝}, 𝑆(𝛿) = {𝑠1, · · · , 𝑠𝑞} òàêèå, ÷òî 𝑚𝑒𝑠(𝑇 (𝑡𝑖−1)∆𝑇 (𝑡𝑖)) < 𝛿 (𝑖 =
1, · · · , 𝑝), 𝑇 (0) = ∅, ∪𝑝𝑖=1𝑇 (𝑡𝑖) = 𝑇 ; 𝑚𝑒𝑠(𝑆(𝑠𝑗−1)∆𝑆(𝑠𝑗)) < 𝛿 (𝑗 = 1, · · · , 𝑞),
𝑆(0) = ∅, ∪𝑞𝑗=1𝑆(𝑠𝑗) = 𝑆, ãäå ∆ îáîçíà÷àåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíî-
æåñòâ;

Калитвин Владимир Анатольевич, к.ф.-м.н., доцент, ЛГПУ имени П.П. Семенова-
Тян-Шанского (Липецк, Россия); Vladimir Kalitvin (Lipetsk State Pedagogical P. Semenov-
Tyan-Shansky University, Lipetsk, Russia)
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á) 𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏) = 0 ïðè 𝜏 /∈ 𝑇 (𝑡), 𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎) = 0 ïðè 𝜎 /∈ 𝑆(𝑠), 𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) = 0
ïðè 𝜏 /∈ 𝑇 (𝑡) èëè 𝜎 /∈ 𝑆(𝑠).

Ïðèìåðû ÿäåð Âîëüòåððà ïðèâåäåíû â [1].
×åðåç 𝑟(𝐾), 𝑟(𝐿), 𝑟(𝑀), 𝑟(𝑁) îáîçíà÷èì ñïåêòðàëüíûå ðàäèóñû îïåðàòî-

ðîâ 𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 .

Теорема 1. Если операторы 𝐿,𝑀,𝑁 с ограниченными ядрами Воль-
терра действуют в 𝐶(𝐷), то 𝑟(𝐾) = 𝑟(𝐿) = 𝑟(𝑀) = 𝑟(𝑁)= 0.

Ïóñòü 𝐶(𝐿1(Ω)) � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ïî (𝑡, 𝑠) ∈ 𝐷 âåêòîð-
ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â 𝐿1(Ω) è

𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝜒𝑇 (𝑡)(𝜏), 𝑛(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎)𝜒𝑆(𝑠)(𝜎),

𝑙(𝑡, 𝑠, 𝜏) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏)𝜒𝑇 (𝑡)(𝜏),𝑚(𝑡, 𝑠, 𝜎) = �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜎)𝜒𝑆(𝑠)(𝜎), (1)

ãäå ÷åðåç 𝜒𝑇 (𝑡)(𝜏) è 𝜒𝑆(𝑠)(𝜎) îáîçíà÷åíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìíî-
æåñòâ 𝑇 (𝑡) è 𝑆(𝑠) ñîîòâåòñòâåííî.

Теорема 2. Если �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏) ∈ 𝐶(𝐿1(𝑇 )), �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜎) ∈ 𝐶(𝐿1(𝑆)), �̄�(𝑡, 𝑠, 𝜏, 𝜎) ∈
𝐶(𝐿1(𝐷)), 𝐿,𝑀,𝑁 — операторы с ядрами Вольтерра (1) и 𝐾 = 𝐿+𝑀 +𝑁 ,
то в 𝐶(𝐷) 𝑟(𝐾) = 𝑟(𝐿) = 𝑟(𝑀) = 𝑟(𝑁) = 0.

Ïóñòü 𝑢 = 𝑚𝑒𝑠 𝑇1+𝑚𝑒𝑠 𝑆1, ãäå 𝑇1 ⊂ 𝑇 è 𝑆1 ⊂ 𝑆 �èçìåðèìûå ìíîæåñòâà,
è 𝛿(𝐴) = lim𝑢→0‖𝑃𝐷1

𝐴𝑃𝐷1
‖, ãäå îïåðàòîð 𝐴 ∈ {𝐾,𝐿,𝑀,𝑁}, 𝑃𝐷1

� îïåðàòîð
óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ 𝜒𝐷1

ìíîæåñòâà 𝐷1 = 𝑇1 ×𝑆1,
à íîðìà îïåðàòîðà 𝑃𝐷1𝐴𝑃𝐷1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íîðìà ýòîãî îïåðàòîðà,
äåéñòâóþùåãî â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞). Åñëè 𝛿(𝐴) = 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð
𝐴 îáëàäàåò ñâîéñòâîì Àíäî.

Ñâîéñòâî Àíäî âûïîëíåíî äëÿ îïåðàòîðà 𝐾, åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ
îïåðàòîðîâ 𝐿,𝑀,𝑁 . ×åðåç ]𝐾[, ]𝐿[, ]𝑀 [, ]𝑁 [ îáîçíà÷èì îïåðàòîðû ñ ÿäðàìè
|𝑙|, |𝑚|, |𝑛|. Åñëè ìåðû íà ìíîæåñòâàõ 𝑇 è 𝑆 íå ñîäåðæàò àòîìû, òî äåéñòâó-
þùèé â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6 ∞) îïåðàòîð ]𝐾[ îáëàäàåò ñâîéñòâîì Àíäî òî÷íî
òîãäà, êîãäà ñâîéñòâîì Àíäî îáëàäàþò îïåðàòîðû ]𝐿[, ]𝑀 [, ]𝑁 [, ïðè÷åì èç
ñâîéñòâà Àíäî äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ âûòåêàåò ñâîéñòâî Àíäî äëÿ îïåðàòî-
ðîâ 𝐾,𝐿,𝑀,𝑁 . Åñëè ÿäðà äåéñòâóþùèõ â 𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6 ∞) îïåðàòîðîâ
𝐿,𝑀,𝑁 îãðàíè÷åíû, òî îïåðàòîðû ]𝐾[, ]𝐿[, ]𝑀 [, ]𝑁 [ îáëàäàþò ñâîéñòâîì Àí-
äî. Äðóãèå óñëîâèÿ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò ñâîéñòâî Àíäî, ïðèâåäåíû â [2].

Òàê êàê 𝑟(𝐴) 6 𝛿(𝐴) [2], òî ðàâåíñòâî íóëþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà
îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà ñ ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè â ïðîñòðàíñòâàõ 𝐿𝑝(𝐷)
(1 6 𝑝 6∞) âûòåêàåò èç ñâîéñòâà Àíäî äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ.

Теорема 3. Если оператор Вольтерра 𝐴 ∈ {𝐾,𝐿,𝑀,𝑁} действует в
𝐿𝑝(𝐷) (1 6 𝑝 6∞) и обладает свойством Андо, то 𝑟(𝐴) = 0.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà ñ ÷àñò-
íûìè èíòåãðàëàìè ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãèõ îáîëî÷åê, äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè [2�4]. Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà îïåðàòîðîâ
Âîëüòåððà ñ îäíîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè ïðèâåäåíû â [1, 2, 5], à
îïåðàòîðîâ Âîëüòåððà ñ ìíîãîìåðíûìè ÷àñòíûìè èíòåãðàëàìè � â [1].
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ОГРАНИЧЕННОСТЬ ОДНОГО КЛАССА ИНТЕГРАЛЬНЫХ
ОПЕРАТОРОВ ИЗ ВЕСОВОГО ПРОСТРАНСТВА СОБОЛЕВА

В ВЕСОВОЕ ПРОСТРАНСТВО ЛЕБЕГА
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Рассматривается интегральный оператор вольтеррового вида. Полу-
чены критерии его ограниченности из весового пространства Соболе-
ва в весовое пространство Лебега. При этом предполагается, что ядро
оператора неотрицательное и удовлетворяет условию 𝑄𝑛, 𝑛 > 0.

Ключевые слова: весовое пространство Лебега, весовое пространство
Соболева, интегральный оператор, ограниченность

Boundedness of one class of integral operators from a weighted
Sobolev space into a weighted Lebesgue space

A Volterra type integral operator is considered. Criteria of its bound-
edness from a weighted Sobolev space to a weighted Lebesgue space are
obtained. In addition, it is assumed that the kernel of the operator is
nonnegative and satisfies the condition 𝑄𝑛, 𝑛 > 0.
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Ïóñòü 𝐼 = (𝑎, 𝑏), −∞ 6 𝑎 < 𝑏 6 ∞. Ïóñòü 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, 1
𝑝 + 1

𝑝′ = 1.
Ïóñòü 𝜐, 𝜌, 𝑢 è 𝜔 íåîòðèöàòåëüíûå íà 𝐼 ôóíêöèè òàêèå, ÷òî 𝜐𝑝, 𝜌𝑝, 𝜔𝑝,𝑢𝑟,
𝜌−𝑝

′
, 𝜔−𝑞′ ëîêàëüíî ñóììèðóåìû íà 𝐼.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑊 1

𝑝 (𝑢, 𝜐) ≡𝑊 1
𝑝 (𝑢, 𝜐, 𝐼) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëîêàëüíî àá-

ñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà 𝐼 ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íî íîðìà

‖𝑓‖𝑊 1
𝑝

= ‖𝜌𝑓 ′‖𝑝 + ‖𝜐𝑓‖𝑝,

ãäå ‖ · ‖𝑝 - îáû÷íàÿ íîðìà ïðîñòðàíñòâà 𝐿𝑝(𝐼).

×åðåç 𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐) ≡ 𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐, 𝐼) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 𝐴𝐶
∘

(𝐼) ∩
𝑊 1
𝑝 (𝜌, 𝜐) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà 𝑊 1

𝑝 (𝜌, 𝜐).

Ïóñòü 𝐿𝑝,𝜐 ≡ 𝐿𝑝(𝜐, 𝐼) ïðîñòðàíñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà 𝐼 ôóíêöèé ñ
êîíå÷íîé íîðìîé ‖𝑓‖𝑝,𝜐 ≡ ‖𝜐𝑓‖𝑝.

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà

𝒦+𝑓(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝐾(𝑥, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ 𝐼, (1)

èç 𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐) â 𝐿𝑞,(𝜔, 𝐼), ò.å. âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

‖𝜔𝒦+𝑓‖𝑞 6 𝐶(‖𝜌𝑓 ′‖𝑝 + ‖𝜐𝑓‖𝑝), 𝑓 ∈𝑊 1
∘

𝑝(𝜌, 𝜐). (2)

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞ и ядро оператора (1) принадлежит
классу 𝒪−

𝑛 (Ω), 𝑛 > 0. Тогда для оператора (1) неравенство (2) выполнено
тогда и только тогда, когда max{𝐹+

𝑖 , 𝐺
+
𝑗 } < ∞ хотя бы при одной паре

(𝑖, 𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2; при этом для наилучшей постоянной 𝐶 > 0 в (2) имеет
место соотношение 𝐶 ≈ max{𝐹+

𝑖 , 𝐺
+
𝑗 }, 𝑖, 𝑗 = 1, 2. Здесь 𝐹+

𝑖 = sup
𝑧∈𝐼

𝐹+
𝑖 (𝑧),

𝐺+
𝑗 = sup

𝑧∈𝐼
𝐺+
𝑗 (𝑧),

𝐹+
1 (𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇−(𝑧)∫︁
𝑎

𝜌−𝑝
′
(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝑏∫︁
𝑧

⎛⎜⎝ 𝜙+(𝑥)∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑞

𝜔𝑞(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑝′
𝑞

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝′

,

𝐹+
2 (𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑏∫︁
𝑧

𝜔𝑞(𝑡)

⎛⎜⎜⎝
𝜇−(𝑧)∫︁
𝑎

⎛⎜⎝ 𝜙+(𝑥)∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑝′

𝜌−𝑝
′
(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠
𝑞
𝑝′

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑞

,

𝐺+
1 (𝑧) = sup

𝑦∈Δ+
𝜇 (𝑧)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜇+(𝑦)∫︁
𝜇−(𝑧)

𝜌−𝑝
′
(𝑥)

⎛⎜⎝ 𝑧∫︁
𝑦

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑞

𝜔𝑞(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑝′
𝑞

𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑝′

,
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𝐺+
2 (𝑧) = sup

𝑦∈Δ+
𝜇 (𝑧)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑧∫︁
𝑦

𝜔𝑞(𝑡)

⎛⎜⎜⎝
𝜇+(𝑦)∫︁
𝜇−(𝑧)

⎛⎜⎝ 𝑡∫︁
𝜙−(𝑥)

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⎞⎟⎠
𝑝′

𝜌−𝑝
′
(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎟⎟⎠
𝑞
𝑝′

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
1
𝑞

,

∆+
𝜇 (𝑧) = [𝜙−(𝜇−(𝑧)), 𝑧].
Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè 𝜙±, 𝜇± è ìíîæåñòâà 𝒪−

𝑛 (Ω) ìîæíî íàéòè â [1].
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ИЗМЕНЕНИЕ КОНЕЧНОЙ ЧАСТИ СПЕКТРА ОПЕРАТОРА
ЛАПЛАСА ЗА СЧЕТ ДЕЛЬТА-ОБРАЗНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ

Б.Е. Кангужин
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С помощью дельта-образных возмущений в работе удается изменить
начальную конечную часть спектра оператора Лапласа. В данной ра-
боте показано, что возмущение с точечным носителем можно выбрать
так, чтобы изменилось только конечное число собственных значений
исходного оператора

Ключевые слова: оператор Лапласа, задача Дирихле, максимальный
оператор, дельта-образное возмущение, резольвента, спектр операто-
ра

Change of the finite part of the spectrum of the Laplace
operator due to delta-shaped perturbations

Using delta-shaped perturbations in the work it is possible to change the
initial final part of the spectrum of the original operator. This paper
shows that a point-supported perturbation can be chosen so that only a
finite number of eigenvalues of the original operator changed.

Keywords: Laplace operator, Dirichlet problem, maximal operator, delta-
shaped perturbation, resolvent, spectrum of the operator

Работа выполнена при частичной поддержке грантового финансирования научно-
технических программ и проектов Комитетом науки МОН Республики Казахстан (проект
№ AP05131292).

Кангужин Балтабек Есматович, д.ф.-м.н., профессор, КазНУ им. аль-Фараби, Ин-
ститут математики и математического моделирования (Алматы, Казахстан); Baltabek
Kanguzhin (al-Farabi Kazakh National University, Institute of Mathematics and Mathematical
Modeling (Almaty, Kazakhstan)



Материалы международной конференции 79

Â 1986 ãîäó Â.À. Ñàäîâíè÷èé è Â.À. Ëþáèøêèí [1] èññëåäîâàëè ïîâåäå-
íèå ðåçîëüâåíò êîíå÷íîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ äèñêðåòíûõ îïåðàòîðîâ â çàâè-
ñèìîñòè îò óñëîâèé íàëàãàåìûõ íà âîçìóùåíèÿ. Ïðè ýòîì èõ êîíå÷íîìåð-
íûå âîçìóùåíèÿ ïîçâîëÿþò ëèáî îñëàáëÿòü, ëèáî ïîëó÷àòü íîâûå óñëîâèÿ,
íàëàãàåìûå íà âîçìóùåíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå â îòëè÷èå îò óêàçàííîé ðà-
áîòû Â.À. Ñàäîâíè÷åãî è Â.À. Ëþáèøêèíà, êîíå÷íîìåðíîìó âîçìóùåíèþ
ïîäâåðãàåòñÿ íå èñõîäíûé äèñêðåòíûé îïåðàòîð, à îáðàòíûé ê íåìó îïå-
ðàòîð. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü òàêèå âîçìó-
ùåíèÿ, êàê äåëüòîîáðàçíûå âîçìóùåíèÿ èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Ñ ïîìîùüþ
äåëüòà-îáðàçíûõ âîçìóùåíèé â ðàáîòå óäàåòñÿ èçìåíèòü íà÷àëüíóþ êîíå÷-
íóþ ÷àñòü ñïåêòðà èñõîäíîãî îïåðàòîðà. Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïî âîçìóùå-
íèþ êîíå÷íîé ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ èññëåäîâàíû â
ðàáîòàõ H. Hochstadt.

Ïóñòü 𝑑− íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Â ïðîñòðàíñòâå R𝑑 âîçüìåì îäíîñâÿçíóþ
îáëàñòü Ω ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé 𝜕Ω. Ïóñòü 𝑞0 ∈ 𝐿1(Ω). Çàïèøåì íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå

−∆𝑢(𝑥) + 𝑞0(𝑥)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω (1)

ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå
𝑢|𝜕Ω = 0. (2)

Îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å Äèðèõëå (1)-(2) â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(Ω)
îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵0. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïîòåíöèàë 𝑞0 âûáðàí òàê, ÷òî ñóùåñòâóåò

𝐵−1
0 𝑓(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐺(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (3)

ßäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà (3) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çà-
äà÷è Äèðèõëå (1)-(2). Êîãäà 𝑞0(𝑥) = 𝑞0(𝑥) îïåðàòîð 𝐵0 = 𝐵*

0 è ïîýòîìó
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑡, 𝑥), 𝑥, 𝑡 ∈ Ω;
2) Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

𝜇1 6 𝜇2 6 𝜇3 6 . . . ;

3) Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {𝑤𝑛(𝑥)}∞𝑛=1 îïåðàòîðà 𝐵0 îáðàçóåò
îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 𝐿2(Ω).

Â äàííîé ðàáîòå ïîòåíöèàë 𝑞0(𝑥) çàìåíèì íà äðóãîé ïîòåíöèàë 𝑞(𝑥) =
𝑞0(𝑥)+𝑝(𝑥) è ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵𝑝. Îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ðàáîòû - ñóùåñòâóþò ôóíêöèé 𝑝(𝑥) ñ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑝) = 𝑥0, ãäå 𝑥0 ∈ 𝑖𝑛𝑡Ω,
äëÿ êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ 𝐵0 è 𝐵𝑝 ñîâïàäàþò. Èçâåñò-
íî, ÷òî ïðè 𝑑 = 1, Ω = (0, 1) ñïåêòð îïåðàòîðà 𝐵0 íå èçìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
ïîòåíöèàëà 𝑞(𝑥) íà 𝑞(1 − 𝑥). Â îòëè÷èå îò óêàçàííîãî ñëó÷àÿ, â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå âîçìóùåíèå 𝑝(𝑥) èìååò òî÷å÷íûé íîñèòåëü. Çäåñü ñîõðàíåíèå
ñïåêòðà îïåðàòîðà 𝐵0 âûïîëíÿåòñÿ íå çà ñ÷åò ñèììåòðèè, à çà ñ÷åò äðóãèõ
ìåõàíèçìîâ. Óòâåðæäåíèÿ î ñîõðàíåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè 𝑑 = 1
â ñëó÷àå ìíîãîòî÷å÷íûõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [2]. Â ðàáîòàõ [3-5]
èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü êîíå÷íîìåðíîãî âîçìóùåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà.
Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî âîçìóùåíèå 𝑝(𝑥) ñ òî÷å÷íûì âîçìóùåíèåì
ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû èçìåíèëîñü òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ



80 “Современные проблемы математики и механики”

çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝐵0. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ [3-5] ðàññìàòðèâàëèñü òîëü-
êî ðåãóëÿðíûå âîçìóùåíèÿ ïîòåíöèàëà. Â ïðåäëàãàåìîì ñëó÷àå âîçìóùåíèå
𝑝(𝑥) ïðåäñòàâëÿåò äåëüòà-îáðàçíóþ ôóíêöèþ. Â 80-å ãîäû íà ñåìèíàðå Â.À.
Ñàäîâíè÷åãî ðåçóëüòàòû H. Hochstadt óñèëåííî îáñóæäàëèñü ñ òåì, ÷òîáû
ïåðåíåñòè åãî ðåçóëüòàòû íà ñëó÷àé îäíîìåðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ ñ íåðàñïàäàþùèìèñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðåäñòàâëåííûå â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåçóëüòàòû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåíîñ íåêî-
òîðûõ ðåçóëüòàòîâ H. Hochstadt íà îïåðàòîðû ñ óñëîâèÿìè âî âíóòðåííåé
òî÷êå. Ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè âñåõ 𝑑 > 1. Â
òî æå âðåìÿ ðàáîòû [3-5] ïîñâÿùåíû ñëó÷àþ 𝑑 = 1.
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Доклад посвящен способу нахождения главного члена асимптотики
решений некоторых линейных дифференциальных уравнений, когда
независимая переменная 𝑥 бесконечно большая, т.е. при 𝑥 → +∞.
При этом предполагается, что коэффициенты исходного уравнения
являются суммами некоторых чисел и производных первого порядка
в смысле теории распределений от некоторых функций, убывающих
на бесконечности в интегральном смысле.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с коэффициентами –
распределениями, квазипроизводные, асимптотика решений диффе-
ренциальных уравнений
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Asymptotics of solutions to linear differential equations with
distribution coefficients

The report is devoted to the method of finding the principal term of the
asymptotics of solutions to some linear differential equations, when the
independent variable 𝑥 is infinitely large, that is, with 𝑥 → +∞. In this
case, it is assumed that the coefficients of the original equation are sums
of some numbers and first-order derivatives in the sense of the theory
of distributions of certain functions decreasing at infinity in the integral
sense.

Keywords: differential equations with distribution coefficients, quasi-
derivatives, asymptotics of solutions to differential equations

Ïóñòü 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 è 𝜆 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 � êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå èçìåðèìûå íà 𝑅+(:= [0,+∞)) ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî

|𝑝1| + (1 + |𝑝2 − 𝑝1|)
𝑛∑︁
𝑗=2

|𝑝𝑗 | ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝑅+).

Â äîêëàäå áóäåò ïðåäñòàâëåíà êîíñòðóêöèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïðè âûïîëíå-
íèè ýòîãî óñëîâèÿ îïðåäåëèòü, â êàêîì ñìûñëå ñëåäóåò ïîíèìàòü óðàâíåíèå
âèäà

𝑦(𝑛) + (𝑎1 + 𝑝1(𝑥))𝑦(𝑛−1) + (𝑎2 + 𝑝′2(𝑥))𝑦(𝑛−2) + . . .+ (𝑎𝑛 + 𝑝′𝑛(𝑥))𝑦 = 𝜆𝑦,

ãäå âñå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé. Èñïîëü-
çóÿ ýòó êîíñòðóêöèþ, óñòàíîâëåíî, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðè
𝑥 → +∞ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ è èõ ïðîèç-
âîäíûõ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, ïî êîðíÿì ìíîãî÷ëåíà

𝑄(𝑧) = 𝑧𝑛 + 𝑎1𝑧
𝑛−1 + 𝑎2𝑧

𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑛 − 𝜆,

åñëè ôóíêöèè 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì èíòå-
ãðàëüíîãî óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.

Â äîêëàäå áîëåå ïîäðîáíî áóäåò ðàññìàòðåí ñëó÷àé, êîãäà 𝑎1 = 𝑎2 =
. . . = 𝑎𝑛 = 𝜆 = 0, à èìåííî, áóäåò èçëîæåíî äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé
òåîðåìû:

Теорема 1. Рассмотрим уравнение

𝑦(𝑛) + 𝑝1(𝑥)𝑦(𝑛−1) + 𝑝′2(𝑥)𝑦(𝑛−2) + . . .+ 𝑝′𝑛(𝑥)𝑦 = 0.

Пусть функции 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛 такие, что

|𝑝1| + (1 + 𝑥|𝑝2 − 𝑝1|)
𝑛∑︁
𝑗=2

𝑥𝑗−2|𝑝𝑗 | ∈ 𝐿1(𝑅+).

Тогда это уравнение имеет фундаментальную систему решений {𝑦𝑗},
𝑗 = 1, 2, . . . 𝑛, такую, что при 𝑥→ +∞ справедливы равенства

𝑦
[𝑠]
𝑗 (𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑥𝑗−1−𝑠

(𝑗 − 1 − 𝑠)!
(1 + 𝑜(1)), åñëè 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑗 − 1,

𝑥𝑗−1−𝑠 𝑜(1), åñëè 𝑠 = 𝑗, 𝑗 + 1, . . . , 𝑛− 1.
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Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ðàáîòå ñ Ìèðçîåâûì Ê.À. �Ãëàâíûé
÷ëåí àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
êîýôôèöèåíòàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà� // Ìàòåìàòè÷åñêèå
çàìåòêè (â ïå÷àòè).

О БАЗИСНОСТИ СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ
ЗАДАЧИ С НАКЛОННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

ДЛЯ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА
А.Б. Костин, В.Б. Шерстюков

abkostin@yandex.ru, shervb73@gmail.com

УДК 517.584, 517.518.34, 517.956.227

Исследуется спектральная задача с наклонной производной для опе-
ратора Лапласа в круге 𝐷. Установлены асимптотические свойства
собственных значений и доказано свойство базисности со скобками
в 𝐿2(𝐷) системы корневых функций отмеченной задачи.

Ключевые слова: задача с наклонной производной, оператор Лапласа,
собственные значения, корневые функции, базис Рисса, базис со скоб-
ками

The basis property of the root system functions of oblique
derivative problem for the Laplace operator

We investigate a spectral problem with an oblique derivative for the
Laplace operator in a disc 𝐷. The asymptotic properties of the eigen-
values and the basis property with brackets in 𝐿2(𝐷) of the system of root
functions are established.

Keywords: oblique derivative problem, Laplace operator, eigenvalues, root
functions, Riesz basis, basis with brackets

Ñâîéñòâî ïîëíîòû ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ ñ óñëîâèåì ðàâåíñòâà íóëþ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå îáëàñòè
èçó÷àëîñü â [1, 2]. Âîïðîñ î áàçèñíîñòè òàêèõ ñèñòåì äîëãîå âðåìÿ îñòàâàë-
ñÿ îòêðûòûì. Â 1994 ãîäó âûøëà ñòàòüÿ [3], ãäå áûëî äîêàçàíî îòñóòñòâèå
ñâîéñòâà áàçèñíîñòè â 𝐿𝑝(𝐷) (ïðè ëþáîì 1 < 𝑝 <∞) ó ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ
è ïðèñîåäèí¼ííûõ ôóíêöèé çàäà÷è ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé äëÿ îïåðàòîðà
Ëàïëàñà â êðóãå 𝐷. Ðàçâèâàÿ ðåçóëüòàòû [3], ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ñèñòåìà
êîðíåâûõ ôóíêöèé ýòîé çàäà÷è îáðàçóåò áàçèñ ñî ñêîáêàìè â 𝐿2(𝐷).

Работа выполнена при частичной поддержке программы повышения конкурентоспо-
собности НИЯУМИФИ (проект № 02.а03.21.0005 от 27.08.2013). Второй автор поддержан
РФФИ (проект № 18-01-00236).
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Â åäèíè÷íîì êðóãå 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥2 + 𝑦2 < 1} ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåê-
òðàëüíàÿ çàäà÷à

∆𝑤 + 𝜇2 𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,
𝜕𝑤

𝜕𝑙
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕𝐷, (1)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, 𝜇2 ∈ C � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, 𝑙 � íàïðàâ-
ëåíèå, ñîñòàâëÿþùåå ïîñòîÿííûé óãîë 𝛼 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) ñ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê 𝜕𝐷. Êàê ïîêàçàíî â [3] (ñì. òàêæå [4]), âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜆 = 𝜇2

ýòîé çàäà÷è îïèñûâàþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèé

𝜇𝐽 ′
𝑛(𝜇) cos𝛼+ 𝑖 𝑛 𝐽𝑛(𝜇) sin𝛼 = 0, 𝑛 ∈ Z, (2)

ñ ôóíêöèåé Áåññåëÿ 𝐽𝑛(𝜇) êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé 𝜇. Èç [1] ñëåäóåò, ÷òî
ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1) ïîëíà â 𝐿2(𝐷). Ñîãëàñíî [3] ïðèñî-
åäèí¼ííûõ ôóíêöèé ó çàäà÷è íåò, âñå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè

𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑒𝑖𝑛𝜙 𝐽𝑛(𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) 𝑟), 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ∈ N, (3)

à áèîðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä (÷åðòà ñâåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå
ñîïðÿæåíèå)

𝑣𝑚, 𝑗(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑒𝑖𝑚𝜙 𝐽𝑚(𝜇𝑚, 𝑗(𝛼) 𝑟), 𝑚 ∈ Z, 𝑗 ∈ N. (4)

Çäåñü 𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) � êîðíè óðàâíåíèÿ (2), âûäåëåííûå óñëîâèåì Re𝜇 > 0 è çà-
íóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ìîäóëÿ. Êîðåíü 𝜇 = 0 ó÷èòûâàåòñÿ
òîëüêî äëÿ 𝑛 = 0, ò. å. 𝜇0, 1 = 0, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ òàêèõ êîðíåé âûïîë-
íåíî Re𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) > 0. Êàê â [3], ïîñëå íîðìèðîâêè ñèñòåì (3) è (4) ïîëó÷èì

̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)/𝐼𝑛, 𝑘, ̂︀𝑣𝑚, 𝑗(𝑟, 𝜙;𝛼) = 𝑣𝑚, 𝑗(𝑟, 𝜙;𝛼)/ 𝐼𝑚, 𝑗 , (5)

ãäå

𝐼𝑛, 𝑘 =
√
𝜋 𝐽𝑛(𝜇𝑛, 𝑘(𝛼))

√︁
1 − 𝑛2 𝜇−2

𝑛, 𝑘(𝛼) cos−2 𝛼, 𝐼0, 1 =
√
𝜋, (6)

à {̂︀𝑢𝑛, 𝑘} è {̂︀𝑣𝑚, 𝑗} ñ èíäåêñàìè 𝑛,𝑚 ∈ Z; 𝑘, 𝑗 ∈ N, åñòü áèîðòîíîðìèðîâàííàÿ
ïàðà â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝐷) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(𝑢, 𝑣) =

2𝜋∫︁
0

1∫︁
0

𝑟 𝑢(𝑟, 𝜙) 𝑣(𝑟, 𝜙) 𝑑𝑟 𝑑𝜙 (7)

è íîðìîé ‖𝑢‖ =
√︀

(𝑢, 𝑢). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3) ïîëíà è ìèíèìàëüíà
â 𝐿2(𝐷), íî íå îáðàçóåò áàçèñ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
óñòàíîâëåíà áàçèñíîñòü ñî ñêîáêàìè ñèñòåìû (3) â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(𝐷).

Ïóñòü 𝐻 = 𝐿2(𝐷) � îñíîâíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (7). Äëÿ êàæäîãî 𝑛 ∈ Z ïîëîæèì

𝐻𝑛 =
{︀
𝑢 ∈ 𝐿2(𝐷) | 𝑢(𝑟, 𝜙) = 𝑒𝑖𝑛𝜙 𝑈(𝑟), 𝑈 ∈ 𝐿2,𝑟(0, 1)

}︀
,

ãäå 𝐿2,𝑟(0, 1) îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì (𝑓, 𝑔)0 =
1∫︀
0

𝑟𝑓(𝑟) 𝑔(𝑟) 𝑑𝑟.
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ßñíî, ÷òî {𝐻𝑛}𝑛∈Z � ýòî ñèñòåìà îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐻,
ïðè÷¼ì 𝐻 =

∑︁
𝑛∈Z

𝐻𝑛. Ñèñòåìà {𝐻𝑛}𝑛∈Z îáðàçóåò áàçèñ èç ïîäïðîñòðàíñòâ

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà𝐻 (ñì. [5]), íî â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè
â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè (ñì., íàïðèìåð, [6, 7]), çäåñü dim𝐻𝑛 = ∞.

Теорема 1. Пусть значения 𝑛 ∈ Z и 𝛼 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) выбраны произ-
вольно и фиксированы. Система{︀̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)

}︀
𝑘∈N

является базисом Рисса подпространства 𝐻𝑛 пространства 𝐻 = 𝐿2(𝐷).

Теорема 2. При любом значении 𝛼 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) система функций{︀̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) | 𝑛 ∈ Z, 𝑘 ∈ N
}︀

=
⋃︁
𝑛∈Z

{︀̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)
}︀
𝑘∈N ,

определенных в (5), образует базис со скобками пространства 𝐻 = 𝐿2(𝐷).
Именно, всякий элемент 𝑢 ∈ 𝐻 раскладывается и притом единственным
образом в ряд

𝑢 =
∑︁
𝑛∈Z

𝑢𝑛 =
∑︁
𝑛∈Z

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝐶𝑛, 𝑘 ̂︀𝑢𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼)

)︂
. (8)

Здесь 𝑢𝑛 ∈ 𝐻𝑛, и все ряды сходятся в 𝐻. Коэффициенты разложения (8)
даются формулами

𝐶𝑛, 𝑘 = 𝐼−1
𝑛, 𝑘

2𝜋∫︁
0

1∫︁
0

𝑟 𝑢(𝑟, 𝜙) 𝑣𝑛, 𝑘(𝑟, 𝜙;𝛼) 𝑑𝑟 𝑑𝜙 ,

где функции 𝑣𝑛, 𝑘 и числа 𝐼𝑛, 𝑘 заданы в (4) и (6) соответственно.

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè èãðàþò ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ
𝐽 ′
𝑛(𝑧) = 0. Óïîðÿäî÷èì èõ ïî âîçðàñòàíèþ, îáîçíà÷èì 𝑗′𝑛, 𝑘 è ïîëó÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü 0 < 𝑗′𝑛, 1 < 𝑗′𝑛, 2 < . . . < 𝑗′𝑛, 𝑘 < . . . .

Теорема 3. Пусть значения 𝑛 ∈ N и 𝛼 ∈ [0, 𝜋/2) фиксированы. Для
корней 𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) уравнения (2) при 𝑘 → ∞ справедлива асимптотическая
формула

𝜇𝑛, 𝑘(𝛼) = 𝑗′𝑛, 𝑘 +
𝑖𝑛 tg𝛼

𝑗′𝑛, 𝑘
+
𝑛2 tg2 𝛼

2𝑗′3𝑛, 𝑘
+
𝑖𝑛3 tg𝛼(3 + tg2 𝛼)

3𝑗′3𝑛, 𝑘
+ O

(︁ 1

𝑗′5𝑛, 𝑘

)︁
.

Êðàòêîå èçëîæåíèå ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñì. â [8].
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА В ВЕСОВОМ
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УДК 517.951

Рассматривается самосопряженный оператор L, ассоциированный с
замыканием в гильбертовом пространстве 𝐿2,𝑤 квадратичной формы

𝑎𝑚[𝑢, 𝑓 ] =
∫︀
Ω

(︁∑︀
|𝛼|=𝑚 𝜌

2(𝑥)𝐷𝛼𝑢𝐷𝛼𝑓+𝜐2
𝑚(𝑥)𝑢𝑓

)︁
𝑑𝑥, 𝑓, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). По-

лучены аппроксимативные оценки компактов 𝐵𝐻 ∩ L−1(𝐵𝐿2,𝜔) для
определенных весовых интерполяционных пространств 𝐻.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, интерполяционное
пространство, поперечники компактов
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Approximate estimates for one differential operator in a
weighted Hilbert space

We consider a self-adjoint operator 𝐿 associated with a clo-
sure in the Hilbert space 𝐿2,𝑤 of a quadratic form 𝑎𝑚[𝑢, 𝑓 ] =∫︀
Ω

(︁∑︀
|𝛼|=𝑚 𝜌

2(𝑥)𝐷𝛼𝑢𝐷𝛼𝑓 + 𝜐2
𝑚(𝑥)𝑢𝑓

)︁
𝑑𝑥, 𝑓, 𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω). We obtain

approximate estimates of the compacts 𝐵𝐻 ∩ L−1(𝐵𝐿2,𝜔) for certain
weighted interpolation spaces 𝐻.

Keywords: differential operator, interpolation space, widths of compacts

Â ðàáîòå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ: 𝐵𝑋 � åäèíè÷íûé øàð â áàíàõîâîì 𝑋,
𝐿2,𝜔 � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(𝑓, 𝑔)1 =

∫︁
Ω

𝑓𝑔𝜔(𝑥)𝑑𝑥,

𝜔(𝑥) > 0 ï. â. â Ω, 𝜔 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(Ω), 𝐼𝑛 � ìíîæåñòâî êóáîâ 𝑄 = 𝑄ℎ(𝑥) =
{𝑦 ∈ R𝑛 : |𝑦𝑗 − 𝑥𝑗 | < ℎ/2; 1 6 𝑗 6 𝑛}, 𝑣𝑠(𝑥) = 𝜌(𝑥)ℎ−𝑠(𝑥) (𝑠 > 0), 𝜌 è ℎ(·) �
ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè, çàäàííûå â îáëàñòè Ω è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì:

1) 0 < ℎ(·) 6 1,
2) äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ Ω 𝑄(𝑥) = 𝑄ℎ(𝑥)(𝑥) ⊂ Ω,
3) ñóùåñòâóåò òàêîå κ > 1, ÷òî

κ−1 6
𝜌(𝑦)

𝜌(𝑥)
,
ℎ(𝑦)

ℎ(𝑥)
6 κ, åñëè 𝑦 ∈ ̃︀𝑄(𝑥) =

3

4
𝑄(𝑥).

Ïîëîæèì 𝑣𝑠(𝑥) = 𝜌(𝑥)ℎ−𝑠(𝑥), (𝑠 > 0). Ïóñòü {𝑄𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽} - ñåìåéñòâî
Áåçèêîâè÷à, âûäåëåííîå èç ìíîæåñòâà êóáîâ { ̃︀𝑄(𝑥), 𝑥 ∈ Ω} [1, �1.1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐻𝑠
𝑝(𝜌, 𝜐𝑠) ïîïîëíåíèå êëàññà 𝐶∞

0 (Ω) ïî ïîðìå

‖𝑓 ;𝐻𝑠
𝑝(𝜌, 𝜐𝑠)‖ =

[︁∑︁
𝑗>1

(︀
𝜌𝑝(𝑥𝑗)‖𝜓𝑗𝑓 ;𝐻𝑠

𝑝‖𝑝 + 𝜐𝑝𝑠 (𝑥𝑗)‖𝜓𝑗𝑓‖𝑝𝑝
)︀ ]︁1/𝑝

, 1 < 𝑝 <∞,

(1)
ãäå

(𝐽𝑠𝑓)(𝑥) =
(︁
𝐹−1(1 + 𝜉2)𝑠/2𝐹𝑓

)︁
(𝑥);

⎛⎝𝜉2 =

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜉2𝑗

⎞⎠ .

Íîðìû, çàäàííûå â 𝐶∞
0 (Ω) ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâà âèäà (1), ýêâèâàëåíòíû.

Ïóñòü {𝐴0, 𝐴1} - èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïàðà áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç [𝐴0, 𝐴1]𝜃, (𝐴0, 𝐴1)𝜃,𝑞 (0 < 𝜃 < 1, 1 6 𝑞 <∞) èíòåðïîëÿöèîííûå
ïðñòðàíñòâà, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì êîìïëåêñíîé èíåðïîëÿöèè, ìåòîäîì âå-
ùåñòâåííîé èíòåðïîëÿöèè [2].

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑠1 < 𝑠0, 1 < 𝑝 <∞, 𝑠 = (1−𝜃)𝑠0+𝜃𝑠1, 0 < 𝜃 < 1,
𝜐𝑖 = 𝜌ℎ−𝑠𝑖(·). Тогда [︁

𝐻𝑠0
𝑝 (𝜌, 𝜐0), 𝐻𝑠1

𝑝 (𝜌, 𝜐1)
]︁
𝜃
𝐻𝑠
𝑝 [𝜌, 𝜐𝑠].
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Äëÿ öåëîãî𝑚 > 0 (𝑚 ∈ N) ïðîñòðàíñòâî𝐻𝑚
𝑝 åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà

𝑊𝑚
𝑝 . Ïîýòîìó 𝐻𝑚

𝑝 (𝜌, 𝜐𝑚) åñòü âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà 𝑊𝑚(𝜌, 𝜐𝑚) ñ
ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé

‖𝑢;𝑊𝑚
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑚)‖ =

(︁∫︁
Ω

⎛⎝ ∑︁
|𝛼|=𝑚

|𝜌(𝑥)𝐷𝛼𝑢|𝑝 + |𝜐𝑚(𝑥)𝑢|𝑝
⎞⎠ 𝑑𝑥

)︁1/𝑝
.

Äëÿ 𝑠 = [𝑠] + {𝑠} (0 < {𝑠} < 1) 𝑊 𝑠
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑠) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå

𝐶∞
0 (Ω) ïî íîðìå

‖𝑢;𝑊 𝑠
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑠)‖ = ‖𝜐𝑠𝑢;𝐿𝑝(Ω)‖+

+
[︁ ∑︁
|𝛼|=[𝑠]

∫︁
Ω×Ω

⃒⃒
𝜌(𝑥)

(︀
𝐷𝛼𝑢(𝑦) −𝐷𝛼𝑢(𝑥)

)︀⃒⃒𝑝
|𝑦 − 𝑥|𝑛+{𝑠}𝑝 𝑑𝑥𝑑𝑦

]︁1/𝑝
.

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑚1 < 𝑚0 — целые, 1 < 𝑝 < ∞, 𝑝𝑚1 > 𝑛,
0 < 𝜃 < 1, 𝑠 = (1 − 𝜃)𝑚0 + 𝜃𝑚1 — нецелое. Тогда(︀

𝑊𝑚0
𝑝 (𝜌, 𝜐0),𝑊𝑚1

𝑝 (𝜌, 𝜐1)
)︀
𝜃,𝑝

= 𝑊 𝑠
𝑝 (𝜌, 𝜐𝑠).

Ïóñòü ℬ𝑥 =
{︁
𝑄 ∈ 𝐼𝑛, 𝑄 ⊂ ̃︀𝑄(𝑥)

}︁
, ℬ =

⋃︀
𝑥∈Ω ℬ𝑥. Çàäàäèì íà ñåìåéñòâå ℬ

ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð

𝑀*𝑓(𝑥) = sup
𝑄∈ℬ, 𝑥∈𝑄

1

|𝑄|

∫︁
|𝑓 |, 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐(Ω).

Ïîëîæèì
Φ(𝑥) = 𝜌−1(𝑥)

√︀
𝑀*𝜔(𝑥),

Ω𝜆,𝑚 = {𝑥 ∈ Ω : Φ(𝑥)ℎ𝑚(𝑥) > 𝜆}, 𝜆 > 0,

𝒦𝑚(𝜆) =

∫︁
Ω𝜆

Φ𝑛/𝑚(𝑥)𝑑𝑥.

Åñëè 𝐾𝑚 = 𝒦𝑚(0) < ∞, òî îïåðàòîð 𝐿 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è èìååò
êîìïàêòíûé îáðàòíûé îïåðàòîð [3].

Ïóñòü ℱ � öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷åñêîå è îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â
𝐿2,𝜔, 𝛿𝑘(ℱ) = 𝛿𝑘(ℱ , 𝐿2,𝜔), 𝑑𝑘(ℱ) = 𝑑𝑘(ℱ , 𝐿2,𝜔) � ëèíåéíûé 𝑘-ïîïåðå÷íèê,
ñîîòâåòñòâåííî 𝑘-ïîïåðå÷íèê ïî Êîëìîãîðîâó ìíîæåñòâà ℱ [4, �1.5].

Çàïèñü 𝜔 ∈ 𝐴1(ℬ) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî

sup
𝑄
𝑀*𝜔 6 𝑐

1

|𝑄|

∫︁
𝑄

𝜔, ∀𝑄 ∈ ℬ.

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑚1 < 𝑚0 — целые, 2𝑚1 > 𝑛, 0 < 𝜃 < 1, 𝑠 =
(1− 𝜃)𝑚0 + 𝜃𝑚1. Пусть L — оператор, ассоциированный с формой 𝑎𝑚1

[·, ·],
𝐾𝑚𝑖

<∞, 𝑊𝑖 = 𝑊𝑚𝑖
2 (𝜌, 𝜐𝑖), (𝑖 = 0, 1). Справедливы утверждения:
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a) Пусть 𝑠 — нецелое, 𝑊𝑠 = (𝑊0,𝑊1)𝜃,2, ℱ𝑠 = 𝐵𝑊𝑠∩L−1(𝐵𝐿2,𝜔). Тогда

sup
𝑘>0

(𝑘 + 1)𝑠/𝑛𝑑𝑘(ℱ𝑠) 6 𝑐1𝐾(1−𝜃)𝑚0/𝑛
0 𝐾

𝜃𝑚1/𝑛
1 .

b) Пусть [𝐻]𝑠 = [𝑊0,𝑊1]𝜃, 𝑀𝑠 = 𝐵[𝐻]𝑠 ∩ L−1(𝐵𝐿2,𝜔), 𝜔 ∈ 𝐴1(ℬ). Тогда

𝑐−1
2 𝜆−𝑛/𝑚0𝒦𝑚0(𝑐2𝜆) 6

∑︁
𝛿(𝑀𝑠)>𝜆

1 6 𝑐2𝜆
−𝑛/𝑚1𝒦𝑚1(𝑐−1

2 𝜆).

Постоянные 𝑐𝑙 = 𝑐𝑙(κ, 𝑛, 𝑝,𝑚0,𝑚1) 𝑙 = 1, 2.
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О ПРОДОЛЖЕНИИ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
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УДК 517.9

Основной результат утверждает, что если 𝐸 — сепарабельная решетка
Фреше, а 𝐹 — (локально телесная) топологическая векторная решетка
с 𝜎-интерполяционным свойством, любой положительный линейный
оператор 𝑇0 из мажорируемого подпространства 𝐸0 ⊂ 𝐸 в 𝐹 допус-
кает продолжение до линейного положительного оператора 𝑇 из 𝐸 в
𝐹 .

Ключевые слова: топологическая векторная решетка, сепарабель-
ность, 𝜎-интерполяционное свойство, мажорирующее подпростран-
ство, положительный оператор.
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On extension of positive operators

The main result: If 𝐸 is a separable Frechet lattice, and 𝐹 is a (locally
solid) topological vector lattice with the 𝜎-interpolation property, then
any positive linear operator 𝑇0 from a majorizing subspaces 𝐸0 ⊂ 𝐸 to 𝐹
can be extended to a linear continuous positive operator 𝑇 from 𝐸 to 𝐹 .

Keywords: topological vector lattice, 𝜎-interpolation property, majorizing
subspace, separability, positive operator

Îïåðàòîðû èç âåêòîðíîé ðåøåòêè 𝐸 â âåêòîðíóþ ðåøåòêó 𝐹 îáëàäàþò
õîðîøèìè ñâîéñòâàìè â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝐹 ïîðÿäêîâî ïîëíà. Òàê, íà-
ïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè 𝐹
ïîðÿäêîâî ïîëíà, òî ïîëîæèòåëüíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
ìàæîðèðóþùåãî ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐸0 ⊂ 𝐸 â 𝐹 , äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå íà
âñå 𝐸 ñ ñîõðàíåíèåì ëèíåéíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè, ñì. [1]. Íàïîìíèì,
÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐸0 íàçûâàþò мажорируемым, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝐸
íàéäåòñÿ 𝑦 ∈ 𝐸0 òàêîé, ÷òî 𝑥 6 𝑦. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçìîæíî îñëà-
áèòü òðåáîâàíèå ïîðÿäêîâîé ïîëíîòû 𝐹 çà ñ÷åò ïðåäúÿâëåíèÿ ê 𝐸 íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî
òàêîå âçàèìîäåéñòâèå óñëîâèé ñåïàðàáåëüíîñòè 𝐸 è 𝜎-èíòåðïîëÿöèîííîãî
ñâîéñòâà 𝐹 â çàäà÷å î ïðîäîëæåíèè ïîëîæèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ.
Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ. Íåäîñòàþùèå ñâåäåíèÿ ìîæíî íàéòè â
[1], [2], [3], [4]. Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå âåêòîðíûå ðåøåòêè ñ÷èòàþòñÿ
àðõèìåäîâûìè è âåùåñòâåííûìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî àðõèìåäîâà âåêòîðíàÿ ðåøåòêà 𝐹 îáëàäàåò 𝜎-интерполя-
ционным свойством (èëè свойством Кантора), åñëè äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé (𝑥𝑛) è (𝑧𝑛) â 𝐹 , óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 𝑥𝑛 6 𝑧𝑚 äëÿ âñåõ
𝑛,𝑚 ∈ N, ñóùåñòâóåò 𝑦 ∈ 𝐹 òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 6 𝑦 6 𝑧𝑚 äëÿ âñåõ 𝑛,𝑚 ∈ N, ñì.
[3; îïðåäåëåíèå 1.1.7 (iv)] èëè [5; îïðåäåëåíèå 146.6]. Ýêâèâàëåíòíîå óñëî-
âèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâî 𝑈 ⊂ 𝐹 è 𝑉 ⊂ 𝐹
òàêèõ, ÷òî 𝑢 6 𝑣 äëÿ ëþáûõ 𝑢 ∈ 𝑈 è 𝑣 ∈ 𝑉 , ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑦 ∈ 𝐹 äëÿ
êîòîðîãî 𝑢 6 𝑦 6 𝑣, êàêîâû áû íè áûëè 𝑢 ∈ 𝑈 è 𝑣 ∈ 𝑉 .

Ïóñòü òåïåðü âåêòîðíàÿ ðåøåòêà 𝐸 îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Íàçîâåì ïðîñòðàíñòâî 𝐸 топологической
векторной решеткой, åñëè 𝐸 локально телесно, ò. å. åñëè 𝐸 îáëàäàåò áàçè-
ñîì îêðåñòíîñòåé íóëÿ, ñîñòîÿùèì èç òåëåñíûõ ìíîæåñòâ (ñì. [4]); èñïîëüçó-
þòñÿ òàêæå áîëåå ãðîìîçäêèå òåðìèíû � локально телесное пространство
Рисса [6] è векторная решетка с локально телесной топологией линейного
пространства [2]). Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐴 ⊂ 𝐸 íàçûâàþò телесным,
åñëè |𝑦| 6 |𝑥| è 𝑥 ∈ 𝐴 âëåêóò 𝑦 ∈ 𝐴. Решеткой Фреше áóäåì íàçûâàòü òîïî-
ëîãè÷åñêóþ âåêòîðíóþ ðåøåòêó, åñëè îíà ìåòðèçóåìà è (ìåòðè÷åñêè) ïîëíà.
Èíîãäà ðåøåòêà Ôðåøå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëîêàëüíî âûïóêëîé ïî îïðåäåëåíèþ
(ñì., íàïðèìåð, [4;ñòð. 296]), îäíàêî íàì ýòî äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæå-
íèå íå ïîòðåáóåòñÿ. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò сепарабельным,
åñëè â íåì ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.

Òåïåðü èìåþòñÿ âñå èíãðåäèåíòû, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðå-
çóëüòàò ñòàòüè.
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Теорема 1. Пусть 𝐸 — сепарабельная решетка Фреше, а 𝐹 — локаль-
но телесная топологическая векторная решетка с 𝜎-интерполяционным
свойством. Пусть 𝐺 — мажорируемое подпространство 𝐸. Тогда любой
положительный линейный оператор 𝑇0 из 𝐺 в 𝐹 допускает продолжение
до линейного непрерывного положительного оператора 𝑇 из 𝐸 в 𝐹 .

Замечание 1. Â äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû êëþ÷åâîé ìîìåíò
çàêëþ÷àåòñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè ñåïàðàáåëüíîñòè è 𝜎-èíòåðïîëÿöèîííîãî
ñâîéñòâà. Ýòà èäåÿ âïåðâûå áûëà ðåàëèçîâàíà â ðàáîòå Àáðàìîâè÷à è Âèêñ-
òåäà [7] ïðè äîêàçàòåëüñòâî îäíîãî âàðèàíòà òåîðåìû Õàíà � Áàíàõà �
Êàíòîðîâè÷à. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðåäñòàâëåíî â îáçîðå Í. Äàíåò è Ð.-
Ì. Äàíåò [8], ñì. òàêæå [9], [10], [11].

Замечание 2. Òåîðåìà 1 óñèëèâàåò ðåçóëüòàò Äæèíñè ×åíà [9; òåîðå-
ìà 7] â ñëåäóþùèõ íàïðàâëåíèÿõ. Âî-ïåðâûõ, â [9] èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå
òðåáîâàíèå î òîì, ÷òî 𝐹 îáëàäàåò свойством Фату, ò. å. â 𝐹 èìååòñÿ áàçèñ
îêðåñòíîñòåé íóëÿ, ñîñòîÿùèé èç òåëåñíûõ ïîðÿäêîâî çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,
ñì. [2; îïðåäåëåíèå 23A]. Âî-âòîðûõ, ýòî óñëîâèå âîçíèêëî â ñâÿçè ñî ñïîñî-
áîì äîêàçàòåëüñòâà, èñïîëüçóþùèì êîíñòðóêöèþ порядкового пополнения
âåêòîðíîé ðåøåòêè, òîãäà êàê íàøè ðàññóæäåíèÿ îïèðàþòñÿ íà ìåòðè÷å-
ñêóþ ïîëíîòó 𝐸 è íå íóæäàþòñÿ â ïîðÿäêîâîì ïîïîëíåíèè. Â òðåòüèõ, äî-
êàçàòåëüñòâî èç [9] çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì трансфинитной индукциии
â ôîðìå ëåììû Öîðíà, â òî âðåìÿ êàê ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ñ÷åòíîé ôîðìîé
àêñèîìû âûáîðà. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííàÿ òåîðåìà âûâîäèòñÿ èç àêñèî-
ìû ñ÷åòíîãî âûáîðà.
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МЕТОДЫ ПОЛУЧЕНИЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ РЕШЕНИЙ
СТОХАСТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ШРЕДИНГЕРА

А. А. Лобода
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УДК 517.955.4

Для получения представлений решений используются аналитическое
продолжение по параметру и равенство Парсеваля, аналитическое
продолжение по аргументу и рандомизированная теорема Чернова,
а также некоторые обобщения метода замены переменной.
Ключевые слова: Стохастическое уравнение Шрёдингера-Белавкина,
стохастическое уравнение теплопроводности, аналитическое продол-
жение, формулы Фейнмана-Каца, интеграл Фейнмана

The methods for obtaining representations of solutions of
Schrodinger’s stochastic equations

To obtain representations of solutions, we use the analytic continuation
with respect to the parameter and the Parseval’s equality, analytical con-
tinuation of the argument and the randomized Chernov’s theorem, and
also some generalizations of the variable replacement method.

Keywords: Stochastic Schrodinger-Belavkin equation, stochastic heat
conduction equation, analytic continuation, Feynman-Katz’s formulas,
Feynman’s integral

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷ îáîáùàþòñÿ íà ñòîõà-
ñòè÷åñêèé ñëó÷àé. Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà ðàíäîìèçèðîâàííàÿ âåðñèÿ òåî-
ðåìû ×åðíîâà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ðàíäîìèçèðîâàííûì èíòåãðàëîì Ôåéíìàíà
ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôåéíìàíîâñêèõ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèÿ (ôîðìóëû Ôåé-
íìàíà). Ïîäðîáíåå îá ýòîì ìåòîäå ñì. [2].

Â äîêëàäå ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ìåðû ïî ïà-
ðàìåòðó è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè äëÿ åâêëè-
äîâà àíàëîãà ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (óðàâíåíèå òåïëîïðî-
âîäíîñòè):

𝑑Ψ.(𝑡)(𝑞) =

(︂
𝛼
𝑑2Ψ.(𝑡)(𝑞)

𝑑𝑞2
+

(︂
𝛼𝑉 (𝑞) − 𝜆

4
|𝑞|2
)︂)︂

×

×Ψ(𝑡)(𝑞) +

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ.(𝑡)(𝑞)𝑑𝑤(𝑡),Ψ(0, ·) = 𝜙0(·), (1)

ãäå 𝜙0(·) ∈ 𝐶𝑏(R1), 𝛼 ∈ C∖{0}, Re𝛼 > 0.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è Êîøè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èí-

òåãðàëà (ôîðìóëà Ôåéíìàíà-Êàöà):

Ψ(𝑡, 𝜔)(𝑞) =

∫︁
𝐶(0,𝑡)

exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝛼𝑉 (𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜆

2
(𝑞 + 𝜉(𝜏))2𝑑𝜏

}︂
×

Лобода Артём Александрович, ассистент, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва,
Россия); Artyom Loboda (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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× exp

{︃√︂
𝜆

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝑤(𝜏)

}︃
𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝑡))𝑤𝛼0𝑡(𝑑𝜉). (2)

Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Èòî, à ñëîæíîñòü ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûì ñëó÷àåì âîçíèêàåò èç-çà çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè
áåëîãî øóìà (ïîäðîáíåå ñì. [3]). Çàòåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Лемма 1. Пусть 𝜇 - это произведение меры Винера на 𝐶(0, 1) и функ-
ции 𝜓 на 𝐶(0, 1), определяемой равенством 𝜓(𝜉) = 𝑒−

∫︀ 1
0
𝜆(𝜉(𝑡))2𝑑𝑡,

𝜆 > 0. Тогда преобразование Фурье 𝐹𝜇 меры 𝜇 определяется равенством
𝐹𝜇(𝜂) = 𝑒−

∫︀ 1
0

∫︀ 1
0
𝑏(𝑡,𝑠)𝜂(𝑑𝑡)𝜂(𝑑𝑠), где 𝑏 - функция, зависящая от 𝜆.

Ëåììà òðåáóåòñÿ äëÿ âûâîäà àíàëîãà ïðåäñòàâëåíèÿ Ìàñëîâà-
×åáîòàðåâà äëÿ çàäà÷è Êîøè (1). Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðî-
äîëæåíèå ïî ïàðàìåòðó è ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Теорема 1. Для решения Ψ(𝑡, 𝜔)(𝑞) задачи Коши при 𝛼 = 𝑖 справедливо
равенство

Ψ(𝑡, 𝜔)(𝑞) =

∫︁
exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑖𝑉 (𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝜏 −
∫︁ 𝑡

0

𝜆

2
(𝑞 + 𝜉(𝜏))2𝑑𝜏

}︂
×

× exp

{︃√︂
𝜆

2

∫︁ 𝑡

0

(𝑞 + 𝜉(𝜏))𝑑𝑤(𝜏)

}︃
𝜙0(𝑞 + 𝜉(𝜏))𝐹 (𝑑𝜉),

где символ
∫︀
...𝐹 (𝑑𝜉) - это интеграл Фейнмана, определяемый как предел

конечнократных интегралов (см. [4] и имеющиеся там ссылки).

Çäåñü 𝑉 è 𝜙0 - ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñ÷¼òíî-àääèòèâíûõ áîðåëåâñêèõ
ìåð 𝜈1 è 𝜈2 íà R1, 𝜆 > 0. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîíå÷íîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ñõîäÿùåéñÿ ê èíòåãðàëó
èç òåîðåìû 1.

Åù¼ îäèí âàðèàíò àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí
â ðàáîòå [5]. Çäåñü ðå÷ü èä¼ò îá àíàëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ïî àðãóìåíòó
(ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ). Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ôåéíìàíà-Êàöà (2). Åñëè âñå
ôóíêöèè, âõîäÿùèå â (1), äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â ïîäõî-
äÿùóþ îáëàñòü, ïîëó÷àåòñÿ äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ôóíêöèîíàëüíûì èíòåãðàëîì. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáó-
åòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Лемма 2. Пусть 𝜓 : [0,∞) → 𝐿2(R1) — решение уравнения 𝜓(𝑡)−𝜓(0) =∫︀ 𝑡
0
((𝜓(𝜏))′′−𝑖𝑉 𝜓(𝜏))𝑑𝜏, и для каждого 𝑡 > 0 функция 𝑥 ↦→ 𝜓(𝑡)(𝑥) допускает

аналитическое продолжение на область {𝑧 ∈ C : 𝑧 = 𝜌𝑒−𝑖𝛼, 𝛼 ∈ [0, 𝜋4 ), 𝜌 >
0}, и продолжение по непрерывности на ее замыкание. Пусть функция
𝜙 : [0,∞) → 𝐿C

2 (R1) (𝐿C
2 (R1) — комплексификация пространства 𝐿2(R1) )

определяется так: 𝜙(𝑡)(𝑥) = 𝜓(𝑡)(
√
−𝑖𝑥) (

√
−𝑖 = 𝑒−𝑖

𝜋
4 ) Тогда функция 𝜙

- это решение уравнения 𝑖𝜙(𝑡) − 𝑖𝜙(0) =
∫︀ 𝑡
0
(−(𝜙(𝜏))′′ + 𝑉 𝜙(𝜏))𝑑𝜏.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà (ïîäðîáíåå ñì. [6]).
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Теорема 2. Пусть Ψ - решение следующей задачи Коши

𝑑Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) =

(︂
𝑖
𝑑2Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)

𝑑𝑞2
+

(︂
𝑖𝑉 (𝑞) − 𝜆

4
𝑞2
)︂)︂

×

× Ψ𝜔(𝑡)(𝑞) +

√︂
𝜆

2
𝑞Ψ𝜔(𝑡)(𝑞)𝑑𝐵𝜔(𝑡),Ψ𝜔(0, ·) = 𝜙0(·).

Тогда

Ψ(𝑡, 𝑞1) =

∫︁
exp

{︂∫︁ 𝑡

0

𝑖𝑉 (𝑞1 +
𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑡

0

−𝑖𝜆
4

(𝑞1 +
𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)2𝑑𝜏

}︂
×

× exp

{︃∫︁ 𝑡

0

𝑖

√︂
𝜆

2
(𝑞1 +

𝜉1(𝜏)√
−𝑖

)𝑑𝐵𝜔(𝜏)

}︃
𝜙0(𝑞1 +

1√
−𝑖
𝜉1(𝑡))𝑤𝑓−1(𝑑𝜉1).

Çäåñü èíòåãðàë áåð¼òñÿ ïî ñ÷¼òíî-àääèòèâíîé ìåðå, â îòëè÷èå îò ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èç òåîðåìû 1. Ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ èíòåãðàëàìè â äî-
êëàäå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé äîïóñêàåò íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ. Ðàññìîòðè-
âàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ãäå ôóíêöèè 𝑓 îïðåäåëåíà
íà (0,+∞) è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â 𝐿2(R2) (ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êâàí-
òîâóþ äèíàìèêó ïðè íåïðåðûâíîì èçìåðåíèè êîîðäèíàòû 𝑞1).

𝑖𝑓 ′(𝑡) = (− 𝜕2

𝜕𝑞21
+

𝜕2

𝜕𝑞22
)𝑓(𝑡) + 𝑑𝑊 (𝑡)𝛼𝑞1𝑓(𝑡) (3)

Ïóñòü 𝑓 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3). Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑔 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
â 𝐿2(R2) è îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 𝑔(𝑡)(𝑞1, 𝑞2) = 𝑓(𝑡)( 𝑞1√

𝑖
,
√
𝑖𝑞2). Òîãäà 𝑔-

ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

𝑔′(𝑡) = (+
𝜕2

𝜕𝑞21
+

𝜕2

𝜕𝑞22
)𝑔(𝑡) − 𝑖𝑑𝑊 (𝑡)𝛼𝑞1𝑔(𝑡) (4).

Åñëè 𝑔 � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4), òî ôóíêöèÿ 𝑓, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
𝑓(𝑡)(𝑞1, 𝑞2) = 𝑔(𝑡)(

√
𝑖𝑞1,

𝑞2√
𝑖
), áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôîðìóëîé Ôåéíìàíà-Êàöà

𝑔(𝑡)(𝑞1, 𝑞2) =

∫︁
𝐶𝑞1,𝑞2 (0,𝑡)

𝑒
∫︀ 𝑡
0
−𝑖𝑑𝑊 (𝜏)𝛼𝜉(𝜏)𝑑𝜏𝜔(𝑑𝜉),

ãäå 𝐶𝑞1,𝑞2(0, 𝑡) � ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåííûõ íà [0, 𝑡] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé,
ñî çíà÷åíèÿìè â R2, ðàâíûõ â íóëå (𝑞1, 𝑞2). Òîãäà ôóíêöèÿ 𝑓, îïðåäåëåííàÿ
âûøå, - ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3).
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ОДНОМЕРНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ БЕССЕЛЯ ЧЕТНЫХ И
НЕЧЕТНЫХ ФУНКЦИЙ
Л.Н. Ляхов, С.А. Рощупкин

levnlya@mail.ru, roshupkinsa@mail.ru

УДК 517.9

Решается вопрос о связи представления преобразования Киприянова–
Катрахова нечетных функций, определенных в R1 в виде преобразо-
вания Фурье специальных интегралов по прямым в R2.

Ключевые слова: преобразования Киприянова–Катрахова, оператор
Бесселя, преобразования Фурье специальных интегралов.

One-dimensional Bessel transform of even and odd functions

The question of the connection between the representation of the Kip-
riyanov–Katrachov transformation of odd functions defined in R1 as the
Fourier transform of special integrals over straight lines in R2.

Keywords: Kipriyanov–Katrachov transforms, Bessel operator, Fourier
transforms of special integrals.

Â ðàáîòå [1] ââåäåíî îäíî èç ïðåîáðàçîâàíèé Áåññåëÿ ñëåäóþùåãî âèäà

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) =

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥)

[︂
𝑗 𝛾−1

2
(𝑥𝜉) − 𝑖

𝑥𝜉

𝛾 + 1
𝑗 𝛾+1

2
(𝑥𝜉)

]︂
𝑥𝛾𝑑𝑥, (1)

ãäå 𝑗𝜈(𝑥) = Γ(𝜈 + 1)𝐽𝜈(𝑥) / (𝑥/2)𝜈 , 𝜈 > −1/2, à 𝐽𝜈 ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî
ðîäà.

Ляхов Лев Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, ВГУ (Воронеж, Россия); Lev Lyakhov
(Voronezh State University, Voronezh, Russia)
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лирования и компьютерных технологий, ЕГУ имени И.А. Бунина (Елец, Россия); Sergey
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Â [2] ââåäåí ñëåäóþùèé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

𝐾𝛾 [𝑓 ](𝜉; 𝑝) =

∫︁
R1

𝒫𝛾𝑥 𝛿(𝑝− 𝑥𝜉)𝑓(𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥, R1 = {−∞ < 𝑥 < +∞} , (2)

íàçûâàåìûé ïðåîáðàçîâàíèåì Ðàäîíà�Êèïðèÿíîâà. Çäåñü 𝒫𝛾𝑥 îïåðàòîð
Ïóàññîíà [3].

𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) =
Γ( 𝛾+1

2 )
Γ( 𝛾

2 )Γ( 1
2 )

𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥 cos𝛼) sin𝛾−1 𝛼𝑑𝛼 , îáëàäàåò ñâîéñòâîì ÷åòíîñòè:

åñëè ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíî ôóíêöèé 𝑓 =
𝑓𝑒𝑣 + 𝑓𝑜𝑑, òî 𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) = 𝒫𝛾𝑥𝑓𝑒𝑣(𝑥) è 𝒫𝛾𝑥𝑓(−𝑥) = P𝛾

𝑥𝑓(𝑥).
Ââåäåì íå÷åòíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà ïî ôîðìóëå

𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) =
Γ
(︀
𝛾+1
2

)︀
Γ
(︀
𝛾
2

)︀
Γ
(︀
1
2

)︀ 𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥 cos𝛼) cos𝛼 · sin𝛾−1 𝛼𝑑𝛼,

êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâîì 𝒫𝛾𝑥 (𝑓𝑒𝑣(𝑥) + 𝑓𝑜𝑑(𝑥)) = 𝒫𝛾𝑥𝑓𝑜𝑑(𝑥) è 𝒫𝛾𝑥𝑓(−𝑥) =
−𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥).

Ïîëíûé îïåðàòîð Ïóàññîíà îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

𝛾∏︁
𝑥

𝑓(𝑥) = P𝛾
𝑥𝑓(𝑥) − 𝑖𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥). (3)

Ïðè ýòîì, åñëè 𝑓(𝑥) ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî
∏︀𝛾
𝑥 𝑓(𝑥) = 𝒫𝛾𝑥𝑓(𝑥) è åñëè íå÷åò-

íàÿ, òî
∏︀𝛾
𝑥 𝑓(𝑥) = −𝑖P𝛾

𝑥𝑓(𝑥). Ïóñòü 𝑓�÷åòíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
ïðîöåäóðó âðàùåíèÿ 𝑥→

√︀
𝑧21 + 𝑧22 è ïîëàãàÿ 𝑧1 = 𝑝, ìîæåì çàïèñàòü

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉)=2𝐶(𝛾)

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉𝑑𝑝

∞∫︁
0

𝑓(
√︁
𝑝2+𝑧22)𝑧𝛾−1

2 𝑑𝑧2=2𝐶(𝛾)𝐹𝑝→𝜉[𝑅𝛾,𝑒𝑣[𝑓 ](𝑝)](𝜉),

ãäå èíòåãðàë ïî ïðÿìîé ∞ < 𝑝 <∞ (îò ÷åòíîé ïî 𝑝 ôóíêöèè) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñïåöèàëüíîå четное преобразование Радона, îáîçíà÷åííîå 𝑅𝛾,𝑒𝑣.

ßñíî ÷òî åñëè ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ 𝑓 ïðèíàäëåæèò êëàññó îñíîâíûõ ôóíê-
öèé Øâàðöà, òî

𝑅𝛾,𝑒𝑣[𝑓 ](𝑝) =
2𝐶(𝛾)

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖⟨𝑝,𝜉⟩𝐹𝐵 [𝑓 ](𝑝)𝑑𝑝 = 𝐹𝜉→𝑝[𝐹𝐵,𝑥→𝜉[𝑓 ](𝑝)].

Åñëè 𝑓 íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, òî èìååò ìåñòî äðóãàÿ ôîðìóëà

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) = −2𝑖ℱ𝐵,𝑜𝑑[𝑓 ](𝜉) = −2

∞∫︁
0

(︀
P𝛾
𝑥𝑒

−𝑖𝑥𝜉)︀ 𝑓(𝑥)𝑥𝛾𝑑𝑥 =

= 2𝐶(𝛾)

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉𝑑𝑝

∞∫︁
0

𝑓(
√︁
𝑝2 + 𝑧22)

𝑝√︀
𝑝2 + 𝑧22

𝑧𝛾−1
2 𝑑𝑧2 𝑑𝑝 =



96 “Современные проблемы математики и механики”

= 2

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉[𝑅𝛾,𝑜𝑑[𝑓 ](𝑝) 𝑑𝑝,

ãäå èíòåãðàë ïî ïðÿìîé ∞ < 𝑝 < ∞ (îò íå÷åòíîé ïî 𝑝 ôóíêöèè) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé специальное нечетное преобразование Радона, îáîçíà÷åííîå
𝑅𝛾,𝑒𝑣.

Îòñþäà, äëÿ ãëàäêîé èíòåãðèðóåìîé íå÷åòíîé ôóíêöèè 𝑓 , ïîëó÷èì

𝑅𝛾,𝑜𝑑[𝑓 ](𝑝) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝜉 𝑝 ℱ𝐵,𝜉→𝑝 [𝑓 ](𝜉) 𝑑𝜉.

Ïîëíîå ñïåöèàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà îïðåäåëèì â âèäå ñóììû
÷åòíîé è íå÷åòíîé ñîñòàâëÿþùèõ: R𝛾 = ℛ𝛾,𝑒𝑣 + ℛ𝛾,𝑜𝑑. Òîãäà

ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) =

+∞∫︁
−∞

𝑒−𝑖𝑝𝜉 R𝛾 [𝑓 ](𝑝) 𝑑𝑝 , R𝛾 [𝑓 ](𝑝) =
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑖𝑝𝜉 ℱ𝐵 [𝑓 ](𝜉) 𝑑𝜉 .
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О БАЗИСНОСТИ СПЕКТРАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ,
ОТВЕЧАЮЩИХ ОПЕРАТОРУ ДИРАКА С РЕГУЛЯРНЫМИ
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На конечном интервале рассматривается спектральная задача для
оператора Дирака c регулярными, но не усиленно регулярными кра-
евыми условиями и комплекснозначным суммируемым потенциалом.
Целью работы является нахождение условий, при которых система
корневых функций образует обычный базис Рисса, а не базис Рисса
со скобками

Ключевые слова: оператор Дирака, спектральное разложение, базис-
ность
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On the Basis Property of Spectral Expansions of Dirac
Operators with Regular Boundary Conditions

Spectral problem for the Dirac operator with regular but not strongly reg-
ular boundary conditions and complex-valued potential summable over a
finite interval is considered. The purpose of this paper is to find con-
ditions under which the root function system forms a usual Riesz basis
rather than a Riesz basis with parentheses.

Keywords: Dirac operator, spectral expansion, basis property

Íà èíòåðâàëå (0, 𝜋) ðàññìîòðèì ñèñòåìó Äèðàêà

𝐵y′ + 𝑉 y = 𝜆y, (1)

ãäå

𝐵 =

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
, 𝑉 =

(︂
0 𝑃 (𝑥)

𝑄(𝑥) 0

)︂
,

ôóíêöèè 𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋), è äâóõòî÷å÷íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝑈(y) = 𝐶y(0) +𝐷y(𝜋) = 0, (2)

ãäå

𝐶 =

(︂
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)︂
, 𝐷 =

(︂
𝑎13 𝑎14
𝑎23 𝑎24

)︂
,

êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖𝑗 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ñòðîêè ìàò-
ðèöû

𝐴 =

(︂
𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24

)︂
ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐴𝑖𝑗 îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç
𝑖-ãî è 𝑗-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû 𝐴. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿð-
íûìè, åñëè

𝐴14𝐴23 ̸= 0 (3)

è óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè, åñëè êðîìå (3) äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå

(𝐴12 +𝐴34)2 + 4𝐴14𝐴23 ̸= 0.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (2) ñ ðåãóëÿðíûìè
êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå H = 𝐿2(0, 𝜋) ⊕ 𝐿2(0, 𝜋). Â [2-5]
áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óñèëåííî ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ñèñòåìà
êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (2) îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà, à äëÿ ðåãóëÿðíûõ,
íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûõ óñëîâèé � áàçèñ Ðèññà ñî ñêîáêàìè.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿð-
íûå êðàåâûå óñëîâèÿ, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(𝐴12 +𝐴34)2 + 4𝐴14𝐴23 = 0.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð ñîñòîèò èç ïîïàðíî ñáëèæàþ-
ùèõñÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,1 = − 𝑖

𝜋 ln 𝑧 + 2𝑘 + 𝜀𝑘,1 ïðè 𝑛 = 2𝑘,
𝜆𝑛 = 𝜆𝑘,2 = − 𝑖

𝜋 ln 𝑧 + 2𝑘 + 𝜀𝑘,2 ïðè 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ Z, 𝜀𝑘,𝑗 → 0 (𝑗 = 1, 2) ïðè
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𝑘 → ±∞, ãäå 𝑧 = (𝐴12 + 𝐴34)/(2𝐴23). Åñëè ïðè âñåõ 𝑘, òàêèõ ÷òî |𝑘| > 𝑘0,
𝜆𝑘,1 = 𝜆𝑘,2, òî ñïåêòð áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè êðàòíûì.

Ñëåäóÿ [6], ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå êðàåâûå óñëîâèÿ áó-
äåì íàçûâàòü óñëîâèÿìè ïåðèîäè÷åñêîãî òèïà, åñëè 𝐴13 = 𝐴24 = 0, 𝐴12 =
𝐴34. Óñëîâèÿ ïåðèîäè÷åñêîãî òèïà ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì, çàäàâàåìûì
ìàòðèöåé (︂

1 0 𝑎 0
0 𝑎 0 1

)︂
, (4)

ãäå 𝑎 ̸= 0. Åñëè 𝑎 = −1, òî êðàåâûå óñëîâèÿ (4) ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè,
à åñëè 𝑎 = 1, òî àíòèïåðèîäè÷åñêèìè.

Cëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ è àíòèïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé èññëåäî-
âàëñÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Â ÷àñòíîñòè, â [7] áûë ïîñòðîåí ïðèìåð ïîòåíöè-
àëà 𝑉 (𝑥), ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçëîæåíèå ïî ñèñòåìå êîðíåâûõ
ôóíêöèé ðàñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå H.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ψ ìíîæåñòâî ïàð ôóíêöèé (𝑃 (𝑥), 𝑄(𝑥)) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) ⊕
𝐿1(0, 𝜋) òàêèõ, ÷òî ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4) îáðàçóåò áàçèñ
Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå H, Ψ = (𝐿1(0, 𝜋) ⊕ 𝐿1(0, 𝜋)) ∖ Ψ.

Теорема 1. Множества Ψ и Ψ всюду плотны в 𝐿1(0, 𝜋) ⊕ 𝐿1(0, 𝜋).
Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, ò.å. ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî

|𝐴13| + |𝐴24| + |𝐴12 −𝐴34| > 0. (5)

Теорема 2. При выполнении условия (5) система собственных и присо-
единенных функций задачи (1), (2) образует базис Рисса в пространстве H
тогда и только тогда, когда спектр является асимптотически кратным.
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АСИМПТОТИКА СПЕКТРА АТОМА ВОДОРОДА В
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Найдена асимптотика серии собственных значений и асимптотические
собственные функции вблизи нижних границ резонансных спектраль-
ных кластеров, которые образуются около уровней энергии невозму-
щенного атома водорода.

Ключевые слова: спектральный кластер, квантовый метод усредне-
ния, когерентное преобразование, ВКБ-приближение

Asymptotics of the spectrum of the hydrogen atom in
electromagnetic field near the lower boundaries of spectral

clusters

We obtain the asymptotics of the series of eigenvalues and the asymptotic
eigenfunctions near the lower boundaries of the resonance spectral clusters
formed near the energy levels of the unperturbed hydrogen atom.

Keywords: spectral cluster, quantum averaging method, coherent trans-
formation, the WKB approximation

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(R3) äëÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîãî ãàìèëüòîíèàíà àòîìà âîäîðîäà â îäíîðîäíîì ýëåêòðî-
ìàãíèòíîì ïîëå

H = H0 + 𝜀M3 + 𝜀𝐸1𝑥1 + 𝜀2W, (1)

ãäå

H0 = −∆ − |𝑥|−1, M3 = 𝑖𝑥2
𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑖𝑥1

𝜕

𝜕𝑥2
, W = (𝑥21 + 𝑥22)/4.

Çäåñü ÷åðåç 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) îáîçíà÷åíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â R3, ∆ �
îïåðàòîð Ëàïëàñà, ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè 𝑥3, à ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå âäîëü îñè 𝑥1 , 𝜀 > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èìååò âèä 𝐸1 =
~𝑒1, ãäå ~ > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, à ÷èñëî 𝑒1 > 0 � ëþáîå. Êðîìå òîãî, ïóñòü
ïàðàìåòðû 𝜀 è ~ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 𝜀1/7 ≪ ~ è âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
~ = 1/𝑛, ãäå 𝑛 ∈ N.

Çàäà÷à îá àòîìå âîäîðîäà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïðåäñòàâëÿåò áîëü-
øîé ôèçè÷åñêèé è ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ. Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è
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ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â ãàìèëüòîíèàíå îäíîâðåìåííî è ýëåêòðè÷åñêîãî, è ìàã-
íèòíîãî ïîëåé, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ýòî ïðèâîäèò ê îáðàçî-
âàíèþ îêîëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåâîçìóùåííîãî àòîìà âîäîðîäà ðåçî-
íàíñíûõ ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ [1].

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1), îòâå÷àþùèå ãðà-
íèöàì ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ. Â ðàáîòå [2] íà ïðèìåðå çàäà÷è îá àòîìå âî-
äîðîäà â ìàãíèòíîì ïîëå áûë ïðåäëîæåí îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àñèìïòî-
òèêè ñïåêòðà âáëèçè ãðàíèö êëàñòåðîâ, îñíîâàííûé íà íîâîì èíòåãðàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Â äàííîé ðàáîòå
ýòîò ìåòîä áóäåò ïðèìåíåí ê ãàìèëüòîíèàíó (1). Äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòî-
òèêè áóäóò èñïîëüçîâàíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Êàðàñåâà
� Íîâèêîâîé ñ êâàäðàòè÷íûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìè [3].

Ïðîèçâåäåì ïåðåíîðìèðîâêó ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, çàòåì äâàæäû ïðè-
ìåíèì êâàíòîâûé ìåòîä óñðåäíåíèÿ è âûïîëíèì êîãåðåíòíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå [1]. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ãîéíà

𝑧(𝑧2 + 𝑟𝑧 + 1)

|𝑚|2
𝑑2Φ

𝑑𝑧2
− 1

|𝑚|

[︂
(2
√
𝑎− 1 − 3

|𝑚|
)𝑧2 +

3(1 − 27𝑒41)

𝑓
(
√
𝑎−

−1 − 2

|𝑚|
)𝑧 − 1 − 1

|𝑚|

]︂
𝑑Φ

𝑑𝑧
+

[︂
(
√
𝑎− 1

|𝑚|
)(
√
𝑎− 1 − 1

|𝑚|
)𝑧−

− 1

2𝑓
(3(

√
𝑎− 1)(1 +

1

|𝑚|
) − 1

|𝑚|2
) +

𝑒21
𝑓

(6 − 𝑎+
1

|𝑚|2
)+

+
9𝑒41
2𝑓

(4𝑎+ 9
√
𝑎+ 3 +

9

|𝑚|
(
√
𝑎− 1) +

5

|𝑚|2
) +

𝑛4𝜉

4|𝑚|2

]︂
Φ = 0. (2)

Çäåñü ÷èñëà

𝑓 = 1 + 9𝑒1
2, 𝑟 = 2 − 𝑓 + 2/𝑓, 𝑎 = 𝑛2|𝑚|−2, 𝑚 ∈ Z, 5−1/2𝑛 < |𝑚| < 𝑛.

Óðàâíåíèå (2) ñîäåðæèò ïàðàìåòð 𝑒1, ðîñò êîòîðîãî îòâå÷àåò óâåëè÷åíèþ
íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå ÷èñëî 𝜉, êîòîðîå îïðåäåëÿåò
ïîïðàâêó ê ñïåêòðó. Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè óðàâíåíèÿ Ãîéíà íàçîâåì òàêèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà 𝜉, ïðè êîòîðûõ ýòî óðàâíåíèå èìååò ïîëèíîìèàëüíûå
ðåøåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 𝒫[𝑚,𝑛] ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå 𝑛− |𝑚| − 1.

Äàëåå äëÿ óðàâíåíèÿ Ãîéíà ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå ìíîãî-
òî÷å÷íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â êëàññå àíòèãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ðàâ-
íûìè íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè â êîíå÷íûõ îñîáûõ òî÷êàõ
è ïîêàçàòåëåì 𝑛 − |𝑚| − 1 â òî÷êå 𝑧 = ∞. Àñèìïòîòèêà èñêîìîãî ìíîãî-
÷ëåíà ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðîåêòèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ìíîãîòî÷å÷íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è íà ïðîñòðàíñòâî 𝒫[𝑚,𝑛].

Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãîéíà (2) íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîì-
ïëåêñíîãî ìåòîäà ÂÊÁ è ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæå-
íèé. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà 𝑒1 âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ðàñïîëî-
æåíèÿ îñîáûõ òî÷åê è òî÷åê ïîâîðîòà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ýòèì
ñëó÷àÿì îòâå÷àåò ðàçëè÷íàÿ ãëîáàëüíàÿ ñòðóêòóðà ëèíèé Ñòîêñà.
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-
ñòâîâàíèÿ âáëèçè íèæíèõ ãðàíèö ñïåêòðàëüíûõ êëàñòåðîâ ñåðèè ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (1) ñî ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêîé

ℰ𝑘 = − 1

4𝑛2
+𝜀𝑚

√︁
9𝑒21 + 1+

𝜀2𝑛2[𝑛2(1 − 14𝑒21 − 153𝑒41) +𝑚2(1 + 30𝑒21 + 27𝑒41)]

2(9𝑒21 + 1)
+

+
𝜀2𝑛2(2𝑘 + 1)√︀

9𝑒21 + 1

√︁
𝑛2(−1 + 18𝑒21 + 81𝑒41) +𝑚2(5 + 18𝑒21 − 81𝑒41)+

+𝑂(𝜀2𝑛2) +𝑂(𝜀3𝑛10), 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . (3)

Çäåñü 𝜀→ +0, ÷èñëà 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì 1 ≪ 𝑛≪ 𝜀−1/7,
5−1/2𝑛 < |𝑚| < 𝑛. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòð 𝑒1 > 0, 𝑒1 ̸=

√︀√
2 − 1/3, 𝑒1 ̸=√︀√

6 + 1/3.
Ôîðìóëà (3) îïèñûâàåò ðàñùåïëåíèå ñïåêòðà (ò.å. ýôôåêò Çååìàíà �

Øòàðêà) äëÿ àòîìà âîäîðîäà â îðòîãîíàëüíûõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàãíèòíîì
ïîëÿõ. Îòìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêó (3), à òàêæå ôîðìóëó äëÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíûìè ìå-
òîäàìè, òàêèìè, êàê ëó÷åâîé ìåòîä èëè òåîðèÿ êîìïëåêñíîãî ðîñòêà íåâîç-
ìîæíî.
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Собственные значения и собственные функции некоторых операто-
ров, порождённых симметрическими дифференциальными выраже-
ниями с постоянными коэффициентами и самосопряжёнными гра-
ничными условиями в пространстве квадратично интегрируемых по
Лебегу функций на отрезке, явно вычисляются, а резольвенты этих
операторов являются интегральными операторами. Из спектральной
теоремы следует, что для ядер резольвент этих операторов справед-
лива билинейная формула. Кроме того, каждое из этих ядер являет-
ся функцией Грина некоторой самосопряжённой граничной задачи, и
хорошо известна процедура её построения. Таким образом, для функ-
ций Грина этих задач справедливы формулы разложения в ряды по
собственным функциям. В работе полученные этим способом тожде-
ства применяются для интегрального представления сумм некоторых
степенных рядов и, в частности, для вычисления сумм некоторых схо-
дящихся числовых рядов.

Ключевые слова: самосопряжённые краевые задачи, собственные зна-
чения и собственные функции, многочлены от операторов, функция
Грина, интегральное представление степенных рядов.

About integral representation of the sums of certain power
series

The eigenvalues and eigenfunctions of some operators generated by sym-
metric differential expressions with constant coefficients and self-adjoint
boundary conditions in the space of Lebesgue-integrable functions on an
interval are explicitly calculated, and the resolvents of these operators
are integral operators. From the spectral theorem it follows that for the
kernels of the resolvents of these operators the bilinear formula is valid.
In addition, each of these kernels is a Green function of some self-adjoint
boundary value problem, and the procedure for constructing it is well
known. Thus, for the Green functions of these problems, the formulas of
expansion in series in eigenfunctions are valid. In this paper, the identi-
ties obtained by this method are applied to the integral representation of
the sums of some power series and, in particular, to the calculation of the
sums of some convergent number series.

Keywords: self-adjoint boundary value problems, eigenvalues and eigen-
functions, polynomials of operators, Green function, integral representa-
tion of power series.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект № 17-11-01215).
Мирзоев Карахан Агахан оглы, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова

(Москва, Россия); Karakhan Mirzoev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)



Материалы международной конференции 103

Ïóñòü 𝑆 - ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé âûðàæåíèåì

𝑙2[𝑦] := −𝑦′′

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ℒ2[0, 𝜋], è ïóñòü 𝑝𝑚(𝑥) - ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
𝑚 > 1 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝑝𝑚(𝑆).
Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝒟(𝑝𝑚(𝑆)) ýòîãî îïåðàòîðà - ýòî ìíîæåñòâî

𝒟(𝑝𝑚(𝑆)) = {𝑦| 𝑦(𝑗−1) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝜋]; 𝑉𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑚}

ãäå ëèíåéíûå ôîðìû 𝑉𝑗(𝑦) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

𝑉𝑗+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗)(0), 𝑉𝑗+𝑚+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗)(𝜋), 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Ïðè ýòîì åñëè 𝑦 ∈ 𝒟(𝑝𝑚(𝑆)), òî

𝑝𝑚(𝑆)𝑦 = 𝑝𝑚(− 𝑑2

𝑑𝑥2
)𝑦 =: 𝑙2𝑚[𝑦].

Ñïåêòð 𝜎(𝑝𝑚(𝑆)) ýòîãî îïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è èìååò âèä

𝜎(𝑝𝑚(𝑆)) = {𝜇| 𝜇 = 𝜇2𝑚,𝑘 := 𝑝𝑚(𝑘2), 𝑘 = 1; 2; . . .}

ïðè ýòîì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜇2𝑚,𝑘 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

𝜙𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋
sin 𝑘𝑥.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî 𝜇 = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïå-
ðàòîðà 𝑝𝑚(𝑆) (ò.å. 0 /∈ 𝜎(𝑝𝑚(𝑆))), è ðàññìîòðèì åãî ðåçîëüâåíòó 𝑅𝜇(𝑝𝑚(𝑆))
ïðè 𝜇 = 0. Ýòà ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì, è äëÿ åãî
ÿäðà 𝐺(𝑥, 𝑡) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿäðî 𝐺(𝑥, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è{︃

𝑙2𝑚[𝑦] = 𝑓,

𝑉𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 2𝑚,
(1)

è õîðîøî èçâåñòíà ïðîöåäóðà å¼ ïîñòðîåíèÿ ÷åðåç ëåãêî êîíñòðóèðóåìûé
îïðåäåëèòåëü (ñì., íàïð., [1], ÷àñòü âòîðàÿ, ãë. I, S 1.5), à èìåííî,

𝐺(𝑥, 𝑡) =
1

det𝐷

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑦1(𝑥) . . . 𝑦2𝑚(𝑥)
𝑉1(𝑔)
... 𝐷
...

𝑉2𝑚(𝑔)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , (2)
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ãäå ìàòðèöà 𝐷 := (𝑉𝑠(𝑦𝑙))
2𝑚
𝑠,𝑙=1, à çíà÷åíèÿ ôîðì 𝑉𝑗(𝑔) (𝑗 = 1, . . . , 2𝑚) íàõî-

äÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝑉𝑗+1(𝑔) =
𝜕(2𝑗)𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥(2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

, 𝑉𝑗+𝑚+1(𝑔) =
𝜕(2𝑗)𝑔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥(2𝑗)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

, 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìíîãî÷ëåí 𝑝𝑚(𝑥) òàêîé, ÷òî 𝑝𝑚(𝑘2) ̸= 0 ïðè 𝑘 =
1, 2, . . ., òî äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà 𝐺(𝑥, 𝑡) çàäà÷è (1) ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

𝐺(𝑥, 𝑡) =
2

𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

sin 𝑘𝑥 sin 𝑘𝑡

𝑝𝑚(𝑘2)
.

Ïðèìåíÿÿ äàëåå ýòî ðàâåíñòâî è ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû Ôóðüå ôóíêöèé

ln(1 − 2𝑧 cos 2𝑥+ 𝑧2), arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
, ln

1 + 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2

1 − 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2
,

ìîæíî, äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Теорема 1. Пусть многочлен 𝑝𝑚(𝑥) такой, что 𝑝𝑚(𝑘2) ̸= 0 при
𝑘 = 1, 2, . . . и пусть 𝐺(𝑥, 𝑡) — функция Грина, определяемая формулой (2).
Тогда при 𝑧 ∈ [−1, 1] справедливо равенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘𝑝𝑚(𝑘2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑥) ln(1 − 2𝑧 cos 2𝑥+ 𝑧2)𝑑𝑥,

а при 𝑧 ∈ (−1, 1] - равенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑝𝑚(𝑘2)
= 4

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝑥)
𝑧2 − 𝑧 cos 2𝑥

1 − 2𝑧 cos 2𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥.

Теорема 2. Пусть многочлен 𝑝𝑚(𝑥) такой, что 𝑝𝑚(𝑘2) ̸= 0 при 𝑘 =

1, 2, . . . и пусть 𝐺(𝑥, 𝑡) — функция Грина, определяемая формулой (2). То-
гда при 𝑧 ∈ [−1, 1] справедливы равенства

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
=

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2) arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
𝑑𝑥,

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2)
(𝑧 + 𝑧3) sin𝑥

1 − 2𝑧2 cos 2𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥

и
+∞∑︁
𝑘=1

𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
=

1

2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2) ln
1 + 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2

1 − 2𝑧 sin𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥,
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а при 𝑧 ∈ (−1, 1) - равенство

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧2𝑘−1

𝑝𝑚((2𝑘 − 1)2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜋/2)
(𝑧 − 𝑧3) sin𝑥

1 + 2𝑧2 cos 2𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ñàôîíîâîé Ò.À. (ñì. [2] è [3]).
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ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ТЕОРЕМЕ МАРЦИНКЕВИЧА
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УДК 517.5

Приводятся новые интерполяционные теоремы для интегральных опе-
раторов, где условия ограничености операторов дается в терминах
ядра оператора.
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ные операторы.

On the Marcinkiewicz interpolation theorem

New interpolation theorems for integral operators are given, where the
conditions for the boundedness of operators are given in terms of the
kernel of the operator.
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Õîðîøî èçâåñòíà èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà Ìàðöèíêåâè÷à - Êàëüäå-
ðîíà.

Ïóñòü 𝑝0 < 𝑝1, 𝜃 ∈ (0, 1), 1
𝑝 = 1−𝜃

𝑝0
+ 𝜃

𝑝1
. Òîãäà äëÿ êâàçèëèíåéíîãî

îïåðàòîðà 𝑇 âåðíà îöåíêà

‖𝑇‖𝐿𝑝→𝐿𝑝
6 𝐶𝑝0,𝑝1,𝑝,𝜏

(︀
‖𝑇‖𝐿𝑝0,𝜏→𝐿𝑝0,∞

)︀1−𝜃 (︀‖𝑇‖𝐿𝑝1,𝜏→𝐿𝑝1,∞

)︀𝜃
,

ãäå 0 < 𝜏 6∞.
Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ íîâûå èíòåðïîëÿöèîííûå òåîðåìû äëÿ èíòåãðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ, ãäå óñëîâèÿ îãðàíè÷åíîñòè îïåðàòîðîâ äàåòñÿ â òåðìèíàõ
ÿäðà îïåðàòîðà. Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ èíòåãðàëüíûõ
îïåðàòîðîâ äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî òåîðåìû òèïà Ìàðöèíêåâè÷à - Êàëü-
äåðîíà. Ïðèâîäÿòñÿ òàê æå òåîðåìû òèïà òåîðåì ýêñòðàïîëÿöèè äëÿ èíòå-
ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ
ФУРЬЕ

А.В. Павлов
a_pavlov@mirea.ru

УДК 517.518

Доказана регулярность двойного преобразования Лапласа в окрестно-
сти нуля для широкого класса функций. Из данного факта выводит-
ся перестановочность синус и косинус преобразований с точностью до
знака.

Ключевые слова: преобразование Лапласа, регулярность двойного
преобразования Лапласа в окрестности нуля, перестановочность си-
нус и косинус преобразований Фурье

The transform of Laplace and the transform of Fourier

The regularity of the double transform of Laplace is proved. From the fact
we obtain, that the sine transform of Fourier from the cosine transform of
Fourier is equal to the cosine transform from the sine transform of Fourier.

Keywords: the regularity of the transform of Laplace, transposition of the
cosine and sine operators of Fourier
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Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü äâîéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà â îêðåñòíîñòè íóëÿ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ôóíêöèé ( ëåììà 1 è
òåîðåìà 1). Êàê ñëåäñòâèå äîêàçàíî ñîâïàäåíèå ïî ìîäóëþ ïðèìåíåíèÿ îïå-
ðàòîðîâ ñèíóñ è êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàçíîì ïîðÿäêå.

Ðåçóëüòàò, ñôîðìóëèðîâàííûé â òåîðåìå 1, èñïîëüçóåò ñóùåñòâåííî äðó-
ãèå ìåòîäû [1-5] ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîãî÷èñëåííûìè ðàáîòàìè È.È. Ïðèâà-
ëîâà íà äàííóþ òåìó. Â êà÷åñòâå ââåäåíèÿ àâòîð ïðèâîäèò ïî åãî ìíåíèþ
èíòåðåñíûé ïðèìåð î íååäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå äðî-
áè: 𝑝[1/(𝑝− 1) − 1/(𝑝+ 1)] = 1/(𝑝− 1) + 1/(𝑝+ 1), 𝑝/(𝑝− 1)2 − 𝑝/(𝑝2 − 1) =
1/(𝑝− 1)2 + 1/(𝑝2 − 1).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ: 𝐿𝑢(𝑡)(·)(𝑥) =
∞∫︀
0

𝑒−𝑥𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0,

𝐹 0
±𝑢(𝑡)(·)(𝑝) =

∞∫︀
0

𝑒±𝑝𝑖𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝐶𝑜𝑢(𝑡)(·)(𝑥) =
∞∫︀
0

cos𝑥𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑆𝑖𝑢(𝑣)(·)(𝑥) =

∞∫︀
0

sin𝑥𝑡𝑢(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ (−∞,∞).

Íàì ïîíàäîáèòñÿ óñëîâèå Y1.
Условие Y1. Äëÿ ôóíêöèè 𝑢(𝑥) âûïîëíåíî óñëîâèå Y1, åñëè ôóíêöèÿ

𝑢(𝑝) ðåãóëÿðíà â îáëàñòè {|𝑅𝑒𝑝| < 𝑎}
⋂︀
{|𝐼𝑚𝑝| < 𝑎} ïðè íåêîòîðîì ïîëîæè-

òåëüíîì 𝑎 > 0, 𝑢(0) = 0, ïðè÷åì max
[︀
|𝑢(𝑝)|, |𝑑𝑢(𝑝)/𝑑𝑝|, |𝑑2𝑢(𝑝)/𝑝2|

]︀
|𝑝2+𝛿| →

0, 𝑝→ ∞, 𝛿 > 0, 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑅𝑒𝑢(𝑠) = 𝑢(𝑠), 𝑠 ∈ (−∞,∞).

Лемма 1. Если для регулярной и однолистной в некоторой открытой
окрестности нуля G функции 𝑄(𝑝) имеет место равество

𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) = 𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) = 𝑄(𝑝), 𝑝 = 𝑖𝑦, 𝑦 ∈ (0 + ∞),

функции 𝑙1(𝑝), 𝐿1(𝑝) регулярны в левой половине плоскости и непрерыв-
ны на мнимой границе, функции 𝑙2(𝑝), 𝐿2(𝑝) регулярны в правой половине
плоскости и непрерывны на мнимой границе, то равенство 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) =
𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) = 𝑄(𝑝) остается верным на всей мнимой оси внутри G.

Доказательство. Òàê êàê 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) çàìûêàåòñÿ ñàìà ñ ñîáîé ïîñëå
îáîðîòà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã íóëÿ ââèäó ðåãóðÿðíîñòè è îäíîëèñòíî-
ñòè 𝑄(𝑝), è îäíîâðåìåííî çíà÷åíèÿ ñ âåðõíåé ÷àñòè ìíèìîé îñè ñîâïàäàþò
ñ ñî çíà÷åíèÿìè 𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, òî çíà÷åíèÿ â ëå-
âîé ïîëóïëîñêîñòè 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) çàìûêàþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè 𝐿1(𝑝) +𝐿2(𝑝) íà
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ìíèìîé îñè âíóòðè G.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Теорема 1. Функция 𝐿𝐿𝑢(𝑥)(·)(𝑧), регулярна в области {𝑧 : |𝑧| < 𝜀}
при некотором 𝜀 > 0, если для 𝑢(𝑝) выпонено условие Y1.

Òåîðåìà ïðè 𝑢−(𝑡) = 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [0,+∞), 𝑢−(𝑡) = −𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ (−∞, 0), âûòå-
êàåò èç ðàâåíñòâà

𝑄(𝑦) = 2𝜋𝑢(𝑦) = 2𝑅𝑒 𝑙1(𝑥) = 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) = 𝐿1(𝑝) +𝐿2(𝑝) = 2𝑅𝑒𝐿1(𝑦), 𝑝 = 𝑖𝑦,

𝑦 ∈ [0,+∞), ïðè

𝑙1(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢(𝑡)(·)(𝑝), 𝑙2(𝑝) = 𝐿+𝐹−𝑢(𝑡)(·)(𝑝),
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𝐿1(𝑝) = 𝐿𝐹+𝑢−(𝑡)(·)(𝑝), 𝐿2(𝑝) = 𝐿+𝐹−𝑢−(𝑡)(·)(𝑝).

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî ïðè âñåõ, â
òîì ÷èñëå îòðèöàòåëüíûõ 𝑦, è ïàðà 𝑙1(𝑝) + 𝑙2(𝑝) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì
ïðîäîëæåíèåì ïàðû 𝐿1(𝑝) + 𝐿2(𝑝) ÷åðåç âñþ ìíèìóþ îñü ñ îäíîé ïîëîâè-
íû ïëîñêîñòè íà äðóãóþ [3]. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåïðåðûâíîñòüþ êàæäîé
èç ôóíêöèé 𝑙1(𝑝), 𝑙2(𝑝), 𝐿1(𝑝), 𝐿2(𝑝) íà âñåé ìíèìîé îñè (ñ ó÷åòîì ôîðìóëû
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì âî âíóòðåííèõ èíòåãðàëàõ, óñëîâèÿ Y1 è ðàâåí-
ñòâà 𝑢(0) = 0 ). Ðåãóëÿðíîñòü äàííûõ ôóíêöèé â îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ
î÷åâèäíà.

Ââèäó îáùåèçâåñòíîé ðåãóëÿðíîñòè [6] ôóíêöèé 𝑙1(𝑝), 𝐿1(𝑝) ïðè ðåãó-
ëÿðíîé â îêðåñòíîñòè âñåé äåéñòâèòåëüíîé îñè ôóíêöèè 𝑢(𝑝) ïîëó÷àåì, ÷òî
ôóíêöèè 𝑙2(𝑝), 𝐿2(𝑝) òîæå ðåãóëÿðíû â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà 𝑙1(𝑝) + 𝐿1(𝑝) = 2𝐿𝐹 0
+𝑢(𝑡)(·)(𝑝) =

2(1/𝑖)𝐿𝐿𝑢(𝑡)(·)(𝑖𝑝) (ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ) òîæå
ðåãóëÿðíà â íåêîòîðîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî âî âñåé ïëîñêîñòè 𝑙1(𝑝)−𝐿1(𝑝) =

𝐿2(𝑝) − 𝑙2(𝑝) ≡ 0. Îãðàíè÷åííîñòü è ñòðåìëåíèå ê íóëþ äàííûõ ôóíêöèé â
îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àÿ ìíèìóþ îñü, î÷åâèäíî ñëåäóåò èç óñëî-
âèÿ Y1. Êàê ôóíêöèè ,îãðàíè÷åííûå âî âñåé ïëîñêîñòè, äàííûå ðàçíîñòè
ðàâíû íóëåâîé êîíñòàíòå [3].

Çíà÷åíèÿ äàííîé ðàçíîñòè íà ìíèìîé îñè ðàâíû (𝑆𝑖𝐶𝑜𝑢(𝑡)(·)(𝑝) +
𝐶𝑜𝑆𝑖𝑢(𝑡)(·)(𝑝))𝑖 ≡ 0, ÷òî äîêàçûâàåò â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ðàâåíñòâî ïî
ìîäóëþ ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ ñèíóñ è êîñèíóñ ïðåîáðàçîâàíèé â ðàçíîì
ïîðÿäêå.
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В 𝐿2[0,+∞) рассматривается оператор Штурма-Лиувилля, порожда-
емый выражением 𝑙𝑎,𝑏 := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+𝑥+𝑎𝛿(𝑥− 𝑏), 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 , 𝛿(𝑥) —

Дельта функция Дирака, и краевым условием 𝑦(0) = 0. Предъявлены
формулы регуляризованных следов этого оператора.

Ключевые слова: собственные значения, асимптотика спектра, регу-
ляризованные следы.

Following in the traces of V.A.Sadovnichy

We consider the Sturm-Liouville operator generated in the space

𝐿2[0,+∞) by the expression 𝑙𝑎,𝑏 := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+𝑥+𝑎𝛿(𝑥−𝑏), 𝑎 > 0, 𝑏 > 0,

𝛿(𝑥) is the Dirac delta function and the boundery condition 𝑦(0) = 0.We
obtained the regularised trace formulas of this operator.

Keywords: the eigenvalues, asymptotics of the spectrum, regularized
traces.

Â 1971 ãîäó Âèêòîð Àíòîíîâè÷ Ñàäîâíè÷èé [1] âû÷èñëèë ðåãóëÿðèçî-
âàííûå ñëåäû äëÿ ñèíãóëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà 𝐿 â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐿2[0, 𝜋], çàäàííîãî âûðàæåíèåì

𝑙(𝑦) := −𝑦′′(𝑥) +
𝜈2 − 1

4

𝑥2
𝑦(𝑥) + 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥)

è êðàåâûì óñëîâèåì 𝑦(𝜋) = 0. Ôóíêöèÿ 𝑝(𝑥) âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ, äîñòàòî÷-
íî ãëàäêàÿ è ôèíèòíàÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, 𝜈 > 1.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜆𝑛 îïåðàòîðà 𝐿 èìåþò àñèìïòîòèêó:

𝜆𝑛 =

(︂
𝑛+

𝜈

2
− 1

4

)︂2

+ 𝑐0 +𝑂

(︂
1

𝑛2

)︂
, 𝑛→ +∞,

ãäå

𝑐0 =
1

𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑝(𝑥)𝑑𝑥− 1

𝜋2
(𝜈2 − 1

4
).

Äçåòà-ôóíêöèÿ îïåðàòîðà 𝐿

𝑍(𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆−𝑠𝑛

Печенцов Александр Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва (Москва, Россия); Alexandr Pechentsov (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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ðåãóëÿðíà â ïîëóïëîñêîñòè ℜ𝑠 > 1/2 è èìååò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Ðåãóëÿðèçîâàííûé ñëåä îïåðàòîðà 𝐿 ïîðÿäêà 𝑘,
𝑘 ∈ N, ò. å. ñóììà

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝜆𝑘𝑛 −𝐴𝑘(𝑛)

)︀
,

(𝐴𝑘(𝑛)-÷èñëà, îïðåäåëÿåìûå àñèìïòîòèêîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îáåñïå-
÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü ðÿäà), âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèå 𝑍(−𝑘) àíàëèòè÷å-
ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè îïåðàòîðà 𝐿.

Åñëè ïîëîæèòü 𝑝(𝑥) = 0 , òî ñ.ç. 𝜆0𝑛 ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè Áåññåëÿ
𝐼𝜈(

√
𝜆𝜋), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî:

∞∑︁
𝑛=1

(︃
𝜆0𝑛 −

(︂
𝑛+

𝜈

2
− 1

4

)︂2

+
1

𝜋2

(︂
𝜈2 − 1

4

)︂)︃
=

=
1

8

(︂
𝜈3

3
+
𝜈2

2
− 𝜈

12
− 1

8

)︂
− 1

8𝜋2

(︀
4𝜈2 − 1

)︀
(𝜈 + 1) .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ëèäñêîãî-Ñàäîâíè÷åãî [2], ïîëó÷å-
íà ôîðìóëà ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà ïîðÿäêà −𝜎, ïðè ℜ𝜎 > −1/2, äëÿ
îïåðàòîðà Ýéðè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2[0,+∞), âîçìóù¼ííîãî 𝛿 � ôóíêöèåé
Äèðàêà (òåîðåìà1). Ïîëó÷åíû òîæäåñòâà äëÿ íóëåé −𝜆0𝑛 ôóíêöèè Ýéðè Ai
(Ai(−𝜆0𝑛) = 0): ïðè 𝑚 = 2, 3, ..., .

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝜆0𝑛)𝑚
=

1

(𝑚− 1)!

(︁Ai′(−𝜆)

Ai(−𝜆)

)︁(𝑚−1)

𝜆
(0).

Â ÷àñòíîñòè ïðè 𝑚 = 2 ïîëó÷àåì

∞∑︁
𝑛=1

1

(𝜆0𝑛)2
=

4𝜋2

31/3Γ4(1/3)
,

ãäå Γ(𝑧) � Ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà ôîð-
ìóëà äëÿ ñëåäà ðàçíîñòè äâóõ ñèíãóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
ñ ïîòåíöèàëàìè, ñîäåðæàùèìè 𝛿 � ôóíêöèè Äèðàêà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [3].
Â 𝐿2[0,+∞) ðàññìàòðèì îïåðàòîð ℋ𝑎,𝑏 ïîðîæäàåìûé âûðàæåíèåì

𝑙𝑎,𝑏 := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑥+ 𝑎𝛿(𝑥− 𝑏)

è êðàåâûì óñëîâèåì Äèðèõëå 𝑦(0) = 0),𝑎, 𝑏 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
(ñì.[4,5,6]) Ñïåêòð îïåðàòîðà ℋ𝑎,𝑏 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî êîðíåé
öåëîé ôóíêöèè [6]

∆(𝜆) = Ai(−𝜆)
(︁

1 + 𝜋𝑎Ai(𝑏− 𝜆)Bi(𝑏− 𝜆)
)︁
− 𝜋𝑎Ai2(𝑏− 𝜆)Bi(−𝜆),

ãäå Bi -äðóãàÿ ôóíêöèÿ Ýéðè, ïðè÷¼ì âðîíñêèàí ôóíêöèé Ai è Bi ðàâåí
1
𝜋 . Â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè 𝜆 ñäåëàåì ðàçðåç ïî îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè äåé-
ñòâèòåëüíîé îñè. Çàôèêñèðóåì äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝑡0 (
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0 < 𝑡0 < 𝜆01). Ïîñòðîèì êîíòóð Γ, ñîñòîÿùèé èç èíòåðâàëà (−∞,−𝑡0), ïðî-
õîäèìîãî îò −∞ äî −𝑡0, îêðóæíîñòè 𝛾 = 𝑡0 exp(𝑖𝜑), 𝜑 óáûâàåò îò 𝜋 äî −𝜋,
èíòåðâàëà (−∞,−𝑡0), ïðîõîäèìîãî îò −𝑡0 äî −∞. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

𝑍(𝜎) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜆−𝜎
∆′(𝜆)

∆(𝜆)
𝑑𝜆, ãäå 𝜆−𝜎 = exp(−𝜎 ln𝜆).

Ôóíêöèþ 𝑍(𝜎) áóäåì íàçûâàòü äçåòà-ôóíêöèåé îïåðàòîðà ℋ𝑎,𝑏. Ïðè ℜ𝜎 >
3/2

𝑍(𝜎) =

∞∑︁
𝑛=1

𝜆−𝜎𝑛 .

Теорема 1. При ℜ𝜎 > −1/2 справедливо равенство

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝜆−𝜎𝑛 − (𝜆0𝑛)−𝜎

)︀
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝜆−𝜎𝑑 ln
∆(𝜆)

Ai(−𝜆)
.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè −1/2 < ℜ𝜎 < 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝜆−𝜎𝑛 − (𝜆0𝑛)−𝜎

)︀
=

sin(𝜎𝜋)

𝜋

∫︁ +∞

0

𝑡−𝜎𝑑 ln
∆(−𝑡)
Ai(t)

.
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ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ФУРЬЕ–ЯКОБИ И
НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЯ

ФУНКЦИЙ
С.С. Платонов

ssplatonov@yandex.ru

УДК 517.518

Рассматриваются некоторые задачи теории приближения функций в
весовых 𝐿2-функциональных пространствах на полуоси [0,+∞) с ис-
пользованием модулей гладкости, построенных на основе обобщенных
сдвигов Якоби. Основным результатом является описание функцио-
нальных пространств типа Никольского в терминах наилучших при-
ближений функциями с ограниченным спектром.

Ключевые слова: приближение функций, гармонический анализ Фу-
рье – Якоби, обобщенные сдвиги Якоби, функциональные простран-
ства типа Никольского

Fourier – Jacobi harmonic analysis and some problems of
approximation

We study some problems of the approximation of functions in weighted 𝐿2

function spaces on the half-axis [0,+∞) using the modulus of smoothness
defined in terms of generalized Jacobi translations. We define function
spaces of Nikol’skii type and describe them in terms of best approxima-
tions using as the approximation tool a class of functions with bounded
spectrum.

Keywords: approximation of functions, Fourier – Jacobi harmonic analysis,
generalized translations of Jacobi, function spaces of Nikol’skii type

Äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 𝛼, 𝛽 (𝛼 > 𝛽 > −1/2), ôóíêöèè ßêîáè
Φ

(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé íà ïî-

ëóîñè R+ = [0,+∞) îòíîñèòåëüíî ìåðû (sh 𝑡)2𝛼+1(ch 𝑡)2𝛽+1 𝑑𝑡. Ãàðìîíè÷å-
ñêèé àíàëèç, ñâÿçàííûé ñ ýòîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìîé, íàçûâàåòñÿ ãàðìî-
íè÷åñêèì àíàëèçîì Ôóðüå � ßêîáè. Îñíîâíûìè ýëåìåíòàìè ãàðìîíè÷åñêî-
ãî àíàëèçà Ôóðüå � ßêîáè ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ßêîáè,
èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � ßêîáè è îáîáùåííûå ñäâèãè ßêîáè.
Ìíîãèå çàäà÷è êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà èìåþò åñòåñòâåííûå
àíàëîãè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà Ôóðüå � ßêîáè (ñì., íàïðèìåð, [1]).

Â [2] ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç Ôóðüå � ßêîáè èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ èçó÷å-
íèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé â âåñîâûõ 𝐿2 ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ íà ïîëóîñè R+. Â êà÷åñòâå ñðåäñòâà ïðèáëèæå-
íèÿ èñïîëüçîâàëñÿ êëàññ ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì, òî åñòü êëàññ
ôóíêöèé, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � ßêîáè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ñ

Платонов Сергей Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, Петрозаводский государствен-
ный университет (Петрозаводск, Россия); Sergei Platonov (Petrozavodsk State University,
Petrozavodsk, Russia)
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êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ïðîäîëæàÿ ýòó òåìàòèêó, â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðå-
äåëÿþòñÿ íåêîòîðûå âåñîâûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Íèêîëü-
ñêîãî íà R+ è ïîëó÷åíî èõ îïèñàíèå â òåðìèíàõ íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé
ôóíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì.

Äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ßêîáè îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ℬ = ℬ𝛼,𝛽 :=
𝑑2

𝑑𝑡2
+ ((2𝛼+ 1) cth 𝑡+ (2𝛽 + 1) th 𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
. (1)

Äëÿ ëþáîãî 𝜆 ∈ C ôóíêöèÿ ßêîáè 𝑢(𝑡) = Φ
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) ÿëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

÷åòíûì 𝐶∞-ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ℬ𝑢+ (𝜆2 + (𝛼+ 𝛽 + 1)2)𝑢 = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 𝑢(0) = 1.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè íà ïîëóîñè R+ = [0; +∞) (âñå ôóíê-

öèè ïðåäïîëàãàþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè), íî ïðè íåîáõîäèìîñòè ñ÷èòàòü,
÷òî ôóíêöèè ïðîäîëæàþòñÿ íà âñþ îñü R êàê ÷åòíûå ôóíêöèè.

Ïóñòü 𝑑𝜇𝛼,𝛽(𝑡) := (sh 𝑡)2𝛼+1(ch 𝑡)2𝛽+1 𝑑𝑡 � ìåðà íà R+, 𝐿2
𝛼,𝛽 =

𝐿2(R+, 𝑑𝜇𝛼,𝛽), ‖ · ‖𝛼,𝛽 � íîðìà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2
𝛼,𝛽 . Ïóñòü

𝒟(R+) � òîïîëîãè÷åñêîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ÷åòíûõ áåñêîíå÷íî äèô-
ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, 𝒟′(R+) � ïðî-
ñòðàíñòâî ÷åòíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà R, òî åñòü ëèíåéíûõ íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå 𝒟(R+). Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà
𝑓 ∈ 𝒟′(R+) íà ôóíêöèè 𝜙 ∈ 𝒟(R+) áóäåì îáîçíà÷àòü ⟨𝑓, 𝜙⟩. Ïðîñòðàíñòâî
𝐿2
𝛼,𝛽 âêëàäûâàåòñÿ â 𝒟′(R+), åñëè äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿2

𝛼,𝛽 è 𝜙 ∈ 𝒟′(R+) ïîëîæèòü

⟨𝑓, 𝜙⟩ :=

∫︁
R

𝑓(𝑡)𝜙(𝑡) 𝑑𝜇𝛼,𝛽(𝑡).

Äåéñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ℬ ðàñøèðÿåòñÿ ñ ïðîñòðàíñòâà
𝒟(R+) íà ïðîñòðàíñòâî 𝒟′(R+) ïî ôîðìóëå

⟨ℬ𝑓, 𝜙⟩ := ⟨𝑓,ℬ𝜙⟩, 𝑓 ∈ 𝒟′(R+), 𝜙 ∈ 𝒟(R+).

Â ÷àñòíîñòè, äåéñòâèå îïåðàòîðà ℬ îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 ∈
𝐿2
𝛼,𝛽 , íî ïðè ýòîì ℬ𝑓 ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îáîáùåííîé ôóíêöèåé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ßêîáè ℱ : 𝑓(𝑡) ↦→ ̂︀𝑓(𝜆), 𝑡, 𝜆 ∈ R+, îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé

ℱ(𝑓)(𝜆) = ̂︀𝑓(𝜆) :=

∫︁
R+

𝑓(𝑡) Φ
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑡) 𝑑𝜇𝛼,𝛽(𝑡), 𝜆 ∈ R+

äëÿ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝒟(R+) è ïî íåïðåðûâíîñòè ïðîäîëæàåòñÿ íà ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî 𝐿2

𝛼,𝛽 .
Ôóíêöèÿ 𝑓 ∈ 𝐿2

𝛼,𝛽 íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ îãðàíè÷åííûì ñïåêòðîì ïî-

ðÿäêà 𝜎 > 0, åñëè ̂︀𝑓(𝜆) = 0 ïðè 𝜆 > 𝜎. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
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îáîçíà÷èì ℐ(𝛼,𝛽)
𝜎 . Ôóíêöèè èç ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ℐ(𝛼,𝛽)

𝜎 ⊂ 𝐿2
𝛼,𝛽 ÿâëÿ-

þòñÿ åñòåñòâåííûì ñðåäñòâîì äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè ïðèáëèæåíèé â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐿2

𝛼,𝛽 .
Îïåðàòîðû îáîáùåííîãî ñäâèãà ßêîáè 𝑇 𝑠, 𝑠 ∈ R+, â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2

𝛼,𝛽

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

ℱ(𝑇 𝑠𝑓)(𝜆) = Φ
(𝛼,𝛽)
𝜆 (𝑠)ℱ(𝑓)(𝜆),

ãäå 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 , ℱ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ßêîáè, 𝜆 ∈ R+.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 îáîáùåííûé ìîäóëü ãëàäêîñòè 𝜔

(𝛼,𝛽)
𝑘 (𝑓 ; 𝛿)2

ïîðÿäêà 𝑘, 𝑘 ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝜔
𝛼,𝛽)
𝑘 (𝑓 ; 𝛿)2 := sup

0<ℎ6𝛿
‖(𝐼 − 𝑇ℎ)𝑘𝑓‖𝛼,𝛽 , 𝛿 > 0,

ãäå 𝐼 � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, ‖ · ‖𝛼,𝛽 � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2
𝛼,𝛽 .

Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 ôóíêöèÿìè èç ïîäïðîñòðàí-

ñòâà ℐ(𝛼,𝛽)
𝜎 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝐸(𝛼,𝛽)
𝜎 (𝑓)2 := inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝛼,𝛽 : 𝑔 ∈ ℐ(𝛼,𝛽)

𝜎 }.

Ïóñòü 𝑟 > 0 � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî è ïóñòü 𝑘, 𝑠 � íåîòðèöàòåëüíûå
öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ 2𝑘 > 𝑟 − 2𝑠 > 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝐻
𝑟(𝛼,𝛽)
2 ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿2

𝛼,𝛽 òàêèõ, ÷òî ℬ𝑓,ℬ2𝑓, . . . ,ℬ𝑠𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽

è äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà 𝐴𝑓 > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝜔
(𝛼,𝛽)
𝑘 (ℬ𝑠𝑓 ; 𝛿)2 6 𝐴𝑓𝛿

𝑟−2𝑠, 𝛿 > 0.

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐻
𝑟(𝛼,𝛽)
2 îïðåäåëèì ïîëóíîðìó

ℎ
𝑟(𝛼,𝛽)
2 (𝑓) := sup

𝛿>0

𝜔
(𝛼,𝛽)
𝑘 (ℬ𝑠𝑓 ; 𝛿)2

𝛿𝑟−2𝑠
.

Ìíîæåñòâî 𝐻𝑟(𝛼,𝛽)
2 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé

‖𝑓‖
𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2

:= ‖𝑓‖𝛼,𝛽 + ℎ
𝑟(𝛼,𝛽)
2 (𝑓).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðîñòðàíñòâî𝐻𝑟(𝛼,𝛽)
2 îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ íàè-

ëó÷øèõ ïðèáëèæåíèé ôóíêöèÿìè èç ℐ𝑟(𝛼,𝛽)𝜎 .
Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2 , то для 𝜎 > 1 справедливо неравенство

𝐸(𝛼,𝛽)
𝜎 (𝑓)2 6 𝑐1

ℎ
𝑟(𝛼,𝛽)
2 (𝑓)

𝜎𝑟
.

Обратно, если 𝑓 ∈ 𝐿2
𝛼,𝛽 и для 𝜎 > 1 справедливо неравенство

𝐸(𝛼,𝛽)
𝜎 (𝑓)2 6

𝐴

𝜎𝑟
,
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где 𝐴 — положительное число, которое не зависит от 𝜎 (но зависит от
𝑓), то 𝑓 ∈ 𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2 и

‖𝑓‖
𝐻

𝑟(𝛼,𝛽)
2

6 𝑐2 (‖𝑓‖𝛼,𝛽 +𝐴).

Здесь 𝑐1 и 𝑐2 — некоторые положительные постоянные, которые не зави-
сят от 𝑓 , но могут зависеть от 𝑘, 𝑟, 𝑠, 𝛼, 𝛽.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ îäíîé ôîðìóëû òåîðèè ðåãóëÿðèçîâàí-
íûõ ñëåäîâ äëÿ îïåðàòîðîâ ñ ðåçîëüâåíòîé èç êëàññà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è
ïðèëîæåíèþ ýòîé ôîðìóëû ê âîçìóùåííîìó ãàðìîíè÷åñêîìó îñöèëëÿòîðó.

Теорема 1. Пусть оператор 𝐴 самосопряженный, дискретный, полу-
ограниченный снизу и его резольвента принадлежит классу Гильберта-
Шмидта. Оператор 𝐵 ограничен. Пусть {𝜙𝑛}∞𝑛=1 – собственные вектора
оператора 𝐴, {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – его собственные числа, {𝜇𝑛}∞𝑛=1 – собственные
числа оператора 𝐴+𝐵. Если при некотором 0 < 𝛽 < 1 выполнено

+∞∑︁
𝑛=1

𝜆2𝛽−3
𝑛 < +∞

и
+∞∑︁

𝜆𝑘=[𝜆𝑛+𝜆
𝛽
𝑛]+1

|(𝐵𝜙𝑛, 𝜙𝑘)(𝐵𝜙𝑘, 𝜙𝑛)| = 𝑂
(︀
𝜆2𝛽−2
𝑛

)︀
.

то верна формула

lim
𝑡→0+

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝜆𝑛𝑡

(︂
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛 − (𝐵𝜙𝑛, 𝜙𝑛)−

− 𝑡

2

(︁(︀
𝐵2𝜙𝑛, 𝜙𝑛

)︀
− (𝜇𝑛 − 𝜆𝑛)

2
)︁)︂

= 0.

Теорема 2. Пусть {𝜙𝑛}∞𝑛=1 – нормированные собственные функции
оператора гармонического осциллятора

−𝑦′′ + 𝑥2𝑦,

действующего в 𝐿2(R), {𝜆𝑛}∞𝑛=1 – его собственные числа, {𝜇𝑛}∞𝑛=1 –
собственные числа возмущения гармонического осциллятора оператором
умножения на ограниченную функцию 𝑞(𝑥). Если 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(R)∩𝐿2(R), то
верна следующая формула:

lim
𝑡→0+

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝜆𝑛𝑡

(︂
𝜇𝑛 − 𝜆𝑛 − (𝐵𝜙𝑛, 𝜙𝑛)

)︂
= 0. (1)

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 èñïîëüçîâàíû îöåíêè äëÿ ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [1], è íåêîòîðûå îöåíêè äëÿ ñïåêòðà
âîçìóùåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [2]. Îòìåòèì, ÷òî èç ðåçóëüòà-
òîâ [2] íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ñ÷èòàòü äîïîë-
íèòåëüíî âûïîëíåííûì óñëîâèå 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿2(R, (|𝑥| + 1)2𝑑𝑥), òî ôîðìóëà (1)
âûïîëíåíà áåç ñóììèðîâàíèÿ, óêàçàííûé ðÿä áóäåò àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.
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Рассматривается несамосопряженный оператор четвертого порядка с
матричными коэффициентами. Область определения этого оператора
задается квазипериодическими краевыми условиями. Используя ме-
тод подобных операторов, для рассматриваемого оператора получены
асимптотические формулы для собственных значений.
Ключевые слова: дифференциальный оператор четвертого порядка,
матричные коэффициенты, асимптотика собственных значений

Spectral asymptotics for fourth-order differential operator with
matrix coefficients

We consider non-self-adjoint fourth-order operator with matrix coeffi-
cients. The domain of this operator is defined by quasiperiodic boundary
conditions. Using the method of similar operators, we get asymptotic
formulas of eigenvalues for this operator.

Keywords: fourth-order differential operator, matrix coefficients, asymp-
totic of eigenvalues

×åðåç 𝐿𝑘2 [0, 1] îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑘2 [0, 1] = 𝐿2([0, 1],C𝑘) = 𝐿2[0, 1]×
· · · × 𝐿2[0, 1] (𝑘 ðàç) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(𝑓, 𝑔) =

𝑘∑︁
𝑗=1

∫︁ 1

0

𝑓𝑗(𝑡)𝑔𝑗(𝑡) 𝑑𝑡,

ãäå 𝑓 = (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑘) ∈ 𝐿𝑘2 [0, 1], 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑘) ∈ 𝐿𝑘2 [0, 1].
Öåëüþ íàñòîÿùåãî äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîð-

ìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà 𝐿𝜃 : 𝐷(𝐿𝜃) ⊂ 𝐿𝑘2 [0, 1] → 𝐿𝑘2 [0, 1], êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûì âûðàæåíèåì

𝑙(𝑦) = 𝑦𝐼𝑉 − A(𝑡)𝑦′′ −B(𝑡)𝑦,

ãäå A(𝑡) = (𝑎𝑝𝑗(𝑡))
𝑘
𝑝,𝑗=1 è B(𝑡) = (𝑏𝑝𝑗(𝑡))

𝑘
𝑝,𝑗=1 � ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑘×𝑘, ïðè-

÷åì ýëåìåíòû ýòèõ ìàòðèö 𝑎𝑝𝑗 è 𝑏𝑝𝑗 ïðèíàäëåæàò 𝐿2[0, 1]. Îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ 𝐷(𝐿𝜃) = {𝑦 ∈ 𝑊 4

2 ([0, 1],C𝑘)} ⊂ 𝐿𝑘2 [0, 1] îïåðàòîðà 𝐿𝜃 çàäàåòñÿ êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè 𝑦(𝑗)(1) = 𝑒𝑖𝜋𝜃𝑦(𝑗)(0), 𝑗 = 0, 1, 2, 3, ãäå
𝜃 ∈ (0, 2), 𝜃 ̸= 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента РФ для молодых
ученых — кандидатов наук (МК-1056.2018.1, соглашение № 075-02-2018-433).
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×åðåç A0 îáîçíà÷èì ìàòðèöó A0 = (𝑎0,𝑝𝑗)
𝑘
𝑝,𝑗=1, ãäå 𝑎0,𝑝𝑗 =

∫︀ 1

0
𝑎𝑝𝑗(𝑡) 𝑑𝑡.

Âñþäó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A0 ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ìàòðè÷íûìè êîýôôèöèåí-
òàìè ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû (ñì. [1] � [3]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íåñêîëüêî èíàÿ òåõíèêà. Ýòà òåõíèêà îñíîâûâàåòñÿ
íà ðàáîòàõ [4] è [5]. Åå ïðèìåíåíèå ïîçâîëèò óòî÷íèòü, à â ðÿäå ñëó÷àåâ
óëó÷øèòü, èçâåñòíóþ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé. Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, äàäèì íåîá-
õîäèìîå îïðåäåëåíèå.

Определение. Для любой ограниченной матрицы 𝐴, действующей в
C𝑘, ее среднее арифметическое собственных значений определяется как

̂︀𝜆 =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗 ,

где 𝜆𝑗 — собственные значения матрицы 𝐴.
Теорема 1. Существует такое число 𝑚 ∈ Z+, для которого спектр

оператора 𝐿𝜃 представим в виде

𝜎(𝐿𝜃) = 𝜎(𝑚) ∪ (∪|𝑛|>𝑚+1𝜎𝑛), (1)

где 𝜎(𝑚) — конечное множество и множества 𝜎𝑛, |𝑛| > 𝑚+1, не более, чем

𝑘-точечны. Тогда для среднего арифметического собственных значений ̂︀𝜆𝑛
оператора 𝐿𝜃 справедливо следующее асимптотическое представление

̂︀𝜆𝑛 = 𝜋4(2𝑛+ 𝜃)4 +
𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2

𝑘

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 + 𝒪(|𝑛|), |𝑛| > 𝑚+ 1,

где 𝜇𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, — собственные значения матрицы A0.
Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A0 ìîãóò áûòü êðàò-

íûìè, òî â äàííîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãîâîðèòü òîëüêî î ñðåäíåì àðèôìå-
òè÷åñêîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îäíàêî, åñëè ñäåëàòü íåêîòîðûå äîïîëíè-
òåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, òî ìîæíî âûïèñàòü è àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 собственные значения 𝜇𝑗, 𝑗 =
1, . . . , 𝑘, матрицы A0 являются простыми, то имеет место следующая
асимптотика

̃︀𝜆𝑛,𝑗 = 𝜋4(2𝑛+ 𝜃)4 + 𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2𝜇𝑗 + 𝒪(|𝑛|), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘, |𝑛| > 𝑚+ 1.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 1 è 2, óòî÷íÿþò ñîîò-
âåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èç [3, Theorems 1,2] â ÷àñòè îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïóñòü ìàòðèöû
A èB îïåðàòîðà 𝐿𝜃 èìåþò ðàçìåð 1×1 è ñîñòîÿò êàæäàÿ èç îäíîãî ýëåìåíòà
𝑎 è 𝑏 ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿2[0, 1]. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
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Теорема 3. Оператор 𝐿𝜃 является оператором с дискретным спек-
тром и существует такое число 𝑚 ∈ Z+, что его спектр представим в
виде (1). Собственные значения ̃︀𝜆𝑛,1, |𝑛| > 𝑚 + 1, допускают следующую
асимптотику

̃︀𝜆𝑛,1 = 𝜋4(2𝑛+ 𝜃)4 + 𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2𝑎0−

− (2𝑛+ 𝜃)2
∑︁

𝑠∈Z∖{𝑛}

(2𝑠+ 𝜃)2𝑎𝑛−𝑠𝑎𝑠−𝑛
(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4

+
|𝑛|𝛾𝑛

(𝜃 − 1)2(1 − |𝜃 − 1|)2
,

где (𝛾𝑛) — некоторая суммируемая последовательность и 𝑎𝑠, 𝑠 ∈ Z, —
коэффициенты Фурье функции 𝑎.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿåìàÿ òåõíèêà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òàêæå è â ïåðèîäè÷åñêîì èëè àíòèïåðèîäè÷åñêîì
ñëó÷àå. Ïóñòü 𝜃 ∈ {0, 1} è 𝑘 = 1. Òîãäà ìàòðèöû A è B âíîâü ðàçìåðà 1 × 1
ñ ýëåìåíòàìè 𝑎, 𝑏 èç 𝐿2[0, 1]. Èññëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî îïåðàòîðà 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ {0, 1}, ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ
(ñì. [5] è [6] è èñïîëüçóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó). Îòìåòèì, ÷òî â [6] èçó÷àëñÿ
îïåðàòîð ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ [5, Òåîðåìà 1] è [6, Theorems 1, 2], â ñëåäóþùåé òåîðåìå
óòî÷íÿåòñÿ âèä âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ, à òàêæå ôîðìóëà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà.

Теорема 4. Оператор 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ {0, 1}, является оператором с дискрет-
ным спектром и существует такое число 𝑚 ∈ Z+, что его спектр пред-
ставим в виде (1). Причем 𝜎(𝑚) — конечное множество с числом то-
чек не превосходящим 2𝑚 + 1, а множество 𝜎𝑛 определяется как 𝜎𝑛 =
{̃︀𝜆+𝑛 }∪{̃︀𝜆−𝑛 }. Собственные значения ̃︀𝜆∓𝑛 , 𝑛 > 𝑚+1, оператора 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ {0, 1},
допускают следующее асимптотическое представление

̃︀𝜆∓𝑛 = 𝜋4(2𝑛+𝜃)4−2(2𝑛+𝜃)2
∞∑︁

𝑠=1,𝑠 ̸=𝑛

(2𝑠+ 𝜃)2(𝑎𝑛−𝑠𝑎𝑠−𝑛 + 𝑎𝑛+𝑠+𝜃𝑎−𝑛−𝑠−𝜃)

(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4
∓

∓ (2𝑛+ 𝜃)2
(︁
𝜋2𝑎−2𝑛−𝜃 − 2

∑︁
𝑠∈Z

�̸�=𝑛,𝑠 ̸=−𝑛−𝜃

(2𝑠+ 𝜃)2𝑎𝑠−𝑛𝑎−𝑛−𝑠−𝜃
(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4

)︁1/2
·

·
(︁
𝜋2𝑎2𝑛+𝜃 − 2

∑︁
𝑠∈Z

�̸�=𝑛,�̸�=−𝑛−𝜃

(2𝑠+ 𝜃)2𝑎𝑛−𝑠𝑎𝑛+𝑠+𝜃
(2𝑠+ 𝜃)4 − (2𝑛+ 𝜃)4

)︁1/2
+ 𝜋2(2𝑛+ 𝜃)2𝑎0 + 𝑛̃︀𝛾𝑛,

где (̃︀𝛾𝑛) — некоторая суммируемая последовательность.
Êðîìå òîãî, èç òåîðåì 3 è 4 ëåãêî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêó ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé îïåðàòîðà 𝐿𝜃, 𝜃 ∈ [0, 2), â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèè 𝑎 è 𝑏 ÿâëÿþòñÿ
ãëàäêèìè èëè âåùåñòâåííûìè. Ýòè ðåçóëüòàòû óëó÷øàþò èçâåñòíûå ðàíåå
(ñì. [5, Òåîðåìà 2]).

Литература
1. Шкаликов А.А. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных

уравнений со спектральным параметром в граничных условиях // Тр. сем. им.
И.Г. Петровского, 9 (1983), 190-229.



120 “Современные проблемы математики и механики”

2. Лужина Л.М. Регулярные спектральные задачи в пространствах вектор-
функций // Вестник МГУ. Сер. 1. Матем. мех., 1 (1988), 31-35.

3. Veliev O.A. Unifrom convergence of the spectral expansion for a differential
operator with periodic matrix coefficients // Bound. Value Probl., (2008), 2008:
628973.

4. Баскаков А.Г., Поляков Д.М. Метод подобных операторов в спектральном
анализе оператора Хилла с негладким потенциалом // Матем. сб., 208:1 (2017),
3-47.

5. Поляков Д.М. Спектральный анализ дифференциального оператора чет-
вертого порядка с периодическими и антипериодическими краевыми условиями
// Алгебра и анализ, 27:5 (2015), 117-152.

6. Veliev O.A. On the nonself-adjoint ordinary differential operators with periodic
boundary conditions // Israel J. Math., 176 (2010), 195-207.
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Существует сохраняющий меру поток на пространстве Лебега, спек-
тральная мера 𝜎 которого обладает следующими свойствами:
(i) она непрерывна и сингулярна относительно меры Лебега на груп-
пе R;
(ii) для некоторого множества направлений в R2 проекции меры 𝜎×𝜎
на фиксированную прямую вдоль этих направлений являются (1−1)-
отображениями, а образы меры суть сингулярные меры на прямой;
(iii) для бесконечного множества направлений в R2 проекции меры
𝜎 × 𝜎 на прямую являются (∞ − 1)-отображениями, причем образы
меры 𝜎 × 𝜎 эквивалентны мере Лебега на прямой.
Ключевые слова: функциональный анализ, спектральные меры уни-
тарных потоков

Measures of the dynamical origin with unusual properties

There is a measure-preserving flow on Lebesgue space whose spectral mea-
sure 𝜎 has the following properties:

(i) it is continuous and singular with respect to the Lebesgue measure on
the group R;

(ii) for some set of directions in R2 the projections of the measure 𝜎 × 𝜎
onto a fixed line along these directions are (1− 1)-maps, and the images
of the measure are singular measures on the line;

(iii) for another uncountable set of directions in R2 the projections of the
measure 𝜎×𝜎 along these directions onto this line are (∞−1)-maps, and
the images of the measure 𝜎 × 𝜎 are equivalent to the Lebesgue measure.

Keywords: functional analysis, spectral measures of unitary flows

Рыжиков Валерий Валентинович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Valery Ryzhikov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç èñòî÷íèêîâ ðàçíîîáðàçíûõ ïðè-
ìåðîâ óíèòàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðåäëàãàþòñÿ óíèòàðíûå ïîòîêè äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Теорема 1. Для любого 𝑁 > 2 найдется унитарный поток 𝑇𝑡 такой,
что при 1 6 𝑚 < 𝑛 6 𝑁 спектр тензорного произведения 𝑇𝑚𝑡 ⊗ 𝑇𝑛𝑡 про-
стой и сингулярный, а при 𝑛 > 𝑁 спектр произведения 𝑇𝑡 ⊗ 𝑇𝑛𝑡 является
счетнократным лебеговским.

Ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà 𝜎 òàêîãî ïîòîêà ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑁 îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè:

(i) ìåðà 𝜎 íåïðåðûâíà è ñèíãóëÿðíà îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà ãðóïïå
R, åå íîñèòåëü åñòü R;

(ii) ïðîåêöèè ìåðû 𝜎 × 𝜎 âäîëü âåêòîðîâ (𝑚,𝑛), 1 6 𝑚 < 𝑛 6 𝑁 , íà
äèàãîíàëü â R2 ÿâëÿþòñÿ (1 − 1)-îòáðàæåíèÿìè, à îáðàçû ýòîé ìåðû ñóòü
ñèíãóëÿðíûå ìåðû íà ïðÿìîé;

(iii) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàïðàâëåíèé â R2 ïðîåêöèè ìåðû 𝜎×𝜎
íà äèàãîíàëü ÿâëÿþòñÿ (∞− 1)-îòáðàæåíèÿìè, ïðè÷åì îáðàçû ìåðû 𝜎 × 𝜎
ýêâèâàëåíòíû ìåðå Ëåáåãà íà ïðÿìîé.

Êðîìå òîãî ñïåêòðàëüíûå ìåðû ïðåäëàãàåìûõ ïîòîêîâ âçàèìíî ñèíãó-
ëÿðíû ñî ñâîèìè ñâåðòî÷íûìè ñòåïåíÿìè (ïðèìåðû òàêèõ ïîòîêîâ ïîÿâè-
ëèñü â [1]). Ïîñòðîåíèå ýðãîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ íóæíûå ýô-
ôåêòû, ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèé êîíñòðóêöèé àâòîìîðôèçìîâ èç ðàáîòû [2].
Èñïîëüçóÿ òåõíèêó "âûíóæäåíèÿ ïåðåìåøèâàíèÿ"[3], ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî,
÷òî ñïåêòðàëüíàÿ ìåðà ïîòîêà îáëàäàåò âñåìè óïîìÿíóòûìè ñâîéñòâàìè è
ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñèíãóëÿðíîé ìåðîé, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå êîòî-
ðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà
íà îêðóæíîñòè, ó êîòîðîé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïðåäëî-
æåíà â [4] (àâòîð ïðèçíàòåëåí À.À. Ïðèõîäüêî, îáðàòèâøåãî åãî âíèìàíèå
íà ýòîò ôàêò).
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КРАТНАЯ ПОЛНОТА КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ
НЕРЕГУЛЯРНЫХ ПУЧКОВ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ И
РАСПАДАЮЩИМИСЯ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

В.С. Рыхлов
RykhlovVS@yandex.ru

УДК 517.927.25

В пространстве 𝐿2[0, 1] рассматривается класс не исследованных ра-
нее нерегулярных пучков дифференциальных операторов 𝑛-го поряд-
ка, порожденных однородным дифференциальным выражением с по-
стоянными коэффициентами и распадающимися краевыми условия-
ми, 𝑙 из которых берутся в нуле, а 𝑛 − 𝑙 в единице. Предполагается,
что характеристики пучка лежат на двух лучах, исходящих из начала,
в количествах 𝑘 и 𝑛 − 𝑘. Исследуются достаточные условия кратной
полноты в пространстве 𝐿2[0, 1] корневых функций пучков этого клас-
са. В частности, показано, что при условии 𝑛− 𝑘 < 𝑙 < 𝑘 имеет место
(𝑛− 𝑘)-кратная полнота с возможным конечным дефектом.

Ключевые слова: пучок обыкновенных дифференциальных операто-
ров, распадающиеся краевые условия, корневые функции, кратная
полнота корневых функций

Multiple completeness of root functions of non-regular pencils
of differential operators with constant coefficients and

separating boundary conditions

In the space 𝐿2[0, 1] we consider a class of not previously investigated
irregular pencils of differential operators of the 𝑛-th order generated by
a homogeneous differential expression with constant coefficients and sep-
arating boundary conditions, 𝑙 of which are taken at the end of 0, and
𝑛− 𝑙 at the end of 1. It is assumed that the characteristics of the pencils
lie on two rays emanating from the origin in the quantities 𝑘 and 𝑛 − 𝑘.
Sufficient conditions for multiple completeness the space 𝐿2[0, 1] of root
functions of the pencils from this class are investigated. In particular it is
shown that under the condition 𝑛 − 𝑘 < 𝑙 < 𝑘 (𝑛 − 𝑘)-fold completeness
the system of root functions with possible a finite defect is took place.

Keywords: pencil of ordinary differential operators, separating boundary
conditions, root functions, multiple completeness the system of root func-
tions

Â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2[0, 1] ðàññìîòðèì ïó÷îê îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ îïåðàòîðîâ 𝐿(𝜆), ïîðîæäåííûé äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì
𝑛-ãî ïîðÿäêà

ℓ(𝑦, 𝜆) :=
∑︁
𝑗+𝑠=𝑛

𝑝𝑗𝑠𝜆
𝑠𝑦(𝑗), 𝑝𝑗𝑠 ∈ C, 𝑝𝑛0 ̸= 0, 𝑝0𝑛 ̸= 0, (1)

Рыхлов Виктор Сергеевич, к.ф.-м.н., доцент, СГУ имени Н.Г. Чернышевского (Сара-
тов, Россия); Victor Rykhlov (Chernyshevsky State University of Saratov, Saratov, Russia)
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è ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè îäíîðîäíûìè äâóõòî÷å÷íûìè ðàñïàäàþùèìèñÿ
íîðìèðîâàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè∑︁

𝑗+𝑠=κ𝑖

𝜆𝑠𝛼𝑖𝑗𝑠𝑦
(𝑗)(0) = 0, 𝑖 = 1, 𝑙,

∑︁
𝑗+𝑠=κ𝑖

𝜆𝑠𝛽𝑖𝑗𝑠𝑦
(𝑗)(1) = 0, 𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑛, (2)

ãäå 𝜆, 𝛼𝑖𝑗𝑠, 𝛽𝑖𝑗𝑠 ∈ C, κ𝑖 ∈ N ∪ {0}, 1 6 𝑙 6 𝑛− 1.
Äàëåå èñïîëüçóåì, íå ïîâòîðÿÿ â äàííîì òåêñòå, îïðåäåëåíèÿ êîðíåâûõ

ôóíêöèé (ê.ô.),𝑚-êðàòíîé (1 6 𝑚 6 𝑛) ïîëíîòû ê.ô., õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
îïðåäåëèòåëÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ò. ï. èç [1].

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè óñëîâèé íà ïàðàìåòðû ïó÷êà 𝐿(𝜆), ïðè
êîòîðûõ èìååò ìåñòî 𝑚-êðàòíàÿ ïîëíîòà ñèñòåìû ê.ô. ýòîãî ïó÷êà â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐿2[0, 1]. Èñòîðèþ âîïðîñà ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â [1�4].

Â [2] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ïó÷êà ðàñïîëîæåíû íà
äâóõ ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà. Â òåîðåìå 1 èç [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ñèñòåìû ê.ô. äëÿ âðîäå áû áîëåå îáùåãî êëàñ-
ñà ïó÷êîâ âèäà (1)�(2) â ñëó÷àå ïîëóðàñïàäàþùèõñÿ ¾â øèðîêîì ñìûñëå¿
êðàåâûõ óñëîâèé (òî åñòü, êîãäà íå òîëüêî 2𝑙 > 𝑛, íî è 2𝑙 < 𝑛 â ñëó÷àå
1 6 𝑙 6 𝑛− 1). Íî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (2) ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ïîëóðàñïàäàþùèõñÿ ¾â øèðîêîì ñìûñëå¿ êðàåâûõ óñëîâèé èç
[2], òåì íå ìåíåå, òåîðåìà 1 î ïîëíîòå èç [2] íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî
ïðèìåíåíà ê ñëó÷àþ ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2), òàê êàê íå âñå ïà-
ðàìåòðû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 èç [2] îïðåäåëåíû äëÿ ðàñïàäàþùèõñÿ
êðàåâûõ óñëîâèé (2).

Âèäîèçìåíèâ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 èç [2], óäàëîñü ïîëó÷èòü äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû è â ñëó÷àå ðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëî-
âèé (ñì. [4]), íî, ê ñîæàëåíèþ, íå âî âñåõ ñëó÷àÿõ. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ââåäåì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîðíè 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
(õàðàêòåðèñòèêè)

∑︀
𝑗+𝑠=𝑛

𝑝𝑗𝑠𝜔
𝑗 = 0 ïîïàðíî ðàçëè÷íû, îòëè÷íû îò íóëÿ è

ëåæàò íà äâóõ èëè îäíîì ëó÷àõ, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà, â êîëè÷åñòâàõ 𝑘
è 𝑛 − 𝑘 (0 6 𝑘 6 𝑛). Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîðíè
ðàñïîëîæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðè |𝜙| < 𝜋/2:

𝜔𝑛𝑒
𝑖𝜙 < 𝜔𝑛−1𝑒

𝑖𝜙 < · · · < 𝜔𝑘+1𝑒
𝑖𝜙 < 0 < 𝜔1𝑒

−𝑖𝜙 < 𝜔2𝑒
−𝑖𝜙 < · · · < 𝜔𝑘𝑒

−𝑖𝜙,
(3)

Â ñëó÷àå îäíîãî ëó÷à (𝑘 = 𝑛 èëè 𝑘 = 0) ñ÷èòàåì, ÷òî 𝜙 = 0 è 𝑘 = 𝑛.
Îáîçíà÷èì [𝑞]+ = max{0, 𝑞}, [𝑝, 𝑞]− = min{𝑝, 𝑞}, [𝑝, 𝑞]+ = max{𝑝, 𝑞} è

ïîëîæèì ïðè 𝑗 = 1, 𝑛

𝑎𝑖𝑗 =
∑︁

𝜈+𝑠=κ𝑖

𝛼𝑖𝜈𝑠𝜔
𝜈
𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑙; 𝑏𝑖𝑗 =

∑︁
𝜈+𝑠=κ𝑖

𝛽𝑖𝜈𝑠𝜔
𝜈
𝑗 , 𝑖 = 𝑙 + 1, 𝑛.

Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåì óñëîâèÿ:

det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=1,𝑘+𝑙−𝑛;𝑘+1,𝑛

𝑖=1,𝑙
̸= 0,det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=𝑘+𝑙−𝑛+1,𝑘

𝑖=𝑙+1,𝑛
̸= 0ïðè𝑛− 𝑘 6 𝑙; (4)

det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=𝑛−𝑙+1,𝑛

𝑖=1,𝑙
̸= 0, det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=1,𝑛−𝑙
𝑖=𝑙+1,𝑛

̸= 0 ïðè 𝑛− 𝑘 > 𝑙; (5)
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det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=1,𝑙

𝑖=1,𝑙
̸= 0, det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=𝑙+1,𝑛

𝑖=𝑙+1,𝑛
̸= 0, ïðè 𝑘 6 𝑙; (6)

det(𝑎𝑖𝑗)
𝑗=𝑘−𝑙+1,𝑘

𝑖=1,𝑙
̸= 0, det(𝑏𝑖𝑗)

𝑗=1,𝑘−𝑙;𝑘+1,𝑛

𝑖=𝑙+1,𝑛
̸= 0 ïðè 𝑘 > 𝑙. (7)

Îòìåòèì, ÷òî â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå 𝑛− 𝑘 = 𝑙 óñëîâèÿ (4) è (5) ñîâïàäàþò.
Àíàëîãè÷íî, â ãðàíè÷íîì ñëó÷àå 𝑘 = 𝑙 ñîâïàäàþò óñëîâèÿ (6) è (7).

Теорема 1. Если [𝑘, 𝑛 − 𝑘]+ 6 𝑙 и выполняются условия (4) и (6), то
при 𝑚 6 2(𝑛 − 𝑙) система к.ф. пучка 𝐿(𝜆) 𝑚-кратно полна в 𝐿2[0, 1] с

возможным дефектом, не превышающим числа 𝑑1 :=
𝑛∑︀

𝑖=𝑙+1

[𝑚− 1 − κ𝑖]+.

Теорема 2. Если [𝑘, 𝑛−𝑘]− > 𝑙 и выполняются условия (5) и (7), то при
𝑚 6 2𝑙 система к.ф. пучка 𝐿(𝜆) 𝑚-кратно полна в 𝐿2[0, 1] с возможным

дефектом, не превышающим числа 𝑑2 :=
𝑙∑︀
𝑖=1

[𝑚− 1 − κ𝑖]+.

Ãðàíè÷íûé ñëó÷àé â òåîðåìàõ 1 è 2 ñôîðìóëèðóåì â îòäåëüíîé òåîðåìå.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ðåãóëÿðíîãî ïó÷êà.

Теорема 3. Если [𝑘, 𝑛 − 𝑘]− = [𝑘, 𝑛 − 𝑘]+ = 𝑙 или, что эквивалентно,
𝑛 = 2𝑘 = 2𝑙 и выполняются условия (4) (или (5)) и (6) (или (7)), то
система к.ф. пучка 𝐿(𝜆) 𝑛-кратно полна в 𝐿2[0, 1] с возможным дефектом,
не превышающим числа [𝑑1, 𝑑2]− в случае, если по-крайней мере для одного
𝑖 = 1, 𝑛 выполняется неравенство κ𝑖 > 𝑛 − 1, и с нулевым дефектом в
противном случае.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå

[𝑘, 𝑛− 𝑘]− < 𝑙 < [𝑘, 𝑛− 𝑘]+, (8)

êîòîðûé èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ â òåîðåìàõ 1�3, èñïîëüçóåìîå äîêàçà-
òåëüñòâî íå ïðîõîäèò. Ýòî ñëó÷àé ïó÷êà 𝐿(𝜆) ñ óñòîé÷èâîé ñèëüíîé íåðåãó-
ëÿðíîñòüþ, òî åñòü òàêîé ñèëüíîé íåðåãóëÿðíîñòüþ (ñì. [1]), êîòîðàÿ èìååò
ìåñòî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé 𝛼𝑖𝑗𝑠 è 𝛽𝑖𝑗𝑠.

Èñïîëüçîâàíèå äðóãîãî ïîäõîäà èç [1], ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ êðàòíîé ïîëíîòû ê.ô. è â ñëó÷àå (8). Ñ÷èòàåì äàëåå äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè, ÷òî 𝑛 = 𝑘 < 𝑘.

Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω ñîñòîèò èç 0, 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛, âñåâîçìîæíûõ ñóìì
ýòèõ òî÷åê, ñîäåðæàùèõ ïî äâà, ïî òðè ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ è òàê äàëåå,
𝑛 ñëàãàåìûõ. Îáîçíà÷èì 𝑀 = conv Ω. Ãðàíèöà 𝑀 � ýòî ïàðàëëåëîãðàìì
𝐴𝐵𝐶𝐷. Çäåñü 𝐴 = 0 è 𝐵 = 𝜔1 + · · · + 𝜔𝑘 � êðàéíèå ëåâàÿ è ïðàâàÿ òî÷êè
íà ëó÷å, èñõîäÿùåì èç íà÷àëà, ïîä óãëîì 𝜙, 𝐶 = 𝜔1 + · · · + 𝜔𝑛 è 𝐷 =
𝜔𝑘+1 + · · · + 𝜔𝑛, ïðè÷åì ïðÿìàÿ 𝐶𝐷 ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé 𝐴𝐵. ×åðåç 𝑀Δ,
êàê è â [1], îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãîóãîëüíèê ïó÷êà 𝐿(𝜆).

Теорема 4. Пусть выполняются условия (4), (9) (𝑛− 𝑘 < 𝑙 < 𝑘) и ха-
рактеристический многоугольник 𝑀Δ пучка (1)–(3) касается сторон 𝐴𝐵
и 𝐶𝐷 многоугольника 𝑀 . Тогда система к.ф. этого пучка (𝑛 − 𝑘)-кратно
полна в 𝐿2[0, 1] с возможным конечным дефектом.
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Ïóñòü
ℓ(y) = By′ + 𝑃 (𝑥)y,

ãäå B =

(︂
−𝑖 0
0 𝑖

)︂
, 𝑃 (𝑥) =

(︂
𝑝1(𝑥) 𝑝2(𝑥)
𝑝3(𝑥) 𝑝4(𝑥)

)︂
, y =

(︂
𝑦1(𝑥)
y2(𝑥)

)︂
, 𝑥 ∈ [0, 𝜋],

� äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå, ïîðîæäàþùåå âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè 𝑈 â ïðîñòðàíñòâå H = (𝐿2[0, 𝜋])

2 îäíîìåðíûé îïåðàòîð Äèðàêà. Ìàò-
ðèöó 𝑃 (𝑥) � ïîòåíöèàë îïåðàòîðà ℒ áóäåì ñ÷èòàòü êîìïëåêñíîçíà÷íîé è
ñóììèðóåìîé, ò.å. 𝑝𝑗 ∈ 𝐿1[0, 𝜋]. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ
âèäà

𝑈y =

(︂
𝑢11 𝑢12
𝑢21 𝑢22

)︂(︀
𝑦1(0)y2(0)

)︀
+

(︂
𝑢13 𝑢14
𝑢23 𝑢24

)︂(︂
𝑦1(𝜋)
y2(𝜋)

)︂
= 0,

òðåáóÿ ïðè ýòîì ðåãóëÿðíîñòü èõ ïî Áèðêãîôó. À èìåííî, ìû áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü 𝐽13, ñîñòàâëåííûé èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ñòîëáöîâ

ìàòðèöû 𝒰 =

(︂
𝑢11 𝑢12 𝑢13 𝑢14
𝑢21 𝑢22 𝑢23 𝑢24

)︂
êðàåâûõ óñëîâèé, îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê

æå, êàê è îïðåäåëèòåëü 𝐽24. Îïåðàòîðîì Äèðàêà íàçîâåì îïåðàòîð

ℒ𝑃,𝑈y = ℓ(y), 𝒟(ℒ) = {y ∈𝑊 1
1 [0, 𝜋] : ℓ(y) ∈ H, 𝑈y = 0}.

Ïðè ýòîì ìû çäåñü è äàëåå ÷åðåç 𝑊𝑛
𝑝 [0, 𝜋], 𝑛 ∈ N, 𝑝 ∈ [1,∞), îáîçíà÷àåì

êëàññè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà è äëÿ êðàòêîñòè ïèøåì y ∈ 𝑊 1
1 [0, 𝜋],

ïîíèìàÿ ïîä ýòèì, ÷òî 𝑦1, 𝑦2 ∈𝑊 1
1 [0, 𝜋].

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð ℒ𝑃,𝑈 ìû áóäåì íàçûâàòü ðåãó-
ëÿðíûì îïåðàòîðîì Äèðàêà. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî ïðè òàêèõ
óñëîâèÿõ îïåðàòîð ℒ𝑃,𝑈 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (íåîãðàíè÷åííûì) îïåðàòî-
ðîì â H ñ íåïóñòûì ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî åãî
ñïåêòð ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé {𝜆𝑛}𝑛∈Z, ëåæàùèõ â íåêîòîðîé ãî-
ðèçîíòàëüíîé ïîëîñå {|Im𝜆| < 𝛼}. Ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ è ïðèñîåäèíåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà ℒ𝑃,𝑈 ìû îáîçíà÷èì y𝑛𝑛∈Z (àëãîðèòì íóìåðàöèè ÷èñåë
𝜆𝑛 è âûáîðà âåêòîðîâ y𝑛 ìû îïèøåì ÷óòü ïîçæå).

Íàøà öåëü � ïîñòðîèòü ñèëüíî íåïðåðûâíóþ îïåðàòîðíóþ ãðóïïó
𝑈(𝑡) = exp{𝑖𝑡ℒ𝑃,𝑈}, 𝑡 ∈ R. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà ãðóïïà îïðåäåëåíà íå òîëü-
êî â ïðîñòðàíñòâå H, íî è â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà H𝜃, 0 < 𝜃 < 1/2, è â
ïðîñòðàíñòâàõ (𝐿𝜇[0, 𝜋])

2, 𝜇 ∈ (1,∞). Êðîìå òîãî, áóäåò ïîëó÷åíî ïðåäñòàâ-
ëåíèå 𝑈(𝑡) = 𝑈0(𝑡)+𝑉 (𝑡), ãäå 𝑈0(𝑡) � ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ íåâîçìóùåííûì
îïåðàòîðîì.

×àñòî íàì áóäåò óäîáíî ïðåäïîëàãàòü ïîòåíöèàë 𝑃 (𝑥) âíåäèàãîíàëüíûì:
𝑝1(𝑥) ≡ 𝑝4(𝑥) ≡ 0. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê âíåäèàãîíàëüíîìó ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ.

Утверждение 1(ñì. [2]). Пусть 𝑃 (𝑥) — произвольная матрица разме-
ра 2×2 с элементами 𝑝𝑗 ∈ 𝐿1[0, 𝜋], 𝑗 = 1, 2, 3, 4, а матрица 𝒰 задает регу-
лярные краевые условия. Тогда оператор ℒ𝑃,𝑈 подобен оператору ℒ ̃︀𝑃,̃︀𝑈+𝛾𝐼,
где ̃︀𝑃 (𝑥) =

(︂
0 ̃︀𝑝2(𝑥)̃︀𝑝3(𝑥) 0

)︂
,
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̃︀𝑝2(𝑥) = 𝑝2(𝑥)𝑒𝑖(𝜓(𝑥)−𝜙(𝑥)), ̃︀𝑝3(𝑥) = 𝑝3(𝑥)𝑒𝑖(𝜙(𝑥)−𝜓(𝑥)),

𝜙(𝑥) = 𝛾𝑥−
∫︁ 𝑥

0

𝑝1(𝑡)𝑑𝑡, 𝜓(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

𝑝4(𝑡)𝑑𝑡− 𝛾𝑥,

𝛾 =
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

0

(𝑝1(𝑡) + 𝑝4(𝑡))𝑑𝑡,

̃︀𝒰 =

(︂
𝑢11 𝑢12 𝜖𝑢13 𝜖𝑢14
𝑢21 𝑢22 𝜖𝑢23 𝜖𝑢24

)︂
, 𝜖 = exp

(︂
𝑖

2

∫︁ 𝜋

0

(𝑝1(𝑡) − 𝑝4(𝑡))𝑑𝑡

)︂
. (1)

Îïåðàòîð ℒ0,𝑈 ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì è òåìè æå êðàåâûìè óñëîâèÿ-
ìè áóäåì íàçûâàòü íåâîçìóùåííûì îïåðàòîðîì Äèðàêà. Åãî ñïåêòð ìîæíî
íàéòè ÿâíî.

Утверждение 2 (ñì. [2]). Спектр оператора ℒ0,𝑈 состоит из соб-
ственных значений, которые можно записать двумя сериями − 𝑖

𝜋 ln 𝑧0+2𝑛

и − 𝑖
𝜋 ln 𝑧1 + 2𝑛, 𝑛 ∈ Z, где 𝑧0 и 𝑧1 — корни квадратного уравнения

𝐽23𝑧
2 − [𝐽12 + 𝐽34]𝑧 − 𝐽14 = 0, (2)

а значения ветви логарифма фиксируются в полосе Im 𝑧 ∈ (−𝜋, 𝜋]. В слу-
чае, если дискриминант квадратного уравнения (2) равен нулю, все соб-
ственные значения оператора ℒ0,𝑈 двукратны.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì íóìåðîâàòü ýòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíèì
èíäåêñîì 𝑛 ∈ Z, îáúåäèíÿÿ äâå ñåðèè â îäíó:

𝜆0𝑛 =

{︃
κ0 + 𝑛, äëÿ ÷åòíûõ 𝑛,

κ1 + 𝑛, äëÿ íå÷åòíûõ 𝑛,

ãäå κ0 = − 𝑖

𝜋
ln 𝑧0, κ1 = − 𝑖

𝜋
ln 𝑧1 − 1,

ïðè÷åì −1 < Reκ0 6 Reκ1 + 1 6 1. Â ñëó÷àå Reκ0 = Reκ1 + 1 äëÿ
îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Imκ0 6 Imκ1.

Утверждение 3 (ñì. [1]). Собственные значения регулярного операто-
ра ℒ𝑃,𝑈 можно занумеровать с учетом кратности так, что 𝜆𝑛 = 𝜆0𝑛+𝑜(1)
при 𝑛→ ±∞.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàíóìåðîâàíû èìåííî òàê. Êî-
íå÷íî, äàííîå óñëîâèå çàäàåò íóìåðàöèþ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì, à èìåí-
íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Ìû çàôèêñèðóåì îäíó (êàêóþ-òî) íóìåðàöèþ.

Óñëîâèå îòëè÷èÿ îò íóëÿ äèñêðèìèíàíòà êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (2) âû-
äåëÿåò èç ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé êëàññ óñëîâèé, êîòîðûå
ìû áóäåì íàçûâàòü ñèëüíî ðåãóëÿðíûìè. Òàêèì îáðàçîì, êðàåâûå óñëîâèÿ
ñèëüíî ðåãóëÿðíû, åñëè (𝐽12 + 𝐽34)2 + 4𝐽23𝐽14 ̸= 0. Ðåãóëÿðíûå óñëîâèÿ,
äëÿ êîòîðûõ äàííîå âûðàæåíèå îáíóëÿåòñÿ, áóäåì íàçûâàòü ñëàáî ðåãó-
ëÿðíûìè. Îïåðàòîð Äèðàêà ñ âíåäèàãîíàëüíûì ïîòåíöèàëîì 𝑃 è ñèëüíî
ðåãóëÿðíûìè (ñëàáî ðåãóëÿðíûìè) êðàåâûìè óñëîâèÿìè 𝑈 áóäåì íàçûâàòü
ñèëüíî ðåãóëÿðíûì (ñîîòâåòñòâåííî, ñëàáî ðåãóëÿðíûì). Â ñëó÷àå ïîòåí-
öèàëà 𝑃 îáùåãî âèäà áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîð ℒ𝑃,𝑈 ñèëüíî ðåãóëÿðíûì
(ñëàáî ðåãóëÿðíûì), åñëè òàêîâû êðàåâûå óñëîâèÿ ̃︀𝑈 , îïðåäåëåííûå â (1).
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Â ñëó÷àå ñèëüíîé ðåãóëÿðíîñòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà
ℒ0,𝑈 îäíîêðàòíû, à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ℒ𝑃,𝑈 îäíîêðàòíû ïðè
|𝑛| > 𝑁 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑁 . Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìû
íîðìèðóåì óñëîâèåì ‖y𝑛‖H = 1. Â ñëàáî ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå ÷èñëî êðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íî. Â ëþáîì ñëó÷àå äëÿ êàæäîãî
êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìû ñòðîèì ñèñòåìó ìàêñèìàëüíûõ öåïî÷åê
ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé (êàíîíè÷åñêóþ ïî Êåëäûøó ñèñòåìó ñîáñòâåí-
íûõ è ïðèñîåäèíåííûõ ôóíêöèé). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêèõ öåïî÷åê ìîæåò
áûòü ìàêñèìóì äâå, íî èõ äëèíà ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî. Ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè ìû íîðìèðóåì óñëîâèåì ‖y𝑛‖H = 1.

Теорема 1(ñì. [1] è [2]). Для любого сильно регулярного оператора ℒ𝑃,𝑈
система {y𝑛}𝑛∈Z является базисом Рисса в пространстве H. В слабо регу-
лярном случае эта система является базисом Рисса со скобками, причем
объединять функции системы надо парами {y2𝑘, y2𝑘+1}𝑘∈Z.

Áèîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó áóäåì îáîçíà÷àòü z𝑛. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî
ýòà ñèñòåìà ñîñòàâëåíà èç êîðíåâûõ ôóíêöèé ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà
ℒ𝑃*,𝑈* è òàêæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Теорема 2. Для любого регулярного оператора ℒ𝑃,𝑈 определена силь-
но непрерывная в H операторная группа 𝑈(𝑡) = exp{𝑖𝑡ℒ𝑃,𝑈}, 𝑡 ∈ R. Эта
группа допускает представление

𝑈(𝑡)𝑥 =
∑︁
𝑛∈Z

(𝑥, z𝑛)𝑒𝑖𝑡𝜆𝑛y𝑛. (3)

В слабо регулярном случае сходимость ряда понимается в смысле

lim
𝐾→+∞

𝐾∑︁
𝑘=−𝐾

(︀
(𝑥, z2𝑘)𝑒𝑖𝑡𝜆2𝑘y2𝑘 + (𝑥, z2𝑘+1)𝑒𝑖𝑡𝜆2𝑘+1y2𝑘+1

)︀
.

Ряд (3) сходится в H безусловно.

×åðåç H𝜃 îáîçíà÷àåì äàëåå ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà 𝑊 𝜃
2 ×𝑊 𝜃

2 ñ äðîáíûì
èíäåêñîì ãëàäêîñòè 𝜃 ∈ [0, 1]. Ïðè ýòîì H0 = H, à H1 ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñè÷åñêèì ñîáîëåâñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Èçâåñòíî, ÷òî H𝜃 = [H,H1]𝜃 (êîì-
ïëåêñíûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè). ×åðåç H𝜃𝑈 îáîçíà÷àåì èíòåðïîëÿöèîííóþ
øêàëó H𝜃𝑈 = [H,H1

𝑈 ]𝜃, 𝜃 ∈ (0, 1), ãäå H1
𝑈 � ïîäïðîñòðàíñòâî â H1 ôóíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì 𝑈 . Èçâåñòíî, ÷òî H𝜃 = H𝜃𝑈 ïðè âñåõ
𝜃 ∈ [0, 1/2), à ïðè 𝜃 ∈ [1/2, 1] êîðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà H𝜃𝑈 ðàâíà 2.

Теорема 3. Пусть 𝑃 ∈ 𝐿𝜇 для некоторого 𝜇 ∈ [1, 2). Тогда сильно
непрерывная операторная группа 𝑈(𝑡) определена рядом (3) в простран-
стве H𝜃𝑈 для любого 𝜃 ∈ [0, 3/2 − 1/𝜇), а при 𝜇 = 2 — для любого 𝜃 ∈ [0, 1].
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О БАЗИСНОСТИ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ С

СИММЕТРИЧНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ
М.А. Садыбеков
sadybekov@math.kz

УДК 517.984.62

Рассмотрена спектральная задача для оператора Штурма-Лиувилля
на интервале (0, 𝜋) с двухточечными краевыми условиями общего
вида. Для случая, когда комплекснозначный коэффициент 𝑞(𝑥) ∈
𝐿1(0, 𝜋) удовлетворяет условию симметрии 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝜋 − 𝑥), дано пол-
ное описание свойств базисности в 𝐿2(0, 𝜋) корневых функций двухто-
чечных краевых задач в терминах коэффициентов краевого условия.

Ключевые слова: задача Штурма-Лиувилля, двухточечная краевая
задача, собственные функции, корневые функции, безусловный базис

On basicity of root functions of boundary value problems for
Sturm-Liouville operator with symmetric potential

We consider a spectral problem for the Sturm-Liouville operator with
two-point boundary conditions of the general form. For the case when
the complex-valued coefficient 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) satisfies the symmetry con-
dition 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝜋 − 𝑥) we give a complete description of the basicity
properties in 𝐿2(0, 𝜋) of root functions of the two-point boundary value
problems in terms of the coefficients of the boundary condition.

Keywords: Sturm-Liouville problem, two-point boundary value problem,
eigenfunctions, root functions, unconditional basis

Â ðàáîòå [1] Â.À. Ñàäîâíè÷èé ñî ñâîèì ó÷åíèêîì Á.Å. Êàíãóæèíûì èñ-
ñëåäîâàëè çàâèñèìîñòü ñïåêòðà îò êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ÷åòíîãî ïîðÿäêà ñ îïðåäåëåííîé ñèììåòðè-
åé êîýôôèöèåíòîâ îïåðàòîðà. Èìè âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåí-
íûõ óñëîâèÿõ ñïåêòð îïåðàòîðà íå çàâèñèò îò íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ
êðàåâîãî óñëîâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, êàê ñëåäñòâèå, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

𝐿𝑦 ≡ −𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑦(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋, (1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝑦(0) = 𝑏𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋), (2)

ïðè ñèììåòðè÷íîì êîýôôèöèåíòå

𝑞(𝑥) = 𝑞(𝜋 − 𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜋, (3)

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета науки МОН Республики
Казахстан (грант AP05133271).

Садыбеков Махмуд Абдысаметович, д.ф.-м.н., профессор, Генеральный директор Ин-
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íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà 𝑏 ̸= −1 êðàåâîãî óñëîâèÿ (2) è ñîâïàäàåò ñî
ñïåêòðîì ïåðèîäè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ðåçóëüòàòå, â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êîìïëåêñíîçíà÷íûé êîýôôèöèåíò 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèììåòðèè (3), ìîæåò áûòü äàíî ïîëíîå îïèñàíèå
ñâîéñòâ áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
óðàâíåíèÿ (1) â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ñèììåòðèÿ êîýôôèöèåíòà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ñïåê-
òðàëüíîé òåîðèè. Íàïðèìåð, â [2] ïîêàçàíî, ÷òî âñå âîëüòåððîâûå êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1) çàäàþòñÿ óñëîâèÿìè 𝑦(0) = 𝛼𝑦(𝜋), 𝑦′(0) = −𝛼𝑦′(𝜋)
ïðè 𝛼2 ̸= 1. Ïðè 𝛼 ̸= 0 óñëîâèå ñèììåòðèè (3) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì âîëüòåð-
ðîâîñòè ýòîé çàäà÷è.

Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ìû ðàññìàòðèâàåì äâóõòî÷å÷-
íûå êðàåâûå óñëîâèÿ îáùåãî âèäà⎧⎨⎩ 𝑈1(𝑦) = 𝑎11𝑦

′(0) + 𝑎12𝑦
′(𝜋) + 𝑎13𝑦(0) + 𝑎14𝑦(𝜋) = 0,

𝑈2(𝑦) = 𝑎21𝑦
′(0) + 𝑎22𝑦

′(𝜋) + 𝑎23𝑦(0) + 𝑎24𝑦(𝜋) = 0,
(4)

ãäå 𝑈1(𝑦) è 𝑈2(𝑦) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôîðìû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè.

Ïî ñâîèì ñïåêòðàëüíûì ñâîéñòâàì êðàåâûå óñëîâèÿ (4) òðàäèöèîííî
ðàçäåëÿþò íà 4 îñíîâíûõ òèïà:
1) óñèëåííî ðåãóëÿðíûå;
2) ðåãóëÿðíûå, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûå;
3) íåðåãóëÿðíûå;
4) âûðîæäåííûå.

Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1),
(4) âñåãäà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà â 𝐿2(0, 𝜋). Ýòîò ðåçóëüòàò íåçàâèñèìî
äîêàçàí â êíèãå Äàíôîðä Í. è Øâàðö Äæ. (1966), Â.Ï. Ìèõàéëîâûì (1962)
è Ã.Ì. Êåñåëüìàíîì (1964).

Â òðåòüåì ñëó÷àå, êàê âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî Stone M.H. â 1927 ãîäó,
îíà íèêîãäà íå îáðàçóåò äàæå îáû÷íîãî áàçèñà â 𝐿2(0, 𝜋). Ðåøåíèå âîïðîñà
î áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé äëÿ ÷åòâåðòîãî ñëó÷àÿ êðàåâûõ óñëîâèé
äàíî â íåäàâíåé ðàáîòå À.Ñ. Ìàêèíà 2018 ãîäà. Èì äîêàçàíî, ÷òî íèêà-
êàÿ ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4) ñ âûðîæäåííûìè êðàåâûìè
óñëîâèÿìè íå îáðàçóåò äàæå îáû÷íîãî áàçèñà â 𝐿2(0, 𝜋).

Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå, â çàâèñèìîñòè îò êîí-
êðåòíîãî âèäà êðàåâûõ óñëîâèé è ôóíêöèè 𝑞(𝑥), ñèñòåìà êîðíåâûõ ôóíêöèé
çàäà÷è ìîæåò îáëàäàòü èëè íå îáëàäàòü ñâîéñòâîì áàçèñíîñòè â 𝐿2(0, 𝜋).
Âïåðâûå Â.À. Èëüèí ïîñòðîèë ïðèìåð äâóõ îïåðàòîðîâ ñ îäíèìè è òåìè æå
(ðåãóëÿðíûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè) êðàåâûìè óñëîâèÿìè è ñêîëü
óãîäíî áëèçêèìè (â ëþáîé ìåòðèêå) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, êîòîðûå èìåþò ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà: ó îäíîãî
èìååòñÿ áàçèñ èç êîðíåâûõ ôóíêöèé, ó äðóãîãî � íåò. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ïðîáëåìà áàçèñíîñòè êîðíåâûõ ôóíêöèé äëÿ çàäà÷ ñ ðåãóëÿð-
íûìè, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ìîæåò áûòü ðåøåíà â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ êðàåâîãî óñëîâèÿ. Îäíàêî,
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êàê ïîêàçàíî À.À. Øêàëèêîâûì â 1979 ãîäó [3], êîðíåâûå ôóíêöèè çàäà÷è
ìîæíî îáúåäèíèòü ïàðàìè òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå äâóìåðíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ (è áåçóñëîâíûé áàçèñ
ñî ñêîáêàìè).

Òàêèì îáðàçîì, áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèÿì ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ, ïðîáëå-
ìà áàçèñíîñòè ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷è (1), (4) ñâåäåíà ê èññëå-
äîâàíèþ ñëó÷àÿ ðåãóëÿðíûõ, íî íå óñèëåííî ðåãóëÿðíûõ êðàåâûõ óñëîâèé.
Êàê áûëî ïîêàçàíî â [4], âñå òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíû â îäíîì èç äâóõ âèäîâ{︂

𝑦′(0) + (−1)𝜃𝑦′(𝜋) + 𝛽0𝑦(0) + 𝛽1𝑦(𝜋) = 0,
𝛼𝑦(0) + (−1)𝜃(1 − 𝛼)𝑦(𝜋) = 0;

(5)

èëè {︂
𝛼𝑦′(0) + (−1)𝜃(1 − 𝛼)𝑦′(𝜋) + 𝛽0𝑦(0) + 𝛽1𝑦(𝜋) = 0,

𝑦(0) + (−1)𝜃𝑦(𝜋) = 0;
(6)

ãäå 𝜃 = 0 èëè 𝜃 = 1, à êîýôôèöèåíòû 𝛼, 𝛽0 è 𝛽1 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà. Åñëè |𝛽0| + |𝛽1| > 0, òî íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îòëè÷íû îò íóëÿ ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè⃒⃒⃒⃒

𝛽0 𝛽1
𝛼 (−1)𝜃(1 − 𝛼)

⃒⃒⃒⃒
̸= 0,

⃒⃒⃒⃒
𝛽0 𝛽1
1 (−1)𝜃

⃒⃒⃒⃒
̸= 0,

ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (5) è (6) ñîîòâåòñòâåííî.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû î áàçèñ-

íîñòè íîðìàëüíîé ñèñòåìû êîðíåâûõ ôóíêöèé çàäà÷ (1), (5) è (1), (6).

Теорема 1. Пусть 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) и удовлетворяет условию симмет-
рии (3). Тогда если 𝛼 = 1/2, то нормальная система корневых функций
образует базис Рисса в 𝐿2(0, 𝜋). При этом:
(а) Если |𝛽0| = |𝛽1| = 0, то спектр задачи является асимптотически
двукратным, а корневые подпространства состоят из двух собственных
функций.
(б) Если |𝛽0|+|𝛽1| > 0, то спектр задачи асимптотически простой и зада-
ча может иметь не более, чем конечное число присоединенных функций.

Теорема 2. Пусть 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿1(0, 𝜋) и удовлетворяет условию симмет-
рии (3). Тогда если 𝛼 ̸= 1/2, то нормальная система корневых функций не
образует базис Рисса в 𝐿2(0, 𝜋). При этом:
(а) Если |𝛽0| = |𝛽1| = 0, то спектр задачи является асимптотически дву-
кратным, а корневые подпространства состоят из одной собственной и
одной присоединенной функций. Нормальная система корневых функций
образует безусловный базис в 𝐿2(0, 𝜋).
(б) Если |𝛽0|+|𝛽1| > 0, то спектр задачи асимптотически простой и зада-
ча может иметь не более, чем конечное число присоединенных функций.
Нормальная система корневых функций образует базис Рисса из подпро-
странств, но не образует безусловного базиса в 𝐿2(0, 𝜋).

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ Ò.Ø. Êàëü-
ìåíîâûì è Á.Í. Áèÿðîâûì.
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ОБ ОПЕРАТОРЕ СВЕРТКИ В АНИЗОТРОПНЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ НИКОЛЬСКОГО–БЕСОВА С

ДОМИНИРУЮЩЕЙ СМЕШАННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ
К.К. Садыкова, Н.Т. Тлеуханова

sadkelbet@gmail.com, tleukhanova@rambler.ru

УДК 517.5

В работе исследуется ограниченность нормы оператора свертки в ани-
зотропных пространствах Никольского-Бесова с доминирующей сме-
шанной производной.

Ключевые слова: оператор свертки, анизотропные пространства Бесо-
ва, анизотропные пространства Соболева.

On the convolution operator in anisotropic Nikolsky-Besov
spaces with a dominant mixed derivative.

The paper studies the boundedness of the norm of the convolution op-
erator in anisotropic Nikol’skii-Besov spaces with the dominant mixed
derivative.

Keywords: convolution operator, anisotropic Besov spaces, anisotropic
Sobolev spaces
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Ïóñòü T𝑛 = [0, 1)𝑛 � 𝑛-ìåðíûé òîð, 𝛼 ∈ R𝑛, 1 < p= (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) <∞, 0 <
q= (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) 6∞. Ñëåäóÿ ðàáîòe [1] îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî 𝐵𝛼

pq(T𝑛) êàê

ìíîæåñòâî ðÿäîâ 𝑓 =
∑︁
𝑚∈Z𝑛

𝑎𝑚𝑒
2𝜋𝑖(𝑚,𝑥) (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäÿùèåñÿ), äëÿ

êîòîðûõ êîíå÷íà âåëè÷èíà

‖𝑓‖𝐵𝛼
pq(T𝑛) =

⎛⎜⎝ ∞∑︁
𝑘𝑛=0

. . .

⎛⎝ ∞∑︁
𝑘1=0

(︃
2

𝑛∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗𝑘𝑗
‖∆𝑘(𝑓)‖𝐿p(T𝑛)

)︃𝑞1⎞⎠
𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎠
1
𝑞𝑛

<∞,

ãäå ∆𝑘(𝑓)(𝑥) =
∑︁

2
𝑘𝑗−1

6|𝑚𝑗 |<2
𝑘𝑗

𝑗=1,...,𝑛

𝑎𝑚𝑒
2𝜋𝑖(𝑚,𝑥), 𝑘 ∈ Z𝑛+, (𝑚,𝑥) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖𝑥𝑖.

Ïðè 𝑞 = ∞ âåëè÷èíû

(︃∑︁
𝑘∈Z

𝑏𝑞𝑘

)︃ 1
𝑞

,

⎛⎝∫︁
T

𝑓𝑞

⎞⎠ 1
𝑞

áóäåì ïîíèìàòü ñîîòâåò-

ñòâåííî êàê sup
𝑘∈Z

|𝑏𝑘|, 𝑒𝑠𝑠 sup
𝑥∈T

|𝑓(𝑥)|.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðÿä 𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðî-

ñòðàíñòâà 𝑊𝛼
p (T𝑛) (ñì. [1]), åñëè íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑓𝛼 ∈ 𝐿p(T𝑛), ðÿä

Ôóðüå êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑘𝛼𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥), çäåñü 𝑘𝛼 =

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑘𝛼𝑗 ,

𝑘𝑗 = max{|𝑘𝑗 |, 1}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

‖𝑓‖𝑊𝛼
p (T𝑛)

𝑑𝑒𝑓
= ‖𝑓𝛼‖𝐿p(T𝑛).

Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñâåðòêè äëÿ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.
Ïóñòü 𝑓(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑎𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥) è 𝑔(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑏𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥) òðèãîíîìåòðè÷å-

ñêèå ðÿäû. Ïîä ñâåðòêîé ýòèõ ðÿäîâ áóäåì ïîíèìàòü ðÿä

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z𝑛

𝑎𝑘𝑏𝑘𝑒
2𝜋𝑖(𝑘,𝑥).

Лемма 1. Пусть 1 6 q, p, r < ∞,
1

q
+ 1 =

1

p
+

1

r
, 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R𝑛, 𝛼 =

𝛽 + 𝛾. Предположим, что 𝑓 ∈𝑊𝛽
p (T𝑛), 𝑔 ∈𝑊𝛾

r (T𝑛). Тогда 𝑓 * 𝑔 ∈𝑊𝛼
q (T𝑛)

и
‖𝑓 * 𝑔‖𝑊𝛼

q (T𝑛) 6 ‖𝑓‖𝑊𝛽
p (T𝑛)‖𝑔‖𝑊𝛾

r (T𝑛).

Теорема 1. Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R𝑛, 𝛼 = 𝛽 + 𝛾, 1 6 q, p, r < ∞, 1 +
1

q
=

1

p
+

1

r
, 0 < h,𝜂, 𝜉 6 ∞,

1

h
=

1

𝜂
+

1

𝜉
. Предположим, что 𝑓 ∈ 𝐵𝛽

p𝜂(T𝑛),

𝑔 ∈ 𝐵𝛾
r𝜉(T𝑛). Тогда 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐵𝛼

qh(T𝑛) и

‖𝑓 * 𝑔‖𝐵𝛼
qh(T𝑛) 6 𝐶‖𝑓‖𝐵𝛽

p𝜂(T𝑛)‖𝑔‖𝐵𝛾
r𝜉(T𝑛).
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Теорема 2. Пусть 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R𝑛, 𝛼 6 𝛽 + 𝛾, 1 6 q, p, r < ∞, 𝛼 =

𝛽+𝛾+1+
1

q
− 1

p
− 1

r
. Предположим, что 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – измеримые функции

на T𝑛, такие что 𝑓 ∈ 𝐵𝛽
p𝜂(T𝑛), 𝑔 ∈ 𝐵𝛾

r𝜉(T𝑛). Тогда 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐵𝛼
qh(T𝑛) и

‖𝑓 * 𝑔‖𝐵𝛼
qh(T𝑛) 6 𝐶‖𝑓‖𝐵𝛽

p𝜂(T𝑛)‖𝑔‖𝐵𝛾
r𝜉(T𝑛),

где
1

h
6

1

𝜂
+

1

𝜉
.
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БАЗИСНОСТЬ СИСТЕМЫ ЭКСПОНЕНТ В GRAND-
ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА
В.Ф. Салманов, В.С. Мирзоев

valid.salmanov@mail.ru

УДК 517.51

В работе вводится одно подпространство Grand- пространства Соболе-
ва и изучается базисность системы экспонент в этом подпространстве.

Ключевые слова: система экспонент, базисность, Grand-пространство
Соболева

Basicity of system of exponent in the Grand Sobolev spaces

In this paper, we introduce one subspace of the Grand Sobolev space and
study the basis property of the system of exponents in this subspace.

Keywords: system of exponents, basis property, Grand Sobolev space
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Ïóñòü 1 < 𝑝 < +∞. Ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ íà (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝑅 ôóíêöèé 𝑓
òàêèõ, ÷òî

‖𝑓‖𝑝) = sup
0<𝜀<𝑝−1

(︃
𝜀

|𝑏− 𝑎|

∫︁ 𝑏

𝑎

|𝑓(𝑡)|𝑝−𝜀𝑑𝑡

)︃ 1
𝑝−𝜀

< +∞, (1)

íàçûâàþò 𝐿𝑝) (𝑎, 𝑏) Grang-ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà [1] . Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ
ïðîñòðàíñòâî Grand- Ñîáîëåâà [2]𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏) = {𝑓 : 𝑓, 𝑓 ′ ∈ 𝐿𝑝) (𝑎, 𝑏)} ñ íîðìîé

‖𝑓‖𝑊𝑝)
= ‖𝑓‖𝑝) + ‖𝑓 ′‖𝑝). (2)

Èçâåñòíî ÷òî, ýòî íå ñåïåðàáåëüíîå Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç �̃�𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç 𝑊 1
𝑝) (𝑎, 𝑏) äëÿ êîòîðûõ ‖𝑓 ′(· +

𝛿) − 𝑓 ′(·)‖ → 0, ïðè 𝛿 → 0, ãäå

𝑓(𝑡) =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏),

0, 𝑡 /∈ (𝑎, 𝑏)

ßñíî, ÷òî �̃�𝑊 1
𝑝) (𝑎, 𝑏) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â 𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏). Ïóñòü

𝐺𝑊 1
𝑝) (𝑎, 𝑏) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì �̃�𝑊 1

𝑝) (𝑎, 𝑏) îòíîñèòåëüíî íîðìû (2).

Теорема 1. Система 𝑡 ∪ {𝑒𝑖𝑛𝑡}𝑛∈𝑍 образует базис в пространстве
𝐺𝑊 1

𝑝) (−𝜋, 𝜋) .
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ОБ ИНТЕГРАЛЬНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ
ПОЛИЛОГАРИФМОВ И АССОЦИИРОВАННЫХ С НИМИ

ФУНКЦИЙ
Т.А. Сафонова

t.Safonova@narfu.ru

УДК 517.927.25, 517.521.15, 517.589

В работе средствами спектральной теории обыкновенных диффе-
ренциальных операторов, порождённых симметрическим дифферен-
циальным выражением с постоянными коэффициентами и самосо-
пряжёнными граничными условиями в гильбертовом пространстве
ℒ2[𝑎, 𝑏], получено интегральное представление некоторых степенных
рядов и некоторых специальных функций таких, как полилогарифмы
и ассоциированные с ними функции.
Ключевые слова: функция Грина, полилогарифмы и ассоциированные
с ними функции, интегральное представление степенных рядов

About integral representation of polylogarithms and functions
associated with them

In this paper, using the spectral theory of ordinary differential operators
generated by a symmetric differential expression with constant coefficients
and self-adjoint boundary conditions in the Hilbert space ℒ2[𝑎, 𝑏], an inte-
gral representation of some power series and some special functions such
as polylogarithms and associated functions is obtained.

Keywords: Green function, polylogarithms and associated functions, inte-
gral representation of power series

Êàê èçâåñòíî, ïîëèëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ 𝐿𝑖𝑗(𝑧) è àññîöèèðîâàííàÿ ñ
íåé ôóíêöèÿ 𝑇𝑖𝑗(𝑧) ïîðÿäêà 𝑗 îò àðãóìåíòà 𝑧 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

𝐿𝑖𝑗(𝑧) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘

𝑘𝑗
è 𝑇𝑖𝑗(𝑧) =

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑗
,

ãäå 𝑧, 𝑗 ∈ 𝐶, ïðè÷¼ì |𝑧| < 1 (ñì., íàïð., [1], ch. 7, S 7.1, formula 7.1 è 7.4).
Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé 𝐿𝑖2𝑚(𝑧) è

𝐿𝑖2𝑚+1(𝑧) ïðè 𝑚 = 1, 2, . . . è 𝑧 ∈ (−1, 1], à èìåííî

𝐿𝑖2𝑚(𝑧) = (−1)𝑚−1 (2𝜋)2𝑚

(2𝑚)!

1∫︁
0

(𝐵2𝑚(𝑥) −𝐵2𝑚)
𝑧(cos 2𝜋𝑥− 𝑧)

1 − 2𝑧 cos 2𝜋𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥

è

𝐿𝑖2𝑚+1(𝑧) = (−1)𝑚+1 (2𝜋)2𝑚+1

(2𝑚+ 1)!

1∫︁
0

𝐵2𝑚+1(𝑥)
𝑧 sin 2𝜋𝑥

1 − 2𝑧 cos 2𝜋𝑥+ 𝑧2
𝑑𝑥,

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00250).
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ãäå 𝐵𝑛(𝑥) è 𝐵𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., - ìíîãî÷ëåíû è ÷èñëà Áåðíóëëè ñîîòâåòñòâåííî.
Öåëü äàííîé ðàáîòû - ïîëó÷åíèå àíàëîãíûõ òîæäåñòâ äëÿ ôóíêöèé

𝑇𝑖2𝑚(𝑧) è 𝑇𝑖2𝑚+1(𝑧).
Ïóñòü 𝑇 - ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, ïîðîæä¼ííûé â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå ℒ2[0, 𝜋] âûðàæåíèåì

𝑙2[𝑦] = −𝑦′′

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå-Íåéìàíà

𝑦(0) = 𝑦′(𝜋) = 0,

è ïóñòü 𝑝𝑚(𝑥) - ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè
𝑚 > 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð 𝑝𝑚(𝑇 ). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝒟(𝑝𝑚(𝑇 )) ýòî-
ãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝒟(𝑝𝑚(𝑇 )) = {𝑦| 𝑦(𝑗−1) ∈ 𝐴𝐶[0, 𝜋]; 𝑊𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑚},

ãäå ëèíåéíûå ôîðìû 𝑊𝑗(𝑦) òàêîâû, ÷òî

𝑊𝑗+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗)(0), 𝑊𝑗+𝑚+1(𝑦) := 𝑦(2𝑗+1)(𝜋), 𝑗 = 0, . . . ,𝑚− 1.

Êðîìå òîãî, åñëè 𝑦 ∈ 𝒟(𝑝𝑚(𝑇 )), òî

𝑝𝑚(𝑇 )𝑦 = 𝑝𝑚(− 𝑑2

𝑑𝑥2
)𝑦 =: 𝑙2𝑚[𝑦].

Ñïåêòð 𝜎(𝑝𝑚(𝑇 )) ýòîãî îïåðàòîðà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è èìååò
âèä

𝜎(𝑝𝑚(𝑇 )) = {𝜈| 𝜈 = 𝜈2𝑚,𝑘 := 𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2), 𝑘 = 1, 2, . . .},

à ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜈2𝑚,𝑘 ñîîòâåòñòâóåò ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

𝜓𝑘(𝑥) =

√︂
2

𝜋
sin(𝑘 − 1/2)𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íîëü ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé îïåðàòîðà
𝑝𝑚(𝑇 ) (ò.å. 0 /∈ 𝜎(𝑝𝑚(𝑇 ))), è ðàññìîòðèì åãî ðåçîëüâåíòó 𝑅(𝑝𝑚(𝑇 )) â ýòîé
òî÷êå. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà ðåçîëüâåíòà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïå-
ðàòîðîì, è äëÿ åãî ÿäðà 𝐾(𝑥, 𝑡) - ôóíêöèè Ãðèíà çàäà÷è{︃

𝑙2𝑚[𝑦] = 𝑓

𝑊𝑗(𝑦) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 2𝑚
, (1)

âû÷èñëÿåìîé ïî èçâåñòíîé ïðîöåäóðå (ñì., íàïð., [3], ÷àñòü âòîðàÿ, ãë. I,
S1.5), ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

𝐾(𝑥, 𝑡) =
2

𝜋

+∞∑︁
𝑘=1

sin(𝑘 − 1/2)𝑥 sin(𝑘 − 1/2)𝑡

𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2)
.
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Äàëåå èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
𝑧 ∈ [−1, 1]

â ðÿäû Ôóðüå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 1. Пусть многочлен 𝑝𝑚(𝑥) такой, что 𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2) ̸= 0
при 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝐾(𝑥, 𝑡) - функция Грина задачи (1). Тогда при 𝑧 ∈ [−1, 1]
справедливы равенства

+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

(2𝑘 − 1)𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2)
= 2

𝜋/2∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝜋 − 𝑥) arctg
2𝑧 sin𝑥

1 − 𝑧2
𝑑𝑥 (2)

и
+∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝑧2𝑘−1

𝑝𝑚((𝑘 − 1/2)2)
= 4

𝜋/2∫︁
0

𝐾(𝑥, 𝜋 − 𝑥)
(𝑧3 + 𝑧) sin𝑥

1 − 2𝑧2 cos 2𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥. (3)

Ðàññìîòðèì äàëåå ÷àñòíûé ñëó÷àé 𝑝𝑚(𝑥) = 𝑥𝑚. Â ýòîì ñëó÷àå íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝐾(𝑥, 𝜋 − 𝑥) = (−1)𝑚−1 (2𝜋)2𝑚−1

2(2𝑚− 1)!
𝐸2𝑚−1(𝑥/𝜋 + 1/2),

ãäå 𝐸2𝑚−1(𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . - ìíîãî÷ëåíû Ýéëåðà. Ó÷èòûâàÿ ýòî òîæäåñòâî
â ðàâåíñòâàõ (2) è (3), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå
òåîðåìû 1.

Следствие 1. При 𝑧 ∈ [−1, 1] справедливы тождества

𝑇𝑖2𝑚+1(𝑧) = (−1)𝑚
𝜋2𝑚

4(2𝑚− 1)!

1∫︁
0

𝐸2𝑚−1(𝑥) arctg
2𝑧 cos𝜋𝑥

1 − 𝑧2
𝑑𝑥

и

𝑇𝑖2𝑚(𝑧) = (−1)𝑚
𝜋2𝑚

2(2𝑚− 1)!

1∫︁
0

𝐸2𝑚−1(𝑥)
(𝑧3 + 𝑧) cos𝜋𝑥

1 + 2𝑧2 cos 2𝜋𝑥+ 𝑧4
𝑑𝑥.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ ïðîô. Ìèðçîåâûì Ê.À. (ñì. [2]
è [4]).

Литература
1.Levin L. Polylogarithms and associated functions. — New York. Oxford: Elsevier

Science Ltd, 1981.
2.Мирзоев К.А., Сафонова Т.А. Функция Грина обыкновенных дифференци-

альных операторов и интегральное представление сумм некоторых степенных ря-
дов // Докл. АН, 482:5 (2018), 500-503.

3. Камке Э. Справочник по обыкновенным дифференциальным уравнениям —
М.: Наука, 1976.

4. Мирзоев К.А., Сафонова Т.А. Об интегральном представлении сумм неко-
торых степенных рядов // Математические заметки.



Материалы международной конференции 139

О БАЗИСНОСТИ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ВОЗМУЩЕНИЙ САМОСОПРЯЖЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ

В.Н. Сивкин
sivkin96@yandex.ru

УДК 517.518

В работе изучаются базисные свойства корневых векторов операто-
ра 𝐴 = 𝑇 + 𝐵, где 𝐵 - несамосопряжённый оператор, локально p-
подчинённый самосопряжённому оператору 𝑇 с дискретным спек-
тром. Доказана теорема о базисности со скобками корневых векторов
оператора 𝑇 +𝐵.

Ключевые слова: возмущения линейных операторов, условия р-
подчинения, базисы со скобками, спектральная теория

Eigenfunctions basis property perturbations of self-adjoint
operators

In this paper we study the basis properties of the root vectors of the
operator 𝐴 = 𝑇 + 𝐵, where 𝐵 is a non-self-adjoint operator, locally p-
subordinated to the self-adjoint operator 𝑇 with a discrete spectrum. We
find conditions which guarantee that root vectors of 𝑇 + 𝐵 form a Riess
basis with parenthesis.

Keywords: perturbations of self-adjoint operators, p-subordination condi-
tions

Ïóñòü 𝑇 = 𝑇 * - ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå 𝐻 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ 𝐷(𝐻). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑇 èìååò äèñêðåò-
íûé íåîòðèöàòåëüíûé ñïåêòð, è åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {𝜇𝑘}∞𝑘=1 ïðîíóìå-
ðîâàíû ñ ó÷¼òîì ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè. Ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ
ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà 𝑇 , îòâå÷àþùóþ ýòèì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜙𝑘}∞𝑘=1. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå ðîñòà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

𝑐𝑘𝛼 < 𝜇𝑘 < 𝐶𝑘𝛼, (1)

äëÿ íåêîòîðûõ ïîñòîÿííûõ 𝑐, 𝐶, è 𝛼 > 1 - ïîðÿäîê îïåðàòîðà 𝑇.
Íà îïåðàòîð-âîçìóùåíèå 𝐵 íàêëàäûâàåì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

{𝜙𝑘}∞𝑘=1 ⊂ 𝐷(𝐵), (2)

‖𝐵𝜙𝑘‖ 6 𝑏𝜇𝑝𝑘, 0 6 𝑝 6 1 − 𝛼−1, (3)

ãäå 𝑏 - ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò 𝑘.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

Теорема. При выполнении вышеозначенных условий система соб-
ственных и присоединённых векторов оператора 𝑇 + 𝐵 образует базис со
скобками пространства 𝐻.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-01-00240).
Сивкин Владимир Николаевич, студент, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Рос-

сия); Sivkin Vladimir (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ñíà÷àëà ìû ïîêàæåì, ÷òî оператор
𝑇 + 𝐵 корректно определён на пространстве 𝐻, и система его корневых
векторов полна в 𝐻. При этом спектр оператора 𝑇 +𝐵 дискретен, и для
∀𝛿 > 0 лишь конечное число собственных значений возмущённого опера-
тора 𝐴 лежит вне сектора {| arg 𝜆| < 𝛿}.

На втором шаге áóäåì èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâî ïðîåêòîðîâ Ðèññà, êî-
òîðîå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íà êîðíåâûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ÷åðåç ðåçîëüâåíòó:

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

(𝐴− 𝜆)−1𝑑𝜆 = 𝑃,

ãäå Γ - ýòî çàìêíóòûé êîíòóð â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, íå ïðîõîäÿùèé
÷åðåç òî÷êè ñïåêòðà. 𝑃 - ýòî ïðîåêòîð íà êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå-
÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, íàõîäÿùèìñÿ âíóòðè êîíòóðà.

Íà ýòîì øàãå ïðîâîäèì ðàññóæäåíèÿ, ñëåäóÿ ðàáîòå [2]. Ââîäèì ìåðî-
ìîðôíóþ îïåðàòîðîçíà÷íóþ ôóíêöèþ

𝐺(𝜆) = (𝜆−𝐴)−1 − (𝜆− 𝑇 )−1 = (𝜆−𝐴)−1𝐵(𝜆− 𝑇 )−1.

Çàäàäèì êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ {𝑄𝑟𝑛}. Êàæäûé êîíòóð - ýòî òðå-
óãîëüíèê, îãðàíè÷åííûé ñ äâóõ ñòîðîí ëó÷àìè âèäà {𝑡± 𝑖𝑡, 𝑡 ∈ 𝑅+}, òðåòüÿ
ñòîðîíà êîòîðîãî - ýòî ÷àñòü âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé 𝑅𝑒𝜆 = 𝑟𝑛.

Òîãäà, èç âûøåóêàçàííûõ ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝑄𝑛

𝐺(𝜆)𝑑𝜆 =
1

2𝜋𝑖

𝑛∑︁
𝑘=1

∫︁
𝛾𝑘

𝐺(𝜆)𝑑𝜆 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑃𝑘 − 𝑃 0
𝑘 ),

ãäå 𝛾𝑘 - ãðàíèöà îáëàñòè 𝑄𝑘 ∖�̄�𝑘−1, à 𝑃𝑘, 𝑃 0
𝑘 - ïðîåêòîðû Ðèññà, îòâå÷àþùèå

ñïåêòðó îïåðàòîðîâ 𝐴 è 𝑇 âíóòðè 𝑄𝑘 ∖ �̄�𝑘−1.
Так как сумма ортогональных проекторов сильно сходится к единич-

ному оператору, то для доказательства теоремы достаточно доказать
оценку ∫︁

𝜕𝑄𝑛

𝐺(𝜆)𝑓𝑑𝜆 6 𝐶‖𝑓‖,∀𝑓,

где постоянная С не зависит от вектора 𝑓 и номера контура интегриро-
вания 𝑛.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê ïðîâåäåíèþ îöåíîê èí-
òåãðàëîâ ïî òðåóãîëüíèêàì 𝑄𝑛.

На третьем шаге показываем, что интеграл по их боковым сторонам
ограничен, а именно, показываем, что интеграл от 𝐺(𝜆) по лучам {𝑡± 𝑖𝑡}
ограничен.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü - íàéòè òî÷êè íà âåùåñòâåííîé îñè, ÷åðåç êîòîðûå
íóæíî ïðîâîäèòü âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, íà êîòîðûõ ìîæíî ïðîâåñòè íóæ-
íûå îöåíêè.
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Определение.Назовем возрастающую последовательность {𝑡𝑙} обзор-
ной для последовательности {𝜇𝑘}, если для пары натуральных 𝑘,𝑚 таких,
что 𝜇𝑚 < 𝑡𝑘 < 𝜇𝑚+1 будет справедлива оценка

|𝜇𝑚−𝑙 − 𝑡𝑘| > 𝐶|𝑙|𝑚𝛼−1,∀𝑙 ∈ 𝑍. (4)

Òî åñòü, îáçîðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîèò èç òî÷åê, îòíîñèòåëüíî
êîòîðûõ èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåä¼ò ñåáÿ ðåãóëÿðíî, òî åñòü âáëèçè
ýòèõ òî÷åê íåò êëàñòåðîâ.

Лемма. Для последовательности 𝜇𝑘, для которой справедливы оценки
(1), (4) существует обзорная последовательность.

На шаге 4 èñïîëüçóåì ïðè¼ì èñêóññòâåííîé ëàêóíû Ìàðêóñà-Ìàöàåâà.
Ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñøèðÿþùèõñÿ ïîëîñ {𝑅𝑒𝜆 ∈ (𝑡𝑘 −
𝑎𝑡𝑝𝑘, 𝑡𝑘 + 𝑎𝑡𝑝𝑘)} Оказывается, если спектра в этих полосах нет, то оцен-
ка проводится легко.

Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïðè¼ì ñîçäàíèÿ èñêóññòâåííîé ëàêóíû.
Ñòðîèì êîíå÷íîìåðíîå èñïðàâëåíèå 𝑇 ′ îïåðàòîðà 𝑇, ó êîòîðîãî â ïîëîñàõ
íå ñîäåðæèòñÿ ñïåêòðà, è äîêàçûâàåì äëÿ íåãî. Çàòåì ïåðåõîäèì ê èñõîä-
íûì îïåðàòîðàì 𝑇 è 𝑇+𝐵. На шаге 5 доказываем следующее утверждение:
в полосах будет равномерно ограниченное число точек спектра этих опера-
торов, причём они будут сосредоточены вблизи вещественной прямой, на
расстоянии не более, чем 𝑐𝑡𝑝𝑘, где 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà
ôîðìóëó Âàéíøòåéíà-Àðîíøàéíà, ñâÿçûâàþùóþ ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé îïåðàòîðà â îáëàñòè è ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè âäîëü ãðàíèöû.

На шаге 6 в последний раз разбиваем задачу на случаи. В первом слу-
чае проводим оценку интеграла в полосах, но вне параболы {|𝜎| < 𝑖𝑐𝜎𝑝},
это делается просто. Во втором случае находим вертикальный отрезок
внутри параболы, наиболее удалённый от точек спектра. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
íàéòè âåðòèêàëüíûé îòðåçîê ñ îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé 𝐺(𝜆) íà í¼ì, âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ëåììîé �6.5 ðàáîòû [2], êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îöåíèòü ìåðîìîðô-
íóþ ôóíêöèþ ñâåðõó âñþäó, êðîìå êðóæêîâ ôèêñèðîâàííîãî ñóììàðíîãî
ðàäèóñà 𝜀.

Ïðåäñòàâëåííûå â ýòîì ñîîáùåíèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ñîâìåñòíî ñ
ïðîô. À.À. Øêàëèêîâûì.
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О ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ СЕМЕЙСТВАХ
РАЗВЕТВЛЯЮЩИХСЯ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ В УСЛОВИЯХ СПЛЕТЕНИЯ
Н.А. Сидоров

sidorovisu@gmail.com
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Дан обзор результатов в проблеме анализа появления свободных па-
раметров в разветвляющихся решениях общих нелинейных уравнений
в банаховых пространствах. Рассмотрен прием упрощения уравнения
разветвления, позволяющий строить такие решения в окрестностях
точек ветвления, методом двухступенчатых итераций. Используются
результаты наших работ (Матем. сб., 192: 7 (2001), 107-124, Матем.
сб., 186: 2 (1995), 129-141).

Ключевые слова: нелинейные уравнения, разветвляющиеся решения,
банаховы пространства

On parametric families of branching solutions of nonlinear
equations under interlacing conditions

The analysis of the appearance of free parameters in branching solutions
of general non-linear equations in Banach spaces is continued. A new
technique to simplify the branching equation is proposed.

Keywords: nonlinear equations, branching solutions, Banach spaces

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

𝐵𝑥 = 𝑅(𝑥, 𝜆). (1)

Çäåñü 𝐵,𝐷 ∈ 𝐸1 → 𝐸2− çàìêíóòûé ëèíåéíûé Ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð
ñ ïëîòíîé â 𝐸1 îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, dim𝑁(𝐵) = 𝑛 > 1, 𝑅(0, 0) = 0,
𝑅𝑥(0, 0) = 0. Èçâåñòíî [3], ÷òî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1) ìîãóò
çàâèñåòü îò îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñâîáîäíûõ ÷èñëîâûõ ïàðàìåòðîâ. Ýòè
ïàðàìåòðû â ðàçíûõ çàäà÷àõ èìåþò ðàçíûé ñìûñë è ìîãóò ïðèíàäëåæàòü
êàê îãðàíè÷åííîé îáëàñòè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òàê è íåîãðàíè÷åííîé
îáëàñòè. Ïðèâîäèòñÿ àíàëèç ïîÿâëåíèÿ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ïîñòðî-
åíèè ìàëûõ ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé 𝑥(𝜆) → 0 ïðè 𝜆 → 0 óðàâíåíèÿ (1)
â óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 𝑆 ∈ 𝐿(𝐸1), 𝐾 ∈ 𝐿(𝐸2)
ñïëåòàåìûõ îïåðàòîðàìè 𝐵 è 𝑅, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

𝐵𝑆 = 𝐾𝐵, 𝑅(𝑆𝑥, 𝜆) = 𝐾𝑅(𝑥, 𝜆), ∀𝑥, 𝜆.

Сидоров Николай Александрович, д.ф.-м.н., профессор, ИГУ (Иркутск, Россия);
Nikolay Sidorov (Irkutsk State University, Irkutsk, Russia)
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Äåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàáîò [1, 2, 3] ëåæàò â îñíîâå ðÿäà îáùèõ
òåîðèé ñóùåñòâîâàíèÿ è èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêè ñåìåéñòâî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê áèôóðêàöèè.
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Spectral properties of differential operators with oscillating
coefficients

The report will be devoted to a review of the spectral properties of the
differential operators with oscillating coefficients obtained by the authors.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ îáñóäèòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ
îïåðàòîðîâ (èíäåêñû äåôåêòà è õàðàêòåð ñïåêòðà) ñ êîëåáëþùèìèñÿ êî-
ýôôèöèåíòàìè , à òàê æå ðÿä íîâûõ ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ
àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò âàæíóþ èíôîðìàöèþ îá èíäåê-
ñàõ äåôåêòà ìèíèìàëüíîãî îïåðàòîðà 𝐿0, ïîðîæäåííîãî ñîîòâåòñòâóþùèì
äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì, à òàê æå î êà÷åñòâåííûõ ñïåêòðàëüíûõ
ñâîéñòâàõ ñàìîñîïðÿæåííûõ ðàñøèðåíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì ê íà-
ñòîÿùåìó âðåìåíè êàêèõ-ëèáî øèðîêèõ êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè, îòëè÷íûìè îò ðåãóëÿðíûõ, äëÿ êîòîðûõ áûëè áû
ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé,
íåò.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èíòåðåñíû ëþáûå äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíûå êëàññû
êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïîðÿäêà, äëÿ êîòîðûõ óäàåòñÿ ñòðîèòü àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà èëè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, è èññëåäîâàòü ñïåê-
òðàëüíûå ñâîéñòâà ïîðîæäàåìûõ ýòèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿ-
ìè îïåðàòîðîâ.

Â ñòàòüå [1] ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèÿ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ äëÿ
êëàññà ïîòåíöèàëîâ, ñîäåðæàùèõ îñöèëëÿöèþ. Ìîäåëüíûì ïðèìåðîì òàêî-
ãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âèäà:

−𝑦′′ + 𝑥𝛼(1 + sin𝑥𝛽)𝑦 = 𝜆𝑦, 𝛽 > 𝛼/2 + 1. (1)

Äëÿ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ óäàåòñÿ âûïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû ðåøåíèé ïðè 𝑥→ ∞, à çàòåì ïðèìåíèòü ïîëó÷åííûå àñèìïîòèêè äëÿ
èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé îñíîâàí íà
ïåðåõîäå ê óðàâíåíèþ Ðèêêàòè, ðàñïðîñòðàíèòü òàêîé ïîäõîä íà óðàâíåíèÿ
áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé çàòðóäíèòåëüíî.

Â ñòàòüå [2] áûëà ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïðèìåíèòü ê óðàâíåíèþ
Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ êîëåáëþùèìñÿ ïîòåíöèàëîì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà
ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ëåâèíñîíà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå ê ñèñòå-
ìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðÿäå ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû è äàëüíåéøåì ïåðåõîäå ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Óäàëîñü ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè áîëåå æåñòêîì óñëî-
âèè 𝛽 > 𝛼 + 1, îäíàêî ñàì ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê
óðàâíåíèÿì ëþáîãî ïîðÿäêà.

Â ðàáîòå [3] áûë ïðåäëîæåí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ
àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðè 𝑥→ ∞ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíîãî äâó÷ëåííî-
ãî óðàâíåíèÿ âèäà:

− 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑦 + 𝜆𝑞(𝑥)𝑦 = 0

ñ íåðåãóëÿðíî ðàñòóùèì ïðè 𝑥 > 0 ïîòåíöèàëîì 𝑞(𝑥) íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå
óðàâíåíèÿ 4-ãî ïîðÿäêà ñ îñöèëëèðóþùèì ïîòåíöèàëîì:

− 𝑑4

𝑑𝑥4
𝑦 + 𝜆4(ℎ(𝑥) + 𝑞(𝑥))𝑦 = 0,
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ãäå ℎ(𝑥) �ôóíêöèÿ, ñîäåðæàùàÿ îñöèëëÿöèþ, íàïðèìåð, ℎ(𝑥) = (1 +
𝑥)𝛼 sin(𝑥𝛽), 𝑞(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼, 𝛽 > 3𝛼/8 + 3/2. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â
ñåðèè ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ïåðåõîä ê êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ
êâàçèïðîèçâîäíûõ, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà Õàóñäîðôà.

Â ðÿäå ðàáîò àâòîðîâ äîêëàäà äàííûé ìåòîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå. Íàïðè-
ìåð, â ðàáîòå [4] ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè 𝑥 → ∞ äëÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ïðîìåæóòî÷íûì îñöèë-
ëèðóþùèì êîýôôèöèåíòîì ℎ(𝑥) è êîýôôèöèåíòîì 𝑞(𝑥) èç ñòàíäàðòíîãî
êëàññà ôóíêöèé, ðåãóëÿðíûõ ïî Òèò÷ìàðøó-Ëåâèòàíó:

𝑙𝑦 = 𝑦(4) − 𝜆(ℎ(𝑥)𝑦)′ − 𝑞(𝑥))𝑦 = 𝜆𝑦.

Òàê æå èññëåäîâàíû èíäåêñû äåôåêòà ìèíèìàëüíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà 𝐿0, ïîðîæäåííîãî 𝑙𝑦.

Â ðàáîòå [5] ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ìàòðè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðåàëèçî-
âàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòèêè ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé äëÿ
ñëåäóþùåãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑦(2𝑛) − (𝑞(𝑥) + ℎ(𝑥))𝑦 = 0,

ãäå 𝑞(𝑥) � ðåãóëÿðíûé ïîòåíöèàë, à ℎ(𝑥) � áûñòðî îñöèëëèðóþùåå âîçìó-
ùåíèå âèäà:

ℎ(𝑥) =
∑︁

𝑎𝑘(𝑥)𝑆𝑘(𝜑(𝑥)),

𝑆𝑘(𝑡) � îñöèëëèðóþùèå ôóíêöèè, 𝜑(𝑥), 𝑎𝑘(𝑥) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ìîíî-
òîííûå ôóíêöèè.

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðîäîëæèòü èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ
êëàññîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è èõ ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâ.
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О КЛАССИЧЕСКОЙ РАЗРЕШИМОСТИ СИСТЕМЫ
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В данной работе рассматривается абстрактное интегродифференци-
альное уравнение второго порядка в сепарабельном гильбертовом про-
странстве с неограниченными некоммутирующими операторными ко-
эффициентами. Данное уравнение может быть сведено к системе ин-
тегродифференциальных уравнений первого порядка. В данной рабо-
те установлены результаты о классической корректной разрешимости
полученной системы, а также получены оценки нормы решения.

Ключевые слова: интегродифференциальные уравнения, полугруппы
операторов.

On classic solvability of system of integrodifferential equations,
arising in theory of viscoelasticity

In the present work an integrodifferential equation of the second order in
separable Hilbert with unbounded non-commuting operator coefficients is
considered. This equation is reduced to the system of integrodifferential
equations of the first order. In the present work we obtain a result on
classical correct solvability of this system and introduce the norm estimate
of the solution.

Keywords: integrodifferential equations, operator semigroups.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ êîððåêòíîé ðàçðåøè-
ìîñòüþ àáñòðàêòíûõ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åí-
íûìè íåêîììóòèðóþùèìè îïåðàòîðíûìè êîýôôèöèåíòàì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé:⎧⎪⎨⎪⎩

�̇�(𝑡) + 𝛼𝐴𝑢(𝑡) −𝐵*𝜌(𝑡) +
∫︀ 𝑡
0
𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡),

�̇�(𝑡) +𝐵𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 > 0,

𝑢(+0) = 𝜙0, 𝜌(+0) = 𝜓0,

(1)

ãäå ôóíêöèè 𝑢(𝑡) è 𝜌(𝑡) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì ñåïàðàáåëüíîì
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻; 𝐴 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé ñàìîñîïðÿ-
æ¼ííûé îïåðàòîð, èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé; îïåðàòîð 𝐵 � çàìêíó-
òûé, 𝐴-êîìïàêòíûé â ñìûñëå Êàòî; 𝛼 � êîýôôèöèåíò âíóòðåííåãî òðåíèÿ
Êåëüâèíà-Ôîéãòà. ßäðî âîëüòåððîâîé ñâ¼ðòêè çàäà¼òñÿ ðÿäîì:

𝐾(𝑡) =

+∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗
𝛾𝑗
𝑒−𝛾𝑗𝑡,

ñõîäÿùèìñÿ â íóëå.

ТихоновЮрий Андреевич, аспирант, МГУ имени М.В. Ломоносова (Москва, Россия);
Yury Tikhonov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Óðàâíåíèÿ âèäà (1) ÿâëÿþòñÿ àáñòðàêòíûìè ìîäåëÿìè èíòåãðîäèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âÿçêîóïðóãèå áàðîòðîïíûå æèäêî-
ñòè. Èññëåäîâàíèþ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ àíà-
ëîãè÷íûé âèä ïðè 𝛼 = 0 è 𝐾(𝑡), ÿâëÿþùèìñÿ êîíå÷íîé ñóììîé ýêñïîíåíò,
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1]. Â ýòèõ ðàáîòàõ óñòàíîâëåíà êëàññè÷åñêàÿ ðàçðåøè-
ìîñòü (1), ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå ðåøåíèé è èõ àñèìïòîòèêà ïðè íåêî-
òîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü.

Îòìåòèì, åñëè ôîðìàëüíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïåðâîå ðàâåíñòâî â (1)
è ïîäñòàâèòü �̇�(𝑡) èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà:

�̈�(𝑡) + 𝛼𝐴�̇�(𝑡) +𝐵*𝐵𝑢(𝑡) +𝐾(0)𝐴𝑢(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

�̇�(𝑡− 𝑠)𝐴𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑡), (2)

𝑢(+0) = 𝜙0, �̇�(+0) = 𝜙1.

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àáñòðàêòíîé ìîäåëüþ îäíîìåðíûõ ìàëûõ êîëåáàíèé âÿç-
êîóïðóãîãî ñòåðæíÿ. Ðåçóëüòàòû î êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè èíòåãðîäèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ñ âåñîì ïîäðîáíî
îïèñàíû â ìîíîãðàôèè [2]. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîð-ôóíêöèè, ÿâ-
ëÿþùåéñÿ ñèìâîëîì óðàâíåíèÿ (2), ñ äîïîëíèòåëüíûì îïåðàòîðíûì ñëàãà-
åìûì â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðîâåä¼í â ðàáîòå [3], à â ñòàòüå [4] äëÿ ýòîé
îïåðàòîð-ôóíêöèè ïîëó÷åíà ëîêàëèçàöèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïîëîæèòåëü-
íîãî, íåéòðàëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî òèïîâ, êîãäà𝐾(𝑡) = 0. Â ñëó÷àå, êîãäà
𝐵 = 0, à 𝐾(𝑡) � ðÿä óáûâàþùèõ ýêñïîíåíò, ñïåêòðàëüíûé àíàëèç ñèìâîëà
óðàâíåíèÿ (1) ïðîâåä¼í â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè â ðàáîòå [5].

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè êëàññè÷åñêîé
ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) ïðè 𝛼 > 0 è 𝐾(𝑡), ïðåäñòàâèìîãî â
âèäå ðÿäà èç ýêñïîíåíò, à òàêæå îöåíêè íîðìû ðåøåíèÿ.

Теорема 1.Пусть 𝜙0 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐴), 𝜓0 ∈ 𝐷𝑜𝑚(𝐵*), 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶(R+, 𝐻) тогда
существуют и единственные функции 𝑢(𝑡), 𝜌(𝑡) ∈ 𝐶1(R+, 𝐻), удовлетво-
ряющие (1).

Если, кроме того, 𝐵*𝐵 > 𝛿 > 0, то существуют 𝜔, 𝑑 > 0, что справед-
лива оценка:

‖𝑢‖2𝐻 6 𝑑0𝑒
−2𝜔𝑡(‖𝜙0‖2𝐻 + ‖𝜓0‖2𝐻) + ‖𝑓(𝑡)‖2𝐶[0,𝑡] .
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ИНТЕГРАЛОВ
ФЕЙНМАНА ПО ПРОСТРАНСТВУ ТРАЕКТОРИЙ

Е.Т. Шавгулидзе, А.К. Кравцева
shavgulidze@bk.ru, k-anna-k@mail.ru

Â ðàáîòå ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå àíàëèòè÷åñêîãî èíòå-
ãðàëà Ôåéíìàíà îò ýêñïîíåíòû ñ ïîëèíîìîì ÷åòâ�åðòîãî ïîðÿäêà â ïîêàçàòå-
ëå ïî ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíûõ òðàåêòîðèé ñ çàêðåïë�åííûìè ãðàíèöàìè.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìï-
òîòèêè èíòåãðàëîâ, îïèñûâàþùèõ ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé.

Ïóñòü 𝑄 � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, 𝑝𝑘 : 𝑄× . . .×𝑄→ R
� 𝑘-ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ñèììåòðè÷íûå ôîðìû, 𝑘 = 1, 2, 3, 4, 𝑝0 �
êîìïëåêñíîå ÷èñëî, 𝑡 � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

𝑣 : 𝑄→ R ôîðìóëîé 𝑣(𝑞) =
4∑︀
𝑖=0

𝑝𝑖(𝑞, . . . , 𝑞) è, èñïîëüçóÿ ëèíåéíîñòü ôóíêöè-

îíàëîâ 𝑝𝑖, ïðîäîëæèì ôóíêöèîíàë 𝑣 íà 𝑄C. Ïóñòü ïîñëå ñäâèãà íà âåê-
òîð 𝑧0 ∈ 𝑄 ñóììà ìíîãî÷ëåíîâ 𝑝𝑖 ïåðåõîäèò â ñóììó ìíîãî÷ëåíîâ 𝑞𝑘:

𝑣(𝑞 + 𝑧0) =
4∑︀
𝑖=0

𝑝𝑖(𝑞 + 𝑧0, . . . , 𝑞 + 𝑧0) =
4∑︀
𝑖=0

𝑞𝑘(𝑧0, 𝑞, . . . , 𝑞⏟  ⏞  
𝑘

). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

𝑝4(𝑞, 𝑞, 𝑞, 𝑞) > 0 äëÿ ëþáûõ 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑞 ̸= 0. Ïóñòü ̂︀𝑙(𝑞) = (𝑝4(𝑞, 𝑞, 𝑞, 𝑞))
1/4,̂︀𝑙(𝑥1 + 𝑥2) 6 ̂︀𝑙(𝑥1) + ̂︀𝑙(𝑥2) äëÿ ëþáûõ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑄. Îïðåäåëèì îïåðàöèþ

ñâ�åðòêè ôîðìóëîé (𝑓 * 𝑔)(𝜏) = 1
𝑡

𝑡∫︀
−𝑡
𝑓(𝜏1)𝑔(𝜏 − 𝜏1)𝑑𝜏1. Îáîçíà÷èì çà 𝜑 ôóíê-

öèþ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì 𝜑(𝜏) =
∞∑︀
𝑛=1

1

𝑛𝛿
cos
(︁𝜋𝑛𝜏

𝑡

)︁
. Ïóñòü ̂︀𝑇 � ñà-

ìîñîïðÿæ�åííûé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë�åííûé ÿäåðíûé îïåðàòîð; ôóíêöèÿ
𝑧0 : [0, 𝑡] → 𝑄C èìååò âèä 𝑧0(𝜏) = (𝑔0 * 𝜑)(𝜏), ãäå 𝑔0 ∈ 𝐿2([0, 𝑡], 𝑄C), è

4∑︁
𝑗=1

𝑗

𝑡∫︁
0

𝑝𝑗((𝑢 * 𝜑)(𝜏), 𝑧0(𝜏), . . . , 𝑧0(𝜏)⏟  ⏞  
𝑗

)𝑑𝜏+

+2

𝑡∫︁
0

( ̂︀𝑇−1𝑧′0(𝜏), (𝑢 * 𝜑)(𝜏))𝑑𝜏 = 0

äëÿ ëþáûõ 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑡], 𝑄);

Шавгулидзе Евегний Тенгизович, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносо-
ва (Москва, Россия); Eugeniy Shavgulidze (Lomonosov Moscow State University, Moscow,
Russia)
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𝜑1(𝜏) =
∞∑︀
𝑛=1

1

𝑛2−2𝛿
cos
(︁𝜋𝑛𝜏

𝑡

)︁
; îïåðàòîð 𝑇 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 𝑇ℎ =̂︀𝑇 (ℎ * 𝜑1), ãäå ℎ = 𝑢 * 𝜑, 𝑢 ∈ 𝐿2([0, 𝑡], 𝑄). È ïóñòü

𝐹 (𝜆) =

∫︁
𝐸

exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜆
𝑡∫︁

0

𝑣(𝑥(𝜏))𝑑𝜏 − 𝑖𝜆

2

𝑡∫︁
0

( ̂︀𝑇−1𝑥′(𝜏), 𝑥′(𝜏))𝑑𝜏

⎫⎬⎭ 𝑑𝑥,

ãäå 𝐸 =

{︃
𝑥 ∈ 𝐶([0, 𝑡], 𝑄)

𝑥(0) = 𝑥(𝑡) = 0

}︃
.

Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íà 𝑞𝑘, 𝑧0 è 𝛿 ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû 𝐴
è 𝐵, äåéñòâóþùèå íà íåêîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà 𝐸C òàêèå,
÷òî ïðè 𝜆→ ∞ ôóíêöèè 𝐹 (𝜆) ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä

1√︀
𝛾(𝑧0)

exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜆
𝑡∫︁

0

(︂
𝑣(𝑧0(𝜏)) +

1

2
( ̂︀𝑇−1𝑧′0(𝜏), 𝑧′0(𝜏))

)︂
𝑑𝜏

⎫⎬⎭×

×
∞∑︁
𝑚=0

1

2𝑚𝑚!𝜆𝑚
Tr𝑇

(︃
Tr𝑇

(︃
. . .

Tr𝑇

⎛⎝exp

⎧⎨⎩−𝑖𝜆
4∑︁
𝑘=3

𝑡∫︁
0

𝑞𝑘(𝑧0(𝜏), 𝐴−1𝑥(𝜏), . . .⏟  ⏞  
𝑘

)𝑑𝜏

⎫⎬⎭
⎞⎠′′

. . .

)︃′′)︃′′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑥=0

,

ãäå 𝛾(𝑧0) = det(𝐼 + 𝑇𝐵).

Ðåçóëüòàòû çàìåòêè ïîëó÷åíû â ñîàâòîðñòâå ñ Î.Ã. Ñìîëÿíîâûì.
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Completeness theorem for the system of eigenfunctions of the
Schrödinger operator with the complex power potential.

The completeness for the system of eigenfunctions of the Schrödinger op-
erator with the complex power potential on the semi-axis with Dirichlet
boundary conditions is proved.

Keywords: spectral theory, completeness of the system of eigenfunctions.

Ìû ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð

ℒ𝑐,𝛼 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥𝛼

íà ïîëóîcè 𝑥 ∈ [0,+∞) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â íóëå. Êîíñòàíòà
𝑐 ∈ C.

Èçâåñòíî, ÷òî ðåçîëüâåíòà 𝑅(𝜆) = (ℒ𝑐,𝛼 − 𝜆)−1 óáûâàåò âíå çàìêíóòî-
ãî ñåêòîðà Λ = {arg 𝜆 ∈ [0, arg 𝑐]} � ÷èñëîâîãî îáðàçà ℒ𝑐,𝛼. Èçâåñòíî [1],
÷òî ïîðÿäîê îïåðàòîðà ℒ𝑐,𝛼 ðàâåí (2 + 𝛼)/2𝛼. Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓 îðòîãî-
íàëüíà âñåì ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì îïåðàòîðà ℒ𝑐,𝛼, òî âåêòîð-ôóíêöèÿ
𝑅(𝜆)𝑓 = (ℒ*

𝑐,𝛼−𝜆)−1𝑓 ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(R+) ÿâëÿåòñÿ öåëîé
ôóíêöèåé ïîðÿäêà ðîñòà 2𝛼/(2 + 𝛼) è íîðìàëüíîãî òèïà (ñì. �4 [4]). Åñëè
ðàñòâîð ñåêòîðà Λ ìåíüøå 2𝜋𝛼/(2 +𝛼), ò.å. åñëè | arg 𝑐| < 2𝜋𝛼/(2 +𝛼), òî èç
òåîðåìû Ôðàãìåíà�Ëèíäåëåôà ñëåäóåò, ÷òî 𝑅(𝜆)𝑓 ≡ 0, îòêóäà 𝑓 ≡ 0, à ýòî
âëå÷åò ïîëíîòó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà ℒ𝑐,𝛼.

Ýòè èäåè áåðóò íà÷àëî îò ðàáîòû Êåëäûøà [3]. Êîíå÷íî, òàêîé ïîäõîä íå
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ, êàê ðàñòåò ôóíêöèÿ 𝑅(𝜆)𝑓 âíóòðè ñåêòî-
ðà Λ. Àïðèîðè, îíà ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò â ýòîì ñåêòîðå. Íî îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî åñëè âìåñòî âåêòîð-ôóíêöèè 𝑅(𝜆)𝑓 ðàññìîòðåòü ñêàëÿðíóþ öåëóþ
ôóíêöèþ (𝑅(𝜆)𝑓)(𝑥), çàìîðîçèâ ïðîèçâîëüíóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó 𝑥, òî
ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ óáûâàþùåé â áîëåå øèðîêîì ñåêòîðå, ÷åì
C ∖ Λ. Ýòî íàáëþäåíèå îêàçûâàåòñÿ ðåøàþùèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû î ïîëíîòå ïðè áîëåå ñëàáûõ óñëîâèÿõ íà àðãóìåíò ÷èñëà 𝑐. Ðåàëèçîâàòü
òàêîé ïëàí íàì óäàëîñü ïðè 𝛼 = 2/3.

Èòàê, íàøà îñíîâíàÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà îïåðàòîðó

ℒ𝑐 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥2/3

è ôîðìóëèðóåòñÿ òàê

Теорема 1. Найдется 𝜃0 ∈ (𝜋/10, 𝜋/9) такое, что при всех 𝑐 ∈ C:
| arg 𝑐| < 𝜋/2+𝜃0 система собственных функций оператора ℒ𝑐 будет полна
в 𝐿2(R+).

Èñòî÷íèêîì âäîõíîâåíèÿ ïîñëóæèëà ñòàòüÿ Ñàâ÷óêà è Øêàëèêîâà [1],
â êîòîðîé äëÿ îïåðàòîðîâ íà ïîëóîñè âèäà

ℒ𝑐,𝛼 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑐𝑥𝛼

áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà: íàéäåòñÿ 𝛼0 < 2/3, òàêîå, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé ℒ𝑖,𝛼 = −𝑑2/𝑑𝑥2 + 𝑖𝑥𝛼 áóäåò ïîëíîé â 𝐿2(R+) ïðè 𝛼 ∈ (𝛼0, 2/3].
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Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïîëíîòû ℒ𝑖,𝛼 äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûëà ðåøå-
íà äàæå äëÿ 𝛼 = 2/3 è â 2015 ãîäó áûëà îòìå÷åíà ß. Àëìîãîì (Y. Almog) [2]
êàê îäíà èç àêòóàëüíûõ îòêðûòûõ ïðîáëåì. Ïîëó÷åííàÿ íàìè òåîðåìà, êî-
íå÷íî æå åå ðåøàåò ïðè 𝛼 = 2/3.
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ФОМУЛЫ СЛЕДОВ ОГРАНИЧЕННЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ
ДВУМЕРНЫХ МОДЕЛЬНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

ОПЕРАТОРОВ
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УДК 517.984.46

В работе получена формула регуляризованного следа для ограничен-
ных возмущений дискретных самосопряженных операторов с выче-
том первой поправки теории возмущений. В качестве приложения
рассмотрены возмущения оператором умножения на ограниченную
измеримую функцию некоторых двумерных модельных дифференци-
альных операторов математической физики.

Ключевые слова: спектр, регуляризованные следы, дискретные опера-
торы, возмущения, дифференциальные операторы в частных произ-
водных.

The formulas of the traces of bounded perturbations of
two-dimensional model differential operators

In this work we deal with bounded perturbations of discrete self-adjoint
operators. And we obtain for them the regularized trace formulas without
the first correction term of the perturbation theory. As an application,
we consider two-dimensional model differential operators of mathematical
physics, which are perturbed by the multiplication by a bounded measur-
able function.

Keywords: spectrum, regularized traces, discrete operators, perturbations,
partial differential operators.

Фазуллин Зиганур Юсупович, д.ф.-м.н., профессор, Башкирский государственный
университет (Уфа, Россия); Ziganur Fazullin (Bashkir State University, Ufa, Russia)
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Ïóñòü 𝐿0 = 𝐿*
0 ïîëóîãðàíè÷åííûé ñíèçó îïåðàòîð â ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻 ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì 𝜎(𝐿0) = {𝜆𝑘}∞𝑘=1 (𝜆1 <
𝜆2 < ...), 𝑃𝑘 � îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð ñîîòâåòñòâóþùèé 𝜆𝑘.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
inf
𝑘>>1

(𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘) > 0, (1)

𝑟𝑛 = 2−1 min {𝜆𝑛+1 − 𝜆𝑛, 𝜆𝑛 − 𝜆𝑛−1} è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑑𝑛,
òàêàÿ, ÷òî 0 < 𝑑𝑛 6 𝑟𝑛, inf

𝑛>2
𝑑𝑛 > 0,

lim
𝑛→∞

sup
|𝑧−𝜆𝑛|6𝑑𝑛

‖𝑅0𝑛(𝑧)𝑉 ‖ = 0, (2)

ãäå 𝑅0𝑛(𝑧) = 𝑅0(𝑧) − (𝜆𝑛 − 𝑧)−1𝑃𝑛, 𝑅0(𝑧) = (𝐿0 − 𝑧)−1.
Åñëè 𝑉 � ñèììåòðè÷åñêèé 𝐿0-êîìïàêòíûé â ℋ, òî îïåðàòîð 𝐿 = 𝐿0 + 𝑉

çàìêíóò â 𝒟(𝐿0) è äèñêðåòåí (òåîðåìà Êàòî-Ðåëëèõà).
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà è ôîðìó-

ëå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ñëåäà äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïåðàòîðà 𝐿.
Теорема 1. Пусть выполнены (1) и (2). Тогда для собственных чисел

𝜇 оператора 𝐿 из интервала (𝜆𝑛 − 𝑟𝑛, 𝜆𝑛 + 𝑟𝑛), при 𝑛 >> 1 справедлива
оценка:

|𝜇− 𝜆𝑛| 6 𝐶 ‖𝑃𝑛𝑉 ‖ , 𝐶 > 0.

Ïóñòü 𝜈𝑛 = dim𝑃𝑎𝑛𝑃𝑛, 𝜇
(𝑛)
𝑠 , 𝑠 = 1, 𝜈𝑛 - ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà 𝐿,

½ðàñùåïëåííûå� âîçìóùåíèåì 𝑉 îò ñïåêòðà 𝐿0. È 𝛼𝑛 = 𝑡𝑟𝑃𝑛𝑉 𝑅0𝑛(𝜆𝑛)𝑉 ,

Γ𝑛 =
{︁
𝑧 : |𝑧| = 𝜆𝑛+1+𝜆𝑛

2

}︁
, 𝛽𝑛 = −𝑡𝑟

(︃
(2𝜋𝑖)−1

∮︀
Γ𝑛

𝑧(𝑅0(𝑧)𝑉 )3𝑅(𝑧)𝑑𝑧

)︃
, ãäå

𝑅(𝑧) = (𝐿− 𝑧)
−1, 𝑡𝑟 � ñëåä ÿäåðíîãî îïåðàòîðà.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1) и (2) теоремы 1 и при 𝑛 >> 1∑︁
𝜆𝑘6𝜆𝑛

𝜆𝑘𝛼𝑘 = 𝑜(𝜆𝑛), 𝛽𝑛 = 𝑜(1),

∑︁
𝜆𝑘6𝜆𝑛

∑︁
𝜆𝑚>𝜆𝑛+1

𝑡𝑟𝑃𝑘𝑉 𝑃𝑚𝑉 = 𝑜(𝜆𝑛).

Тогда
∞∑︁
𝑘=1

[︃
𝜈𝑘∑︁
𝑠=1

(︁
𝜆𝑘 − 𝜇(𝑘)

𝑠

)︁
+ 𝑡𝑟(𝑃𝑘𝑉 )

]︃
=

= lim
𝑛→∞

1

2𝜆𝑛

∑︁
𝜆𝑘6𝜆𝑛

𝑡𝑟
(︀
𝑃𝑘𝑉

2 − (𝑃𝑘𝑉 )2
)︀
. (3)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åí-
íûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ âîçìóùåíèé ðàâíà íóëþ, åñëè äëÿ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà 𝐿0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà: 𝑁(𝑡, 𝐿0) =
𝑜(𝑡), 𝑡 → ∞, (ñì. [1], òåîðåìà 5). Áîëåå òîãî, òåîðåìû 1 è 2 ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü ôîðìóëû ñëåäîâ òèïà Ãåëüôàíäà-Ëåâèòàíà äëÿ âîçìóùåíèé íåêîòî-
ðûõ ìîäåëüíûõ îïåðàòîðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îïåðàòîðîì óìíîæåíèÿ
íà îãðàíè÷åííóþ èçìåðèìóþ ôóíêöèþ êîíå÷íîé ãëàäêîñòè:
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1. Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ñôåðå 𝑆2 ([2])

𝐿0 = − 1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

(︂
sin 𝜃

𝜕

𝜕𝜃

)︂
− 1

sin2 𝜃

𝜕

𝜕𝜙2
, ℋ = 𝐿2(𝑆2)

𝜎(𝐿0) = {𝑘(𝑘 + 1)}∞𝑘=0 , 𝜈𝑘 = 2𝑘 + 1, 𝑁(𝑡) = 𝑂(𝑡), 𝑡→ ∞

Теорема 3. Пусть 𝑉 (𝜃, 𝜙) ∈𝑊 1
2 (𝑆2). Тогда

∞∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑠=−𝑘

[︂
𝑘(𝑘 + 1) +

1

4𝜋

∫︁
𝒮2

𝑉 (𝑠)𝑑𝑠− 𝜇(𝑘)
𝑠

]︂
=

=
1

8𝜋

∫︁
𝑆2

𝑉 2(𝑠)𝑑𝑠− 1

16𝜋2

∫︁
𝑆2

∫︁
𝑆2

𝑉 (𝑠)𝑉 (𝑠0)√︀
1 − (−→𝑠 ,−→𝑠0)2

𝑑𝑠𝑑𝑠0

где −→𝑠 = (cos𝜙 sin 𝜃, sin𝜙 sin 𝜃, cos 𝜃), −→𝑠0 = (cos𝜙0 sin 𝜃0, sin𝜙0 sin 𝜃0, cos 𝜃0).
2. Äâóìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð ([3])

𝐿0 = − 𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝜕2

𝜕𝑥22
+ 𝑥21 + 𝑥22, ℋ = 𝐿2(R2),

𝜎(𝐿0) = {2(𝑘 + 1)}∞𝑘=0 𝜈𝑘 = 𝑘 + 1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑁(𝑡, 𝐿0) = 𝑂(𝑡2), 𝑡→ ∞.

Теорема 4. Пусть 𝑉 (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶
(4)
0 (R2). Тогда

∞∑︁
𝑘=0

[︃
tr𝑃𝑘𝑉 +

𝑘∑︁
𝑠=0

(︁
2(𝑘 + 1) − 𝜇(𝑘)

𝑠

)︁]︃
=

1

8𝜋

∫︁
R2

𝑉 2(𝑥)𝑑𝑥.

3. Äâóìåðíûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð â ïîëîñå ([4])

𝐿0 = − 𝜕2

𝜕𝑥21
− 𝜕2

𝜕𝑥22
+𝑥21, ℋ = 𝐿2(Π), Π = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) : 𝑥1 ∈ R, 𝑥2 ∈ [0, 𝜋]}

𝐷(𝐿0) =
{︀
𝑢(𝑥1, 𝑥2) : 𝑢 ∈𝑊 2

2 (Π), 𝑢(𝑥1, 0) = 𝑢(𝑥1, 𝜋) = 0
}︀

𝜎(𝐿0) = {𝑘 ∈ N∖ {1, 3}} , 𝜈𝑘 ∼=

[︃√
𝑘

2

]︃
, 𝑁(𝑡, 𝐿0) = 𝑂(𝑡

3
2 ), 𝑡→ ∞

Теорема 5. Пусть 𝑉 (𝑥) ∈ 𝐶
(2)
0 (Π). Тогда

∑︁
𝑘∈N/{1,3}

[︃
𝜈𝑘∑︁
𝑠=1

(︁
𝜆𝑘 − 𝜇(𝑘)

𝑠

)︁
+ 𝑡𝑟(𝑃𝑘𝑉 )

]︃
=

1

12𝜋

∫︁
Π

𝑉 2(𝑥)𝑑𝑥.

4. Äâóìåðíûé îïåðàòîð Øðåäèíãåðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå ([5]).
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𝐿0 =

(︂
1

i

𝜕

𝜕𝑥1
− 𝑥2

)︂2

+

(︂
1

i

𝜕

𝜕𝑥2
+ 𝑥1

)︂2

, ℋ = 𝐿2(R2),

𝜎(𝐿0) = {2(2𝑘 + 1)}∞𝑘=0 (óðîâíè Ëàíäàó), 𝜈𝑘 = ∞.

Теорема 6. Пусть 𝑉 ∈ 𝐶
(2)
0 (R2). Тогда справедлива формула следа

∞∑︁
𝑘=0

⎛⎝ ∞∑︁
𝑖=−𝑘

(𝜆𝑘 − 𝜇
(𝑖)
𝑘 ) +

1

𝜋

∫︁
R2

𝑉 (𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ =
1

8𝜋

∫︁
R2

𝑉 2(𝑥)𝑑𝑥.
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ЗНАЧЕНИЙ.
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Получены формулы регуляризованных следов для возмущений дис-
кретного спектрального оператора оператором Гильберта – Шмидта.
Доказана применимость метода Галеркина – Петрова для приближен-
ного вычисления собственных значений для таких возмущений.
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Regularized traces for perturbations of the spectral operator.
The Galerkin-Petrov method for calculating eigenvalues.

Formulas of regularized traces are obtained for perturbations of a discrete
spectral operator by the Hilbert – Schmidt operator. The applicability of
the Galerkin – Petrov method for the approximate calculation of eigen-
values for such perturbations is proved.

Keywords: eigenvalues, spectral operator, Hilbert – Schmidt operator,
Galerkin – Petrov method

Ïóñòü 𝑇 � äèñêðåòíûé ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð [1] â ñåïàðàáåëüíîì ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻. Ïóñòü 𝑇 ïðåäñòàâèì â âèäå 𝑇 = 𝑆 + 𝑁 , ãäå 𝑆 �
ñïåêòðàëüíûé îïåðàòîð ñêàëÿðíîãî òèïà [1], êîðíåâûå âåêòîðû {𝜙𝑘}∞𝑘=0 êî-
òîðîãî îáðàçóþò áàçèñ Ðèññà, à 𝑁 � êâàçèíèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð, êàæäîå
îãðàíè÷åíèå êîòîðîãî íà êîðíåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåð-
íûì íèëüïîòåíòíûì îïåðàòîðîì. Ïóñòü {𝜓𝑘}∞𝑘=0 � êîðíåâûå âåêòîðû îïå-
ðàòîðà 𝑆*. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà
𝑇 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

𝑟→∞

𝑁(𝑟)
𝑟𝛼 = 𝜀 <∞ 0 < 𝛼 6 1. Ðàññìîòðèì âîçìó-

ùåíèå îïåðàòîðà 𝑇 ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì 𝐵. Âåðíà
Теорема 1. Êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà 𝑇+𝐵 îáðàçóþò áàçèñ

Ðèññà èç ïîäïðîñòðàíñòâ â 𝐻.
Теорема 2. Ïóñòü 𝐵 � îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà â 𝐻. Åñëè 𝑠 ∈ N,

òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíîãî ðÿäà {𝑀𝜈}∞𝜈=1 :

lim
𝜈→∞

{︁ 𝑀𝜈∑︁
𝑚=1

[︁
𝜇𝑠𝑚 − 𝜆𝑠𝑚 − 𝑠𝜆𝑠−1

𝑚 (𝐵𝜙𝑚, 𝜓𝑚)
]︁
+

+ 𝑐𝜈(𝑠) −
𝑠−1∑︁
𝑘=2

𝑀𝜈∑︁
𝑚1=···=𝑚𝑘=1

𝑐𝑠−𝑘 (𝐵𝜙𝑚1
, 𝜓𝑚𝑘

)

𝑘∏︁
𝑗=2

(𝐵𝜙𝑚𝑗
, 𝜓𝑚𝑗−1

)
}︁

=

= 𝜅𝑠 𝑇𝑟(𝐺
−1𝐵𝑠𝐺),

ãäå

𝜅𝑠 =

{︃
1, 𝑖𝑓 𝑠 > 2

0, 𝑖𝑓 𝑠 = 1
, 𝑐𝜈(1) = 0, 𝑐𝑠−𝑘 = [𝜆𝑠 : 𝜆𝑚1 , . . . , 𝜆𝑚𝑘

, 𝜆𝑚𝑘
].

Çäåñü 𝐺 � îãðàíè÷åííûé îáðàòèìûé îïåðàòîð íà 𝐻 òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {𝑒𝑖}∞𝑖=0 : 𝜙𝑖 = 𝐺𝑒𝑖, 𝜓𝑗 = (𝐺−1)*𝑒𝑗 ∀ 𝑖, 𝑗 =
0, 1, 2, . . . Äëÿ 𝑐𝑠−𝑘 èñïîëüçîâàí ñèìâîë ðàçäåëåííîé ðàçíîñòè [2].

Ôîðìóëû, ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 2, íàçûâàþò îáû÷íî ôîðìóëàìè ðåãó-
ëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ.Ñóùåñòâåííûé âêëàä â èõ ðàçâèòèå âíåñëè àêàäåìèê
Â.À. Ñàäîâíè÷èé è åãî ó÷åíèêè. Â [8] ïðèâåäåí îáçîð ýòîé òåîðèè. Â [6]
èññëåäóþòñÿ ôîðìóëû ðåãóëÿðèçîâàííûõ ñëåäîâ âîçìóùåíèé èç êëàññîâ
Øàòòåíà �ôîí Íåéìàíà.
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Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà çàäà÷ó Èîíêèíà. Äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð 𝑇 çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè

𝑇𝑦 = −𝑦′′, 0 < 𝑥 < 1, 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 𝑦′(1), (3)

Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà (3) èçó÷åíû â ðàáîòå [4].
Äëÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è 𝑇 *𝑦 = −𝑦′′, 𝑦′(1) = 0, 𝑦(0) = 𝑦(1), èìååì

𝜓0 = 2, 𝜓2𝑘−1(𝑥) = 4(1 − 𝑥) sin(2𝜋𝑘𝑥), 𝜓2𝑘 = 4𝑥 cos(2𝜋𝑘𝑥), 𝑘 ∈ N, ãäå
𝑇 *𝜓2𝑘 = 𝜆𝑘𝜓2𝑘, 𝑇

*𝜓2𝑘−1 = 𝜆𝑘𝜓2𝑘−1 + 𝑝𝑘𝜓2𝑘, 𝑝𝑘 = 4𝑘𝜋, 𝑘 ∈ N, ò.å. 𝜓2𝑘−1

� ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð, à 𝜓2𝑘 � ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜆𝑘. Ïðè òàêîé íóìåðàöèè âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
áèîðòîãîíàëüíîñòè (𝜙𝑖, 𝜓𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 .

Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (𝑇 +𝐵)𝑦 = 𝜇 𝑦 ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìå-
íèìîñòè ìåòîäà Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà [5] ñ ñèñòåìàìè êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé
{𝜙𝑘}∞𝑘=0, {𝜓𝑘}∞𝑘=0, ãäå 𝐵 � ïðîèçâîëüíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð . Ïðèáëè-

æåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çäåñü èùåòñÿ â âèäå 𝑦𝑛 =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑐
(𝑛)
𝑘 𝜙𝑘, ãäå

êîýôôèöèåíòû 𝑐
(𝑛)
𝑘 � ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑐
(𝑛)
𝑘 [𝜇 𝛿𝑘𝑗 − ((𝑇 +𝐵)𝜙𝑘, 𝜓𝑗)] = 0, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ÷åðåç 𝛿𝑛 = 𝛿𝑛(𝜇). Íóëè ýòîãî îïðå-
äåëèòåëÿ è ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
èñõîäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ ñõî-
äèìîñòè:

𝜆
(𝑛)
𝑘 → 𝜆𝑘 ïðè 𝑛→ ∞, ∀ 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (5)

Ñëåäóÿ [7], ñäåëàâ çàìåíó 𝑦 = (𝑇 + 𝐸)−1𝑢 è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ 𝑆 = (𝐵 −
𝐸)(𝑇 + 𝐸)−1, 𝐴 = (𝑇 + 𝐸)−1, ïîëó÷èì

(𝐸 + 𝑆 − 𝜇𝐴)𝑢 = 0,

ãäå îïåðàòîðû 𝐴 è 𝑆 = (𝐵 − 𝐸)𝐴 � ÿäåðíûå. Ñëåäîâàòåëüíî, êîððåêòíî
îïðåäåëåí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ÿäåðíîãî îïåðàòîðà 𝐿 = 𝐿𝜇 =
−𝑆 + 𝜇𝐴:

∆(𝜇) = 𝑑𝑒𝑡(𝐸 − 𝐿(𝜇))
𝑑𝑒𝑓
=

∞∏︁
𝑘=1

(1 − 𝜆𝑘(𝐿𝜇)),

ãäå 𝜆𝑘(𝐿) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà 𝐿. Ñîãëàñíî [3] èìååì

∆(𝜇) = det ‖((𝐸 + 𝑆 − 𝜇𝐴)𝜙𝑘, 𝜓𝑗)‖∞𝑘,𝑗=1.

Отметим, ÷òî 𝜇* ∈ C ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì èñõîäíîé çàäà÷è
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∆(𝜇*) = 0. Îáîñíîâàíèå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Êàðëåìàíà.

Èç òåîðåìû Ãóðâèöà ïîëó÷èì ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ïðåäëîæå-
íèÿ.

Теорема 3. Â ëþáîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 𝐺 ⊂ C íóëè îïðåäåëèòåëÿ
∆𝑛(𝜆) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ (èõ êîíå÷íîå ÷èñëî) ê ñîîòâåòñòâóþùèì íóëÿì



Материалы международной конференции 157

ôóíêöèè ∆(𝜆). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî íóëè îïðåäåëèòåëÿ ñèñòåìû
Ãàëåðêèíà-Ïåòðîâà ñîâïàäàþò ñ íóëÿìè îïðåäåëèòåëÿ ∆𝑛(𝜇), äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ñõîäèìîñòè.
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В докладе излагаются точные неравенства типа Колмогорова для
последовательности производных периодических функций двух пе-
ременных и наилучших приближений последовательности производ-
ных функций тригонометрическими “углами” в пространстве 𝐿2(𝑄)
𝑄 := {0 6 𝑥, 𝑦 6 2𝜋}.
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Kolmogorov type inequality for the functions of two variable in
𝐿2

In this speech will delivered about the exact inequalities of Kolmogorov
type for a sequence derivatives of functions of two variables and the best
approximate sequential derivatives of functions by trigonometric “angle”
in 𝐿2(𝑄) 𝑄 := {0 6 𝑥, 𝑦 6 2𝜋}.
Keywords: Kolmogorov type inequality, trigonometric “angle”, quasipoly-
nomial, the best approximation

Â ìîíîãðàôèè [1] ïðèâåäåíû è ñèñòåìàòèçèðîâàíû ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèé ïî íåðàâåíñòâàì äëÿ íîðì ïðîìåæóòî÷íûõ ïðîèçâîäíûõ (íåðàâåí-
ñòâàì òèïà Êîëìîãîðîâà) ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè îáëàñòÿìè îïðåäåëåíèÿ,
êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è ïîëó÷åííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Ïðè ýòîì îñíîâíîå
âíèìàíèå óäåëåíî òî÷íûì íåðàâåíñòâàì òàêîãî òèïà. Â [2] ïðèâåäåí îáñòî-
ÿòåëüíûé îáçîð íåðàâåíñòâ òèïà Êîëìîãîðîâà, ãäå ïîëó÷åíû íàèëó÷øèå
êîíñòàíòû è àíàëèçèðóåòñÿ èõ ñâÿçü ñ çàäà÷åé Ñòå÷êèíà î íàèëó÷øåì ïðè-
áëèæåíèè îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíêöèé.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïî÷òè âñå ðåçóëüòàòû â [1] è [2] ïîëó÷åíû äëÿ âåùå-
ñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäñòàâ-
ëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ïîëó÷åíèå íåðàâåíñòâ òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ ôóíê-
öèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ãäå ïîëó÷åíû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðåçóëüòàòîâ.
Çäåñü èçëàãàåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ äèôôåðåíöèðó-
åìûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ â 𝐿2 := 𝐿2(𝑄), 𝑄 := {0 6 𝑥, 𝑦 6 2𝜋} ñ
êîíå÷íîé íîðìîé

‖𝑓‖𝐿2 :=

{︃
1

4𝜋2

∫︁∫︁
(𝑄)

𝑓2(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

}︃1/2

<∞.

×åðåç 𝐿(𝑟,𝑠)
2 (𝑄), 𝑟, 𝑠 ∈ N � ìíîæåñòâî ôóíêöèé 𝑓 ∈ 𝐿2, ó êîòîðûõ ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå 𝑓 (𝑟,𝜈), 𝑟 ∈ N, 𝜈 = 0, 𝑠− 1, 𝑓 (𝜇,𝑠), 𝜇 = 0, 𝑟 − 1, 𝑠 ∈ N ñóùåñòâóþò,
êóñî÷íî-íåïðåðûâíû, äîïóñêàþò ïåðåìåíó ïîðÿäêà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è
𝑓 (𝑟,𝑠) ∈ 𝐿2.

Äèôôåðåíöèðóÿ ôîðìàëüíî ðàâåíñòâî

𝑓(𝑥, 𝑦) =

+∞∑︁
𝑝=−∞

+∞∑︁
𝑞=−∞

𝑐𝑝𝑞(𝑓)𝑒𝑖(𝑝𝑥+𝑞𝑦), 𝑐𝑝𝑞(𝑓) :=
1

4𝜋2

∫︁∫︁
(𝑄)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒−𝑖(𝑝𝑥+𝑞𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑟-ðàç ïî ïåðåìåííîìó 𝑥 è 𝑠-ðàç ïî ïåðåìåííîìó 𝑦 â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â
ìåòðèêå 𝐿2, çàïèøåì

𝑓 (𝑟,𝑠)(𝑥, 𝑦) =

+∞∑︁
𝑝=−∞

+∞∑︁
𝑞=−∞

(𝑖𝑝)𝑟(𝑖𝑞)𝑠𝑐𝑝𝑞(𝑓)𝑒𝑖(𝑝𝑥+𝑞𝑦),

îòêóäà ñðàçó âûòåêàåò ðàâåíñòâî

‖𝑓 (𝑟,𝑠)‖𝐿2
=

+∞∑︁
𝑝=−∞

+∞∑︁
𝑞=−∞

𝑝2𝑟𝑞2𝑠|𝑐𝑝𝑞(𝑓)|2 =

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑝2𝑟𝑞2𝑠𝜌2𝑝𝑞(𝑓),



Материалы международной конференции 159

ãäå
𝜌2𝑝𝑞(𝑓) = |𝑐−𝑝,−𝑞(𝑓)|2 + |𝑐−𝑝,𝑞(𝑓)|2 + |𝑐𝑝,−𝑞(𝑓)|2 + |𝑐𝑝,𝑞(𝑓)|2.

Äëÿ ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟,𝑠)
2 , å�å ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 𝑓 (𝑟,0) (𝑟 ∈ N), 𝑓 (0,𝑠)

(𝑠 ∈ N), à òàêæå ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ 𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙) (𝑘, 𝑙 ∈ Z+, 0 6 𝑘 6 𝑟,
0 6 𝑙 6 𝑠) â ñèëó ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ èìååì:

‖𝑓‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝜌2𝑝,𝑞(𝑓), ‖𝑓 (𝑟,0)‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑝2𝑟𝜌2𝑝,𝑞(𝑓),

‖𝑓 (0,𝑠)‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑞2𝑠𝜌2𝑝,𝑞(𝑓),

‖𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙)‖2𝐿2
=

∞∑︁
𝑝=1

∞∑︁
𝑞=1

𝑝2(𝑟−𝑘)𝑞2(𝑠−𝑙)𝜌2𝑝,𝑞(𝑓).

Теорема 1. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿
(𝑟,𝑠)
2 (𝑟, 𝑠 = 2, 3...) при всех

𝑘 = 1, 𝑟 − 1 и 𝑙 = 1, 𝑠− 1 имеют места неравенства

‖𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙)‖𝐿2 6 ‖𝑓‖𝑘𝑙/𝑟𝑠𝐿2
· ‖𝑓 (𝑟,0)‖(1−

𝑘
𝑟 )

𝑙
𝑠

𝐿2
· ‖𝑓 (0,𝑠)‖

𝑘
𝑟 (1−

𝑙
𝑠 )

𝐿2
· ‖𝑓 (𝑟,𝑠)‖(1−

𝑘
𝑟 )(1−

𝑙
𝑠 )

𝐿2
.

(1)
Знак равенства в (1) реализуется, например, функцией

𝑓0(𝑥, 𝑦) = 𝛾 cos𝑚(𝑥+ 𝛼) · cos𝑛(𝑦 + 𝛽) ∈ 𝐿
(𝑟,𝑠)
2 , 𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ R, 𝑚, 𝑛 ∈ N.

Ïóñòü (𝑋, ‖ · ‖𝑋) è (𝑌, ‖ · ‖𝑌 ) � ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé, à

𝑈𝑚 := 𝑠𝑝𝑎𝑛 {𝑢0(𝑥), 𝑢1(𝑥), . . . 𝑢𝑚(𝑥)} , 𝑉𝑛 := {𝑣0(𝑦), 𝑣1(𝑦), . . . 𝑣𝑛(𝑦)}

èõ êîíå÷íîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâî, òî åñòü 𝑈𝑚 ⊂ 𝑋, 𝑉𝑛 ⊂ 𝑌 .
Âûðàæåíèå âèäà

𝑔𝑚,𝑛(𝑥, 𝑦) =

𝑚∑︁
𝑝=0

𝑢𝑝(𝑥)𝜓𝑝(𝑦) +

𝑛∑︁
𝑞=0

𝑣𝑞(𝑦)𝜑𝑞(𝑥),

ãäå {𝜑𝑞(𝑥)}𝑛𝑞=0 è {𝜓𝑝(𝑦)}𝑚𝑝=0 � íàáîðû ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ïðîñòðàíñòâ 𝑋 è 𝑌 íàçîâåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîì �óãëîì� [3-
4], èëè îáîáùåííûì ïîëèíîìîì (êâàçèïîëèíîìîì), ïîðîæäåííûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè 𝑈𝑚 è 𝑉𝑛. Óêàçàííûå îáîáùåííûå ïîëèíîìû îáðàçóþò ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâ 𝑍 := 𝑍(𝑄), êîòîðîå îáîçíà÷èì

𝐺(𝑈𝑚, 𝑉𝑛) : 𝑈𝑚 ⊗ 𝑌 + 𝑉𝑛 ⊗𝑋,

ãäå îïåðàöèè ” ⊗ ” è ” + ” îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî îïåðàöèè äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ è ïðÿìîé ñóììû ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì

ℰ𝑚,𝑛(𝑓)𝑍 ; = ℰ(𝑓 ;𝐺(𝑈𝑚, 𝑉𝑛))𝑍 = inf {‖𝑓 − 𝑔𝑚,𝑛‖𝑍 : 𝑔𝑚,𝑛 ∈ 𝐺(𝑈𝑚, 𝑉𝑛)} .
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Теорема 2. Пусть 𝑚 > 𝑟 > 𝑘 > 1, 𝑛 > 𝑠 > 𝑙 > 1, 𝑚, 𝑛, 𝑟, 𝑠, 𝑘, 𝑙 ∈ N.
Тогда для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐿

(𝑟,𝑠)
2 (𝑄) имеет место неравенство

ℰ𝑚−1,𝑛−1(𝑓 (𝑟−𝑘,𝑠−𝑙))𝐿2 6

6
(︀
ℰ𝑚−1,𝑛−1 (𝑓)𝐿2

)︀𝑘𝑙/𝑟𝑠 · (︂ℰ𝑚−1,𝑛−1

(︁
𝑓 (𝑟,0)

)︁
𝐿2

)︂(1− 𝑘
𝑟 ) 𝑙

𝑠

·

·
(︂
ℰ𝑚−1,𝑛−1

(︁
𝑓 (0,𝑠)

)︁
𝐿2

)︂ 𝑘
𝑟 (1− 𝑙

𝑠 )
·
(︂
ℰ𝑚−1,𝑛−1

(︁
𝑓 (𝑟,𝑠)

)︁
𝐿2

)︂(1− 𝑘
𝑟 )(1− 𝑙

𝑠 )
,

которое является точным в вышеуказанном смысле.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ ïî ñõåìå ðàññóæäåíèé ïðèâåäåí-

íîé â [5], ãäå íàéäåíû íåðàâåíñòâî òèïà Êîëìîãîðîâà äëÿ ôóíêöèé äâóõ
êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå Áåðãìàíà.
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ТОЧНЫЕ ОЦЕНКИ ПРОИЗВОДНЫХ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА
В ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА

И.А. Шейпак
iasheip@yandex.ru

УДК 517.518.23

Изучается связь норм операторов вложения пространства

ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1] в
∘

𝑊 𝑘
∞ [−1; 1] с нормами функционалов 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘)(𝑥)

в пространстве ℋ. Для каждой фиксированной точки 𝑥 обозначим
норму функционала через 𝐴𝑛,𝑘(𝑥). Для каждого натурального 𝑛 и
четного 𝑘 6 𝑛 − 1 найдено явное значение 𝐴𝑛,𝑘(0), которое является
глобальным максимумом функции 𝐴𝑛,𝑘(𝑥). Это значение также
является точной константой вложения в указанных пространствах.

Ключевые слова: пространства Соболева, константы вложения
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Sharp estimates of even order derivatives in Sobolev spaces

We study the relation of embedding operators norms from space

ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1] in
∘

𝑊 𝑘
∞ [−1; 1] with norms of functionals 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘)(𝑥)

in space ℋ. For each fixed point 𝑥 we denote the functional norm by
𝐴𝑛,𝑘(𝑥). For each natural 𝑛 and even 𝑘 6 𝑛 − 1, explicit values 𝐴𝑛,𝑘(0)
are found, which are the global maximum of the function 𝐴𝑛,𝑘(𝑥). This
value is the exact embedding constant in the specified spaces.

Keywords: Sobolev spaces, embedding constants

Îïðåäåëèì âåëè÷èíû 𝐴𝑛,𝑘(𝑥) êàê íîðìû ôóíêöèîíàëîâ 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘)(𝑥),

äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1]:

𝐴𝑛,𝑘(𝑥) := sup
‖𝑓‖ℋ=1

|𝑓 (𝑘)(𝑥)|.

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåíèå òî÷íîãî çíà÷åíèÿ

Λ𝑛,𝑘 := sup
𝑥∈[−1;1]

𝐴𝑛,𝑘(𝑥),

êîòîðîå íàçûâàþò êîíñòàíòîé âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà

ℋ :=
∘
𝑊𝑛

2 [−1; 1] â
∘

𝑊 𝑘
∞ [−1; 1]. Íàìíîãî óäîáíåå ðàáîòàòü ñ êâàäðàòîì

ýòèõ âåëè÷èí, ïîýòîìó Λ2
𝑛,𝑘 òàêæå íàçûâàþò êîíñòàíòàìè âëîæåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ êîíñòàíò Λ2
𝑛,0, Λ2

𝑛,1 è Λ2
𝑛,2, à

òàêæå óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè âëîæåíèÿ è ïåðâîîáðàçíûìè
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû ëîêàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé
𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) è ïðåäúÿâëåíû ôîðìóëû äëÿ Λ2

𝑛,4 è Λ2
𝑛,6.

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà îáðàçóþò îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå
𝐿2[−1; 1] è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé Ðîäðèãà

𝑃𝑛(𝑥) :=
1

2𝑛
1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 1)𝑛

)︀(𝑛)
.

Ïåðâîîáðàçíàÿ ïîðÿäêà 𝑚 > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝑃 (−𝑚)
𝑛 :=

1

2𝑛
1

𝑛!

(︀
(𝑥2 − 1)𝑛

)︀(𝑛−𝑚)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû.
Лемма 1. Функции 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) удовлетворяют рекуррентному соотноше-
нию

𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) = 𝐴2

𝑛−2,𝑘−2(𝑥) −
(︀
𝑃

(𝑘−𝑛)
𝑛−2 (𝑥)

)︀2(︂
𝑛− 3

2

)︂
−
(︀
𝑃

(𝑘−𝑛)
𝑛−1 (𝑥)

)︀2(︂
𝑛− 1

2

)︂
.

Лемма 2. Для величин 𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥) справедливо соотношение

𝑑𝐴2
𝑛,𝑘(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑃 (𝑘−𝑛+1)

𝑛−1 (𝑥) · 𝑃 (𝑘−𝑛+1)
𝑛 (𝑥).
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Теорема 1. Точка 𝑥 = 0 является точкой глобального максимума
функции 𝐴2

𝑛,𝑘(𝑥) на отрезке [−1; 1].
Ñ ïîìîùüþ ëåìì 1, 2 è òåîðåìû 1 äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îñíîâíîé

ðåçóëüòàò.
Теорема 2. Точные значения констант вложения на отрезке [−1; 1]

при 𝑘 = 2𝑙, 𝑙 = 0, 1, . . . имеют вид

Λ2
𝑛,𝑘 := 𝐴2

𝑛,𝑘(0) =
((𝑘 − 1)!!)2

22𝑛−𝑘−1((𝑛− (𝑘/2) − 1)!)2(2𝑛− 2𝑘 − 1)
.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ С
ПОЛИНОМИАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Р.Н. Ярметова
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Доклад посвящен исследованию спектральных свойств операторов,
порожденных в гильбертовом пространстве 𝐿2(−∞,+∞) симметри-
ческими дифференциальными выражениями с полиномиальными ко-
эффициентами и их степенями. Рассматривается случай, когда в ба-
зисе функций Чебышева-Эрмита им соответствуют двухдиагональ-
ные обобщенные якобиевы матрицы. Найдены дефектные числа та-
ких операторов, построены примеры целых дифференциальных опе-
раторов минимального типа, которые порождаются иррегулярными
дифференциальными выражениями.

Ключевые слова: симметрические дифференциальные и разностные
операторы, обощенные якобиевые матрицы, индекс дефекта, самосо-
пряженные расширения, спектр
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Differential operators with polynomial coefficients

The report is devoted to the study of the spectral properties of the op-
erators generated in a Hilbert space 𝐿2(−∞,+∞) symmetric differen-
tial expressions with polynomial coefficients and their powers. The case
is considered when, in the basis of Chebyshev-Hermite functions, they
correspond to two-diagonal generalized Jacobi matrices. The deficiency
indecies of such operators are found, examples of entire differential oper-
ators of minimal type are constructed, which are generated by irregular
differential expressions.

Keywords: symmetric differential and difference operators, generalized Ja-
cobi matrix, deficiency index, self-adjoint extensions, spectrum

Â äîêëàäå áóäåò ðàññìîòðåíî ñèììåòðè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå âûðà-
æåíèå ïîðÿäêà 𝑛 = 2𝑘 +𝑚 > 3 âèäà

𝑙 =

𝑘∑︁
𝑖=0

{ℎ𝑖𝑎*𝑖+𝑚𝑎𝑖 + ℎ𝑖𝑎
*𝑖𝑎𝑖+𝑚},

ãäå 𝑚 > 1 è 𝑘 > 0 � öåëûå ÷èñëà, ℎ0, ℎ1, . . . , ℎ𝑘 � ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà, ℎ𝑘 ̸= 0, è

𝑎 =
1√
2

(𝑥+
𝑑

𝑑𝑥
), 𝑎* =

1√
2

(𝑥− 𝑑

𝑑𝑥
).

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ìèíèìàëüíîãî çàìêíóòîãî
ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà 𝐿, ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæå-
íèåì 𝑙 â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(−∞,+∞), â áàçèñå ôóíêöèé ×åáûøåâà-Ýðìèòà
ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèåâà ìàòðèöà, â êîòîðîé òîëüêî ýëåìåíòû äâóõ äèàãîíàëåé
îòëè÷íû îò íóëÿ, à èìåííî äèàãîíàëè ñ íîìåðîì 𝑚 âûøå è íèæå ãëàâíîé
(íóëåâîé) äèàãîíàëè. Èñõîäÿ èç ýòîãî, íàéäåíû äåôåêòíûå ÷èñëà îïåðàòîðà
𝐿, ïîðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì 𝑙 è åãî ñòåïåíÿìè.

Â äîêëàäå òàêæå áóäóò ïðèâåäåíû ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, ïîðîæäåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûìè âûðàæåíèÿìè íå áîëåå òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïîëèíî-
ìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è èõ ñòåïåíÿìè â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2(−∞,+∞),
äåôåêòíûå ÷èñëà êîòîðûõ ìîãóò îêàçàòüñÿ íå òîëüêî ìåíüøå èëè ðàâíû,
íî, ÷òî îñîáåííî èíòåðåñíî, è áîëüøå ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ âûðàæåíèé.

Äîêëàä îñíîâàí íà ñîâìåñòíîé ñòàòüå [1].
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ON THE SOLVABILITY IN A WEIGHT SPACE OF A
BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR A CLASS

FOURTH-ORDER OPERATOR-DIFFERENTIAL EQUATIONS
A.R. Aliev
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In a Sobolev-type space with an exponential weight, sufficient conditions
are founded for the well-posed and unique solvability of a boundary value
problem for one class fourth-order operator-differential equations with
multiple characteristics.

Keywords: boundary-value problem, operator-differential equation,
Hilbert space, self-adjoin operator, regular solvability
MSC: 35G15, 47D03

In a separable Hilbert space 𝐻, we consider a boundary-value problem(︂
− 𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂3(︂
𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂
𝑢(𝑥)+

4∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗
𝑑4−𝑗𝑢 (𝑥)

𝑑𝑥4−𝑗
= 𝑓 (𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅+ = [0,+∞) , (1)

𝑢 (0) = 0, (2)

where 𝑓 (𝑥) and 𝑢 (𝑥) are 𝐻-valued functions, 𝐴 is a self-adjoint positive-definite oper-
ator with lower boundary of the spectrum 𝜆0 (𝐴 = 𝐴* > 𝜆0𝐸 (𝜆0 > 0), where 𝐸 is the
identity operator), and 𝐴𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4, are linear, generally, unbounded operators.

Note that equations of the form (1) are encountered in applications, in particular,
in the problems of stability of plates made of plastic materials (see [1]).

We introduce the following Hilbert spaces with exponential weight 𝑒−𝜅𝑥/2, 𝜅 ∈
𝑅 = (−∞,+∞):

𝐿2,𝜅 (𝑅+;𝐻) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑣 (𝑥) : ‖𝑣‖𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻) =

⎛⎝ +∞∫︁
0

‖𝑣 (𝑥)‖2𝐻 𝑒
−𝜅𝑥𝑑𝑥

⎞⎠1/2

< +∞)

⎫⎪⎬⎪⎭ ,

𝑊 4
2,𝜅 (𝑅+;𝐻) =

{︁
𝑣 (𝑥) : ‖𝑣‖𝑊4

2,𝜅(𝑅+;𝐻) =⎛⎝ +∞∫︁
0

(︃⃦⃦⃦⃦
𝑑4𝑢 (𝑥)

𝑑𝑥4

⃦⃦⃦⃦2
𝐻

+
⃦⃦
𝐴4𝑢 (𝑥)

⃦⃦2
𝐻

)︃
𝑒−𝜅𝑥𝑑𝑥

⎞⎠1/2

< +∞

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Let
𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) =
{︀
𝑣 (𝑥) : 𝑣 (𝑥) ∈𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻) , 𝑣 (0) = 0
}︀

and let 𝑃0 denote an operator from the space𝑊 4
2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) to 𝐿2,𝜅 (𝑅+;𝐻) defined

as

𝑃0𝑢(𝑥) ≡
(︂
− 𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂3(︂
𝑑

𝑑𝑥
+𝐴

)︂
𝑢(𝑥), 𝑢(𝑥) ∈𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) .

This work is supported by the ”University Grant” of the ASOIU (no. ADNSU-2018-1-01).
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Definition. Suppose that for any 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻) there exists a function
𝑢(𝑥) ∈ 𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻) satisfying equation (1) almost everywhere in 𝑅+ and boundary
condition (2) in the sense that

lim
𝑥→0

⃦⃦⃦
𝐴7/2𝑢 (𝑥)

⃦⃦⃦
𝐻

= 0,

and, moreover,
‖𝑢‖𝑊4

2,𝜅(𝑅+;𝐻) 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‖𝑓‖𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻) .

Then the boundary value problem (1) and (2) is said to be regularly solvable.
The following theorems is valid.

Theorem 1. Suppose that 𝐴 = 𝐴* > 𝜆0𝐸 (𝜆0 > 0) and 𝜅 ∈ (−2𝜆0, 2𝜆0). Then the
operator 𝑃0 is an isomorphism between the spaces 𝑊 4

2,𝜅 (𝑅+;𝐻; {0}) and 𝐿2,𝜅 (𝑅+;𝐻).

Theorem 2. Suppose that 𝐴 = 𝐴* > 𝜆0𝐸 (𝜆0 > 0), 𝜅 ∈ (−2𝜆0, 2𝜆0) and, the
operators 𝐴𝑗𝐴

−𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, are bounded in 𝐻, moreover, the following inequality
holds true

4∑︁
𝑗=1

𝑁𝑗

⃦⃦⃦
𝐴𝑗𝐴

−𝑗
⃦⃦⃦
𝐻→𝐻

< 1,

where

𝑁𝑗 = sup
0 ̸=𝑢∈𝑊4

2,𝜅(𝑅+;𝐻;{0})

(︃⃦⃦⃦⃦
𝐴𝑗
𝑑4−𝑗𝑢

𝑑𝑥4−𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻)

‖𝑃0𝑢‖−1

𝐿2,𝜅(𝑅+;𝐻)

)︃
, 𝑗 = 1, 2, 3, 4.

Then the boundary-value problem (1) and (2) is regularly solvable.
Note that the well-posed and unique solvability of equation (1) on the whole axis

was studies in [2]. The Fredholm property of the boundary-value problems on the
semi-axis and on a finite interval for equations of the form (1) was considered in [3].
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ON THE SOLVABILITY OF THE OPERATOR RICCATI
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Let 𝑋 be a reflexive Banach space. It is proved that the integral non-
autonomous operator Riccati equation has a unique non-negative strongly
continuous solution 𝑃 (𝑡) ∈ ℒ(𝑋,𝑋*)

Keywords: operator Riccati equation, reflexive Banach space, operator-
function

Operator Riccati equation arises in many applications. It is well-known that the
solution of linear-quadratic control problem on finite interval can be obtained by solv-
ing differential Riccati equation.

We will use the following notations. If 𝑋1,2 are Banach spaces, then by
ℒ(𝑋1, 𝑋2) we will denote the space of bounded operators acting from 𝑋1 to 𝑋2.
By 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋1, 𝑋2)) we denote the space of strongly continuous operator functions
on interval ℐ = [0, 𝑇 ] with the topology of strongly uniform convergence. By defi-
nition the operator-function 𝑃 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋1, 𝑋2)) if and only if for all 𝑥 ∈ 𝑋1 the
vector-function 𝑃 (·)𝑥 ∈ 𝐶(ℐ;𝑋2).

An operator function {𝑈𝑡,𝑠}06𝑠6𝑡6𝑇 on a Banach space is called forward (in time)
evolution family if 𝑈𝑡,𝑡 = 𝐼 and 𝑈𝑡,𝑠 = 𝑈𝑡,𝑟𝑈𝑟,𝑠 for all 0 6 𝑠 6 𝑟 6 𝑡 6 𝑇 . An operator
function {𝑉𝑠,𝑡}06𝑠6𝑡6𝑇 on a Banach space is called backward (in time) evolution family
if 𝑉𝑡,𝑡 = 𝐼 and 𝑉𝑠,𝑡 = 𝑉𝑠,𝑟𝑉𝑟,𝑡 for all 0 6 𝑠 6 𝑟 6 𝑡 6 𝑇 .

An evolution family is called strongly continuous if it is strongly continuous in 𝑡
(for fixed 𝑠) and in 𝑠 (for fixed 𝑡). Note that strongly continuous evolution family is
not necessary jointly continuous.

Let 𝑋 be a reflexive Banach space with duality pairing ⟨𝑓, 𝑥⟩ (𝑥 ∈ 𝑋, 𝑓 ∈ 𝑋*).
If 𝐴1 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*) then taking into account the canonical isomorphism between 𝑋
and 𝑋** one can consider that the adjoint operator 𝐴*

1 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*). Operator 𝐴1 ∈
ℒ(𝑋,𝑋*) is self-adjoint if 𝐴1 = 𝐴*

1. Self-adjoint 𝐴1 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*) is non-negative if
⟨𝐴1𝑥, 𝑥⟩ > 0 for all 𝑥 ∈ 𝑋.

Analogously if 𝐴2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋) then one can consider that the adjoint operator
𝐴*

2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋). Operator 𝐴2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋) is self-adjoint if 𝐴2 = 𝐴*
2. Self-adjoint

operator 𝐴2 ∈ ℒ(𝑋*, 𝑋) is non-negative if ⟨𝑥,𝐴2𝑥⟩ > 0 for all 𝑥 ∈ 𝑋.

Note that if 𝑈𝑡,𝑠 is strongly continuous evolution family in reflexive space 𝑋 then
𝑉𝑠,𝑡 = 𝑈*

𝑡,𝑠 is strongly continuous backward evolution family in 𝑋*.

Theorem 1. Let 𝑋 be a reflexive Banach space and the following assumptions
hold:

1. {𝑈𝑡,𝑠}06𝑠6𝑡6𝑇 is strongly continuous and uniformly bounded forward evolution
family in ℒ(𝑋). Then 𝑉𝑠,𝑡 = 𝑈*

𝑡,𝑠 is strongly continuous and uniformly bounded
backward evolution family in ℒ(𝑋*).

2. operator functions 𝐶 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋,𝑋*)) and 𝐵 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋*, 𝑋))

3. 𝐶(𝑡) = 𝐶*(𝑡) > 0 and 𝐵(𝑡) = 𝐵*(𝑡) > 0 for all 𝑡 ∈ ℐ.

Nikita V. Artamonov (MGIMO-University, Moscow, Russia)
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Then for all self-adjoint non-negative 𝐺 ∈ ℒ(𝑋,𝑋*) the integral Riccati equation

𝑃 (𝑡) = 𝑉𝑡,𝑇𝐺𝑈𝑇,𝑡 +

∫︁ 𝑇

𝑡

𝑉𝑡,𝑠{𝐶(𝑠)− 𝑃 (𝑠)𝐵(𝑠)𝑃 (𝑠)}𝑈𝑠,𝑡𝑑𝑠

has a unique self-adjoint non-negative solution 𝑃 ∈ 𝐶𝑠(ℐ;ℒ(𝑋,𝑋*)).

Theorem 1 generalizes the results by Curtain & Pritchard, Lasiecka & Triggiani,
Da Prato & Ichikawa to the case of arbitrary reflexive Banach space.

Some applications of Theorem 1 will be given during the talk.
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The question on the existence of a right inverse mapping to a smooth
mapping acting between finite-dimensional linear spaces is considered.
Sufficient conditions for existence of the right inverse mapping are ob-
tained.

Keywords: inverse function, global homeomorphism.

Consider the equation
𝑓(𝑥) = 𝑦. (1)

Here 𝑓 is a continuous mapping between Banach spaces 𝑋 and 𝑌, 𝑥 ∈ 𝑋 is an unknown
variable, and 𝑦 ∈ 𝑌 is a parameter. Given a set 𝑉 ⊂ 𝑌, a function 𝑔 : 𝑉 → 𝑋 is
called a right inverse to 𝑓 on 𝑉 if 𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦 for all 𝑦 ∈ 𝑉. The existence of inverse
function to 𝑓 on the set 𝑉 is equivalent to solvability of equation (1) for every 𝑦 ∈ 𝑉.
Hence, theorems on the existence and properties of inverse functions are applicable to
equations in various areas of mathematics and play important role in optimization,
ordinary differential equations, control theory, etc.

Let us consider one class of theorems on inverse functions, namely the global
homeomorphism theorems. These assertions provide assumptions for the mapping 𝑓
to be a homeomorphism or, equivalently, for equation (1) to have the only solution

The research was supported by the grant of the Russian Science Foundation (Project no.
17-11-01168)

Aram Arutyunov (Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, Russia; V.A.
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𝑥 = 𝑔(𝑦) for every 𝑦 ∈ 𝑌 continuously dependent on 𝑦. The classical result in this area
is the Hadamard’s Theorem. Let us recall it.

Hadamard’s Theorem (see, for example, [1, Theorem 5.3.10]). Let 𝑓 : R𝑛 → R𝑛

be continuously differentiable, the linear mapping
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥) : R𝑛 → R𝑛 be invertible for

every 𝑥 ∈ R𝑛, and there exist 𝑐 > 0 such that⃦⃦⃦⃦
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥)−1

⃦⃦⃦⃦
6 𝑐 ∀𝑥 ∈ R𝑛.

Then 𝑓 is a homeomorphism.
Some problems lead to the investigation of global solvability of equation (1) in the

case when 𝑓 a priori is not a homeomorphism, for example, when 𝑋 = R𝑛, 𝑌 = R𝑘
and 𝑘 < 𝑛. In this case, there can be obtained conditions for existence of continuous
right inverse function 𝑔 : 𝑌 → 𝑋. In our research, we have obtained these conditions
under various differentiability assumptions on 𝑓 in both finite-dimensional and infinite-
dimensional case. In particular, for the case when the spaces 𝑋 and 𝑌 are finite-
dimensional, the following assertion was derived.

Below R𝑛 and R𝑘 are real coordinate spaces with the norms denoted by | · |. Given
a linear operator 𝐴 : R𝑛 → R𝑘, denote by cov𝐴 the supremum of all numbers 𝛼 > 0
such that 𝐵R𝑘 (𝛼) ⊂ 𝐴𝐵R𝑛(1). Here 𝐵R𝑘 (𝛼) stands for the closed ball in R𝑘 centered
at zero with the radius 𝛼.

Theorem 1. Let 𝑓 : R𝑛 → R𝑘 be a twice continuously differentiable mapping,
𝛼 > 0 be a given number. If

cov
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥) > 𝛼 ∀𝑥 ∈ R𝑛,

then for every 𝑥0 ∈ R𝑛, there exists a continuously differentiable mapping 𝑔 : R𝑘 → R𝑛
such that

𝑓(𝑔(𝑦)) = 𝑦, |𝑔(𝑦)− 𝑥0| 6
|𝑦 − 𝑓(𝑥0)|

𝛼
∀ 𝑦 ∈ R𝑘.

Note that the proof of the existence of the right inverse function 𝑔 in this theorem is
based on the theory of ordinary differential equations. In fact, 𝑔(𝑦) can be constructed
as a value of a solution of a specific ordinary differential equation with a parameter 𝑦.

References

1. Ortega J.M., Rheinboldt W.C. Iterative solutions of nonlinear equations in
several variables. — NY: Academic Press, 1970.



Материалы международной конференции 169

UNIQUENESS OF SOLUTIONS FOR ONE CLASS OF
FREDHOLM–STIELTJES EQUATIONS OF THE FIRST KIND

WITH THO VARIABLES
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This report is devoted to the study of the uniqueness of solutions lin-
ear integral equations of the first kind with two independent variables
in which the operator generated by the kernel, is not compact operator.
The relevance of the problem is due to the needs in development of new
approaches for the regularization and uniqueness of the solution of linear
integral equations of the first kind with two independent variables. As of
approximate solutions such tasks, stable to small variations of the initial
data, we use the solutions derived by the method of regularization and
belong to the class of incorrectly formulated tasks. One of the classes of
such ill-posed problems are integral equations of the first kind with two
independent variables. The aim of the work is the proof of the theorems
of uniqueness for solving of Fredholm-Stielties linear integral equations
of the first kind with two independent variables. In the paper a theo-
rem is proved the uniqueness of the solution of Fredholm-Stielties integral
equations of the first kind with two independent variables.To obtain for-
mulated in the article the results of used methods of functional analysis.
The obtained results are new. The reliability of the result set of evidence
and is illustrated by examples.The work has a theoretical character. The
obtained theoretical results can be applied in various fields of science and
technology method of nonnegative quadratic forms and the consept of
derivative with respect to increasing function.

Keywords: Fredholm-Stieltjes inteqral equations, first kind, two variables,
solution and uniqueness

Various issues concerning of integral equations of the first kind were studied in [1-7].
More specifically, fundamental results for Fredholm integral equations of the first kind
were obtained in [6], where regularizing operators in the sense of M.M.Lavrent’ev vere
constructed for solutions of linear Fredholm integral equations of the first kind. The
regularization and uniqueness of solutions to systems of nonlinear Volterra integral
equations of the first kind were investigated in [3, 4]. In this paper, while analizing
the following integral equation.∫︁ 𝑏

𝑎

𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑦)𝑢(𝑡, 𝑦)𝑑𝜙(𝑦) +

∫︁ 𝑇

𝑡0

𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑠)𝑢(𝑠, 𝑥)𝑑𝜓(𝑠)+

∫︁ 𝑡

𝑡0

∫︁ 𝑥

𝑎

𝐶(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦)𝑢(𝑠, 𝑦)𝑑𝜙(𝑦)𝑑𝜓(𝑠) =

= 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺 =
{︀
(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅2 : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏

}︀
, (1)

where

𝐾(𝑡, 𝑥, 𝑦) =

{︂
𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑦 6 𝑥 6 𝑏;
𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑦 6 𝑏,

}︂
Avyt Avyt Asanov, Kyrgyz-Turkish Manas University, Kyrgystan
Zuula Kadenova, Institute of mathematics of NAS of the Kyrgyz Republic
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𝑄(𝑡, 𝑥, 𝑠) =

⎧⎨⎩
𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝑡0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏,

𝑁(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝑡0 6 𝑡 6 𝑠 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏,

⎫⎬⎭
𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑦),𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝑁(𝑡, 𝑥, 𝑠), 𝐶(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦) are given continuous functions,
respectively on the domains

𝐺1 = {(𝑡, 𝑥, 𝑦) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑦 6 𝑥 6 𝑏} ;

𝐺2 = {(𝑡, 𝑥, 𝑦) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑦 6 𝑏} ;
𝐺3 = {(𝑡, 𝑥, 𝑠) : 𝑡0 6 𝑠 6 𝑡 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏} ;
𝐺4 = {(𝑡, 𝑥, 𝑠) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑠 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏} ;
𝐺5 = {(𝑡, 𝑥, 𝑠, 𝑦) : 𝑡0 6 𝑡 6 𝑠 6 𝑇, 𝑎 6 𝑥 6 𝑏} .

Here 𝑢(𝑡, 𝑥) and 𝑓(𝑡, 𝑥) are the unknown and given functions, respectively, (𝑡, 𝑥) ∈
𝐺, 𝜙(𝑥) is the increasing continuous function in [𝑎, 𝑏], 𝜓(𝑡) is the increasing continuous
function in [𝑡0, 𝑇 ].

Using 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝐵(𝑡, 𝑥, 𝑦),𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) and𝑁(𝑡, 𝑥, 𝑠) we define the following functions⎧⎨⎩
𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝐴(𝑡, 𝑥, 𝑦) +𝐵(𝑡, 𝑦, 𝑥), (𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺1;

𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑠) =𝑀(𝑡, 𝑥, 𝑠) +𝑁(𝑠, 𝑥, 𝑡), (𝑡, 𝑥, 𝑠) ∈ 𝐺3

⎫⎬⎭
In this work for the investigation of the integral equation (1) we it is based on

the notion of the derivative of function with respect to the strictly increasing function
[8]. Then we need the concept of the denvative defined in the work [8]. Apparently
the first notion of the derivative, with respect to the strictly increasing function, was
introduced in [8].

Definition. The derivative of a function 𝑓(𝑥) with respect to 𝜙(𝑥) is the function

𝑓
′
𝜙(𝑥) whose value at 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)

𝑓
′
𝜙(𝑥) = lim

Δ→0

𝑓(𝑥+Δ)− 𝑓(𝑥)

𝜙(𝑥+Δ)− 𝜙(𝑥)
, (2)

where 𝜙(𝑥) is the given strictly increasing continuous function in (𝑎, 𝑏).
If the limit in (2) exists, we say that 𝑓(𝑥) is a differentiable function with respect

to 𝜙(𝑥). The first derivative 𝑓
′
𝜙(𝑥) may also be differentiable function with respect to

𝜙(𝑥) at every point 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)

𝑓
′
𝜙(𝑥) = (𝑓

′
𝜙(𝑥))

′
𝜙,

is called the second derivative of 𝑓(𝑥) with respect to 𝜙(𝑥) they would, with.

𝑓
′
𝜙(𝑥) = (𝑓 (𝑛−1)

𝜙 (𝑥))
′
𝜙

denoting the 𝑛-th derivative of 𝑓(𝑥) with respect to 𝜙(𝑥).
Similarly, we define partial derivatives of functions of many variables.
In this work, on the basis of the consepts of the partial derivative of functions

𝑃 (𝑡, 𝑥, 𝑦),𝐻(𝑡, 𝑥, 𝑠) with respect to the increasing continuous functions 𝜙(𝑥) and 𝜓(𝑡)
and methods of functional analysis, the uniqueness theorems are proved for the integral
equation (1).
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ON SPECTRUM OF QUADRATIC OPERATOR PENCIL WITH
SMALL PERIODIC 𝒫𝒯 -SYMMETRIC PERTURBATION

D. Borisov
borisovdi@yandex.ru

UDC 517.984

We study the spectrum of a quadratic operator pencil with a small 𝒫𝒯 -
symmetric periodic potential and a fixed localized potential. We show
that the essential spectrum has a band structure with bands usual and
unusual gaps. These gaps can contain isolated eigenvalues and we study
the existence and asymptotic behavior of such eigenvalues.

Keywords: operator pencil, 𝒫𝒯 -symmetric perturbation, spectrum

The main object of our study is the quadratic operator pencil

ℋ𝜀(𝜆) := − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉 + i𝜀𝜆𝛾 + κ − 𝜆2 in 𝐿2(R).

Here 𝛾 ∈ 𝐶(R) is a real odd 2𝜋-periodic function, κ ∈ R is a fixed constant, 𝑉 ∈ 𝐶(R)
is a real function decaying at infinity: |𝑉 (𝑥)| 6 𝐶𝑒−𝜗|𝑥|, 𝑥 ∈ R, where 𝐶, 𝜗 are
some positive constants independent of 𝑥. The domain of ℋ𝜀(𝜆) is the Sobolev space
𝐻2(R). We are interested in the behavior of the spectrum of the operator pencil ℋ𝜀(𝜆)
as 𝜀→ +0.

As 𝜀 = 0, the essential spectrum of the pencil ℋ0 is as follows. If κ > 0, this is just
two half-lines 𝜎ess (ℋ0 + κ − 𝜆2) = (−∞,−

√
κ] ∪ [

√
κ,+∞). As κ < 0, the essential

spectrum is a cross in the complex plane:

𝜎ess (ℋ0 + κ − 𝜆2) =
{︀
𝜆 = i𝑡 : −

√︀
|κ| 6 𝑡 6

√︀
|κ|
}︀
∪ R.

By 𝐵𝑟(𝑎) we denote the ball 𝐵𝑟(𝑎) := {𝜆 : |𝜆 − 𝑎| < 𝑟}. and we let 𝜆
(𝑚)
0 :=√︁

𝑚2

4
+ κsign𝑚, 𝑚 ∈ Z ∖ {0}.

The essential spectrum as 𝜀 > 0 is described in the next theorem.
Theorem 1. For each 𝑅 > 0 there exists 𝜀0 > 0 and 𝑐 > 0 such that for all

𝜀 6 𝜀0 the essential spectrum of ℋ𝜀(𝜆) located inside the ball 𝐵𝑅(0) is as follows.

Outside the balls 𝐵𝑐𝜀(𝜆
(𝑚)
0 ), 𝑚 ∈ Z+, and 𝐵𝑐𝜀(0), the essential spectrum of ℋ𝜀(𝜆)

coincides with that of ℋ0 + κ − 𝜆2. Inside the balls 𝐵𝑐𝜀(𝜆
(𝑚)
0 ), 𝜆

(𝑚)
0 ̸= 0, 𝜆

(𝑚)
0 ∈ R,

the spectrum is a continuous arc in a complex plane with the following approximate
parametric description:

𝜆 = 𝜆
(𝑚)
0 ± i𝜀

2𝜆
(𝑚)
0

√︁
(𝜆

(𝑚)
0 )2𝛼2

0(𝑚)− 𝑠2𝑚2 +𝑂(𝜀2)

+
𝜀2

4𝜆
(𝑚)
0

(︃
2κ𝑠2

(𝜆
(𝑚)
0 )2

− 𝛼2
0(𝑚)

2
+ (𝜆

(𝑚)
0 )2𝛼1(𝑚)

)︃
+𝑂(𝜀3),

𝛼0(𝑚) :=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝛾(𝑥) sin𝑚𝑥𝑑𝑥,

𝛼1(𝑚) :=
1√
𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝛾(𝑥)

(︂
𝑢+(𝑥,𝑚) cos

𝑚𝑥

2
+ 𝑢−(𝑥,𝑚) sin

𝑚𝑥

2

)︂
𝑑𝑥,
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where 𝑚 ∈ Z+ and 𝑢± are the solutions to the boundary value problems(︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝑚2

4

)︂
𝑢+(𝑥,𝑚) =

1√
𝜋

(︁
𝛾(𝑥) cos

𝑚

2
𝑥− 𝛼0(𝑚) sin

𝑚

2
𝑥
)︁
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋),(︂

− 𝑑2

𝑑𝑥2
− 𝑚2

4

)︂
𝑢−(𝑥,𝑚) =

1√
𝜋

(︁
𝛾(𝑥) sin

𝑚

2
𝑥− 𝛼0(𝑚) cos

𝑚

2
𝑥
)︁
, 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋),

𝑢±

(︂
−1

2
,𝑚

)︂
= (−1)𝑚𝑢±

(︂
1

2
,𝑚

)︂
,

𝑑𝑢±

𝑑𝑥

(︂
−1

2
,𝑚

)︂
= (−1)𝑚

𝑑𝑢±

𝑑𝑥

(︂
1

2
,𝑚

)︂
,

orthogonal to cos 𝑚
2
𝑥 and sin 𝑚

2
𝑥 in 𝐿2(−𝜋, 𝜋). Inside the balls 𝐵𝑐𝜀(𝜆

(𝑚)
0 ) with a non-

zero pure imaginary 𝜆
(𝑚)
0 ̸= 0, the essential spectrum of ℋ𝜀(𝜆) is pure imaginary. If

𝛼0(𝑚) ̸= 0, this part of the essential spectrum contains a gap
(︀
𝛽−
𝑚(𝜀), 𝛽+

𝑚(𝜀)
)︀
with the

end-points obeying the asymptotics:

𝛽±
𝑚(𝜀) = 𝜆

(𝑚)
0 ± i𝜀|𝛼0(𝑚)|

2
− 𝜀2

4𝜆
(𝑚)
0

(︂
𝛼2
0(𝑚)

2
+ |𝜆(𝑚)

0 |2𝛼1(𝑚)

)︂
+𝑂(𝜀3).

Figure 1.1: Approximate shape of the essential spectrum and possible isolated
eigenvalues converging to the essential spectrum. The dotted lines at zero indi-
cate that here the structure of the spectrum requires further studies not made
in the present work.

As this theorem states, the essential spectrum has small gaps. Inside these gaps,
the operator pencil ℋ𝜀 can have isolated eigenvalues. We obtain condition ensuring the
existence and absence of such eigenvalues in a given gap and describe their asymptotic
behavior as 𝜀 → 0. The conditions involve scattering data for the potential 𝑉 and
Fourier coefficients of the potential 𝛾. In particular, we show that there can be no
eigenvalues or up to two eigenvalues in each gap. The eigenvalues can be both real
and imaginary. Their asymptotics are power in 𝜀. An example of how the spectrum
of ℋ𝜀 can look like is given in Figure 1.
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This is a joint work with G. Cardone.

OPERATOR ESTIMATES FOR PROBLEMS WITH
OSCILLATING STEKLOV BOUNDARY CONDITION

A.G. Chechkina
chechkina@gmail.com

UDC 517.984.5

We consider boundary–value and spectral problems for the Laplacian in
a domain with a smooth boundary. We assume that the homogeneous
Dirichlet condition alternates with the Steklov condition on the boundary
of the domain. We get the operator estimates for the convergence of solu-
tions as a characterizing the frequency of the alternation small parameter
tends to zero.

Keywords: homogenization, rapidly changing boundary conditions,
Steklov–type problem, spectrum

We consider an elliptic problem in a domain with rapidly changing Steklov bound-
ary conditions (previously such problems were considered in [1], [2], [3]).

Let 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) be local coordinates in R2, Ω ⊂ R2 be a connected domain with
a non-empty boundary. We assume that the boundary of Ω is 𝐶2-smooth and has a
uniformly bounded curvature. The domain Ω can be both bounded or unbounded.

Figure 1.1: Domain Ω.

We choose a point 𝑥0 ∈ 𝜕Ω and we consider Γ1, the set of points 𝑥(𝑠) ∈ 𝜕Ω such
that |𝑠| < 1, where 𝑠 is the arc length measured from the point 𝑥0. Consider 𝑘 ∈ Z and
let 𝑠𝑘 = 𝑘 · | ln 𝜀|𝛿−1, 𝑥𝑘 = 𝑥(𝑠𝑘), where 𝛿 ∈ (0, 1) and 𝜀 is a small positive parameter.
Denote ϒ𝜀 = {𝑘 :

⃒⃒
𝑘 · | ln 𝜀|𝛿−1

⃒⃒
< 1}.

In other words, Γ1 is a part of 𝜕Ω of length 2. By Γ2 we denote the rest of the
boundary, that is, Γ2 := 𝜕Ω ∖ Γ1. We suppose that the boundary 𝜕Ω is 𝐶3-smooth

Aleksandra G. Chechkina (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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in the vicinity of the part Γ1. We suppose that Γ1 consists of two rapidly alternating

parts: Γ1 = 𝛾𝜀 ∪ Γ𝜀, where 𝛾𝜀 =
⋃︁
𝑘∈ϒ𝜀

𝛾𝑘𝜀 , Γ𝜀 =
⋃︁
𝑘∈ϒ𝜀

Γ𝑘𝜀 with the length |𝛾𝑘𝜀 | = 𝜀,

𝛾𝑗𝜀 ∪ Γ
𝑘
𝜀 = [𝑥(𝑠𝑘), 𝑥(𝑠𝑘+1)], 𝑘 ∈ ϒ𝜀. See Fig. 1.

In this paper, we consider the following eigenvalue problem:⎧⎪⎨⎪⎩
̂︀ℋ𝑢𝜀 = 0 in Ω,
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑛

= 𝜆𝑢𝜀 on Γ2 ∪ Γ𝜀,

𝑢𝜀 = 0 on 𝛾𝜀.

(1)

where ̂︀ℋ := −
2∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝐴𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ i

2∑︁
𝑗=1

(︁
𝐴𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕

𝜕𝑥𝑗
𝐴𝑗
)︁
+𝐴0

is a differential operator. Here 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑖𝑗(𝑥), 𝐴𝑗 = 𝐴𝑗(𝑥), 𝐴0 = 𝐴0(𝑥) are given real
functions defined in Ω. We suppose that 𝐴𝑖𝑗 , 𝐴𝑗 ∈ 𝐶1(Ω), 𝐴0 ∈ 𝐶(Ω), these functions
are uniformly bounded in Ω, and 𝐴𝑖𝑗 = 𝐴𝑗𝑖,

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 > 𝑐0
2∑︁
𝑗=1

𝜉2𝑗 , 𝑥 ∈ Ω, (𝜉1, 𝜉2) ∈ R2,

where 𝑐0 > 0 is a fixed constant. The symbol 𝜕
𝜕𝑛

stands for the conormal derivative:

𝜕

𝜕𝑛
=

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥)𝜈𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ i

2∑︁
𝑗=1

𝐴𝑗𝜈𝑗 ,

where 𝜈 = (𝜈1, 𝜈2) is the outward unit normal to 𝜕Ω.
We consider the boundary value problem⎧⎪⎨⎪⎩

̂︀ℋ𝑈𝜀 = 0 in Ω,
𝜕𝑈𝜀
𝜕𝑛

+ 𝜆0𝑈𝜀 = 𝑔 on Γ2 ∪ Γ𝜀,

𝑈𝜀 = 0 on 𝛾𝜀,

(2)

where 𝑔 ∈ 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω) is a given function. We treat this problem in the weak sense and

the solutions are sought in the Sobolev space 𝐻1
2 (Ω, 𝛾𝜀) consisting of the functions in

𝑊 1
2 (Ω) having the zero trace on 𝛾𝜀.

Let ℋ𝜀 be an operator in 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω) mapping each 𝑔 ∈ 𝑊

1
2
2 (𝜕Ω) into the trace on

𝜕Ω of solution to problem (2); it is clear that this trace is zero on 𝛾𝜀. Then eigenvalue
problem (1) can be rewritten as

ℋ𝜀u𝜀 = Λu𝜀,

where u𝜀 is the trace of 𝑈𝜀 on Γ2 ∪ Γ𝜀 and Λ := (𝜆+ 𝜆0)
−1.

By ℋ0 we denote the same operator as ℋ𝜀 but for the case 𝛾𝜀 = ∅, Γ2 ∪ Γ𝜀 = 𝜕Ω.
It is clear that both operators ℋ𝜀 and ℋ0 are bounded.

The following statements hold true.

Theorem 1. The operators ℋ𝜀 and ℋ0 are self-adjoint in 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω). The estimate

holds:
‖ℋ𝜀 −ℋ0‖ 6 𝐶| ln 𝜀|−

𝛿
2 ,

where ‖·‖stands for the norm of a bounded operator in𝑊
1
2
2 (𝜕Ω), 𝛿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 0 < 𝛿 < 1.
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Theorem 2. The spectrum of the operator ℋ𝜀 converges to spectrum of ℋ0. The
spectral projectors of the operator ℋ𝜀 converge to the spectral projectors of the operator
ℋ0. In particular, if 𝜆0 is a discrete eigenvalue of ℋ0 of a multiplicity 𝑛, as 𝜀→ 0+,
there exist exactly 𝑛 eigenvalues of the operator ℋ𝜀 counting multiplicities converging
to 𝜆0 as 𝜀→ 0+ and the total projector of these eigenvalues converges to the projector

on the eigenspace associated with 𝜆0 in the norm of bounded operators in 𝑊
1
2
2 (𝜕Ω).
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V. Chilin, M. Muratov, J. Pashkova
vladimirchil@gmail.com, mamuratov@gmail.com, pashkova.kromsh@gmail.com

UDC 517.987

It is given conditions under which dominated ergodic theorem hold in
symmetric spaces of measurable functions defined on infinite continuous
measure space.

Keywords: Symmetric function space, continuous measure space, Dunford-
Schwartz operator, dominated ergodic theorem.
MSC: 37A30, 47A35, 46E30

Let (Ω,𝒜, 𝜇) be a Maharam measure space with continuous measure 𝜇. Denote by
L0 = L0(Ω) the algebra of equivalence classes of almost everywhere finite real-valued
measurable functions on (Ω,𝒜, 𝜇). Let L0

𝜇 be the subalgebra in L0 consisting of the
functions 𝑓 ∈ L0 such that 𝜇{|𝑓 | > 𝜆(𝑓)} < ∞ for some 𝜆(𝑓) > 0. If 𝑓 ∈ L0

𝜇, then a
non-increasing rearrangement of 𝑓 is defined as

𝑓*(𝑡) = inf{𝜆 > 0 : 𝜇{|𝑓 | > 𝜆} 6 𝑡}, 𝑡 > 0.

Let ((0,∞),ℬ, 𝜈) be the 𝜎-finite measure space with Lebesgue measure 𝜈. A non-
zero linear subspace E ⊂ L0

𝜈 with a Banach norm ‖ · ‖E is called symmetric (fully
symmetric) on ((0,∞),ℬ, 𝜈) if

𝑓 ∈ E, 𝑔 ∈ L0
𝜈 , 𝑔

*(𝑡) 6 𝑓*(𝑡) for all 𝑡 > 0,

Vladimir Chilin, Tashkent Branch of Moscow State University, Taskent, Uzbekistan
Muratov Mustafa, Tavrichesky National University, Simferopol, Russia
Pashkova Juliya, Tavrichesky National University, Simferopol, Russia
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(respectively,

𝑓 ∈ E, 𝑔 ∈ L0
𝜈 ,

𝑠∫︁
0

𝑔*(𝑡)𝑑𝑡 6

𝑠∫︁
0

𝑓*(𝑡)𝑑𝑡 for all 𝑠 > 0 (writing 𝑔 ≺≺ 𝑓)),

implies that 𝑔 ∈ E and ‖𝑔‖E 6 ‖𝑓‖E.
Let (E, ‖ · ‖E) be a symmetric (fully symmetric) space on ((0,∞),ℬ, 𝜈). Define

E(Ω) := E(Ω,𝒜, 𝜇) = {𝑓 ∈ L0
𝜇 : 𝑓*(𝑡) ∈ E}

and set ‖𝑓‖E(Ω) = ‖𝑓*‖E, 𝑓 ∈ E(Ω). It is known [2, Ch.3, Sec.3.5, Theorem 3.5.5]
that (E(Ω), ‖ ·‖E(Ω) is a Banach space and conditions 𝑓 ∈ E(Ω), 𝑔 ∈ L0

𝜇, 𝑔
*(𝑡) 6 𝑓*(𝑡)

for every 𝑡 > 0 (respectively, 𝑔 ≺≺ 𝑓) imply that 𝑔 ∈ E(Ω) and ‖𝑔‖E(Ω) 6 ‖𝑓‖E(Ω).
In such a case, we say that (E(Ω), ‖ · ‖E(Ω)) is a fully symmetric space on (Ω,𝒜, 𝜇)
generated by the fully symmetric) space (E, ‖ · ‖E).

Immediate examples of fully symmetric spaces are the classical 𝐿𝑝-space L𝑝 =
L𝑝(Ω,𝒜, 𝜇) with the standard norm ‖ · ‖𝑝, 1 6 𝑝 6 ∞, the space L1 ∩ L∞ with the
norm ‖𝑓‖L1∩L∞ = max {‖𝑓‖1, ‖𝑓‖∞}, and the space L1 + L∞ with the norm

‖𝑓‖L1+L∞ = inf
{︀
‖𝑔‖1 + ‖ℎ‖∞ : 𝑓 = 𝑔 + ℎ, 𝑔 ∈ L1, ℎ ∈ L∞}︀ .

Let 𝑇 : L1 + L∞ → L1 + L∞ be a Dunford-Schwartz operator (writing 𝑇 ∈ 𝐷𝑆),
that is, 𝑇 is linear and

‖𝑇 (𝑓)‖1 6 ‖𝑓‖1 for all 𝑓 ∈ L1 and ‖𝑇 (𝑓)‖∞ 6 ‖𝑓‖∞ for all 𝑓 ∈ L∞.

It is known that if 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, then 𝑇 (E(Ω)) ⊆ E(Ω) for any fully symmetric space E(Ω),
in addition, ‖𝑇‖E(Ω)→E(Ω) 6 1 (see, e.g. [1, Ch.II, S4, Sec.2, 4]).

Let 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, 𝑓 ∈ L𝑝, and let

𝐴𝑛(𝑇 )(𝑓) =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑇 𝑘(𝑓) and 𝐴∞(𝑓) = sup
𝑛>1

𝐴𝑛(𝑇 )(|𝑓 |).

The well-known dominated ergodic theorem states that 𝐴∞(𝑓) ∈ L𝑝 for any 𝑇 ∈ 𝐷𝑆,
𝑓 ∈ L𝑝, 1 < 𝑝 <∞, and the following inequality holds

‖𝐴∞(𝑓)‖𝑝 6
𝑝

𝑝− 1
‖𝑓‖𝑝.

It is clear that there is the problem of describing the class of fully symmetric spaces
E(Ω) for which the dominated ergodic theorem with respect to the action of an arbi-
trary 𝑇 ∈ 𝐷𝑆 is valid.

If 𝑓 ∈ L1+L∞ then we can define the following continuous non-increasing function
on the interval (0,+∞):

𝑓**(𝑡) =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑓* 𝑑𝜈, 𝑡 ∈ (0, +∞) (Hardy-Littlewood maximum function).

Since L1(Ω) ∩ L∞(Ω) ⊆ E(Ω) ⊆ L1(Ω) + L∞(Ω) for any symmetric space E(Ω), it
follows that Hardy-Littlewood maximum function 𝑓**(𝑡) is defined for every 𝑓 ∈ E(Ω).

Set
H(E(Ω)) = {𝑓 ∈ L1(Ω) + L∞(Ω) : 𝑓** ∈ E},

and ‖𝑓‖H(E(Ω)) = ‖𝑓**‖E, where E = E(0,∞) is symmetric space on ((0,∞),ℬ, 𝜈)
that generates the symmetric space E(Ω) on (Ω,𝒜, 𝜇).
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Theorem 1. The pair
(︀
H(E(Ω)), ‖ · ‖H(E(Ω))

)︀
is a fully symmetric space on

(Ω,𝒜, 𝜇).
The following theorem is a version of the dominated ergodic theorem for fully

symmetric space
(︀
H(E(Ω)), ‖ · ‖H(E(Ω))

)︀
.

Theorem 2. Let
(︀
E(Ω), ‖ · ‖E(Ω)

)︀
be a symmetric space on (Ω,𝒜, 𝜇), and let

𝑇 ∈ 𝐷𝑆. Then 𝐴∞(𝑓) ∈ E(Ω) and ‖𝐴∞(𝑓)‖E(Ω) 6 ‖𝑓‖H(E) for any 𝑓 ∈ H(E(Ω)).

Corollary. Let
(︀
E(Ω), ‖ · ‖E(Ω)

)︀
be a fully symmetric space on (Ω,𝒜, 𝜇), and

let E(Ω) = H(E(Ω)) as sets. Then 𝐴∞(𝑓) ∈ E(Ω) for any 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, 𝑓 ∈ E(Ω). In
addition, there exists 𝜆 > 0 such that

‖𝐴∞(𝑓)‖E(Ω) 6 𝜆 · ‖𝑓‖E(Ω) for all 𝑇 ∈ 𝐷𝑆, 𝑓 ∈ E(Ω).
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FEYNMAN APPROXIMATIONS FOR SOLUTIONS TO
SECOND-ORDER PARABOLIC EQUATIONS ON SOME

RAMIFIED MANIFOLDS
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Feynman formula is used to represent some object (usually the solution
to an evolution equation) as a limit of multiple integrals as multiplicity
tends to infinity. This formulae give some approximations to the solutions,
which are called Feynman approximations. In the talk one considerers
such representation by the Lagrangian Feynman formula for the Cauchy
problem for the heat-type parabolic equation. By ramified manifold one
means a disjoint union of a set of smooth bounded manifolds of equal
dimension. The discussed Cauchy problem is posed for functions, defined
on some ramified manifold 𝐾, from space 𝐿𝑝(𝐾).

Keywords: Feynman formula, Lagrangian Feynman formula, parabolic
equation, Cauchy problem
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The representation for the solution to Shroedinger equation, which is now called
the Feynman formula, appeared in 1948 in the paper by Feynman [1]. He suggested
that the integration holds over upcoming powers of configuration space, in this case
corresponding formulas are called Lagrangian Feynman formulae. If the integration
holds over powers of phase space, as was suggested by Feynman in 1951, the formulae
are called Hamiltonian. These names can be explained by the fact than the first
formula is related to the classical action in Lagrangian form, and the second one is
related to the action in Hamiltonian form.

In 1964 E.Nelson first proved Lagrangian Feynman formulae [2], where he used the
Trotter formula. The proof for Hamiltonian Feynman formulae appeared only in 2002
in the paper [3] by O.G. Smolyanov with co-authors, where the Chernoff theorem was
used. This theorem, being the generalization of the Trotter formula, turned out to be
an effective tool to obtain various Feynman-type formulae.

In this talk one discusses Lagrangian Feynman-type formulae, which are the limits
of multiple integrals over some extension of ramified manifold 𝐾 (the solution to the
Cauchy problem is defined on 𝐾), as multiplicity tends to infinity.

One calls the ramified manifold 𝐾 a disjunctive union of a set of open bounded
smooth manifolds 𝐾𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, of equal dimension 𝑑𝑖𝑚𝐾𝑗 = 𝑛. This set of man-
ifolds can be isometrically embedded in R𝑠 for large enough 𝑠. Each manifold 𝐾𝑗 is
also supposed to have partially smooth boundary, which can partially coincide for
different manifolds 𝐾𝑗 . The boundary is equipped with proper mixed boundary con-
ditions, which can be either Robin-type boundary conditions or Kirchhoff boundary
conditions.

We discuss the Cauchy problem

𝑑

𝑑𝑡
𝜓(𝑡) = 𝐴𝜓(𝑡), 𝜓(0) = 𝑓0,where 𝜓 : [0,∞) → 𝐷𝐴, 𝑓0 ∈ 𝐷𝐴,

Let 𝐷𝐴 be a subspace of 𝐿𝑝(𝐾) of functions, such that
1) their first and second derivatives belong to 𝐿𝑝(𝐾),
2) they satisfy the described above boundary conditions.

The differential operator 𝐴 has the following form:

𝐴𝑓(𝑞) =
1

2
𝑐(𝑞)Δ𝑓(𝑞), 𝑞 ∈ 𝐾,

where Δ is the Laplace–Beltrami operator.

In order to obtain the Feynman-type formulae we use the following theorem:

The Chernoff theorem. Let 𝑋 be a Banach space, (𝐿(𝑋), 𝜏) be a space of linear
continuous operators on 𝑋, 𝜏 be a strong operator topology. Let 𝐹 : [0, 𝛿) → (𝐿(𝑋), 𝜏)
be a continuous space such that
1) 𝐹 (0) = 𝐼𝑑, 2) for any 𝑡 ∈ (0,∞) and some constant 𝑎 ∈ R the following inequality
is fulfilled ‖𝐹 (𝑡)‖ 6 𝑒𝑎𝑡, 3) there exists such linear and dense in 𝑋 subspace 𝐷 ⊂ 𝑋,

that for any 𝑓 ∈ 𝐷 there exists the derivative 𝐹 ′(0)𝑓 = lim
𝑛→∞

𝐹 (𝑡)𝑓−𝑓
𝑡

. Assume, that

defined this way operator 𝐹 ′(0), acting in 𝐷, has a closure, which is a generator of
strongly continuous semigroup {𝑇𝑡}𝑡>0, then 𝐹 (𝑡/𝑛)𝑛 → 𝑇𝑡 as 𝑛 → ∞ in topology 𝜏
uniformly with respect to 𝑡 ∈ [0, 𝛼], for any constant 𝛼 > 0.

For 𝑋 = 𝐿𝑝(𝐾) we suggest that operator-valued function 𝐹 (·) is the composition
of four operators 𝐼2𝐹2(·)𝐹1(·)𝐼1, where 𝐼1 is an embedding 𝐿𝑝(𝐾) into 𝐿𝑝(𝑍) and 𝐼2 is
a restriction 𝐿𝑝(𝑍) to 𝐿𝑝(𝐾), where 𝑍 is a ramified manifold, being a proper extension
of 𝐾; 𝐹1(·) modifies the function, defined on 𝑍, in the neighborhood of the boundary
of 𝐾, and 𝐹2(·) is the integral operator of convolution type.
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It is shown that the conditions of the Chernoff theorem are fulfilled and hence the
solution to the Cauchy problem under consideration can be presented in the form of
a limit of multiple integrals, i.e. in the form of the Feynman-type formula.
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ON APPROXIMATION BY SHIFT OPERATORS IN MORREY
TYPE SPACES

F.A. Guliyeva, S.R. Sadigova
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Morrey space 𝑀𝑝,𝛼 and its subspace 𝑀𝐶𝑝,𝛼 where the continuous func-
tions are dense are considered. Basic properties of convolution are ex-
tended to these spaces. It is proved that the convolution in 𝑀𝐶𝑝,𝛼 can
be approximated by finite linear combinations of shifts. Approximate
identity in 𝑀𝐶𝑝,𝛼 is also considered.

Keywords: Morrey space, convolution, approximate identity.

By the Morrey-Lebesgue space 𝑀𝑝,𝛼 (Γ), 0 6 𝛼 6 1, 𝑝 > 1, on the rectifiable Jor-
dan curve Γ, we mean a normed space of all functions𝑓 (𝜉) measurable on Γ equipped
with a finite norm ‖ · ‖𝑀𝑝,𝛼(Γ):

‖𝑓‖𝑀𝑝,𝛼(Γ) = sup
𝐵

(︂
|𝐵 ∩ Γ|𝛼−1

Γ

∫︁
𝐵∩Γ

|𝑓 (𝜉)|𝑝 |𝑑𝜉|
)︂1/𝑝

< +∞.

Denote by �̃�𝑝,𝛼 the linear subspace of 𝑀𝑝,𝛼 consisting of functions whose shifts
are continuous in 𝑀𝑝,𝛼, i.e. ‖𝑓 (· + 𝛿)− 𝑓 ( · )‖𝑀𝑝,𝛼 → 0 as 𝛿 → 0. The closure of

�̃�𝑝,𝛼 in 𝑀𝑝,𝛼 will be denoted by 𝑀𝐶𝑝,𝛼.

Consider the Morrey-Lebesgue space 𝑀𝑝,𝛼, 1 < 𝑝 < +∞, 0 < 𝛼 < 1. Let
1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1. Take 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝛼;𝑔 ∈ 𝑀𝑞,𝛼.

Consider the convolution

(𝑓 * 𝑔) (𝑥) =
∫︁ 𝜋

−𝜋
𝑓 (𝑥− 𝑦) 𝑔 (𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [−𝜋, 𝜋] .
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mechanics of NAS of Azerbaijan, Baku, Azerbaijan

Sadigova Sabina Rahib kizi, PhD, Associate professor, Institute of Mathematics and me-
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Let us consider the approximate identities for convolutions in the space 𝑀𝑝,𝛼.

By the approximate identity (for convolution) we mean
{︁
𝐾

(·)
𝑛

}︁
𝑛∈𝑁

⊂ 𝐿1 (−𝜋, 𝜋),
satisfying the following conditions:

𝛼) sup
𝑛

‖𝐾𝑛‖𝐿1
< +∞; 𝛽) lim

𝑛

1
2𝜋

∫︀ 𝜋
−𝜋𝐾𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥 = 1; 𝛾) lim

𝑛→∞

∫︀
𝛿6|𝑥|6𝜋 |𝐾𝑛 (𝑥) 𝑑𝑥| =

0 , ∀𝛿 ∈ (0, 𝜋) .
Theorem 1. Let {𝐾𝑛}𝑛∈𝑁 be an approximate identity. Then the following prop-

erties are true:
i) lim

𝑛→∞
‖𝐾𝑛 * 𝑓 − 𝑓‖∞ = 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐶 [−𝜋, 𝜋];

ii) lim
𝑛→∞

⃦⃦⃦
𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
(𝐾𝑛 * 𝑓)− 𝑑𝑚

𝑑𝑥𝑚
𝑓
⃦⃦⃦
∞

= 0 , ∀𝑓 ∈ 𝐶 [−𝜋, 𝜋];
iii) lim

𝑛→∞
‖𝐾𝑛 * 𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝛼 = 0 , ∀𝑓 ∈𝑀𝐶𝑝,𝛼, 1 6 𝑝 < +∞ , 0 < 𝛼 < 1.
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SINGULAR INTEGRAL OPERATORS AND THEIR
COMMUTATORS ON GENERALIZED WEIGHTED MORREY
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We consider the generalized weighted Morrey spaces ℳ𝑝(·),𝜙
𝜔 (Ω) with vari-

able exponent 𝑝(𝑥) and a general function 𝜙(𝑥, 𝑟) defining the Morrey-type
norm. In case of unbounded sets Ω ⊂ R𝑛 we prove the boundedness of
the Calderón-Zygmund singular operators with standard kernel, in such
spaces. We also prove the boundedness of the commutators of Calderón-
Zygmund singular operators in the generalized weighted Morrey spaces
with variable exponent.

Keywords: singular integral operators, generalized weighted Morrey space
with variable exponent, BMO space.
MSC: 42B20,42B25, 42B35

The classical Morrey spaces were originally introduced by Morrey in [1] to study
the local behavior of solutions to second order elliptic partial differential equations. For
the properties and applications of classical Morrey spaces, we refer the readers to [1,2].
Mizuhara and Nakai introduced generalized Morrey spaces. Later, Guliyev defined the
generalized Morrey spaces 𝑀𝑝,𝜙 with normalized norm. Recently, Komori and Shirai
considered the weighted Morrey spaces 𝐿𝑝,𝜅𝑤 and studied the boundedness of some
classical operators such as the Hardy-Littlewood maximal operator, the Calderón-
Zygmund operator on these spaces. Guliyev gave a concept of generalized weighted
Morrey space 𝑀𝑝,𝜙

𝑤 which could be viewed as extension of both generalized Morrey
space 𝑀𝑝,𝜙 and weighted Morrey space 𝐿𝑝,𝜅𝑤 .
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As it is known, last two decades there is an increasing interest to the study of
variable exponent spaces and operators with variable parameters in such spaces, on
the progress in this field, including topics of Harmonic Analysis and Operator Theory,
see also references therein. For mapping properties of maximal functions and singular
integrals on Lebesgue spaces with variable exponent.

Calderón-Zygmund type singular operator 𝑇𝑓(𝑥) =
∫︀
Ω
𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦, where

𝐾(𝑥, 𝑦) is a ”standard singular kernel”, that is, a continuous function defined on
{(𝑥, 𝑦) ∈ Ω× Ω : 𝑥 ̸= 𝑦} and satisfying the estimates

|𝐾(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶|𝑥− 𝑦|−𝑛 for all 𝑥 ̸= 𝑦,

|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝑥, 𝑧)| 6 𝐶 |𝑦 − 𝑧|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑦 − 𝑧|,

|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝜉, 𝑦)| 6 𝐶 |𝑥− 𝜉|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑥− 𝜉|.

Let 𝑝(·) be a measurable function on Ω with values in (1,∞). An open set Ω
which may be unbounded throughout the whole paper. We mainly suppose that
1 < 𝑝− 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝+ < ∞, where 𝑝− := 𝑒𝑠𝑠 inf𝑥∈Ω 𝑝(𝑥), 𝑝+ := 𝑒𝑠𝑠 sup𝑥∈Ω 𝑝(𝑥). By

𝐿𝑝(·)(Ω) we denote the space of all measurable functions 𝑓(𝑥) on Ω such that 𝐼𝑝(·)(𝑓) =∫︀
Ω
|𝑓(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 < ∞. Equipped with the norm ‖𝑓‖𝑝(·) = inf

{︁
𝜂 > 0 : 𝐼𝑝(·)

(︁
𝑓
𝜂

)︁
6 1
}︁
,

this is a Banach function space. By 𝑝′(·) = 𝑝(𝑥)
𝑝(𝑥)−1

, 𝑥 ∈ Ω, we denote the conjugate
exponent.
𝒫(Ω) is the set of bounded measurable functions 𝑝 : Ω → [1,∞);
𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫(Ω) satisfying the local log-condition

|𝑝(𝑥)− 𝑝(𝑦)| 6 𝐴

− ln |𝑥− 𝑦| , |𝑥− 𝑦| 6 1

2
𝑥, 𝑦 ∈ Ω,

where 𝐴 = 𝐴(𝑝) > 0 does not depend on 𝑥, 𝑦;
P𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) with 1 < 𝑝− 6 𝑝+ <∞;
for Ω which may be unbounded, by P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω) we denote the subsets of the above sets of
exponents satisfying the decay condition (when Ω is unbounded)

Let 1 6 𝑝(𝑥) < ∞, 𝑥 ∈ Ω. The variable exponent generalized Morrey space

ℳ𝑝(·),𝜙(Ω) and variable exponent generalized weighted Morrey space ℳ𝑝(·),𝜙(·)
𝜔 (Ω)

are defined as the set of integrable functions 𝑓 on Ω with the finite norms

‖𝑓‖ℳ𝑝(·),𝜙 = sup
𝑥∈Ω,𝑟>0

1

𝜙(𝑥, 𝑟)𝑡𝜃𝑝(𝑥,𝑡)
‖𝑓‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)),

‖𝑓‖ℳ𝑝(·),𝜙
𝜔

= sup
𝑥∈Ω,𝑟>0

1

𝜙(𝑥, 𝑟)‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))

‖𝑓‖
𝐿

𝑝(·)
𝜔 ( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))

,

respectively, where 𝜃𝑝(𝑥, 𝑟) =

{︃
𝑛
𝑝(𝑥)

, 𝑟 6 1,
𝑛

𝑝(∞)
, 𝑟 > 1

.

We define the 𝐵𝑀𝑂(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓 with
finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂 = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|−1

∫︁
̃︀𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓(𝑦)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)|𝑑𝑦.

We define the 𝐵𝑀𝑂𝑝(·),𝜔(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓
with finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂𝑝(·),𝜔 = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

‖(𝑓(·)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)
𝜔 (Ω)

‖𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)
𝜔 (Ω)

.
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Let us define the class 𝐴𝑝(·)(Ω) to consist of those weights 𝜔 for which

sup
𝐵

|𝐵|−1‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))‖𝜔
−1‖

𝐿𝑝′(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))
<∞.

Theorem 1. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω), 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(·)(Ω)
and 𝜙1(𝑥, 𝑡) and 𝜙2(𝑥, 𝑟) fulfill condition∫︁ ∞

𝑡

𝑒𝑠𝑠 inf𝑠<𝑟<∞ 𝜙1(𝑥, 𝑟)‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))

‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑠))

𝑑𝑠

𝑠
6 𝐶𝜙2(𝑥, 𝑡),

where 𝐶 does not depend on 𝑥 ∈ Ω and 𝑡. Then the singular integral operator 𝑇 is
bounded from the space ℳ𝑝(·),𝜙1

𝜔 (Ω) to the space ℳ𝑝(·),𝜙2
𝜔 (Ω).

The commutator generated by 𝑇 and a suitable function 𝑏 is formally defined by
[𝑇, 𝑏]𝑓 = 𝑇 (𝑏𝑓)− 𝑏𝑇 (𝑓).

Theorem 2. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω), 𝜔 ∈ 𝐴𝑝(·)(Ω),
𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(Ω) and the functions 𝜙1(𝑥, 𝑟) and 𝜙2(𝑥, 𝑟) satisfy the condition

sup
𝑡>𝑟

(︂
1 + ln

𝑡

𝑟

)︂
𝑒𝑠𝑠 inf𝑡<𝑠<∞ 𝜙1(𝑥, 𝑠)‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑠))

‖𝜔‖𝐿𝑝(·)( ̃︀𝐵(𝑥,𝑡))

6 𝐶𝜙2(𝑥, 𝑟).

Then the operator [𝑏, 𝑇 ] is bounded from the space ℳ𝑝(·),𝜙1
𝜔 (Ω) to the space

ℳ𝑝(·),𝜙2
𝜔 (Ω).
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ON ACTIONS OF SPACES CONTINUOUSLY CONTAINING
TOPOLOGICAL GROUPS

S. Iliadis
s.d.iliadis@gmail.com

Definition. Given an indexed collection G of topological groups, let 𝑄 be
a topological space, and let ℎ𝐺𝑄, 𝐺 ∈ G, be a topological embedding of 𝐺 into
𝑄. We say that 𝑄 is a continuosly containing space for G with respect to the
collection {ℎ𝐺𝑄 : 𝐺 ∈ G} if the following conditions are satisfied: (1) For any

points 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 ∈ G and each neighbourhood 𝑈 of ℎ𝐺𝑄(𝑥𝑦) in 𝑄, there exist

neighbourhoods 𝑉 and 𝑊 in 𝑄 of ℎ𝐺𝑄(𝑥) and ℎ𝐺𝑄(𝑦), respectively, such that, for

any points 𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐺′ ∈ G such that ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑥′) ∈ 𝑉 and ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑦′) ∈ 𝑊, we have

ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑥′𝑦′) ∈ 𝑈 ; (2) For any 𝑥 ∈ 𝐺 ∈ G and each neighbourhood 𝑈 of ℎ𝐺𝑄(𝑥−1) in

𝑄 there exists a neighbourhood 𝑉 of ℎ𝐺𝑄(𝑥) in 𝑄 such that, for each 𝑥′ ∈ 𝐺′ ∈ G

for which ℎ𝐺
′

𝑄 (𝑥′) ∈ 𝑉 , we have ℎ𝐺
′

𝑄 ((𝑥′)−1) ∈ 𝑈 ; (3) ∪{ℎ𝐺𝑄(𝐺) : 𝐺 ∈ G} = 𝑄.

Stavros Iliadis, Lomonosov Moscow State University (Moscow, Russia)
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Below, we shall identify the topological group 𝐺 ∈ G with the subset ℎ𝐺𝑄(𝐺)
of 𝑄 and will say that 𝑄 is a continuously containing space for G. (See [3].)

Definition. Let 𝑄 be a continuously containing space for a collection G
of topological groups and 𝑋 a topological space. An open continuous mapping
𝐹 : 𝑄 × 𝑋 → 𝑋 is said to be an action of 𝑄 on 𝑋 if for each 𝐺 ∈ G the
restriction 𝐹 |𝐺×𝑋 of 𝐹 onto the subset 𝐺×𝑋 ⊂ 𝑄×𝑋 is an action of 𝐺 on 𝑋.

In the formulation of the given below theorem it is used the notion of a
saturated class of spaces, which is introduced in the paper [1] and widely used
in [2]. This notion indicate the realm of spaces in which the given theorem is
considered. So, if in the formulation of the theorem we replace the words “a
saturated class of spaces” by the words, for example, “the class of all completely
regular spaces” or by “the class of all completely regular n-dimensional spaces”
(both classes are saturated), then we obtain two distinct theorems, independent
each of other, that is each of them does not follows from other, but having the
similar proofs. Thus, the words “a saturated class of spaces” in the formulation
of the theorem are not technical conditions, they join distinct and independent
results having a common proof. In the following proposition we indicate some
of the saturated classes of spaces.

Proposition (see [1] and [2]). The following classes, consisting of spaces of
weight 6 𝜏 , are saturated classes:

(1) the class of all T0-spaces;

(2) the class of all regular spaces;

(3) the class of all completely regular spaces;

(4) the class of all spaces of the small inductive dimension 𝑖𝑛𝑑 6 𝑛 ∈ N;
(5) the class of all spaces of the small transfinite inductive dimension 𝑖𝑛𝑑 6

𝛼, where 𝛼 is an ordinal;

(6) the class of all countable-dimensional spaces;

(7) the class of all strongly contable-dimensional spaces;

(8) the class of all locally finite-dimensional spaces.

(9) the intersection of any two saturated classes of spaces.

(In the definition of the elements of the above classes (6)–(8) the small
inductive dimension 𝑖𝑛𝑑 is used.)

Theorem. Let S be a saturated class of spaces of weight 6 𝜏 , where 𝜏 is
a fixed infinite cardinal, G an indexed collection of topological groups, which as
topological spaces are elements of S, 𝑋 a fixed topological space of weight 6 𝜏 ,
and let for each 𝐺 ∈ G, 𝐹𝐺 : 𝐺×𝑋 → 𝑋 be an action of 𝐺 on 𝑋. Then, there
exists an element T of S, which is a continuously containing space for G, and
an action 𝐹 : T ×𝑋 → 𝑋 such that for each 𝐺 ∈ G, the restriction 𝐹 |𝐺×𝑋 of
𝐹 onto the subset 𝐺×𝑋 ⊂ 𝑄×𝑋 coincides with 𝐹𝐺.

1. Stavros Iliadis. A construction of containing spaces // Topology and its
Applications, 107 (2000), 97-116.

2. S.D. Iliadis. Universal Spaces and Mappings. (North-Holland Mathe-
matics Studies 198). — Elsevier, 2005.
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ON BASICITY OF THE SYSTEM OF EXPONENTS AND
TRIGONOMETRIC SYSTEMS IN GRAND-LEBESGUE SPACES

M.I. Ismailov, V.Q. Alili

migdad-ismailov@rambler.ru, alilivefa@mail.ru

UDC 517.51

This paper is devoted to the study of the basis properties of trigonometric
systems and the solvability of the Riemann problem in the grand-Lebesgue
spaces 𝐿𝑝), 𝑝 > 1. In this paper, a subspace 𝐺𝑝) of the space 𝐿𝑝), 𝑝 >
1, is defined and the basicity of trigonometric systems in 𝐺𝑝), 𝑝 > 1.
is established. Grand-Hardy classes 𝐻+

𝑝), 𝑝 > 1, are defined, in which
analogues of the Riesz and Smirnov theorems and on the representation
of a function by the Cauchy formula are proved. The solvability of the
Riemann problem in grand-Hardy classes is studied.

Keywords: system of exponents, basicity, grand-Lebesgue space

In the paper we study the basicity of the system of exponents and trigonometric
system in grand-Lebesgue spaces 𝐿𝑝). Let 𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋), 1 < 𝑝 < +∞, be a grand-
Lebesgue space of measurable on [−𝜋;𝜋] functions 𝑓 , with the finite norm

‖𝑓‖𝑝) = sup
0<𝜀<𝑝−1

(︂
𝜀

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑡)|𝑝−𝜀 𝑑𝑡

)︂ 1
𝑝−𝜀

< +∞.

For ∀𝑓 ∈ 𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋) and ∀𝛿 > 0 we assume 𝑇𝛿𝑓(𝑥) =

{︂
𝑓(𝑥+ 𝛿), 𝑥+ 𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋]
0, 𝑥+ 𝛿 ∈ 𝑅∖[−𝜋;𝜋].

We denote by �̃�𝑝)(−𝜋;𝜋) a linear manifold of functions 𝑓 ∈ 𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋) satisfying
the condition ‖𝑇𝛿𝑓 − 𝑓‖𝑝) → 0, 𝛿 → 0. Let 𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋) be a closure �̃�𝑝)(−𝜋;𝜋) in

𝐿𝑝)(−𝜋;𝜋). We have the following

Lemma 1. The space 𝐶∞
0 [−𝜋;𝜋] is dense in 𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋)

We consider the basicity of the system of exponent and trigonometric system in
the spaces 𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋) and 𝐺𝑝)(0;𝜋) respectively. The following statements are valid.

Theorem 1. Exponential system
{︀
𝑒𝑖𝑛𝑡

}︀
𝑛∈𝑍 forms a basis for the space

𝐺𝑝)(−𝜋;𝜋), 1 < 𝑝 < +∞.

Theorem 2. Systems of sines {sin𝑛𝑡}𝑛∈𝑁 and cosines {cos𝑛𝑡}𝑛∈𝑁0
forms bases

for the space 𝐺𝑝)(0;𝜋), 1 < 𝑝 < +∞.

The results of the note are obtained in co-authorship with B.T. Bilalov.

Ismailov Migdad Imdad, PhD, Associate professor, Institute of Mathematics and Mechan-
ics of NAS of Azerbaijan, Baku State University, Baku, Azerbaijan

Alili Vafa Gachay, PhD student, Baku Slavic University, Baku, Azerbaijan
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SPECTRAL FUNCTION ASYMPTOTICS OF DIFFERENTIAL
OPERATORS
Z. Kadelburg

kadelbur@matf.bg.ac.rs

UDC 517.927.25

V.A. Sadovnichĭı showed that it is possible to use weighted regularized
sums of the roots of a whole function, belonging to the class 𝐾, in or-
der to determine spectral function asymptotics for the Sturm-Liuoville
operator. In this talk, we give a survey of some further results in this
direction. Namely, such asymptotic behavior is determined in the case
of the following problems: an even order operator, the Regge operator,
the Orr-Sommerfeld equation, an operator with non-local boundary con-
ditions, the one-dimensional Dirac system, and a second order functional-
differential operator.

Keywords: differential operator, spectral function, asymptotic behavior
MSC: 47E05, 34L20

OSCILLATION PROPERTIES OF ONE FOURTH-ORDER
PROBLEM WITH A SPECTRAL PARAMETER IN BOUNDARY

CONDITIONS
E.S. Karulina

karulinaes@yandex.ru

We consider the oscillation properties of one fourth-order problem with a
spectral parameter in boundary conditions.

Keywords: eigenfunctions, oscillation, spectral theory

This work is supported by the Ministry of Education, Science and Technological Devel-
opment of Serbia (no. 174002).

Zoran Kadelburg, University of Belgrade, Faculty of Mathematics, Belgrade, Serbia
Karulina Elena Sergeevna (Plekhanov Russian University of Economics, Moscow, Russia)
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Consider the boundary problem

(𝑝𝑦′′)′′ − (𝑞𝑦′)′ = 𝜆𝑟𝑦,

𝑦(0) = 𝑦′(0) = 0,

(𝑝𝑦)′′(1)− 𝛼𝜆𝑦′(1) = [(𝑝𝑦′′)′ − 𝑞𝑦′](1) + 𝛽𝜆𝑦(1) = 0,

where 𝜆 is a spectral parameter. We show that if all eigenvalues

𝜆0 6 𝜆1 6 . . . 6 𝜆𝑛 6 . . .

of this problem are positive, then they are simple, and the derivatives 𝑦′𝑛 of the corre-
spondent eigenfunctions have 𝑛 changes of the sign.

Some particular cases of this problem were considered, for example, in [1].

The talk is based on a joint work with Vladimirov A.A.
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SPECTRAL PROPERTIES OF TOEPLITZ OPERATORS
B.B. Koca

basakoca@istanbul.edu.tr

UDC 517

In this talk, we consider Toeplitz operators 𝐻𝑝, 1 < 𝑝 < ∞. In
the case of 𝑝 = 2, Peller [1] obtained estimates for the resolvents of
Toeplitz operators under certain restrictions on their symbols and found
conditions for the existence of nontrivial invariant subspaces and for a
Toeplitz operator to be similar to a unitary operator. It is natural to ask
what happens in the case of 𝑝 ̸= 2. We study some spectral properties
for Toeplitz operators with unimodular symbols and Toeplitz operators
whose spectra satisfies a certain geometric condition (the so-called the
circular convexity condition).

Keywords: Toeplitz operators, Hardy space, invariant subspace, spectrum
MSC: 47B35, 47A15
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ON SPECTRAL PROPERTIES OF THE M-ACCRETIVE
OPERATOR TRANSFORM

M. Kukushkin

kukushkinmv@rambler.ru

UDC 517.984

In this paper we present spectral theorems for some type of a m-accretive
operator transform. The relevance of such consideration is lots of appli-
cations to the semigroup theory and as a consequence of this fact to the
theory of PDE. More precisely, a considered below operator transform
can be reduced to a second order differential operator with a fractional
derivative in the final term.

Keywords: non-selfadjoint operator, sectorial operator, strongly continu-
ous semigroup
MSC: 47A10, 47A07, 47B10

In the paper [1] the spectral properties of perturbed non-selfadjoint and normal
operators were studied. However for applying these results for a concrete operator
we must have a representation of one by the sum of the main part and the operator-
perturbation. It is essential that the main part must be an operator of a special type
either a selfadjoint or a normal operator. If we consider a case where in the repre-
sentation the main part is neither selfadjoint nor normal and we cannot approach the
required representation in an obvious way, then it is possible to use another technique
based on properties of the real component of the initial operator. This is a subject of
our consideration.

Suppose 𝐽 is a m-accretive operator acting in a complex separable Hilbert space
H, 𝐽−1 is compact, the operator 𝐺 is bounded and strictly accretive, D(𝑇 ) ⊂
D(𝑇 *), D(𝑇 ) = H, where 𝑇 := 𝐽*𝐺𝐽. Note that the positive fractional powers of
the operator 𝐽 are well defined (see [2]). Consider the operator 𝐽 transform

𝐿 := 𝐽*𝐺𝐽 + 𝐽𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1/2). (1)

Using the imposed conditions on the operators 𝐽,𝐺 we prove that the numerical range
of the operator �̄� belongs to the sector with the vertex situated at the point zero
and the semi-angle 𝜃, 0 6 𝜃 < 𝜋/2. We also prove that 0 ∈ P(�̄�). Consider a real
component 𝐻 := (𝐿 + 𝐿*)/2 of the operator 𝐿. It is not hard to prove that �̄� is
selfadjoint and 0 ∈ P(�̄�). Using the technic of the sesquilinear form theory we establish
the compactness property of the operators �̄�−1, �̄�−1. In accordance with the definition
given in the paper [1] we denote by 𝜇 order of the operator �̄�. As a main result we
obtain the number of theorems that give us a description of the spectral properties of
the operator �̄�. The following theorem is formulated in terms of order 𝜇 and is devoted
to the Schatten-von Neumann classification.

Theorem 1. We have the following classification

�̄�−1 ∈ S𝑝, 𝑝 =

{︃
𝑙, 𝑙 > 2/𝜇, 0 < 𝜇 6 1,

1, 1 < 𝜇 <∞
.

Maksim Kukushkin, International Committee Continental, Zheleznovodsk, Russia
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The following theorem establishes the completeness property of the system of root
vectors of the operator �̄�−1.

Theorem 2. Suppose 𝜃 < 𝜋𝜇/2; then the system of root vectors of the operator
�̄�−1 is complete.

It is a well-known fact that for any bounded operator with the compact imaginary
component there is a relationship between 𝑠-numbers of the imaginary component
and the eigenvalues (see [3]). Similarly using the information on 𝑠-numbers of the real
component, we obtain an asymptotic formula for the eigenvalues 𝜆𝑖(�̄�

−1), 𝑖 ∈ N. This
idea is realized in the following theorem.

Theorem 3. The following inequality holds

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜆𝑖(�̄�−1)|𝑝 6 sec𝑝 𝜃
⃦⃦
𝑆−1

⃦⃦ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆𝑝𝑖 (�̄�
−1), (𝑛 = 1, 2, ..., 𝜈), 1 6 𝑝 <∞,

where 𝜈 is the sum of all algebraic multiplicities of the operator �̄�−1.
Moreover, if 𝜈 = ∞ and order 𝜇 ̸= 0, then the following asymptotic formula holds

|𝜆𝑖(�̄�−1)| = 𝑜
(︀
𝑖−𝜇+𝜀

)︀
, 𝑖→ ∞, ∀𝜀 > 0.

Remark 1. Note that if the operator 𝐴 is the ifinitesimal generator of a 𝐶0

semigroup of contractions 𝑇𝑡 : H → H, then 𝐴 is m-accretive. Hence if in additional
we assume that 𝐴−1 is compact, then we claim that the Theorems 1-3 are true for the
operator 𝐽 transform (1), where 𝐽 := 𝐴 and the operator 𝐺 is chosen respectively.
If besides of the made assumptions the semigroup 𝑇𝑡 is a shift semigroup acting in a
space of Lebesgue square integrable functions, then it is not hard to show that (1) may
represent a differential operator second order with the fractional derivative in the final
term.
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The research area of stochastic differential equations has occupied one of the pri-
mary areas of pure and applied mathematics for the last three decades providing new
techniques for studying complex systems in mathematical physics, finance, biology,
etc., whose evolution is subject to random perturbations. Among the equations, the
most studied are those that simulate finite-dimensional processes with white noise type
perturbations.

We consider the infinite-dimensional stochastic Cauchy problem

𝑋 ′(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡) + 𝐹 (𝑡,𝑋) +𝐵(𝑡,𝑋)𝒲(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑋(0) = 𝜁 (1)

with 𝐴 generating an 𝑅-regularized semigroup {𝑉 (𝑡), 𝑡 > 0)} in a Hilbert space 𝐻
(𝑉 (𝑡)𝑢 − 𝑅(𝑡)𝑢 =

∫︀ 𝑡
0
𝑉 (𝑠)𝐴𝑢𝑑𝑠, 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴) ⊂ 𝐻), 𝐵 ∈ 𝐿(ℋ, 𝐻), and ℋ-valued white

noise 𝒲. We pay special attention to the linear problem (𝐹 = 0) and 𝐴 = 𝐴(𝑖𝜕/𝜕𝑥).
Generally the problem is ill-posed in 𝐻 due to properties of 𝐴 and 𝒲 [1, 2].
The following approaches to regularization and construction of generalized solu-

tions are considered.
∙ Construction of solutions to the corresponding integrated problem with Itô

integral w.r.t. a Wiener process 𝑊 , a ”primitive” of white noise 𝒲.

∙ Construction of generalized (in 𝑡) solutions to (1) with white noise 𝒲, a gen-
eralized derivative of 𝑊 in spaces of abstract distributions defined by properties of
𝐴.

∙ Construction of generalized (in random variable 𝜔) solutions to (1) with 𝒲
defined in infinite-dimensional white noise spaces.

∙ Construction of generalized (in 𝑥) solutions to (1) with 𝐴 = 𝐴(𝑖𝜕/𝜕𝑥) in Gelfand-
Shilov spaces in the case of Petrovskii well-posed, conditionally well-posed, and ill-
posed problems. Note that due to proven in [3] connection between Gelfand-Shilov
classification and semigroup classification, for equations with 𝐴(𝑖𝜕/𝜕𝑥) generating
integrated or convoluted semigroups we can construct generalized in 𝑡 solutions instead
of generalized in 𝑥 solutions and conversely.
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In the paper the existence and uniqueness of a class of double-point bound-
ary value problems on a semi-axis is studied for a second order operator-
differential equation of elliptic type. The solvability conditions of these
boundary value problems expressed by the properties of the coefficients
of the given equation.
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Let 𝐻 be a separable Hilbert space, 𝐴 be a definite-positive self-adjoint oper-
ator with domain of definition 𝐷 (𝐴). As is known, the domain of definition of
the operator 𝐴𝛾 (𝛾 > 0) becomes a Hilbert space 𝐻𝛾 with regard to scalar prod-
uct (𝑥, 𝑦)𝛾 = (𝐴𝛾𝑥, 𝐴𝛾𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 (𝐴𝛾). For 𝛾 = 0 we assume 𝐻0 = 𝐻 and
(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦)0.

Denote by 𝐿2 (𝑅+; 𝐻) Hilbert space of all functions 𝑓 (𝑡) determined almost ev-
erywhere in 𝑅+ = (0, ∞) with Bochner quadratically integrable values in 𝐻, for which

‖𝑓‖𝐿2(𝑅+;𝐻) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

‖𝑓 (𝑡)‖2 𝑑𝑡

⎞⎠1/2

<∞.

In what follows all derivatives 𝑢′, 𝑢′′ are understood in the sense of distribution
theory [1]. Following the monograph [1] we introduce the Hilbert space

𝑊 2
2 (𝑅+, 𝐻) =

{︀
𝑢 : 𝑢′′ ∈ 𝐿2 (𝑅+; 𝐻) , 𝐴2𝑢 ∈ 𝐿2 (𝑅+; 𝐻)

}︀
with the norm

‖𝑢‖𝑊2
2 (𝑅+, 𝐻) =

(︁⃦⃦
𝑢′′⃦⃦2

𝐿2(𝑅+;𝐻) +
⃦⃦
𝐴2𝑢

⃦⃦2
𝐿2(𝑅+;𝐻)

)︁1/ 2

.

Let us consider in the space 𝐻 the boundary value problem

−𝑢′′ (𝑡) +𝐴2𝑢 (𝑡) +𝐴1𝑢
′ (𝑡) +𝐴2𝑢 (𝑡) = 𝑓 (𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑅+ = (0, ∞) , (1)

𝑢 (0) + 𝑢 (1) = 0. (2)

Definition. Problem (1),(2) is said to be regularly solvable if for any function
𝑓 (𝑡) ∈ 𝐿2 (𝑅+; 𝐻) there exists the function 𝑢 (𝑡) ∈𝑊 2

2 (𝑅+, 𝐻) that satisfies equation
(1) almost everywhere in 𝑅+, condition (2) in the sense of convergence

lim
𝑡→+0

‖𝑢 (𝑡) + 𝑢 (1− 𝑡)‖3/2 = 0,

and it holds the estimation

‖𝑢‖𝑊2
2 (𝑅+, 𝐻) 6 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ‖𝑓‖𝐿2(𝑅+;𝐻) .
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Theorem. Let 𝐴 be a positive-definite self-adjoint operator, the operators 𝐵1 =
𝐴1𝐴

−1 and 𝐵2 = 𝐴2𝐴
−2 be bounded in 𝐻 and the following inequality holds for them

𝑞 = 𝑁1 ‖𝐵1‖+𝑁0 ‖𝐵2‖ < 1,

where

𝑁1 =
1

2
+

√
2, 𝑁2 = 1 +

√
2.

Then problem (1),(2) is regularly solvable.
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In this paper first we prove Calderón-Zygmund-type integral inequalities
for oscillatory integral operators and their commutators in the modified
Morrey spaces with variable exponent ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω), where Ω ⊂ R𝑛 are un-
bounded sets. After that we prove the boundedness of these operators on
the spaces ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω).
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The variable exponent analysis is a popular topic which attract many researchers.
This topic is mainly focused on the Lebesgue and Sobelev spaces with variable order of
integrability and operator theory in these spaces. The study of these spaces has been
stimulated by problems of various fields, influenced by many applications, for instance,
mechanics of the continuum medium, elasticity, fluid dynamics, calculus of variations
and differential equations with non-standard growth conditions. In particular, various
results on non-weighted and weighted boundedness in Lebesgue spaces with variable
exponents 𝑝(𝑥) have been proved for maximal, singular and fractional type operators.

A distribution kernel 𝐾(𝑥, 𝑦) is a ”standard singular kernel”, that is, a continuous
function defined on {(𝑥, 𝑦) ∈ Ω× Ω : 𝑥 ̸= 𝑦} and satisfying the estimates

|𝐾(𝑥, 𝑦)| 6 𝐶|𝑥− 𝑦|−𝑛 for all 𝑥 ̸= 𝑦,

|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝑥, 𝑧)| 6 𝐶 |𝑦 − 𝑧|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑦 − 𝑧|,
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|𝐾(𝑥, 𝑦)−𝐾(𝜉, 𝑦)| 6 𝐶 |𝑥− 𝜉|𝜎

|𝑥− 𝑦|𝑛+𝜎 , 𝜎 > 0, if |𝑥− 𝑦| > 2|𝑥− 𝜉|.

Calderón-Zygmund type singular operator and the oscillatory integral operator are
defined by

𝑇𝑓(𝑥) =

∫︁
Ω

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

𝑆𝑓(𝑥) =

∫︁
Ω

𝑒𝑃 (𝑥,𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

where 𝑃 (𝑥, 𝑦) is a real valued polynomial defined on Ω × Ω. Lu and Zhang used
𝐿2-boundedness of 𝑇 to get 𝐿𝑝- boundedness of 𝑆 with 1 < 𝑝 <∞.

The commutator generated by the operator 𝑆 for a given measurable function 𝑏 is
formally defined by

[𝑆, 𝑏]𝑓 = 𝑆(𝑏𝑓)− 𝑏𝑆(𝑓).

Let 𝑝(·) be a measurable function on Ω with values in (1,∞). An open set Ω which
may be unbounded throughout the whole paper. We mainly suppose that

1 < 𝑝− 6 𝑝(𝑥) 6 𝑝+ <∞,

where 𝑝− := 𝑒𝑠𝑠 inf𝑥∈Ω 𝑝(𝑥), 𝑝+ := 𝑒𝑠𝑠 sup𝑥∈Ω 𝑝(𝑥). By 𝐿𝑝(·)(Ω) we denote the space
of all measurable functions 𝑓(𝑥) on Ω such that

𝐼𝑝(·)(𝑓) =

∫︁
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝(𝑥)𝑑𝑥 <∞.

Equipped with the norm

‖𝑓‖𝑝(·) = inf

{︂
𝜂 > 0 : 𝐼𝑝(·)

(︂
𝑓

𝜂

)︂
6 1

}︂
,

this is a Banach function space. By 𝑝′(·) = 𝑝(𝑥)
𝑝(𝑥)−1

, 𝑥 ∈ Ω, we denote the conjugate
exponent.
𝒫(Ω) is the set of bounded measurable functions 𝑝 : Ω → [1,∞);
𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫(Ω) satisfying the local log-condition

|𝑝(𝑥)− 𝑝(𝑦)| 6 𝐴

− ln |𝑥− 𝑦| , |𝑥− 𝑦| 6 1

2
𝑥, 𝑦 ∈ Ω,

where 𝐴 = 𝐴(𝑝) > 0 does not depend on 𝑥, 𝑦;
P𝑙𝑜𝑔(Ω) is the set of exponents 𝑝 ∈ 𝒫 𝑙𝑜𝑔(Ω) with 1 < 𝑝− 6 𝑝+ <∞;
for Ω which may be unbounded, by P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω) we denote the subsets of the above sets of
exponents satisfying the decay condition (when Ω is unbounded)

Let 𝜆(𝑥) be a measurable function on Ω with values in [0, 𝑛]. The variable modified

Morrey space ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(·)(Ω) is defined as the set of integrable functions 𝑓 on Ω with the
finite norms

‖𝑓‖ ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(·)(Ω) = sup
𝑥∈Ω, 𝑡>0

[𝑡]
𝜆(𝑥)
𝑝(𝑥)

1 𝑡−𝜃𝑝(𝑥,𝑡)‖𝑓𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑡)‖𝐿𝑝(·)(Ω),

respectively.
We define the 𝐵𝑀𝑂(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓 with

finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂 = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

|𝐵(𝑥, 𝑟)|−1

∫︁
̃︀𝐵(𝑥,𝑟)

|𝑓(𝑦)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)|𝑑𝑦.
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We define the 𝐵𝑀𝑂𝑝(·)(Ω) space as the set of all locally integrable functions 𝑓
with finite norm

‖𝑓‖𝐵𝑀𝑂𝑝(·) = sup
𝑥∈Ω, 𝑟>0

‖(𝑓(·)− 𝑓 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟))𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)(Ω)

‖𝜒 ̃︀𝐵(𝑥,𝑟)‖𝐿𝑝(·)(Ω)

.

Theorem 1. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω) and 0 6 𝜆(𝑥) < 𝑛.

Then the singular integral operator 𝑆 is bounded from the space ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω) to the spacẽ︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω)
Theorem 2. Let Ω ⊂ R𝑛 be an open unbounded set, 𝑝 ∈ P𝑙𝑜𝑔∞ (Ω), 𝑏 ∈ 𝐵𝑀𝑂(Ω)

and 0 6 𝜆(𝑥) < 𝑛. Then the singular integral operator [𝑏, 𝑆] is bounded from the spacẽ︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω) to the space ̃︀ℒ𝑝(·),𝜆(Ω).
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In the operator theory, the study of commuting operators remains an actual task.
First we recall that two self-adjoint (possibly unbounded) operators are said to com-
mute if their spectral projections commute [1]. In [2] E. Nelson proved the existence of
two essentially self-adjoint operators 𝐴 and 𝐵 in a Hilbert space ℋ having a common
dense domain 𝒟 such that for all 𝑥 in 𝒟, 𝐴𝐵𝑥 = 𝐵𝐴𝑥, but such that 𝐴 and �̄� do
not commute. He proved that for the commutativity some additional conditions are
needed. In this note, we study the commutativity issues for some operators generated
by semi-infinite Jacobi matrices with scalar and matrix elements.

We start from the scalar Jacobi operators. Namely, consider two Jacobi matrices:

𝐽1 =

⎛⎜⎝𝑏
1
0 𝑎10 0 0
𝑎10 𝑏11 𝑎11 0

0
. . .

. . .
. . .

⎞⎟⎠ , 𝐽2 =

⎛⎜⎝𝑏
2
0 𝑎20 0 0
𝑎20 𝑏21 𝑎21 0

0
. . .

. . .
. . .

⎞⎟⎠ ;

where 𝑎𝑚𝑛 , 𝑏
𝑚
𝑛 ∈ R, 𝑎𝑚𝑛 > 0, 𝑛 ∈ Z+, 𝑚 = 1, 2. Denote by 𝐿1

0 and 𝐿2
0 the mini-

mal closed symmetric operators the Hilbert space 𝑙2[0,∞) (consisting of the com-
plex sequences 𝑦 = (𝑦𝑛)

∞
𝑛=0 such that

∑︀∞
𝑛=0 |𝑦𝑛|

2 < ∞), generated by 𝐽1 and
𝐽2 respectively. Also, denote by 𝑃 1(𝜆) = (𝑃 1

𝑖 (𝜆))
∞
𝑖=0, 𝑄

1(𝜆) = (𝑄1
𝑖 (𝜆))

∞
𝑖=0 and

𝑃 2(𝜆) = (𝑃 2
𝑖 (𝜆))

∞
𝑖=0, 𝑄

2(𝜆) = (𝑄2
𝑖 (𝜆))

∞
𝑖=0 the systems of polynomials of the first

and the second kind (see e. g. [3] for details) corresponding to 𝐽1 and 𝐽2. The formal
matrix commutativity 𝐽1𝐽2 = 𝐽2𝐽1 (which amounts to commutativity of 𝐿1

0 and 𝐿2
0

on the set 𝐷
′
0 of finitely nonzero vectors from 𝑙2[0,∞)) implies

𝑎2𝑛 = 𝑘𝑎1𝑛, 𝑏2𝑛 = 𝑘𝑏1𝑛 −𝐾; 𝑛 ∈ N; (1)

where 𝑘 = 𝑎20/𝑎
1
0, 𝐾 = 𝑘𝑏10 − 𝑏20. In terms of the polynomial systems, this implies that

𝑃 2
𝑖 (𝜆) = 𝑃 1

𝑖

(︂
𝜆

𝑘
+ 𝜆0

)︂
𝑄2
𝑖 (𝜆) =

1

𝑘
𝑄1
𝑖

(︂
𝜆

𝑘
+ 𝜆0

)︂
; 𝜆0 =

𝐾

𝑘
; 𝑖 ∈ Z+.

As well known ([3]), the defect numbers of 𝐿𝑚0 are are either (0,0) (self-adjoint or
limit-point case) or (1,1) (limit-circle case). If the relations (1) are fulfilled, then one
can easily check that the defect numbers of 𝐿1

0 and 𝐿2
0 are the same.

Define the domains 𝐷𝑚, 𝑚 = 1, 2 as the sets of all vectors 𝑦 ∈ 𝑙2[0,∞) such that
𝐽𝑚𝑦 ∈ 𝑙2[0,∞). For any 𝑦 and 𝑧 from 𝐷𝑚 there exists a limit

[𝑦, 𝑧]𝑚∞ := lim
𝑛→∞

𝑎𝑚𝑛 (𝑦𝑛𝑧𝑛+1 − 𝑦𝑛+1𝑧𝑛).

The study of self-adjoint extensions of Jacobi operators in the limit-circle case
allows us to get the following result.

Theorem 1. Assume that 𝐿1
0 and 𝐿2

0 are commutative on the set 𝐷
′
0. Then,

either they are self-adjoint and commute, or they admit a commutative self-adjoint
extensions. In the latter case these extensions can be determined as follows: 𝐿1

𝑒𝑥𝑡 :=
𝐽1𝑦 on the elements 𝑦 in 𝐷1, satisfying the boundary condition:

[𝑦,𝑄1(0)]1∞ − ℎ[𝑦, 𝑃 1(0)]1∞ = 0;

and 𝐿1
𝑒𝑥𝑡 := 𝐽2𝑦 on the elements 𝑦 in 𝐷2, satisfying:

[𝑦,𝑄2(𝜆0)]
2
∞ − ℎ̃[𝑦, 𝑃 2(𝜆0)]

2
∞ = 0;

where ℎ is a real number, ℎ̃ = 𝑘ℎ.
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We now consider one special class of block Jacobi operators. First, consider two
three-diagonal block matrices

𝐽1
𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵0,1 𝐴*

0,1 0
𝐴0,1 𝐵1,1 𝐴*

1,1

𝐴1,1 𝐵2,1

. . .

0
. . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐽2
𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐵0,2 𝐴*

0,2 0
𝐴0,2 𝐵1,2 𝐴*

1,2

𝐴1,2 𝐵2,2

. . .

0
. . .

. . .

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

where 𝐴𝑛,𝑚 are (𝑛+ 2)× (𝑛+ 1) complex matrices, rank 𝐴𝑛,𝑚 = (𝑛+ 1); and 𝐵𝑛,𝑚
- (𝑛 + 1) × (𝑛 + 1) matrices, 𝑛 ∈ Z+, 𝑚 = 1, 2. Assume that for 𝐽1

𝑏 and 𝐽2
𝑏 the

commutativity relations are fulfilled, which implies

𝐴𝑛,1𝐴𝑛−1,2 = 𝐴𝑛,2𝐴𝑛−1,1,

𝐴𝑛−1,1𝐵𝑛−1,2 +𝐵𝑛,1𝐴𝑛−1,2 = 𝐴𝑛−1,2𝐵𝑛−1,1 +𝐵𝑛,2𝐴𝑛−1,1,

𝐴𝑛−1,1𝐴
*
𝑛−1,2 +𝐵𝑛,1𝐵𝑛,2 +𝐴*

𝑛,1𝐴𝑛,2 = 𝐴𝑛−1,2𝐴
*
𝑛−1,1 +𝐵𝑛,2𝐵𝑛,1 +𝐴*

𝑛,2𝐴𝑛,1. (2)

Denote by �̂�2[0,∞) the Hilbert space of quadratic summable sequences 𝑢 = (𝑢0, 𝑢1, . . . )
where the vectors 𝑢𝑗 ∈ C𝑗 ; with the inner product (𝑢, 𝑣) =

∑︀∞
𝑗=0(𝑢𝑗 , 𝑣𝑗)C𝑗 . Also,

denote by 𝐿1 and 𝐿2 the operators (which act via matrix multiplication on �̂�2[0,∞)
), generated by 𝐽1

𝑏 and 𝐽2
𝑏 respectively. The domain 𝐷0 of 𝐿1 and 𝐿2 consists of the

finitely nonzero vectors from �̂�2[0,∞). These are symmetric operators which, as follows
from (2), are commutative on the vectors from 𝐷0. The study of such operators is
important to the theory of multivariate orthogonal polynomials and multidimensional
moment problem. It was shown in [4] that if 𝐿1 and 𝐿2 (under some additional
assumptions on the structure of 𝐴𝑛,𝑚 and 𝐵𝑛,𝑚 ) are essentially self-adjoint and
commute, then the corresponding two-dimensional moment problem has the solution,
and a sufficient condition for that was found (Theorem 3). Using the results of [5]-[6],
one can find a number of similar conditions, in particular the following one:

Theorem 2. Assume that 𝐿1 and 𝐿2 are commutative on 𝐷0. Denote

𝐸𝑛 = 𝐴*
𝑛,1𝐴

*
𝑛+1,1 +𝐴*

𝑛,2𝐴
*
𝑛+1,2,

𝐹𝑛 = 𝐴*
𝑛,1𝐵𝑛+1,1 +𝐵𝑛,1𝐴

*
𝑛,1 +𝐴*

𝑛,2𝐵𝑛+1,2 +𝐵𝑛,2𝐴
*
𝑛,2.

𝐺𝑛 = 𝐴𝑛−1,1𝐴
*
𝑛−1,1 +𝐴𝑛−1,2𝐴

*
𝑛−1,2 + (𝐵𝑛,1)

2 + (𝐵𝑛,2)
2 +𝐴*

𝑛,1𝐴𝑛,1 +𝐴*
𝑛,2𝐴𝑛,2.

If
∞∑︀
𝑛=0

1
𝐶𝑛𝐷1,𝑛

= ∞, where 𝐶𝑛 = 𝑚𝑎𝑥{‖𝐸𝑛‖, ‖𝐸𝑛+1‖, ‖𝐹𝑛‖}, and 𝐷1,𝑛 =

𝑚𝑎𝑥{𝐷𝑛, 𝐷𝑛+1}, where 𝐷𝑛 = ‖𝐺−1
𝑛 𝐸𝑛−2‖+‖𝐺−1

𝑛 𝐹𝑛−1‖+‖𝐺−1
𝑛 𝐸𝑛‖+‖𝐺−1

𝑛 𝐹𝑛‖, then
operators 𝐿1 and 𝐿2 are essentially self-adjoint and commute.

Finally, note that if the analog of Carleman’s condition is fulfilled for 𝐿1 and

𝐿2:
∞∑︀
𝑛=0

1
‖𝐴𝑛,𝑚‖ = ∞, then 𝐿1 and 𝐿2 are self-adjoint, but the question of their

commutativity remains open.
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KOLMOGOROV INTEGRAL AND FOCK APPROACHES TO
WEYL SECOND QUANTIZATION

N.N. Shamarov

nshamarov@yandex.ru

UDC 517.9

The second quantization method is developed into two directions which
both transform real-valued infinite dimensional classical observables into
symmetric (in proper sense) pseudo-differential operators, acting on
functions and measures (Borel or generalized) defined on an infinite-
dimensional real Hilbert space 𝐻.

The first construction deals with only countably additive measures on 𝐻
but uses Kolmogorov “indefinite” integral technique; and the second one
uses a version of translation-invariant generalized measure on 𝐻 (analo-
gous to the finite-dimensional Lebesgue measure) and infinite dimensional
functions-to-functions Fourier transforms leading to the natural Fock CCR
representation.

Keywords: Kolmogorov definite and indefinite integrals, Fock representa-
tion of canonical commutation relations, Weyl pseudo-differential opera-
tors, method of second quantization
MSC: 46N50

The fundamental physical theories continue to inspire deep analytical advances;
in particular the mathematical formulation of renormalization method in physically
interesting models needs further development of functional-analytical methods for reg-
ularizing linear functionals such as traces and integrals [1], and the correspondent ex-
ponentials like determinants [2] and evolutional semigroups [3], [4]. The functional
representations of the Fock space [5] objects in the second quantization [6] methods
are the objects of infinite dimensional analysis being the functions (of infinitely many
variables) differentiated to obtain equations and integrated to obtain solutions [3].
Following to the works of V.Fock and [3], below we accept that the domain of the
functions representing states of secondary quantized system is the separable infinite-
dimensional real Hilbert space 𝐻 which can be interpreted as a real (configurational)
part of the complex Hilbert space of the (pure) states of a “primary” quantized system
(= of the “one-particle” part of the secondary quantized system’s Hilbert space, which
can be called Dirac–Fock space [5]).

This work is supported by “5-100 Russian Academic Excellence Program”.
Nikolai Shamarov, Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
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The attempt to exclude generalized measures from the definition, given in [3], of
infinite-dimensional pseudo-differential operators (PDO, which are secondary quan-
tized observables), defined on the space 𝑀(𝐻) of some Fomin-smooth [7] countably
additive Borel measures on𝐻, led us to use the construction of the Kolmogorov integral
[8] while in its easy form for the 𝜎-additive measures. Namely, like the complex-values
measure on a measurable space (𝑋,ℱ) denoted as 𝑓𝑚 or 𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) or

∫︀
· 𝑓𝑚 and

defined by ℱ ∋ 𝐴 ↦→ (𝑓𝑚)(𝐴) ≡
∫︀
𝐴
𝑓(𝑥)𝑚(𝑑𝑥) can be called the Lebesgue indefinite

integral of 𝑓 ∈ 𝐿1(|𝑚|) over 𝑚, also in the case when 𝑓𝑗 ∈ 𝐿1(𝑋,ℱ , |𝑚𝑗 |) (𝑗 = 1, ..., 𝑛)
the function 𝑎 = 𝑎𝑓1,𝑚1; ...; 𝑓𝑛,𝑚𝑛 : 𝑋×ℱ → C defined by 𝑋×ℱ ∋ (𝑥,𝐴) ↦→ 𝑎(𝑥,𝐴) =∑︀
𝑗 𝑓𝑗(𝑥)𝑚𝑗(𝐴) is called a (Kolmogorov) amplitude (interpreted as the intensity of

transitions from 𝑥 to 𝐴), and its indefinite Kolmogorov integral is denoted by
∫︀
· 𝑎 or

by 𝑎(𝑥, 𝑑𝑦)|𝑦=𝑥 such that
∫︀
· 𝑎 : ℱ ∋ 𝐴 ↦→

∫︀
𝐴
𝑎(𝑥, 𝑑𝑦)|𝑦=𝑥 ≡

∑︀
𝑗

∫︀
𝐴
𝑓𝑗(𝑥)𝑚𝑗(𝑑𝑥). In the

following some analytical assumption are omitted and the discussion has an algebraic
character.

Let 𝑄 = 𝐻 = 𝑃 ≡ 𝐻*, 𝐸 = 𝑄 × 𝑃 and let 𝐾 : 𝐸 → C be be a polynomial w.r.t.
ortho-normed basis ℰ = {𝑒𝑗} of 𝐻. Then the (P)DOs �̂�𝑀 with the Weyl symbol 𝐾
(in the spaces of measures) and �̂� in the spaces of functions on 𝐻 can be defined by
means of the injective Hilbert Fourier transform [9] (HFt) and its inverse. Let 𝑚 be a
measure smooth enough along 𝑠𝑝𝑎𝑛(ℰ), and 𝑎𝐾,𝑚 be the Kolmogorov amplitude such
that for any (𝑞0, 𝑝) ∈ 𝐸∫︀

𝑄
𝑒𝑖𝑝(𝑞1)𝑎𝐾,𝑚(𝑞0, 𝑑𝑞1) =

∫︀
𝑄
𝑒𝑖𝑝(𝑞1)𝐾( 𝑞0+𝑞1

2
, 𝑝)𝑚(𝑑𝑞1);

then �̂�𝑀 𝑚 is such a measure that for each 𝑝 ∈ 𝑃∫︀
𝑄
𝑒𝑖𝑝𝑞(�̂�𝑀 𝑚)(𝑑𝑞) =

∫︀
𝑄
𝑒𝑖𝑝𝑞𝑎𝐾,𝑚(𝑞0, 𝑑𝑞)|𝑞 = 𝑞0 .

Let now 𝜓 : 𝐻 → C be a smooth enough function. Then �̂�𝜓 : 𝐻 → C is such a
function that for each 𝑞 ∈ 𝑄 �̂�𝜓(𝑞) =

∫︀
𝑃
𝑒𝑖𝑝(𝑞)𝑎𝐾,𝜓,𝑞(𝑝, 𝑑𝑝1)|𝑝 = 𝑝1 , where 𝑎𝐾,𝜓,𝑞 is

such a Kolmogorov amplitude that for any 𝑞1 ∈ 𝑄 and 𝑝 ∈ 𝑃

𝐾( 𝑞+𝑞1
2
, 𝑝)𝜓(𝑞) =

∫︀
𝑃
𝑒𝑖𝑝1(𝑞1)𝑎𝐾,𝜓,𝑞(𝑝, 𝑑𝑝1) .

Theorem 1. If 𝐾 is real valued, then �̂� is a symmetric differential operator on

functions in the sense that �̂�𝑀 has the same coefficients as a differential operator
on measures. Moreover, if 𝐾(𝑞, 𝑝) ≡ 𝑔(𝑞) for some polynomial 𝑔 : 𝑄 → C then
(�̂�𝜓)(𝑞) = 𝑔(𝑞)𝜓(𝑞) and (�̂�𝑀𝑚)(𝑑𝑞) = 𝑔(𝑞)𝑚(𝑑𝑞); and if 𝐾(𝑞, 𝑝) = 𝑝(𝑒𝑗)

𝑛 then
�̂� “ =′′ �̂�𝑀 = (−𝑖)𝑛(𝜕𝑒𝑗 )𝑛.

The second construction of PDO uses simple variant of translation-invariant
Schwartz spaces 𝑆𝑟(𝐻) = ∪{𝑆𝑟𝐿(𝐻) : 𝐿 ⊂ 𝐻, dim𝐿 < ∞} where R ∋ 𝑟 > 0,

𝑔𝑟(𝑥) = 𝑒−𝑟‖𝑥‖
2/2 and, for any finite dimensional subspace 𝐿 ⊂ 𝐻, 𝑆𝑟𝐿(𝐻) =

{(𝑓 ∘ 𝑃𝐿)(𝑔𝑟 ∘ 𝑃𝐿⊥) : 𝑓 ∈ 𝑆(𝐿;C)}, 𝑃𝐻0 denotes orthogonal projector on a closed
linear subspace 𝐻0 ⊂ 𝐻 . Now the normalized Fourier transform 𝐹 2𝜋 : 𝑆2𝜋(𝐻) ∋
𝜓 ↦→ 𝜓 ∈ 𝑆2𝜋(𝐻) of a function 𝜑𝑓 = (𝑓 ∘ 𝑃𝐿)(𝑔2𝜋 ∘ 𝑃𝐿⊥) (𝑓 ∈ 𝑆(𝐿;C) can be

defined as ̃︁𝜑𝑓 = 𝜑𝑓 where 𝑓(𝑦) =
∫︀
𝐿
𝑒2𝜋𝑖(𝑥,𝑦)𝐿𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (𝑦 ∈ 𝐿) and hence 𝑓(𝑥) =∫︀

𝐿
𝑒−2𝜋𝑖(𝑥,𝑦)𝐿𝑓(𝑦)𝑑𝑦 (𝑥 ∈ 𝐿). The “Lebesgue” integration can be also defined as∫︀

𝐻
𝑓(𝑃𝐿 𝑥)𝑔

2𝜋(𝑃𝐿⊥ 𝑥)𝑑𝑥 =
∫︀
𝐿
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 so the space 𝑆𝜋(𝐻) carries a complex scalar

product (𝜓1, 𝜓2)𝐿2(𝐻) =
∫︀
𝐻
𝜓1(𝑥)𝜓2(𝑥)𝑑𝑥 and its completion is denoted 𝐿2(𝐻) .

If 𝐾 is as above and 𝜑 ∈ 𝑆2𝜋(𝐻) then define

�̂�−𝜑 (𝑞) =
∫︀
𝑃
𝑑𝑝 (𝑒2𝜋𝑖𝑝(𝑞)

∫︀
𝑄
𝑒−2𝜋𝑖𝑝(𝑞1)𝐾( 𝑞+𝑞1

2
, 𝑝)𝜑(𝑞1)𝑑𝑞1)
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so �̂�−𝜑 ∈ 𝑆2𝜋(𝐻) again. Endowing the space 𝐶∞(𝐻) of all Frechet smooth function
with the topology of convergence of each derivative on each finite dimensional bounded
set, we close the graph of �̂�− in such a topology and then restrict the closure onto
𝑆𝜋(𝐻) denoting the restriction by �̂�+ .

Theorem 2. If 𝐾 is real valued then �̂�+ is an essentially self-adjoint differential
operator in 𝐿2(𝐻) having the same algebraic property as do �̂� in Theorem 1 up to
constant multipliers:

if 𝐾(𝑞, 𝑝) ≡ 𝑔(𝑞) for some polynomial 𝑔 : 𝑄→ C then (�̂�+𝜓)(𝑞) = 𝑔(𝑞)𝜓(𝑞) and if
𝐾(𝑞, 𝑝) = 𝑝(𝑒)𝑛 (‖𝑒‖𝐻 = 1) then �̂�+ = (− 𝑖

2𝜋
)𝑛(𝜕𝑒)

𝑛.
Moreover, analytic continuation of each 𝐾 ∈ 𝐸′ onto the complexification of 𝐸

defines the Fock representation of the canonical commutation relations with the vacuum
vector 𝑔𝜋 ∈ 𝐿2(𝐻) .
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Feynman path integral need not be invariant with respect to transforma-
tion, which conserve classical action, because the generalized (Lebesgue)
measure, which is used in the definition of the Feynman path integral,
may be not invariant with respect to the transformation. It is shown that
it is the reason of so called quantum anomalies. The statement resolve the
contradiction between results in the books by K. Fujikawa and H. Suzuki
([1]) and P. Cartier and C. DeWitt-Morette ([2]) in favor of the first one.

Keywords: Feynman path integral, generalized measure, Lebesgue distri-
bution, quantum anomaly, classical action

One calls quantum anomaly the situation when the dynamic of the quantum sys-
tem, which is obtained by a procedure of quantization of a classical (Lagrangian or
Hamiltonian) system, whose action is invariant with respect to some transformation,
which we denote by 𝑔, is not invariant with respect to the same transformation.

In the talk we show that such loss of invariance is explained by nontrivial transfor-
mation of the Sobolev-Schwartz distribution, which is used in Feynman path integral
representing the dynamic of quantum system.

Feynman path integrals are used to represent solutions to Cauchy problems for
Schroedinger-type equations and also some other objects related to such equations
(for example, regularized traces of differential operators and regularized exponents of
such operators).

Such Feynman path integrals, which are used in the representation of solutions
to Cauchy problem of the Schroedinger equation, can be interpreted as integrals of
the exponent of classical action times a function depending on initial data with re-
spect to generalized measure which is a sort of the Sobolev-Schwartz distribution.
This distribution is translation-invariant and hence can be considered a generaliza-
tion of the Lebesgue measure. According to the well-known A.Weil’s theorem, on
any infinite-dimensional locally convex space there does not exist an analog of the
standard Lebesgue measure: any translation-invariant 𝜎-additive 𝜎-finite locally finite
Boreal measure on an infinite-dimensional locally convex space is equal to zero. The
invariance of classical action with respect to some transformation does not imply the
invariance of Feynman path integral with respect to this transformation because the
translation-invariant generalized measure in the integral need not be invariant with
respect to this transformation.

One can define the transformation of the generalized measure using the derivative
of this measure along the vector field which generates such transformation. The for-
mulae for transformation of usual measures generated by vector fields can be found in
[3]. One can show that the formulae for generalized measures look quite similar.

We denote the vector field, which generates the transformation 𝑔, by ℎ.

This research is supported by Lomonosov Moscow State University. Grant “Modern
problems of mathematics and mechanics” and by visit-professor grant of MPhTI.

Oleg Smolyanov (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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Let also 𝜈 be the product of the exponent of the action of the classical system and
the Lebesgue-type (i.e. translation invariant) distribution (generalized measure):

𝜈 = 𝑒𝑆(·)𝑀ℒ;

here 𝑆(·) is the classical action and 𝑀ℒ is the Lebesgue-type distribution. Let the
symbol 𝜈′ℎ denote the derivative of 𝜈 along the vector field ℎ; then according to the
Leibnitz formula:

𝜈′ℎ = 𝑒𝑆(·)𝑆′ℎ(·)𝑀ℒ + 𝑒𝑆(·) 𝑡𝑟(ℎ′(·))𝑀ℒ.

If the domain of the vector field ℎ is equipped with a Hilbert structure then for
any 𝑥 from the domain of ℎ, ℎ′(𝑥) is the linear operator in the corresponding Hilbert
space, and the symbol 𝑡𝑟(ℎ′(𝑥)) denotes the usual trace of operator.

If the vector field ℎ generates a transformation with respect to which the action
𝑆(·) is invariant, then 𝑆′ℎ(·) = 0 and hence 𝜈′ℎ = 𝑒𝑆(·) 𝑡𝑟(ℎ′(·))𝑀ℒ. If 𝑡𝑟(ℎ

′(·)) ̸= 0
then the derivative of 𝜈 along the vector field ℎ is not equal to zero. This is just the
origin of the quantum anomalies.
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CHARACTERIZATION OF ASSOCIATE FUNCTION SPACES
AND PRINCIPLE OF DUALITY
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We analyse the problem of characterization of function spaces associated to
a given function spaces or cones. The situation is rather different for an ideal,
that is with lattice property, and non-ideal function spaces. Namely, the notion
of associate norm bifurcates for a non-ideal space. We provide several examples
of such a characterization including the weighted Sobolev space of the first order
on the real line. The talk is based on the publications [1-7].
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THE STRUCTURE OF ESSENTIAL SPECTRA AND DISCRETE
SPECTRUM OF FIVE-ELECTRON SYSTEMS IN THE

HUBBARD MODEL. QUARTET STATE
S.M. Tashpulatov
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We consider of the energy operator of five-electron systems in the Hub-
bard model and investigated the structure of essential spectra and discrete
spectrum of the system in the quartet state of the system. (3-10 lines).

Keywords: essential spectra, discrete spectrum, Hubbard model, five-
electron systems, quartet state
MSC: 47Axx

In the early 1970s, three papers [1,2,3], where a simple model of a metal was
proposed that has become a fundamental model in the theory of strongly correlated
electron systems, appeared almost simultaneously and independently. In that model,
a single nondegenerate electron band with a local Coulomb interaction is considered.
The model Hamiltonian contains only two parameters: the matrix element 𝑡 of electron
hopping from a lattice site to a neighboring site and the parameter 𝑈 of the on-site
Coulomb repulsion of two electrons. In the secondary quantization representation, the
Hamiltonian can be written as

𝐻 = 𝑡
∑︁
𝑚,𝛾

𝑎+𝑚,𝛾𝑎𝑚,𝛾 + 𝑈
∑︁
𝑚

𝑎+𝑚,↑𝑎𝑚,↑𝑎
+
𝑚,↓𝑎𝑚,↓, (1)

where 𝑎+𝑚,𝛾 and 𝑎𝑚,𝛾 denote Fermi operators of creation and annihilation of an electron
with spin 𝛾 on a site 𝑚 and the summation over 𝜏 means summation over the nearest
neighbors on the lattice.

This work is supported by Uz.FFI (no. OT-F2-18).
Sadulla Mamarajabovich Tashpulatov (Institute of Nuclear Physics of Academy of Sci-

ences of Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan)
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The model proposed in [1,2,3] was called the Hubbard model after John Hubbard,
who made a fundamental contribution to studying the statistical mechanics of that
system, although the local form of Coulomb interaction was first introduced for an
impurity model in a metal by Anderson [4]. We also recall that the Hubbard model is
a particular case of the Shubin-Wonsowsky polaron model [5], which had appeared 30
years before [1,2,3]. In the Shubin-Wonsowsky model, along with the on-site Coulomb
interaction, the interaction of electrons on neighboring sites is also taken into account.

The Hubbard model is currently one of the most extensively studied multielectron
models of metals [6]. But little is known about exact results for the spectrum and
wave functions of the crystal described by the Hubbard model, and obtaining the cor-
responding statements is therefore of great interest. The spectrum and wave functions
of the system of two electrons in a crystal described by the Hubbard Hamiltonian were
studied in [6].

The spectrum and wave functions of the system of three electrons in a crystal
described by the Hubbard Hamiltonian were studied in [7].

The spectrum of the energy operator of system of four electrons in a crystal de-
scribed by the Hubbard Hamiltonian in the triplet state were studied in [8]. In the
four-electron systems are exists quintet state, and three type triplet states, and two
type singlet states. The spectrum of the energy operator of four-electron systems in
the Hubbard model in the quintet, and singlet states were studied in [9].

Here, we consider the energy operator of five-electron systems in the Hubbard
model and describe the structure of the essential spectra and discrete spectrum of the
system for sextet and quartet states.

The Hamiltonian of the chosen model has the form

𝐻 = 𝐴
∑︁
𝑚,𝛾

𝑎+𝑚,𝛾𝑎𝑚,𝛾 +𝐵
∑︁
𝑚,𝜏,𝛾

𝑎+𝑚+𝜏,𝛾𝑎𝑚,𝛾 + 𝑈
∑︁
𝑚

𝑎+𝑚,↑𝑎𝑚,↑𝑎
+
𝑚,↓𝑎𝑚,↓. (2)

Here 𝐴 is the electron energy at a lattice site, 𝐵 is the transfer integral between
neighboring sites (we assume that 𝐵 > 0 for convenience), 𝜏 = ±𝑒𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝜈,
where 𝑒𝑗 are unit mutually orthogonal vectors, which means that summation is taken
over the nearest neighbors, 𝑈 is the parameter of the on-site Coulomb interaction of
two electrons, 𝛾 is the spin index, 𝛾 =↑ or 𝛾 =↓, ↑ and ↓ denote the spin values 1

2
and

− 1
2
, and 𝑎+𝑚,𝛾 and 𝑎𝑚,𝛾 are the respective electron creation and annihilation operators

at a site 𝑚 ∈ 𝑍𝜈 .

In the five-electron systems exists sextet state, four type quartet states, and five
type doublet states.

The Hamiltonian 𝐻 acts in the antisymmetric Fock space ℋ𝑎𝑠.

In the system exists four type quartet states. This states is consists of the next
states 1𝑞

3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↓𝑎

+
𝑛,↑𝑎

+
𝑟,↑𝑎

+
𝑡,↑𝑎

+
𝑙,↑𝜙0,

2𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↑𝑎

+
𝑛,↓𝑎

+
𝑟,↑𝑎

+
𝑡,↑𝑎

+
𝑙,↑𝜙0,

3𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↑𝑎

+
𝑛,↑𝑎

+
𝑟,↓𝑎

+
𝑡,↑𝑎

+
𝑙,↑𝜙0,

4𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 = 𝑎+𝑚,↑𝑎

+
𝑛,↑𝑎

+
𝑟,↑𝑎

+
𝑡,↓𝑎

+
𝑙,↑𝜙0. The

subspace 1ℋ𝑞
3/2, corresponding to the first five-electron quartet state is the set of all

vectors of the form 1𝜓𝑞3/2 =
∑︀
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 𝑓(𝑚,𝑛, 𝑟, 𝑡, 𝑙)

1𝑞
3/2
𝑚,𝑛,𝑟,𝑡,𝑙∈𝑍𝜈 , 𝑓 ∈ 𝑙𝑎𝑠2 , where

𝑙𝑎𝑠2 is the subspace of antisymmetric functions in the space 𝑙2((𝑍
𝜈)5). The restriction

1𝐻𝑞
3/2 of operator 𝐻 to the subspace 1ℋ𝑞

3/2, is called the five-electron first quartet
state operator.

Theorem 1. The subspace 1ℋ𝑞
3/2 is invariant under the operator 𝐻, and the

operator 1𝐻𝑞
3/2 is a bounded self-adjoint operator. It generates a bounded self-adjoint

operator 1𝐻
𝑞
3/2 acting in the space 𝑙𝑎𝑠2 . In the quasimomentum representation, the
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operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 acts in the Hilbert space 𝐿𝑎𝑠2 ((𝑇 𝜈)5) as

1 ̃︀𝐻𝑞
3/2𝜓 = {5𝐴+ 2𝐵

𝜈∑︁
𝑖=1

[𝑐𝑜𝑠𝜆𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜇𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝛾𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜂𝑖]}𝑓(𝜆, 𝜇, 𝛾, 𝜃, 𝜂)+ (3)

+𝑈

∫︁
𝑇𝜈

[𝑓(𝑠, 𝜆+ 𝜇− 𝑠, 𝛾, 𝜃, 𝜂) + 𝑓(𝑠, 𝜇, 𝜆+ 𝛾 − 𝑠, 𝜃, 𝜂) + 𝑓(𝑠, 𝜇, 𝛾, 𝜆+ 𝜃 − 𝑠, 𝜂)+

+𝑓(𝑠, 𝜇, 𝛾, 𝜃, 𝜆+𝜂−𝑠)]𝑑𝑠, where 𝐿𝑎𝑠2 ((𝑇 𝜈)5) is the subspace of antisymmetric functions
in 𝐿2((𝑇

𝜈)5).

Using tensor products of Hilbert spaces and tensor products of operators in Hilbert
spaces, we can describe the structure of essential spectra and discrete spectrum of the
operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2.
Let Λ1 = 𝜆+ 𝜇, Λ2 = 𝛾 + 𝜃, Λ3 = 𝜆+ 𝜂, Λ4 = 𝜆+ 𝛾, Λ5 = 𝜆+ 𝜃.

Theorem 2. If 𝜈 = 1 and 𝑈 < 0, then the essential spectrum of the first five-
electron quartet state operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2 is consists of the union of seven segments:

𝜎𝑒𝑠𝑠(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = [𝑎+𝑐+𝑒, 𝑏+𝑑+𝑓 ]∪ [𝑎+𝑐+𝑧3, 𝑏+𝑑+𝑧3]∪ [𝑎+𝑒+𝑧2, 𝑏+𝑓+𝑧2]∪ [𝑎+𝑧2+

+𝑧3, 𝑏+𝑧2+𝑧3]∪[𝑐+𝑒+𝑧1, 𝑑+𝑓+𝑧1]∪[𝑐+𝑧1+ 𝑧3, 𝑑+𝑧1+𝑧3]∪[𝑒+𝑧1+𝑧2, 𝑓+𝑧1+𝑧3], and
discrete spectrum of operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2 is consists of no more one point: 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) =

{𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3}, or 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(1 ̃︀𝐻𝑞
3/2) = ∅.

Here and hereafter 𝑎 = 2𝐴− 4𝐵 cos Λ1
2
, 𝑏 = 2𝐴+ 4𝐵 cos Λ1

2
, 𝑐 = 2𝐴− 4𝐵 cos Λ2

2
,

𝑑 = 2𝐴 + 4𝐵 cos Λ2
2
, 𝑒 = 𝐴 − 2𝐵, 𝑓 = 𝐴 + 2𝐵, 𝑧1 = 2𝐴 −

√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ1

2
,

𝑧2 = 2𝐴−
√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ2

2
, 𝑧3 = 𝐴+ 2

√
𝑈2 +𝐵2.

Theorem 3. If 𝜈 = 1 and 𝑈 > 0, then the essential spectrum of the first five-
electron quartet state operator 1 ̃︀𝐻𝑞

3/2 is consists of the union of seven segments:

𝜎𝑒𝑠𝑠(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = [𝑎+ 𝑐+ 𝑒, 𝑏+ 𝑑+ 𝑓 ] ∪ [𝑎+ 𝑐+ ̃︀𝑧3, 𝑏+ 𝑑+ ̃︀𝑧3] ∪ [𝑎+ 𝑒+ ̃︀𝑧2, 𝑏+ 𝑓 + ̃︀𝑧2]∪
∪[𝑎+ ̃︀𝑧2 + ̃︀𝑧3, 𝑏+ ̃︀𝑧2 + ̃︀𝑧3] ∪ [𝑐+ 𝑒+ ̃︀𝑧1, 𝑑+ 𝑓 + ̃︀𝑧1]∪
∪[𝑐+ ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧3, 𝑑+ ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧3] ∪ [𝑒+ ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧2, 𝑓 + ̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧3],

and discrete spectrum of operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 is consists of no more one point:

𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = {̃︀𝑧1 + ̃︀𝑧2 + ̃︀𝑧3}, or 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑐(
1 ̃︀𝐻𝑞

3/2) = ∅. Here ̃︀𝑧1 = 2𝐴 +√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ1

2
, ̃︀𝑧2 = 2𝐴+

√︁
𝑈2 + 16𝐵2 cos2 Λ2

2
, ̃︀𝑧3 = 𝐴− 2

√
𝑈2 +𝐵2.

Theorem 4. a). If 𝜈 = 3 and 𝑈 < 0, or 𝑈 > 0, then the essential spectrum of

the first five-electron quartet state operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 is consists of the union of seven or

four, or two, or single segments, and discrete spectrum of operator 1 ̃︀𝐻𝑞
3/2 is consists

of no more one point.

The analogously investigated the structure of essential spectra and discrete spec-
trum the others quartet states.
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INVERSE SPECTRAL PROBLEMS FOR STURM-LIOUVILLE
OPERATORS WITH COMPLEX WEIGHTS
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We study inverse problems of spectral analysis for second order differen-
tial operators on a finite interval with complex-valued weights and with
an arbitrary number of jump conditions inside the interval. Uniqueness
theorems are proved for this class of nonlinear inverse problems.

Keywords: Sturm-Liouville operators; complex weights; inverse spectral
problems

Let 𝑁 > 2 be fixed, and let {𝜆𝑛}𝑛>0 be the eigenvalues of the boundary value
problem 𝐿 for the differential equation

−𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥) = 𝜆𝑟(𝑥)𝑦(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

on a finite interval [0, 𝑇 ] with the boundary conditions

𝑈(𝑦) := 𝑦′(0)− ℎ𝑦(0) = 0, 𝑉 (𝑦) := 𝑦′(𝑇 ) +𝐻𝑦(𝑇 ) = 0,

and with the discontinuity conditions in interior points 𝑏𝑘 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑘 = 1, 𝑁 − 1,
0 < 𝑏1 < 𝑏2 < . . . < 𝑏𝑁−1 < 𝑇 :

𝑦(𝑏𝑘+0) = 𝑑𝑘1𝑦(𝑏𝑘−0), 𝑦′(𝑏𝑘+0) = 𝑑𝑘2𝑦
′(𝑏𝑘−0)+𝑑𝑘3𝑦(𝑏𝑘−0), 𝑘 = 1, 𝑁 − 1. (2)

This work was supported in part by Grant 1.1660.2017/4.6 of the Russian Ministry of
Education and Science and by Grant 19-01-00102 of Russian Foundation for Basic Research.
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Here 𝑞(𝑥) and 𝑟(𝑥) are complex-valued functions, 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿(0, 𝑇 ), 𝑟(𝑥) = 𝑎𝑘 for 𝑥 ∈
[𝑏𝑘−1, 𝑏𝑘), 𝑘 = 1, 𝑁, 𝑏0 := 0, 𝑏𝑁 := 𝑇, and ℎ,𝐻, 𝑎𝑘, 𝑑𝑘𝑗 are complex numbers, 𝑎𝑘 ̸= 0,
𝑑𝑘 := 𝑑𝑘1𝑑𝑘2 ̸= 0.

Let Φ(𝑥, 𝜆) be the solution of Eq. (1) satisfying jump conditions (2) and the
boundary conditions 𝑈(Φ) = 1, 𝑉 (Φ) = 0. Denote 𝑀(𝜆) := Φ(0, 𝜆). We will call
𝑀(𝜆) the Weyl-type function. Let {𝜆𝑛0}𝑛>0 be the eigenvalues of the boundary value
problem 𝐿0 for Eq.(1) with jump conditions (2) and the boundary conditions 𝑦(0) =
𝑉 (𝑦) = 0. Let 𝑎𝑘 and 𝑑𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, 2 be known a priori. The inverse problem is
formulated as follows.

Inverse problem 1. Given the Weyl-type function 𝑀(𝜆), construct 𝑞(𝑥), ℎ, 𝐻,
𝑑𝑘3.

Inverse problem 2. Given two spectra {𝜆𝑛}𝑛>0, {𝜆𝑛0}𝑛>0, construct 𝑞(𝑥), ℎ,
𝐻, 𝑑𝑘3.

These inverse problems are generalizations of the classical inverse problems for
Sturm-Lioville operators with 𝑟(𝑥) ≡ 1 and 𝑑𝑘1 = 𝑑𝑘2 = 1, 𝑑𝑘3 = 0 (see [1]).

Let us formulate the uniqueness theorems for these inverse problems. For this
purpose together with 𝐿 we consider the boundary value problem �̃� of the same form
but with different coefficients. We agree that if a certain symbol 𝛼 denotes an object
related to 𝐿, then �̃� will denote the analogous object related to �̃�. Let 𝑎𝑘 = �̃�𝑘,
𝑑𝑘𝑗 = 𝑑𝑘𝑗 , 𝑗 = 1, 2.

Theorem 1. If 𝑀(𝜆) = �̃�(𝜆), then 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑥) a.e. on (0, 𝑇 ), and ℎ = ℎ̃,𝐻 =
�̃�, 𝑑𝑘3 = 𝑑𝑘3. Thus, the specification of the Weyl-type function uniquely determines
𝑞(𝑥), ℎ,𝐻 and 𝑑𝑘3.

Theorem 2. If 𝜆𝑛 = �̃�𝑛, 𝜆𝑛0 = �̃�𝑛0, for all 𝑛 > 0, then 𝑞(𝑥) = 𝑞(𝑥) a.e. on
(0, 𝑇 ), and ℎ = ℎ̃,𝐻 = �̃�, 𝑑𝑘3 = 𝑑𝑘3. Thus, the specification of two spectra uniquely
determines 𝑞(𝑥), ℎ,𝐻 and 𝑑𝑘3.

References

1. Freiling G., Yurko V.A Inverse Sturm-Liouville Problems and their Applica-

tions. — New York: NOVA Science Publishers, 2001.



Секция 2

Дифференциальные

уравнения

О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ
ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ, СВЯЗАННОЙ С

НАГРУЖЕННЫМ УРАВНЕНИЕМ
М.Ф. Абдукаримов, С.Х. Мирзоев

mahmadsalim_86@mail.ru

УДК 517.958

Данная работа посвящена изучению одной задачи граничного управ-
ления, связанной с нагруженным уравнением гиперболического типа.
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On the existence of a solution to a single boundary control
problem associated with a loaded equation

This paper is devoted to the study of one boundary control problem as-
sociated with a loaded hyperbolic equation type. An existence of solution
for this problem and its stability with respect to the functions, included
to the problem are proved.
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Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðà-
íè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðè çàêðåïëåííîì âòîðîì
ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî îäíèì ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîñòàíîâêà
çàäà÷è òàêîâà: íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ 𝜇(𝑡) ∈ 𝑊 1

2 [0, 𝑇 ], äëÿ êîòîðîé ñóùå-
ñòâóåò â ïðÿìîóãîëüíèêå 𝑄𝑇 = (0 6 𝑥 6 𝑙)×(0 6 𝑡 6 𝑇 ) ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è:

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) − 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) − 𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥0, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡) в 𝑄𝑇 , (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) при 0 6 𝑥 6 𝑙, (2)

𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜓1(𝑥) при 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

𝑢(0, 𝑡) = 𝜇(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 при 0 6 𝑡 6 𝑇, (4)

â êîòîðîé 𝜙(𝑥), 𝜙1(𝑥) ∈ 𝑊 1
2 [0, 𝑙], 𝜓(𝑥), 𝜓1(𝑥) ∈ 𝐿2[0, 𝑙], 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥, 𝑡) ∈

𝐿2(𝑄𝑇 ), 0 < 𝑥0 < 𝑙 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ

𝜙(0) = 𝜇(0); 𝜙(𝑙) = 0; 𝜙1(0) = 𝜇(𝑇 ); 𝜙1(𝑙) = 0.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (1) îòíîñèòñÿ ê êëàññó íàãðóæåííûõ óðàâíåíèé
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà [1].

Ðåøåíèå çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (1)-(4) ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåí-
íîì ñìûñëå è èùåòñÿ â êëàññå �̂� 1

2 (𝑄𝑇 ), âïåðâûå ââåäåííîì â [2].
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [3].

Теорема. Пусть 𝑇 = 2𝑙. Тогда решение из класса �̂� 1
2 (𝑄𝑇 ) задачи гра-

ничного управления (1)-(4) существует.

Следствие 1. Из процесса доказательства приведенной теоремы вы-
текает оценка

‖𝜇− �̂�‖𝑊 1
2 [0,2𝑙]

6 𝐶‖𝑞‖𝐿2(𝑄𝑇 ), (5)

где �̂�(𝑡) = �̂�(0, 𝑡) - граничное управление задачи для уравнения вынужден-
ных колебаний струны [4].

Îöåíêà (5) ñâèäåòåëüñòâóåò î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê àääèòèâíîìó âîçìóùåíèþ
𝑞(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥0, 𝑡) íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî îïåðàòîðà ñ ñóììèðóåìûì êîýôôè-
öèåíòîì 𝑞(𝑥, 𝑡).

Следствие 2. Èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà ‖𝑢‖𝑊 1
2 (𝑄2𝑙) 6

𝐶1(‖𝜙‖𝑊 1
2 [0,𝑙]

+‖𝜙1‖𝑊 1
2 [0,𝑙]

+‖𝜓‖𝐿2[0,𝑙] +‖𝜓1‖𝐿2[0,𝑙]), êîòîðàÿ ñâèäåòåëüñòâóåò
îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(4) îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ è ôèíàëü-
íûõ óñëîâèé.

Литература
1. Нахушев А.М. Нагруженные уравнения и их применение. — Москва: Наука,

2012. — 233 с.
2. Ильин В.А. Граничное управление процессом колебаний на двух концах

в терминах обобщенного решения волнового уравнения с конечной энергией //
Дифференциальные уравнения, 36:11 (2000), 1513-1528.

3. Абдукаримов М.Ф. Некоторые задачи граничного управления смещением
для телеграфного уравнения с переменным коэффициентом. — Душанбе, 2018.
— 240с.



Материалы международной конференции 209

4. Абдукаримов М.Ф., Крицков Л.В. Задача граничного управления для одно-
мерного уравнения Клейна-Гордона-Фока с переменным коэффициентом. Случай
управления смещением на одном конце // Дифференциальные уравнения, 49:6
(2013), 759-771.

ИНВАРИАНТНОЕ СВОЙСТВО ФУНКЦИИ РИМАНА
А.В. Аксенов

aksenov@mech.math.msu.su

УДК 517.951

Показано, что симметрии фундаментальных решений линейного ги-
перболического уравнения второго порядка с двумя независимыми пе-
ременными оставляют инвариантной функцию Римана сопряженного
уравнения. Предложен метод построения функции Римана. Приведе-
ны примеры его применения. В терминах инвариантов Лапласа сфор-
мулировано условие, когда предлагаемый метод построения функции
Римана неприменим.

Ключевые слова: функция Римана, фундаментальное решение, опера-
тор симметрии, алгебра Ли

Invariant property of the Riemann’s function

It is shown that the symmetries of the fundamental solutions of the linear
hyperbolic equation of the second order with two independent variables
preserve the Riemann’s function of the adjoint equation invariant. The
method for construction the Riemann’s function is proposed. Examples
of its application are given. The condition, when the proposed method
of the Riemann’s function construction is inapplicable, is formulated in
terms of Laplace’s invariants.

Keywords: Riemann’s function, fundamental solution, symmetry operator,
Lie algebra

Â ðàáîòå [1] ïðèìåíèòåëüíî ê ÷àñòíîìó ãèïåðáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåäëîæåí ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ Ðèìàíà. Äëÿ åãî èñïîëü-
çîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ðèìàíà, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãóðñà. Îáùåãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ðè-
ìàíà íå ñóùåñòâóåò. Â ðàáîòå [2] äàí ïîäðîáíûé àíàëèç øåñòè èçâåñòíûõ
ñïîñîáîâ åå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ òèïîâ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå [3], íà îñ-
íîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4] ïî ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðåäëîæåíî íàõîäèòü ôóíêöèþ Ðèìàíà ñ ïîìî-
ùüþ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíà èíâàðèàíòíîñòü

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00890).
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ôóíêöèè Ðèìàíà îòíîñèòåëüíî ñèììåòðèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé è
ïðåäëîæåí ìåòîä åå ïîñòðîåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îáùåå ëèíåéíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿä-
êà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

𝐿𝑢 = 𝑢𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦) . (1)

Ìåòîä Ðèìàíà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì òîæäåñòâå: 2(𝑣𝐿𝑢 − 𝑢𝐿*𝑣) ≡
(𝑣𝑢𝑦−𝑢𝑣𝑦+2𝑎𝑢𝑣)𝑥+(𝑣𝑢𝑥−𝑢𝑣𝑥+2𝑏𝑢𝑣)𝑦 . Çäåñü 𝐿*𝑣 = 𝑣𝑥𝑦−(𝑎𝑣)𝑥−(𝑏𝑣)𝑦+𝑐𝑣
� ñîïðÿæåííîå ñ 𝐿𝑢 äèôôåðåíöèàëüíîå âûðàæåíèå. Ìåòîä Ðèìàíà ñâîäèò
çàäà÷ó èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ê ïîñòðîåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèè Ðèìàíà 𝑣 = 𝑅(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0), óäîâëåòâîðÿþùåé îäíîðîäíîìó ñîïðÿæåííî-
ìó óðàâíåíèþ 𝐿*𝑅 = 0 è ñëåäóþùèì óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ

(𝑅𝑦 − 𝑎𝑅)|𝑥=𝑥0
= 0 , (𝑅𝑥 − 𝑏𝑅)|𝑦=𝑦0 = 0 , 𝑅(𝑥0, 𝑦0;𝑥0, 𝑦0) = 1 .

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ðèìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñòðîÿòñÿ îáùèå ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Ãóðñà, à òàêæå ÷àñòíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ðèìàíà îáëàäàåò ñâîéñòâîì âçàèìíîñòè

𝑅*(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) = 𝑅(𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) , (2)

ãäå 𝑅*(𝑥, 𝑦;𝑥0, 𝑦0) � ôóíêöèÿ Ðèìàíà ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì íà õàðàêòåðèñòèêàõ

(𝑅*
𝑦 + 𝑎𝑅*)

⃒⃒
𝑥=𝑥0

= 0 , (𝑅*
𝑥 + 𝑏𝑅*)|𝑦=𝑦0 = 0 , 𝑅*(𝑥0, 𝑦0;𝑥0, 𝑦0) = 1 .

Ïóñòü äàíî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè 𝑝-ãî ïîðÿäêà

𝑀𝑢 =

𝑝∑︁
|𝛼|=0

𝐴𝛼(x)𝐷𝛼𝑢 = 0 , x ∈ 𝑅𝑚 . (3)

Çäåñü ïðèíÿòû ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ: 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚) � ìóëüòèèíäåêñ
ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, |𝛼| = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑚,

𝐷𝛼 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥1

)︂𝛼1

· · ·
(︂

𝜕

𝜕𝑥𝑚

)︂𝛼𝑚

.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ

𝑀𝑢 = 𝛿(x− x0) = 𝛿(𝑥1 − 𝑥10) · · · 𝛿(𝑥𝑚 − 𝑥𝑚0 ) . (4)

Îïåðàòîðû ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (3), îáðàçóþùèå êîíå÷íîìåðíóþ ÷àñòü
àëãåáðû Ëè îïåðàòîðîâ ñèììåòðèè, èìåþò âèä

𝑋 =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜉𝑖(x)
𝜕

𝜕𝑥𝑖
+ 𝜁(x)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (5)



Материалы международной конференции 211

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑋
𝑝

ïðîäîëæåíèå ïîðÿäêà 𝑝 îïåðàòîðà ñèììåòðèè (5).

Ôóíêöèÿ 𝜆 = 𝜆(x) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó 𝑋
𝑝

(𝑀𝑢) ≡ 𝜆(x)𝑀𝑢.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [5].

Теорема 1. Алгебра Ли операторов симметрии уравнения (4) является
подалгеброй алгебры Ли операторов симметрии уравнения (3), выделяемой
соотношениями

𝜉𝑖(x0) = 0, 𝜆(x0) +
∑︁
𝑖

𝜕𝜉𝑖(x0)

𝜕𝑥𝑖0
= 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 . (6)

Ñèììåòðèÿìè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (èëè ñèììåòðèÿìè óðàâíå-
íèÿ (4)) áóäåì íàçûâàòü ñèììåòðèè óðàâíåíèÿ (3), óäîâëåòâîðÿþùèå ñî-
îòíîøåíèÿì (6).

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

𝐿𝑢 = 𝛿(𝑥− 𝑥0) 𝛿(𝑦 − 𝑦0) , (7)

îïèñûâàþùåå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû.

Теорема 2. Симметрии фундаментальных решений уравнения (1)
(или симметрии уравнения (7)) оставляют инвариантной функцию Ри-
мана сопряженного уравнения.

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ðèìàíà ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ðåøåíèåì èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî ñèììåòðèé ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Ôóíêöèÿ Ðèìàíà èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè (2).

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2 ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ðèìàíà.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ.

Ïðèâåäåíî óñëîâèå, êîãäà ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ðè-
ìàíà íåïðèìåíèì. Óñëîâèå ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ èíâàðèàíòîâ Ëà-
ïëàñà. Äàíî íåêîòîðîå óòî÷íåíèå ðåçóëüòàòîâ ãðóïïîâîé êëàññèôèêàöèè
óðàâíåíèÿ (1), ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [4].

Литература
1. Риман Б. О распространении плоских волн конечной амплитуды // В кн.:

Риман Б. Сочинения. М.-Л.: ОГИЗ, 1948, 376-395.
2. Copson E.T. On the Riemann–Green Function // Archive for Rational

Mechanics and Analysis, 1:1 (1957/58), 324-348.
3. Ибрагимов Н.Х. Групповой анализ обыкновенных дифференциальных урав-

нений и принцип инвариантности в математической физике // Успехи математи-
ческих наук, 47:4 (1992), 83-144.

4. Овсянников Л.В. Групповые свойства уравнения С.А. Чаплыгина // Жур-
нал прикладной механики и технической физики, 3 (1960), 126-145.

5. Аксенов А.В. Симметрии линейных уравнений с частными производными
и фундаментальные решения // Доклады АН, 342:2 (1995), 151-153.



212 “Современные проблемы математики и механики”

О ТИПИЧНОСТИ И НЕТИПИЧНОСТИ СТЕПЕННОГО
ПОВЕДЕНИЯ BLOW-UP РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЯ ТИПА ЭМДЕНА–ФАУЛЕРА ВЫСОКОГО
ПОРЯДКА В ЗАВИСИМОСТИ ОТ СПЕКТРА

ПОРОЖДЕННОГО ИМ ЯКОБИАНА
И.В. Асташова

ast.diffiety@gmail.com

УДК 517.923, 517.925.54

Исследуется асимптотика "blow-up"решений, то есть решений, уходя-
щих в конечной точке на бесконечность вместе со своими производ-
ными до порядка 𝑛. Доказано, что асимптотическое поведение таких
решений связано с характером спектра линейного оператора, возни-
кающего при линеаризации связанной с уравнением динамической си-
стемы на (𝑛−1)-мерном многообразии. Доказано, что для слабо нели-
нейных дифференциальных уравнений все blow-up решения имеют
степенную асимптотику, а для сильно нелинейных уравнений степен-
ное поведение таких решений нетипично: множество данных Коши,
порождающих решения со степенным асимптотическим поведением
имеет меру нуль.

Ключевые слова: асимптотическое поведение решений, качественные
свойства, "blow-up спектр матрицы Якоби

On the typicality and atypicality of the power-law behavior of
blow-up solutions to nonlinear Emden-Fowler type higher-order

equations depending on the spectrum of a related Jacobian

We study the asymptotics of ”blow-up” solutions, that is, solutions tend-
ing at the end point to infinity with their derivatives up to the 𝑛-th order.
It is proved that the asymptotic behavior of such solutions is related to
the nature of the spectrum of a related linear operator. This operator
arises from linearization of a dynamical system on an (𝑛− 1)-dimensional
manifold. It is proved that for weakly nonlinear differential equations all
blow-up solutions have power-law asymptotic behavior, and for strongly
non-linear equations the power-law behavior of such solutions is atypical:
the set of Cauchy data generating solutions with power-law asymptotic
behavior has null measure.

Keywords: asymptotic behavior of solutions, qualitative properties, ”blow-
up”, Jacobi matrix spectrum

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèÿ òèïà Ýìäåíà�Ôàóëåðà âûñîêîãî
ïîðÿäêà:

𝑦(𝑛) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑦′, ..., 𝑦(𝑛−1))|𝑦|𝑘 sgn 𝑦, 𝑛 > 2, 𝑘 ∈ (1,∞), (1)
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ãäå ôóíêöèÿ 𝑝(𝑥, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛) íåïðåðûâíà ïî âñåì ïåðåìåííûì, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì 𝜉1, ..., 𝜉𝑛, à òàêæå íåðàâåíñòâó 0 < 𝑚 6
𝑝(𝑥, 𝜉1, ..., 𝜉𝑛) 6𝑀 < +∞. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝛼 = 𝑛/(𝑘 − 1). (2)

Ëþáîå ìàêñèìàëüíî ïðîäîëæåííîå âïðàâî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ïîëîæè-
òåëüíîå â íåêîòîðîé òî÷êå âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè младшими (ò.å. ïîðÿäêà
ìåíüøå 𝑛) ïðîèçâîäíûìè, èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó â ïðàâîé ãðàíè-
öå ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ 𝑛 = 2 (ñì.
[1, ãëàâà V]), äëÿ 𝑛 ∈ {3, 4} (ñì.[2, ãëàâà 5.3] è ññûëêè òàì íà áîëåå ðàí-
íèå ðàáîòû), ÷òî ëþáîå òàêîå ðåøåíèå èìååò ñòåïåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå
ïîâåäåíèå:

𝑦(𝑥) = ±𝐶(𝑥* − 𝑥)−𝛼(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ 𝑥* − 0, 𝐶𝑘−1 =

𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝛼+ 𝑗), (3)

ãäå 𝑥* � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. È.Ò.Êèãóðàäçå (ñì. [1, çàäà÷à 16.4]) áûë
ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñïðàâåäëèâîñòè òàêîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1)
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îêàçàëîñü âåðíûì äëÿ ñëàáî
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1)(ñì. [3�4]).

Теорема 1. Пусть 𝑛 > 4, 𝑝 ∈ 𝐶(R𝑛+1)
⋂︀

Lip𝑦0,...,𝑦𝑛−1
(R𝑛), 𝑝 → 𝑝0 > 0

при 𝑥 → 𝑥*, 𝑦0 → ∞, . . . , 𝑦𝑛−1 → ∞. Тогда существует такое 𝐾 > 1, что
для любого действительного 𝑘 ∈ (1;𝐾) любое blow-up решение уравнения
(1) имеет степенное асимптотическое поведение (3) для некоторого 𝑥*.

Îäíàêî áûëî äîêàçàíî äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ 𝑝 = 𝑝0 > 0 (ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî â [5] äëÿ ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà 𝑛, â [6]� äëÿ 𝑛 = 12, 13, 14,
â [7]� äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 𝑛 > 12), ÷òî ïðè íåêîòîðîì 𝑘 > 1 ýòî óðàâíåíèå
èìååò íåñòåïåííîå ðåøåíèå

𝑦 = (𝑥* − 𝑥)−𝛼 ℎ(log (𝑥* − 𝑥)), (4)

ãäå ℎ � íåïîñòîÿííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
íà R.

Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè 𝑛 > 12 àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (1) ïîðÿäêà 𝑛 ñ äîñòàòî÷íî ñèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ äàæå ïðè 𝑝 = 𝑝0 > 0
íå òîëüêî íå èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâà âñåõ blow-up ðåøåíèé, íî è ÿâëÿþòñÿ
â íåêîòîðîì ñìûñëå íåòèïè÷íûìè blow-up ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (1) ïðè 𝑝 = 𝑝0 >
0 (ñì. [2, ãëàâà 5.3]) èñïîëüçîâàëîñü ïîñòðîåíèå íà (𝑛 − 1)-ìåðíîé ôàçî-
âîé ñôåðå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé àñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííûì
ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâîâàëè òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê íåêî-
òîðîé íåïîäâèæíîé òî÷êå ñèñòåìû. Íà êîîðäèíàòíîé êàðòå, ïîêðûâàþùåé
îáëàñòü ñôåðû, ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè
ðåøåíèÿ è åãî ìëàäøèõ ïðîèçâîäíûõ, ýòà ñèñòåìà ëèíåàðèçóåòñÿ â îêðåñò-
íîñòè îñîáîé òî÷êè, è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ßêîáè óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ

𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝑙 + 𝛼+ 𝑗) =

𝑛−1∏︁
𝑗=0

(𝛼+ 𝑗 + 1) . (5)
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Õàðàêòåð ñïåêòðà ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåò ïîâåäåíèå blow-up ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (1). Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñì.[2, ãëàâà 5.1]), ÷òî åñëè óðàâíåíèå
(4) èìååò 𝑚 êîðíåé ñ îòðèöàòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ, òî óðàâíåíèå
(1) èìååò 𝑚- ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî blow-up ðåøåíèé ñî ñòåïåííûì
àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì. Òàê, ïðè 5 6 𝑛 6 11 äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
(𝑛 − 1)-ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà blow-up ðåøåíèé ñî ñòåïåííîé àñèìï-
òîòèêîé ó óðàâíåíèÿ (1) ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝑝 (ñì. [2, ãëàâà 5.1]). Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé âè-
äà (4) äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ 𝑝 = 𝑝0 > 0 ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì äëÿ ëþáîãî
𝑛 > 12 ïðè íåêîòîðûõ 𝑘 > 1 ïàðû ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé è íåêîòîðûìè
äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè ñïåêòðà (ñì. [5�7]). Îêàçàëîñü [8], ÷òî äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåòèïè÷íîñòè ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ blow-up ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1) ñ 𝑝 = 𝑝0 > 0 òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà êîðíåé óðàâíåíèÿ
(5).

Теорема 2. Если среди корней уравнения (5) нет чисто мнимых, но су-
ществует по крайней мере один отличный от 1 корень с положительной
действительной частью, то для любой точки 𝑥0 ∈ R множество данных
Коши асимптотически степенных решений уравнения (1) c 𝑝 = 𝑝0 > 0
имеет меру нуль.

Теорема 3. Если среди корней уравнения (5) при 𝛼 = 0 нет чисто
мнимых, но существует по крайней мере один отличный от 1 корень с
положительной действительной частью, то существует такое 𝑘𝑛 > 1,
что для любого 𝑘 > 𝑘𝑛 и любой точки 𝑥0 ∈ R множество данных Коши
асимптотически степенных решений уравнения (1) c 𝑝 = 𝑝0 > 0 имеет
меру нуль.

Теорема 4. Уравнение (5) при 𝛼 = 0
для любого целого 𝑛 > 12 имеет по крайней мере одну пару сопряжен-

ных корней с положительной действительной частью;
для любого натурального 𝑛 < 62 не больше одной пары сопряженных

корней с неотрицательной действительной частью;
при 62 6 𝑛 6 203 имеет ровно две пары сопряженных корней с поло-

жительной действительной частью и не имеет чисто мнимых корней.
Теорема 5. Для любого целого 𝑛 ∈ [12, 203] найдется та-

кое 𝑘𝑛 > 1, что для любого вещественного 𝑘 > 𝑘𝑛 в любой
точке 𝑥0 ∈ R множество данных Коши асимптотически степен-
ных решений уравнения (1) c 𝑝 = 𝑝0 > 0 имеет меру нуль.
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On uniqueness in Hölder class of solution to Dirichlet problem
for parabolic systems in a semibounded domain on the plane

We establish the uniqueness in Hölder class of a classical solution to
the first initial boundary value problem for spatially one-dimensional
parabolic second-order systems (in sense of Petrovskii) in a semibounded
domain with a nonsmooth lateral boundary.
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Â ïîëîñå 𝐷 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅2 : 𝑥 ∈ 𝑅, 0 < 𝑡 < 𝑇}, 0 < 𝑇 < +∞, ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî�ïàðàáîëè÷åñêèé ïî Ïåòðîâñêîìó ìàòðè÷íûé îïåðàòîð

𝐿𝑢 = 𝜕𝑡𝑢−
2∑︁
𝑘=0

𝐴(𝑘)(𝑥, 𝑡)𝜕𝑘𝑥𝑢, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚), 𝑚 > 1,

ãäå 𝐴(𝑘) =
⃦⃦⃦
𝑎
(𝑘)
𝑖𝑗

⃦⃦⃦𝑚
𝑖,𝑗=1

� ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè 𝑚 × 𝑚, ýëåìåíòû êîòîðûõ

åñòü âåùåñòâåííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â 𝐷 è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèÿì:
a) ñîáñòâåííûå ÷èñëà 𝜇𝑟 ìàòðèöû 𝐴(2) ïîä÷èíÿþòñÿ íåðàâåíñòâó
𝑅𝑒𝜇𝑟(𝑥, 𝑡) > 𝛿 äëÿ íåêîòîðîãî 𝛿 > 0 è âñåõ (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, 𝑟 = 1,𝑚;

b) 𝑎(𝑘)𝑖𝑗 ∈ 𝐻𝛼,𝛼/2(𝐷), 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑖, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 0, 1, 2;

(𝐻𝛽,𝛽/2(𝐷) � ïðîñòðàíñòâî Ã¼ëüäåðà, 𝛽 > 0 � íåöåëîå ÷èñëî).
Â 𝐷 âûäåëÿåòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü Ω = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 : 𝑥 > 𝑔(𝑡)} c

íåãëàäêîé, âîîáùå ãîâîðÿ, áîêîâîé ãðàíèöåé Σ = {(𝑥, 𝑡) ∈ Ω : 𝑥 = 𝑔(𝑡)}, ãäå
ôóíêöèÿ 𝑔 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

|𝑔(𝑡+ ∆𝑡) − 𝑔(𝑡)| 6 𝐾|∆𝑡|(1+𝛼)/2, 𝑡, 𝑡+ ∆𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (1)

Теорема. Пусть для оператора 𝐿 выполнены условия a), b) и для бо-
ковой границы Σ — условие (1). Пусть 𝑢 — классическое решение задачи

𝐿𝑢 = 0 в Ω, 𝑢|𝑡=0 = 0, 𝑢|Σ = 0

такое, что 𝑢 ∈ 𝐻
0

1+𝛼,(1+𝛼)/2(Ω). Тогда 𝑢 ≡ 0 в Ω.
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ОГРАНИЧЕННОСТЬ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
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Устанавливается 𝐿𝑝−ограниченность некоторых классов псевдодиф-
ференциальных операторов с символами, негладкими по простран-
ственной переменной, на 𝑑−мерном торе при 1 < 𝑝 <∞.
Ключевые слова: псевдодифференциальный оператор, символ,
𝑑−мерный тор

The boundedness of some classes of periodical
pseudo-differential operator

𝐿𝑝− boundedness of some classes of pseudo-differential operators with
symbols that are nonsmooth in the spatial variable is established on the
𝑑−dimensional torus for 1 < 𝑝 <∞.

Keywords: pseudo-differential operator, symbol, 𝑑-dimensional torus

Ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû (пдо), ò.å. îïåðàòîðû èìåþùèå
ïðåäñòàâëåíèå

𝑇𝑎𝑢(𝑥) = (2𝜋)−𝑑
∫︁
R𝑑

𝑎(𝑥, 𝜉)�̂�(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝑥𝜉𝑑𝜉,

èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â òåîðèè îáùèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à òàêæå â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå.

Èññëåäîâàíèå îãðàíè÷åííîñòè (êëàññîâ) пдо ìåæäó ðàçëè÷íûìè íîðìè-
ðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè ôóíêöèé è ðàñïðåäåëåíèé � îäíà èç âàæíûõ
çàäà÷ òåîðèè.

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèìâîë 𝑎 : R𝑑×R𝑑 → C îïåðàòîðà 𝑇𝑎 ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì, êàê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé 𝑥, òàê è ïî ÷àñòîòíîé
ïåðåìåííîé 𝜉, è óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì ðîñòà (óáûâàíèÿ).

Ïóñòü N, Z, R, C � ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ, öåëûõ, äåéñòâèòåëüíûõ
è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñîîòâåòñòâåííî; N0 = N ∪ {0}; R+ = (0,+∞); z𝑑 =
{1, 2, . . . , 𝑑} (𝑑 ∈ N). Äëÿ 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑑) ∈ R𝑑 ïîëîæèì
𝑥𝑦 = 𝑥1𝑦1 + . . . + 𝑥𝑑𝑦𝑑, |𝑥| := |𝑥|2 =

√
𝑥𝑥, ⟨𝑥⟩ =

√
1 + 𝑥𝑥; 𝑥 6 𝑦 (𝑥 < 𝑦)

⇔ 𝑥𝜅 6 𝑦𝜅 (𝑥𝜅 < 𝑦𝜅) äëÿ âñåõ 𝜅 ∈ z𝑑. Äàëåå, T𝑑 ≡ (R/Z)𝑑 � 𝑑-ìåðíûé òîð.
Ïóñòü 𝒮(R𝑑) è 𝒮 ′(R𝑑) � ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà ïðîáíûõ ôóíêöèé è

ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåííî; ̂︀𝑓 ≡ ℱ𝑑(𝑓) � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ
𝑓 ∈ 𝒮 ′(R𝑑). Äàëåå äëÿ 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑑), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑑) ∈ N𝑑0, èñïîëüçó-
åì ñòàíäàðòíûå ìóëüòèèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ:

𝜕𝛼𝑓(𝑥)(≡ 𝜕𝛼𝑥 𝑓(𝑥)) = 𝜕𝛼1
1 · · · 𝜕𝛼𝑑

𝑑 𝑓(𝑥), ãäå 𝜕𝜅 = 𝜕
𝜕𝑥𝜅

, 𝜅 ∈ z𝑑;

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта AP05133257 МОиН РК.
Балгимбаева Шолпан Албановна, к.ф.-м.н., доцент, Институт математики и мате-
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|𝛼| = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑑, 𝛼! = 𝛼1! · · ·𝛼𝑑!;
(︂
𝛼

𝛾

)︂
=

𝛼!

𝛾!(𝛼− 𝛾)!
(𝛾 6 𝛼).

Ïóñòü, äàëåå, 𝒮 ′(T𝑑) � ïðîñòðàíñòâî 1-ïåðèîäè÷åñêèõ (ïî âñåì ïåðå-
ìåííûì) ðàñïðåäåëåíèé, ò. å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ 𝑓 ∈ 𝒮 ′(R𝑑) òàêèõ, ÷òî
⟨𝑓, 𝜙(· + 𝜉)⟩ = ⟨𝑓, 𝜙⟩ äëÿ âñåõ 𝜙 ∈ 𝒮(R𝑑) è ëþáûõ 𝜉 ∈ Z𝑑. Èçâåñòíî, ÷òî
𝑓 ∈ 𝒮 ′(T𝑑), åñëè è òîëüêî åñëè supp ̂︀𝑓 ⊂ Z𝑑, ò. å. ðàñïðåäåëåíèå ̂︀𝑓 îáðàùàåò-
ñÿ â 0 íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå R𝑑∖Z𝑑.

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑) (⊂ 𝒮 ′(R𝑑)) è 𝑔 ∈ 𝐿1(T𝑑) (⊂ 𝒮 ′(T𝑑)) èìååì

̂︀𝑓(𝜉) =

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥, 𝜉 ∈ R𝑑; ̂︀𝑔(𝜉) =

∫︁
T𝑑

𝑔(𝑥)𝑒−2𝜋𝑖𝜉𝑥𝑑𝑥, 𝜉 ∈ Z𝑑.

Ôèêñèðóåì âåêòîð d = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) ∈ N𝑛, 𝑛 ∈ N, 𝑛 6 𝑑. Òîãäà 𝑥 =
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑑) ∈ R𝑑 = R𝑑1 × · · · × R𝑑𝑛 ïðåäñòàâèì â âèäå 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),
ãäå 𝑥𝜈 = (𝑥𝑘𝜈−1+1, . . . , 𝑥𝑘𝜈 ) ∈ R𝑑𝜈 .

Äàëåå îáîçíà÷èì 𝑘𝜈 = 𝑑1 + . . .+𝑑𝜈 , 𝑘0 = 0 è ââåäåì ìíîæåñòâà k𝜈 = {𝑙 ∈
N : 𝑘𝜈−1 + 1 6 𝑙 6 𝑘𝜈}, 𝜈 ∈ z𝑛.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆𝜈
𝑦 ðàçíîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝑥) : R𝑑 →

R ïî 𝜈-îé �ïà÷êå� ïåðåìåííîé

∆𝜈
𝑦𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝜈 − 𝑦, . . . , 𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥), 𝜈 ∈ z𝑛, 𝑦 ∈ R𝑑𝜈 .

Ïðèâåäåì îáîáùåíèå îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ íåïðåðûâíîñòè

Определение. Íàáîð ôóíêöèé {𝜔1(𝑡1), 𝜔2(𝑡1, 𝑡2), . . . , 𝜔𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)} áó-
äåì íàçûâàòü модулем непрерывности, åñëè ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ:
1. Äëÿ êàæäîãî 𝜈 ∈ z𝑛 ôóíêöèè 𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈) : (R+)𝜈 → R+ íåïðåðûâíàÿ,
âîãíóòàÿ, ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé 𝑡𝑙, 𝑙 ∈ z𝜈 ;
2. 𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ
𝑡1, . . . , 𝑡𝜈 ;
3. äëÿ êàæäûõ 𝜇, 𝜈 : 1 6 𝜇 < 𝜈 6 𝑛 èìååì 𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈) 6 2𝜈−𝜇𝜔𝜇(𝑡1, . . . , 𝑡𝜇).

Ïóñòü ñèìâîë 𝑎(𝑥, 𝜉) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
I. Äëÿ ëþáîãî 𝜈 ∈ z𝑛, 𝑙 ∈ k𝜈 è 𝛼 ∈ 𝜈 ∈ z𝑑+1 ∪ {0}

|𝜕𝛼𝜉𝑙𝑎(𝑥, 𝜉)| 6 𝐶⟨𝜉𝜈⟩−𝛼, 𝜉𝜈 ∈ R𝑑𝜈 ;

II𝜇. (𝜇 ∈ zn). Äëÿ ëþáîãî 𝜈 ∈ z𝑛, 𝑙 ∈ k𝜈 ; 𝛼 ∈ 𝜈 ∈ z𝑑+1 ∪ {0}; 1 6 𝜈1 < . . . <
𝜈𝜇 6 𝑛; 𝑦1 ∈ R𝑑𝜈1 , . . . , 𝑦𝜇 ∈ R𝑑𝜈𝜇

|∆𝜈1
𝑦1 . . .∆

𝜈𝜇
𝑦𝜇𝜕

𝛼
𝜉𝑙
𝑎(𝑥, 𝜉)| 6 𝜔𝜇(|𝑦1|, . . . , |𝑦𝜇|)⟨𝜉𝜈⟩−𝛼, 𝜉𝜈 ∈ R𝑑𝜈 .

Îòìåòèì ðàáîòû, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê íàøåìó
ðåçóëüòàòó. Â íåïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå � ýòî ðåçóëüòàò Ð. Êîéôìàíà è È.
Ìåéåðà [1] è ðåçóëüòàò Ì. ßìàçàêè [2]. Ñôîðìóëèðóåì â íàøèõ îáîçíà-
÷åíèÿõ òåîðåìó èç [2], ïåðèîäè÷åñêàÿ âåðñèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
ðåçóëüòàòîì ñîîáùåíèÿ.
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Теорема А. Следующие три условия относительно модулей непрерыв-
ности эквивалентны:
1. Для каждого 𝜈 ∈ z𝑛 имеем

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈)2

𝑡1 · . . . · 𝑡𝜈
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝜈 <∞,

2. Если символ 𝑎(𝑥, 𝜉) удовлетворяет условиям II𝜇, 𝜇 ∈ z𝑛, тогда соответ-
ствущий оператор 𝑇𝑎 ограничен в 𝐿𝑝 для каждого 1 < 𝑝 <∞,
3. Для каждого символа 𝑎(𝑥, 𝜉), удовлетворяющего условиям II𝜇, 𝜇 ∈ z𝑛,
существует 1 < 𝑝 <∞ такой, что оператор ограничен в 𝐿𝑝.

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå îòìåòèì ðàáîòó Ä.Á. Áàçàðõàíîâà [3], â êîòî-
ðîé ðàçâèòû, â ÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàòû èç [1] íà ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ пдо
ñ ñèìâîëàìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåãëàäêèìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé è èìåþò äîñòàòî÷íî ìàëóþ ãëàäêîñòü ïî ÷àñòíîòíîé ïåðåìåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ
(r)
𝜔 = Σ𝜔(R𝑚 × R𝑑) ïðîñòðàíñòâî ñèìâîëîâ 𝑎 : R𝑚 ×

R𝑑 → C òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ I, II𝜇 ∀𝜇 ∈ z𝑛.

Ïóñòü Σ
(t)
𝜔 = Σ𝜔(T𝑚 × Z𝑑) � êëàññ ñèìâîëîâ 𝑎 : T𝑑 × Z𝑑 → C, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ñóæåíèÿìè íà T𝑑 × Z𝑑 ñèìâîëîâ 𝑎(r) ∈ Σ
(r)
𝜔 òàêèõ, ÷òî ∀𝜉 ∈ Z𝑑

ôóíêöèÿ 𝑎(r)(𝑥, 𝜉) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé 𝑥.

Ðàññìîòðèì ôîðìàëüíûé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïåðèîäè÷åñêîìó ñèìâîëó 𝑎 : T𝑑 × Z𝑑 → C

𝑇𝑎 : 𝑢(𝑥) ↦→ 𝑇𝑎𝑢(𝑥) =
∑︁
𝜉∈Z𝑑

𝑎(𝑥, 𝜉)̂︀𝑢(𝜉)𝑒2𝜋𝑖𝜉𝑥.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Теорема 1. Псевдодифференциальный оператор 𝑇𝑎 ограничен на 𝐿𝑝(T𝑑)
при всех 1 < 𝑝 < ∞ для любого 𝑎 ∈ Σ𝜔(T𝑑 × Z𝑑) тогда и только тогда,
когда 𝜔2

𝜈 , 𝜈 ∈ z𝑛, удовлетворяет условию Дини:

1∫︁
0

· · ·
1∫︁

0

𝜔𝜈(𝑡1, . . . , 𝑡𝜈)2

𝑡1 · . . . · 𝑡𝜈
𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝜈 <∞.
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ОБОБЩЕНИЕ ПРИМЕРОВ ПЕРРОНА И ВИНОГРАДА
НЕУСТОЙЧИВОСТИ ПОКАЗАТЕЛЕЙ ЛЯПУНОВА

НА ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ
С ПАРАМЕТРИЧЕСКИМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ
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Рассматривается класс правильных по Ляпунову линейных диффе-
ренциальных систем и произвольные их линейные параметрические
возмущения, убывающие к нулю на бесконечности равномерно отно-
сительно параметра, принадлежащего некоторому метрическому про-
странству, которое может быть любым. Получено полное описание
спектров показателей Ляпунова таких систем как вектор-функций па-
раметра.

Ключевые слова: линейная дифференциальная система, показатели
Ляпунова, правильная по Ляпунову система, бесконечно малые воз-
мущения

Generalization of Perron’s and Vinograd’s examples of
instability of Lyapunov exponents for linear differential

systems with parametric perturbations

We consider the class of linear differential Lyapunov regular systems and
their arbitrary linear parametric perturbations vanishing at infinity uni-
formly with respect to the parameter from a metric space, which might be
arbitrary. A complete description of Lyapunov exponent spectra of such
systems as vector functions of the parameter is obtained.

Keywords: linear differential system, Lyapunov exponents, Lyapunov reg-
ular system, infinitesimal perturbations

Äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 ÷åðåç ℳ𝑛 îáîçíà÷èì êëàññ ëèíåéíûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

ñ íåïðåðûâíûìè è îãðàíè÷åííûìè íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè R+ êîýôôè-
öèåíòàìè. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà [1, ñ. 27] ñèñòåìû (1) îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝜆1(𝐴) 6 . . . 6 𝜆𝑛(𝐴), à ÷åðåç 𝒫𝑛 � ïîäêëàññ êëàññà ℳ𝑛, ñîñòîÿùèé èç ïðà-
âèëüíûõ ïî Ëÿïóíîâó ñèñòåì [1, ñ. 51]. Äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì ñèñòåìó
(1) ñ ôóíêöèåé 𝐴(·) è ïîýòîìó áóäåì ïèñàòü 𝐴 ∈ ℳ𝑛 èëè 𝐴 ∈ 𝒫𝑛.

Â ðàáîòå [2] Î. Ïåððîí ïîñòðîèë ïðèìåð ñèñòåìû 𝐴 ∈ ℳ2 ñ îòðè-
öàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò òàêàÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óáûâàþùàÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè 2 × 2-ìàòðèöà 𝑄(𝑡)

Барабанов Евгений Александрович, к.ф.-м.н., ведущий научный сотрудник, Ин-
ститут математики НАН Беларуси (Минск, Беларусь); Evgeny Barabanov (Institute of
Mathematics, National Academy of Sciences of Belarus, Minsk, Belarus)

Быков Владимир Владиславович, к.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова
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(𝑡−1ln‖𝑄(𝑡)‖ → const < 0 ïðè 𝑡 → +∞), ÷òî ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà
âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû

�̇� = (𝐴(𝑡) +𝑄(𝑡))𝑥, 𝑥 ∈ R2, 𝑡 ∈ R+,

ïîëîæèòåëåí. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, îòâå÷àþùèå çà
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ, ñàìè óñòîé÷èâûìè íå ÿâëÿþòñÿ (äàæå ïðè ýêñïî-
íåíöèàëüíî óáûâàþùèõ âîçìóùåíèÿõ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû).

Âñëåäñòâèå ïðèìåðà Ïåððîíà åñòåñòâåííî âîçíèêëà çàäà÷à î ïîèñêå äî-
ñòàòî÷íî øèðîêèõ ïîäêëàññîâ êëàññà ℳ𝑛, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåì êî-
òîðûõ áûëè áû óñòîé÷èâûìè (íå èçìåíÿëèñü) ïðè óáûâàþùèõ ê íóëþ íà
áåñêîíå÷íîñòè âîçìóùåíèÿõ ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ. Äîëãîå âðåìÿ äåðæà-
ëàñü ãèïîòåçà, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò êëàññ 𝒫𝑛 ïðàâèëüíûõ ïî Ëÿ-
ïóíîâó ñèñòåì � ãèïîòåçà, îñíîâàííàÿ â ñóùåñòâåííîì íà ôóíäàìåíòàëüíîì
ðåçóëüòàòå Ëÿïóíîâà î òîì, ÷òî åñëè ó íåëèíåéíîé ñèñòåìû (ïðè åñòåñòâåí-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü) ñèñòåìà å¼ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðà-
âèëüíàÿ è îáëàäàåò ñâîéñòâîì óñëîâíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, òî
ýòèì æå ñâîéñòâîì (ñ òåìè æå ðàçìåðíîñòüþ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ è
ïîêàçàòåëåì àñèìïòîòèêè) îáëàäàåò è íóëåâîå ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòå-
ìû [1, ñ. 53�55]. Òåì íå ìåíåå, â ðàáîòå [3] Ð.Ý. Âèíîãðàä ïðèâ¼ë ïðèìåð
ñèñòåìû 𝐴 ∈ 𝒫2, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà êîòîðîé èçìåíÿþòñÿ ïðè íåêîòîðîì
óáûâàþùåì ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè âîçìóùåíèè å¼ ìàòðèöû êîýôôèöè-
åíòîâ (ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ïðàâèëüíûõ ñèñòåì ïðè ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþùèõ âîçìóùåíèÿõ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñòîé÷èâû, êàê ýòî ñëåäóåò
èç òåîðåìû Áîãäàíîâà�Ãðîáìàíà).

Ïóñòü 𝑀 � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåä¼ì íóæíûå â äàëüíåéøåì
êëàññû 𝐸𝑛 è 𝑍𝑛 íåïðåðûâíûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ìàòðè÷íîçíà÷-
íûõ ôóíêöèé 𝑄(·, ·) : R+×𝑀 → R𝑛×𝑛. Êëàññ 𝐸𝑛 ñîñòîèò èç ôóíêöèé 𝑄(·, ·),
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ê íóëþ ïðè 𝑡 → +∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëü-
íî 𝜇 ∈ 𝑀 (ò.å. lim

𝑡→+∞
𝑡−1ln‖𝑄(𝑡, 𝜇)‖ < const < 0), à êëàññ 𝑍𝑛 � èç ôóíêöèé

𝑄(𝑡, 𝜇), óáûâàþùèõ ê íóëþ ïðè 𝑡→ +∞ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 𝜇 ∈𝑀.

Îáîáùàÿ ñèòóàöèþ, ðàññìîòðåííóþ â ïðèìåðàõ Ïåððîíà è Âèíîãðàäà,
äëÿ êàæäîé ñèñòåìû 𝐴 ∈ ℳ𝑛 îïðåäåëèì êëàññ 𝑃𝑛(𝐴;𝑀), ñîñòîÿùèé èç
ñåìåéñòâ

�̇� = (𝐴(𝑡) +𝑄(𝑡, 𝜇))𝑥, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ R+, (2)

ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ãäå 𝜇 ∈ 𝑀 � ïàðàìåòð è 𝑄(·, ·) ∈
𝐸𝑛, à äëÿ êàæäîé ñèñòåìû 𝐴 ∈ 𝒫𝑛 � êëàññ 𝑉 𝑛(𝐴;𝑀), ñîñòîÿùèé èç ñå-
ìåéñòâ (2), â êîòîðûõ 𝑄(·, ·) ∈ 𝑍𝑛. Â ñèëó ýòîãî ïðè êàæäîì ôèêñèðî-
âàííîì â ñåìåéñòâå (2) çíà÷åíèè 𝜇 ∈ 𝑀 ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ñèñòåìó ñ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè íà ïîëóîñè êîýôôè-
öèåíòàìè, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜆1(𝜇;𝐴,𝑄) 6
. . . 6 𝜆𝑛(𝜇;𝐴,𝑄), à çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî 𝑘 = 1, 𝑛 ïîëó÷àåì ôóíêöèþ
𝜆𝑘(·;𝐴,𝑄) : 𝑀 → R, êîòîðóþ íàçîâ¼ì 𝑘-ûì ïîêàçàòåëåì ýòîãî ñåìåéñòâà,
à òàêæå âåêòîð-ôóíêöèþ Λ(·;𝐴,𝑄) : 𝑀 → R𝑛, îïðåäåë¼ííóþ ðàâåíñòâîì
Λ(𝜇;𝐴,𝑄) = (𝜆1(𝜇;𝐴,𝑄), . . . , 𝜆𝑛(𝜇;𝐴,𝑄))т, 𝜇 ∈𝑀.

Ñòàâÿòñÿ çàäà÷è ïîëíîãî îïèñàíèÿ äëÿ êàæäûõ 𝑛 ∈ N è ìåòðè÷åñêîãî
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ïðîñòðàíñòâà 𝑀 êëàññîâ âåêòîð-ôóíêöèé

𝑃𝑛(𝑀) = {Λ(·;𝐴,𝑄) |𝐴 ∈ ℳ𝑛, 𝑄 ∈ 𝐸𝑛},
𝑉𝑛(𝑀) = {Λ(·;𝐴,𝑄) |𝐴 ∈ 𝒫𝑛, 𝑄 ∈ 𝑍𝑛}.

Ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ áóäóò ñîäåðæàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïðèìåðû Ïåððîíà
è Âèíîãðàäà ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè 𝑛 = 1, òî îïèñàíèÿ ýòèõ êëàññîâ ëåãêî
âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà � äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà 𝑀 êàæäûé èç êëàññîâ 𝑃1(𝑀) è 𝑉1(𝑀) ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé 𝑀 → R. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî 𝑛 > 2.

Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(·) = (𝑓1(·), . . . , 𝑓𝑛(·))т : 𝑀 → R𝑛 ïðèíàäëåæèò
êëàññó 𝑃𝑛(𝑀) èëè êëàññó 𝑉𝑛(𝑀). Ïðèâåä¼ì òðè ñâîéñòâà âåêòîð-ôóíêöèè
𝑓(·), êîòîðûì îíà íåîáõîäèìî äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü (íèæå ýòè ñâîéñòâà
íóìåðóþòñÿ êàê 1), 2), 3)). Îäíî ñâîéñòâî î÷åâèäíî âûòåêàåò èç îïðåäåëå-
íèÿ ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè: 1) äëÿ ëþáîãî 𝜇 ∈ 𝑀 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
𝑓1(𝜇) 6 . . . 6 𝑓𝑛(𝜇). Äðóãîå ñâîéñòâî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ìàòðè÷íîçíà÷-
íàÿ ôóíêöèÿ 𝐴 îãðàíè÷åíà íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè: 2) âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(·)
îãðàíè÷åíà íà 𝑀. Íàïðèìåð, |Λ(𝜇;𝐴,𝑄)| 6 𝑛 sup{‖𝐴(𝑡)‖ | 𝑡 ∈ R+} äëÿ êàæ-
äîãî 𝜇 ∈ 𝑀. Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè òðåòüå ñâîéñòâî, íàïîìíèì, ÷òî ôóíê-
öèÿ 𝑔 : 𝑀 → R íàçûâàåòñÿ [4, ñ. 224] ôóíêöèåé êëàññà (*, 𝐺𝛿), åñëè äëÿ
ëþáîãî 𝑟 ∈ R ïðîîáðàç 𝑔−1

(︀
[𝑟,+∞)

)︀
ïîëóèíòåðâàëà [𝑟,+∞) ÿâëÿåòñÿ 𝐺𝛿-

ìíîæåñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà𝑀. Êàê ñëåäóåò èç ðàáîòû [5], â êî-
òîðîé ïîëó÷åíî ïîëíîå îïèñàíèå ñïåêòðîâ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà îáùèõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ðàâíîìåðíî
çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà íà âðåìåíí�îé ïîëóîñè, èìååò ìåñòî ñâîéñòâî 3):
êîìïîíåíòû 𝑓𝑘(·) âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓(·) ïðèíàäëåæàò êëàññó (*, 𝐺𝛿).

Теорема 1. Для каждых 𝑛 > 2, метрического пространства 𝑀 и
вектор-функции (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)т : 𝑀 → R𝑛, которая удовлетворяет свой-
ствам 1) – 3), существуют такие система 𝐴 ∈ ℳ𝑛 и матричнозначная
функция 𝑄 ∈ 𝐸𝑛, что для показателей Ляпунова 𝜆𝑘(·) семейства (2) при
всех 𝑘 = 1, 𝑛 и 𝜇 ∈𝑀 справедливы равенства 𝜆𝑘(𝜇) = 𝑓𝑘(𝜇).

Теорема 2. Для каждых 𝑛 > 2, метрического пространства 𝑀 и
вектор-функции (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)т : 𝑀 → R𝑛, которая удовлетворяет свой-
ствам 1) – 3), существуют такие система 𝐴 ∈ 𝒫𝑛 и матричнозначная
функция 𝑄 ∈ 𝑍𝑛, что для показателей Ляпунова 𝜆𝑘(·) семейства (2) при
всех 𝑘 = 1, 𝑛 и 𝜇 ∈𝑀 справедливы равенства 𝜆𝑘(𝜇) = 𝑓𝑘(𝜇).

Òàêèì îáðàçîì, èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî êëàññû 𝑃𝑛(𝑀) è
𝑉𝑛(𝑀) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, à èõ ïîëíîå îïèñàíèå ñîäåðæèò

Теорема 3. Для каждых 𝑛 > 2 и метрического пространства 𝑀
вектор-функция (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)т : 𝑀 → R𝑛 тогда и только тогда принадле-
жит классу 𝑃𝑛(𝑀) (классу 𝑉𝑛(𝑀)), когда она удовлетворяет свойствам
1) – 3). Для каждого метрического пространства 𝑀 класс 𝑃1(𝑀) (класс
𝑉1(𝑀)) совпадает с классом постоянных функций 𝑀 → R.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ
ГИПЕРГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ ЛАУРИЧЕЛЛЫ 𝐹

(𝑁)
𝐷

С.И. Безродных
sbezrodnykh@mail.ru

УДК 517.5

Рассматривается проблема аналитического продолжения функции
Лауричеллы 𝐹

(𝑁)
𝐷 — обобщенной гипергеометрической функции 𝑁 пе-

ременных. При произвольном 𝑁 указан полный набор формул анали-
тического продолжения этой функции за границу единичного поли-
круга, где она первоначально определена в виде 𝑁–кратного гипер-
геометрического ряда. Такие формулы представляют функцию 𝐹

(𝑁)
𝐷 в

подходящих подобластях C𝑁 в виде других обобщенных гипергеомет-
рических рядов, являющихся решениями той же системы уравнений
с частными производными, которой удовлетворяет и 𝐹 (𝑁)

𝐷 . Обсужда-
ются некоторые приложения.

Ключевые слова: гипергеометрические функции многих переменных,
аналитическое продолжение, конформное отображение

Analytic continuation of the Lauricella hypergeometric
function 𝐹

(𝑁)
𝐷

The problem of analytic continuation is considered for the Lauricella func-
tion 𝐹

(𝑁)
𝐷 , which is a generalized hypergeometric function of 𝑁 complex

variables. For an arbitrary 𝑁 , a complete set formulae is given for its
analytic continuation outside the unite polydisk, where the function is
defined originally as an 𝑁 -variate hypergeometric series. Such formulae
represent 𝐹

(𝑁)
𝐷 in suitable subdomains of C𝑁 in terms of other generalized

hypergeometric series, which satisfy the same system of partial differential
equations as 𝐹

(𝑁)
𝐷 . Some applications are discussed.

Keywords: multiple hypergeometric functions, analytic continuation, con-
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ â äîêëàäå ôóíêöèÿ 𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) áûëà ââåäåíà

Äæ. Ëàóðè÷åëëîé [1] (ñì. òàêæå [2]) â êà÷åñòâå îäíîãî èç íàèáîëåå åñòå-
ñòâåííûõ îáîáùåíèé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè Ãàóññà 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) íà
ñëó÷àé 𝑁 êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (𝑧1, . . . , 𝑧𝑁 ) =: z ∈ C𝑁 è êîìïëåêñíûõ
ïàðàìåòðîâ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 ) =: a ∈ C𝑁 , 𝑏 è 𝑐. Îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè 𝐹

(𝑁)
𝐷 ,

ñëóæèò ñõîäÿùèéñÿ â åäèíè÷íîì ïîëèêðóãå U𝑁 :=
{︀
z : |𝑧𝑗 | < 1, 𝑗 = 1, 𝑁

}︀
𝑁�êðàòíûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä

𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) :=

∞∑︁
|k|=0

(𝑏)|k|(𝑎1)𝑘1 · · · (𝑎𝑁 )𝑘𝑁
(𝑐)|k|𝑘1! · · · 𝑘𝑁 !

𝑧𝑘11 · · · 𝑧𝑘𝑁𝑁 ; (2.1)

ñóììèðîâàíèå â (2.1) âåäåòñÿ ïî ìóëüòèèíäåêñó k := (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 ) ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè öåëûìè êîìïîíåíòàìè 𝑘𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , äëÿ êîòîðîãî
|k| :=

∑︀𝑁
𝑗=1 𝑘𝑗 . Cèìâîë Ïîõãàììåðà (𝑎)𝑚 := Γ(𝑎+𝑚)/Γ(𝑎); ïðè íåîòðèöà-

òåëüíûõ 𝑚 îí ðàâåí (𝑎)0 = 1, (𝑎)𝑚 = 𝑎(𝑎 + 1) · · · (𝑎 + 𝑚 − 1). Â (2.1) ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî 𝑐 /∈ Z−. Ôóíêöèÿ 𝐹 (𝑁)

𝐷 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
èç 𝑁 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ñì. [1], [2]:

𝑧𝑗(1 − 𝑧𝑗)
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝑗2
+ (1 − 𝑧𝑗)

∑︁′𝑁

𝑘=1
𝑧𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝑗𝜕𝑧𝑘
+

+
[︁
𝑐− (1 + 𝑎𝑗 + 𝑏)𝑧𝑗

]︁ 𝜕𝑢
𝜕𝑧𝑗

− 𝑎𝑗
∑︁′𝑁

𝑘=1
𝑧𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑧𝑘
−

− 𝑎𝑗𝑏 𝑢 = 0, 𝑗 = 1, 𝑁 ; (2.2)

çäåñü �øòðèõ� íàä ñóììîé îçíà÷àåò, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî 𝑘 ̸= 𝑗;
ïàðàìåòðû a, 𝑏 è 𝑐 âõîäÿò â âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé. Èç-
âåñòíî [1], [2], ÷òî îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) çàâèñèò ëèøü îò (𝑁 + 1)-é
ïðîèçâîëüíîé êîìïëåêñíîé ïîñòîÿííîé, òàêèì îáðàçîì, îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
îïðåäåëåííîé. Îñîáûì ìíîæåñòâîì ℳ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå
ãèïåðïëîñêîñòåé ℳ(𝜏)

𝑗 :=
{︀
z ∈ C𝑁 : 𝑧𝑗 = 𝜏

}︀
, ãäå 𝜏 ∈ 𝒮 := {0, 1,∞}, è ãèïåð-

ïëîñêîñòåé ℳ𝑗, 𝑙 := {z ∈ C𝑁 : 𝑧𝑗 = 𝑧𝑙}; çäåñü 𝑗, 𝑙 = 1, 𝑁 , 𝑗 ̸= 𝑙; ðàñøèðåííîå

ïðîñòðàíñòâî C𝑁 îïðåäåëÿåòñÿ êàê C𝑁 = C× · · · × C.
Öåíòðàëüíûì íåðåøåííûì âîïðîñîì äëÿ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷

îñòàâàëàñü проблема ее аналитического продолжения. Ýòà ïðîáëåìà çà-
êëþ÷àþùàåòñÿ â òîì, ÷òîáû âíå ïîëèêðóãà U𝑁 óêàçàòü ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà

𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) =

∑︁𝑁

𝑗=0
𝜆𝑗 𝑢𝑗(a; 𝑏, 𝑐; z), z /∈ U𝑁 , (2.3)

ãäå ôóíêöèè 𝑢𝑗(a; 𝑏, 𝑐; z) � îáîáùåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ðÿäû (îòëè÷-

íûå îò èñõîäíîé ôóíêöèè), êîòîðûå, òàêæå êàê è 𝐹 (𝑁)
𝐷 , óäîâëåòâîðÿþò ñè-

ñòåìå (2.2), à êîýôôèöèåíòû 𝜆𝑗 çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 , 𝑏, 𝑐 è íå
îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî. Ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (2.3) íàçûâàþò фор-
мулами аналитического продолжения. Îòìåòèì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè (2.3)
ôèãóðèðóþò (𝑁 + 1) ñëàãàåìûõ, ïîñêîëüêó èìåííî òàêîå ÷èñëî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà (2.2). Ýòè ôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûì
îáîáùåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé [3] äëÿ ôóíêöèè Ãàóññà.
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Äîêëàä ïîñâÿùåí ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [4], ãäå ïðè ïðîèçâîëüíîì ÷èñ-
ëå 𝑁 ïåðåìåííûõ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 ïðåäñòàâëåí íàáîð ôîðìóë

àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ (2.3), îáëàñòè ñõîäèìîñòè êîòîðûõ â ñîâîêóï-
íîñòè ïîêðûâàþò C𝑁 ∖U𝑁 (çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ ãèïåðïëîñêîñòåé). Ê
íàñòîÿùåìó ìîìåíòó áûëè èçâåñòíû ÷àñòíûå ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñëó÷àÿì 2-õ è 3-õ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 , ñì. [2]. Â äîêëà-

äå òàêæå äàíî ïðèëîæåíèå ïîëó÷åííûõ ôîðìóë àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæå-
íèÿ ôóíêöèè Ëàóðè÷åëëû 𝐹

(𝑁)
𝐷 ê ýôôåêòèâíîìó ïîñòðîåíèþ êîíôîðìíîãî

îòîáðàæåíèÿ ìíîãîóãîëüíûõ îáëàñòåé.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëû (ñì. [4]), ïîçâîëÿþùèå àíàëèòè-

÷åñêè ïðîäîëæèòü 𝐹 (𝑁)
𝐷 â îáëàñòü áîëüø�èõ ïî ìîäóëþ ïåðåìåííûõ, òî÷íåå

â îáëàñòü V𝑁 :=
{︀
z : |𝑧1| > · · · > |𝑧𝑁 | > 1; |arg(−𝑧𝑗)| < 𝜋, 𝑗 = 1, 𝑁

}︀
, à òàê-

æå â îáëàñòè âèäà V𝑁𝜎 :=
{︀
z : 𝜎(z) ∈ V𝑁

}︀
, ãäå 𝜎(z) � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ

íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝜎 ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê 𝑆𝑁 ìíîæåñòâà èç 𝑁 ýëåìåíòîâ.
Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê òàêîìó ïðîäîëæåíèþ, îïðåäåëèì âåëè÷èíû

h𝑗 := (𝑎1, . . . , 𝑎𝑗−1, 1 − 𝑐+ 𝑏, 𝑎𝑗+1, . . . 𝑎𝑁 ), |a1,𝑗 | :=
∑︁𝑗

𝑘=1
𝑎𝑘, |a| := |a1,𝑁 |,

z−1 :=
(︁ 1

𝑧1
, . . . ,

1

𝑧𝑁

)︁
, 𝒴𝑗(z) :=

(︁𝑧1
𝑧𝑗
, . . . ,

𝑧𝑗−1

𝑧𝑗
, 𝑧𝑗 ,

𝑧𝑗
𝑧𝑗+1

, . . . ,
𝑧𝑗
𝑧𝑁

)︁
,

è çàïèøåì ñëåäóþùèé îáîáùåííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä [2]:

𝐺(𝑁, 𝑗)
(︀
a; 𝑏; 𝑐; z

)︀
:=
∑︁∞

|k|=0

(𝑏)|k𝑗 | (𝑎1)𝑘1 · · · (𝑎𝑁 )𝑘𝑁
(𝑐)|k𝑗 | 𝑘1! · · · 𝑘𝑁 !

𝑧𝑘11 · · · 𝑧𝑘𝑁𝑁 , (2.4)

ãäå âûðàæåíèå |k𝑗 | äëÿ ìóëüòèèíäåêñà k = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁 ) îçíà÷àåò

|k𝑗 | :=
∑︁𝑁

𝑠= 𝑗
𝑘𝑠 −

∑︁𝑗−1

𝑠=1
𝑘𝑠,

à ïàðàìåòð 𝑗 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1, . . . , 𝑁+1. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè
ðÿäà (2.4) ïðè âñåõ 𝑗 = 1, 𝑁 + 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé ïîëèêðóã U𝑁 . Ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïðîäîëæèòü 𝐹 (𝑁)

𝐷 â îáëàñòü
V𝑁 .

Теорема 1. Если ни одно из чисел 𝑏 −
∑︀𝑗
𝑙=1 𝑎𝑙, 𝑗 = 1, 𝑁, не является

целым, то аналитическое продолжение ряда (2.1) в область V𝑁 дается
формулой

𝐹
(𝑁)
𝐷 (a; 𝑏, 𝑐; z) =

∑︁𝑁

𝑗=0
𝐵𝑗𝒰 (∞)

𝑗 (a; 𝑏, 𝑐; z), (2.5)

где функции 𝒰 (∞)
0 , 𝒰 (∞)

𝑗 определяются равенствами

𝒰 (∞)
0 (a; 𝑏, 𝑐; z) =

(︁∏︁𝑁

𝑙=1
(−𝑧𝑙)−𝑎𝑙

)︁
𝐹

(𝑁)
𝐷

(︀
a; 1+ |a|−𝑐, 1+ |a|−𝑏; z−1

)︀
, (2.6)

𝒰 (∞)
𝑗 (a; 𝑏, 𝑐; z) = (−𝑧𝑗)|a1,𝑗−1|−𝑏

(︂∏︁𝑗−1

𝑙=1
(−𝑧𝑙)−𝑎𝑙

)︂
×

× 𝐺(𝑁,𝑗)
(︁
h𝑗 ; 𝑏− |a1,𝑗−1|, 1 − |a1,𝑗 | + 𝑏;𝒴𝑗(z−1)

)︁
, 𝑗 = 1, 𝑁 ;

(2.7)
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в (2.6), (2.7) под 𝐹 (𝑁)
𝐷 и 𝐺(𝑁,𝑗) понимаются ряды (2.1) и (2.4), 𝐵𝑗 имеют

вид

𝐵0 =
Γ(𝑐) Γ

(︀
𝑏− |a|

)︀
Γ(𝑏) Γ

(︀
𝑐− |a|

)︀ ,
𝐵𝑗 =

Γ(𝑐) Γ
(︀
𝑏− |a1,𝑗−1|

)︀
Γ
(︀
|a1,𝑗 | − 𝑏

)︀
Γ(𝑎𝑗)Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

, 𝑗 = 1, 𝑁. (2.8)

Функции (2.6), (2.7) образуют полную систему линейно независимых ре-
шений системы (2.2) в области V𝑁 .

Aíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè 𝐹 (𝑁)
𝐷 â îáëàñòü V𝑁𝜎 , 𝜎 ∈ 𝑆𝑁 , äà-

åòñÿ ôîðìóëîé (2.5) ñ çàìåíîé â åå ïðàâîé ÷àñòè a íà 𝜎(a) è z íà 𝜎(z).
Ïðè ýòîì ôóíêöèè 𝒰 (∞)

𝑗 (𝜎(a); 𝑏, 𝑐; 𝜎(z)), 𝑗 = 0, 𝑁 , îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.2) â îáëàñòè V𝑁𝜎 .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ðàçâèòûé â ðàáîòå ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðè-
ìåíåí äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïî�âèäèìîìó, äîñòàòî÷íî øèðîêî-
ãî êëàññà ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå,
åùå òðåõ ôóíêöèé 𝐹 (𝑁)

𝐴 , 𝐹 (𝑁)
𝐵 è 𝐹 (𝑁)

𝐶 , ââåäåííûõ Äæ. Ëàóðè÷åëëîé [1], [2].
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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ФРЕДГОЛЬМОВЫХ КРАЕВЫХ
ЗАДАЧ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ С ДАННЫМИ НА

ВСЕЙ ГРАНИЦЕ
А.В. Болтачев, А.Ю. Савин
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УДК 517.9

Исследуются краевые задачи для волнового уравнения с данными на
всей границе. Даны условия, при выполнении которых краевая задача
является фредгольмовой в подходящих функциональных простран-
ствах. Эти условия существенным образом зависят от структуры тра-
екторий геодезического потока.

Ключевые слова: волновое уравнение, фредгольмов оператор, эллип-
тичность, геодезический поток

On a class of Fredholm boundary value problems for the wave
equation with conditions on the entire boundary

We study boundary value problems for the wave equation with conditions
on the entire boundary. We obtain conditions, which guarantee Fredholm
property of the problem in suitable spaces of functions. These conditions
depend on the structure of trajectories of the geodesic flow in an essential
way.

Keywords: wave equation, Fredholm operator, ellipticity, geodesic flow

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ äàí-
íûìè íà âñåé ãðàíèöå. Èññëåäîâàíèå çàäà÷ òàêîãî òèïà èìååò äàâíþþ èñòî-
ðèþ (ñì. ðàáîòû Áóðãèíà è Äþôôèíà, Äæîíà, Ñîáîëåâà, Àðíîëüäà è äð.)
Âìåñòå ñ òåì, çàäà÷è òàêîãî âèäà âîçíèêàþò è â ïðèëîæåíèÿõ (íàïðèìåð,
èññëåäîâàíèå çàäà÷è Äèðèõëå èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î
ðàâíîâåñèè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè).

Ìû èññëåäóåì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ
äàííûìè íà âñåé ãðàíèöå. Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå, ∆ � íåîòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè, àññîöèèðî-
âàííûé ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà 𝑀 . Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî 𝜏 . Íà öèëèíäðå [0, 𝜏 ]×𝑀 ñ êîîðäèíàòàìè (𝑡, 𝑥) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ ∆𝑢 = 𝑓,

𝑢|𝑡=0 = 𝑔1,(︂
𝐴𝑢+𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝑔2,

(1)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 16-01-00373, 19-
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ãäå 𝑔1, 𝑔2 � èçâåñòíûå ôóíêöèè íà𝑀 , 𝑓 � ôóíêöèÿ íà [0, 𝜏 ]×𝑀 , à 𝐴 è 𝐵 �
(ïñåâäî)äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû íà 𝑀 ïîðÿäêîâ 1 è 0 ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Â ñëó÷àå îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (ò.å. 𝑀 = S1) çàäà÷à (1)
áûëà èññëåäîâàíà Àíòîíåâè÷åì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èññëåäóåì îáùóþ
ñèòóàöèþ. Çàäà÷ó (1) ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáðàòíóþ çàäà-
÷ó äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ: çàäàíî íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå è íåîáõîäèìî
íàéòè íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ïî çàäàííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îòêëîíåíèÿ
è ñêîðîñòè â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 = 𝜏 .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â óêàçàíèè óñëîâèé íà êîýôôèöèåí-
òû çàäà÷è (1), ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëü-
ìîâîé â ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâàìè äèíàìèêè ãåîäåçè-
÷åñêîãî ïîòîêà íà êîñôåðè÷åñêîì ðàññëîåíèè ìíîãîîáðàçèÿ.

Îïèøåì êðàòêî ïëàí ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Ñíà÷àëà ìû ïðîâîäèì ðåäóê-
öèþ çàäà÷è íà ãðàíèöó, ïîëüçóÿñü èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè îá îäíîçíà÷íîé
ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè. Êàêîé æå îïåðàòîð ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
ñâåäåíèÿ çàäà÷è (1) íà ãðàíèöó? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíèöå ïîëó÷àåòñÿ
îïåðàòîð, ðàâíûé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ 𝑒±𝑖𝜏

√
Δ ñ íåêîòîðûìè

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, âûñòóïàþùèìè â êà÷åñòâå êîýô-
ôèöèåíòîâ. Íàäî îòìåòèòü, ÷òî îïåðàòîðû 𝑒±𝑖𝜏

√
Δ ÿâëÿþòñÿ êâàíòîâàííû-

ìè êàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè (ñì. ðàáîòû Ôîêà, Ìàñëîâà, Õåðìàí-
äåðà) è àññîöèèðîâàíû ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì êîêàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ � ãåîäåçè÷åñêèì ïîòîêîì. Òàêèì îáðàçîì, ìû
èìååì äåëî ñ îïåðàòîðîì, êîòîðûé àññîöèèðîâàí ñ ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé
ñòåïåíÿìè êâàíòîâàííîãî êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ôðåäãîëüìîâîñòü
îïåðàòîðîâ òàêîãî âèäà áûëà íåäàâíî èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [1,2]. Â öèòè-
ðîâàííûõ ðàáîòàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîé ñèòóàöèè ðàáîòàåò ïîäõîä, ñâÿ-
çàííûé ñ ëîêàëèçàöèåé, ïðèìåíåíèåì òåîðèè 𝐶*-àëãåáð è èõ ñêðåùåííûõ
ïðîèçâåäåíèé (ñì. ðàáîòû Àíòîíåâè÷à è åãî øêîëû). Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû
óêàçàííûõ ðàáîò, ìû ïîëó÷àåì óñëîâèÿ ôðåäãîëüìîâîñòè èñõîäíîé çàäà÷è.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА АСИМПТОТИЧЕСКИХ
ИТЕРАЦИЙ К ОДНОМУ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОМУ
НЕЛИНЕЙНОМУ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ

ВТОРОГО ПОРЯДКА
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УДК 517.928.4

На примере задачи Коши для одного нелинейного сингулярно возму-
щённого дифференциального уравнения 2-го порядка продемонстри-
рована возможность построения приближений, сходящихся к точному
решению как в обычном, так и в асимптотическом смыслах. Постро-
ение приближений и доказательство их сходимости основаны на идее
полуобращения операторов и принципе сжимающих отображений.

Ключевые слова: сингулярные возмущения, теорема Банаха о непо-
движной точке, метод асимптотических итераций

Application of the method of asymptotic iteration to a certain
second-order, singularly perturbed nonlinear differential

equation

By an example of the Cauchy problem for a certain second-order, nonlinear
singularly perturbed differential equation, the possibility of constructing
approximations that converge to an exact solution in both ordinary and
asymptotic senses is demonstrated. The construction of approximations
and the proof of their convergence are based on the idea of the semi-
inversion of operators and the principle of contraction mappings.

Keywords: singular perturbations, Banach contraction principle, method
of asymptotic iterations

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (øòðèõ � ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó):

𝜀2 𝑦′′(𝑥; 𝜀) = − [3 + 2 𝑦(𝑥; 𝜀)] 𝜀 𝑦′(𝑥; 𝜀) − 2 𝑎(𝑥) [𝑦(𝑥; 𝜀) + 𝑦2(𝑥; 𝜀)],

𝑦(0; 𝜀) = 1, 𝑦′(0; 𝜀) = −1/𝜀,
(1)

ãäå 𝜀 > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, 𝑥 ∈ [0, 1], 𝑎 ∈ 𝐶1[0, 1], 𝑎 > 0 íà [0, 1] è 𝑎(0) = 1.
Åñëè áû 𝑎 ∈ 𝐶∞[0, 1], òî ìåòîä ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé (ñì. [1]), ïîçâîëèë

áû ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1):

𝑦(𝑥; 𝜀) ∼
∞∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖 [𝑦𝑖(𝑥) + Π𝑖(𝑥/𝜀)].

Îäíàêî ïîñêîëüêó 𝑎 ∈ 𝐶1[0, 1], òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî
äâå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè � Π0 è Π1 (ïðè ýòîì âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ
âñåõ 𝑦𝑖 íå ñâÿçàíà ñî ñòåïåíüþ ãëàäêîñòè 𝑎, è 𝑦𝑖(𝑥) ≡ 0, åñëè 𝑎 ̸= 0 íà [0, 1]).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00424).
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Ôóíêöèÿ Π0 óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé íà÷àëüíîé çàäà÷å:

Π′′
0(𝜉; 𝜀) = − [3 + 2 Π0(𝜉; 𝜀)] Π′

0(𝜉; 𝜀) − 2 𝑎(0) [Π0(𝜉; 𝜀) + Π2
0(𝜉; 𝜀)],

Π0(0) = 1, Π′
0(0) = −1.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî 𝑎(0) = 1, íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Π0(𝜉) = 𝑒−𝜉.
Äëÿ ôóíêöèè Π1 ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à:

Π′′
1(𝜉; 𝜀) = −

{︀
3 + 2 𝑒−𝜉

}︀
Π′

1(𝜉; 𝜀) − 2
{︀
𝑎(0) + [2 𝑎(0) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
Π1(𝜉; 𝜀) −

− 2 𝑎′(0) 𝜉 (𝑒−𝜉 + 𝑒−2𝜉), Π1(0) = Π′
1(0) = 0,

(2)

ðåøåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Êîøè ̃︀𝐾:

Π1(𝜉) = − 2 𝑎′(0)

∫︁ 𝜉

0

̃︀𝐾(𝜉, 𝜁) 𝜁 (𝑒−𝜁 + 𝑒−2𝜁) 𝑑𝜁,

ãäå ̃︀𝐾(𝜉, 𝜁) = 1
2 𝑒

−𝜉+𝜁 − 1
2 𝑒

−𝜉+𝜁+2𝑒−𝜉−2𝑒−𝜁

.
Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå çàäà÷è (1) ïðîâåä¼ì ïî ñõåìå, ïðåäëîæåííîé

â [2] äëÿ íåëèíåéíîãî ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
(äîáàâèâ íåîáõîäèìûå óñëîæíåíèÿ). Íà÷í¼ì ñ çàìåíû ïåðåìåííûõ:

𝑥 = 𝜀 𝜉, 𝑦(𝑥; 𝜀) = Π0(𝜉) + 𝜀 𝑧(𝜉; 𝜀) = 𝑒−𝜉 + 𝜀 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉 ∈ [0, 1/𝜀].

Äëÿ íîâîé ôóíêöèè 𝑧(·; 𝜀) èìååì:

𝑧′′(𝜉; 𝜀) = −
{︀

3 + 2 𝑒−𝜉
}︀
𝑧′(𝜉; 𝜀) − 2

{︀
𝑎(𝜀 𝜉) + [2 𝑎(𝜀 𝜉) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
𝑧(𝜉; 𝜀) +

+ 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀), 𝑧(0) = 𝑧′(0) = 0,
(3)

ãäå 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜉; 𝜀) = 2 𝜀−1 [𝑎(𝜀 𝜉) − 𝑎(0)] (𝑒−𝜉 + 𝑒−2𝜉) − 2 𝜀 𝑧 𝑣 − 2 𝜀 𝑎(𝜀 𝜉) 𝑧2.
Çàäà÷à (3) ýêâèâàëåíòà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉; 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

𝐾(𝜉, 𝜁; 𝜀) 𝑓(𝑧′(𝜁; 𝜀), 𝑧(𝜁; 𝜀), 𝜁; 𝜀) 𝑑𝜁 =: 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉), (4)

ãäå 𝐾(·, ·; 𝜀) � ôóíêöèÿ Êîøè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

𝑍 ′′(𝜉; 𝜀) = −
{︀

3 + 2 𝑒−𝜉
}︀
𝑍 ′(𝜉; 𝜀) − 2

{︀
𝑎(𝜀 𝜉) + [2 𝑎(𝜀 𝜉) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
𝑍(𝜉; 𝜀). (5)

Ñâåäåíèå çàäà÷è (3) ê óðàâíåíèþ âèäà (4) � ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàñïðîñòðà-
í¼ííîãî ïðè¼ìà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè è îáîñíîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñèí-
ãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ óðàâíåíèé (ñì. [1]). Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ (4) ïîçâî-
ëÿåò ïîñòðîèòü èòåðàöèîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ñõîäÿùóþñÿ ê
ðåøåíèþ çàäà÷è (3): 𝑧𝑛(𝜉; 𝜀) := 𝐴(𝜀)(𝑧𝑛−1(·; 𝜀), 𝑧′𝑛−1(·; 𝜀))(𝜉), 𝑛 ∈ N. Äàííûé
ñïîñîá ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) (à âìåñòå ñ òåì è çàäà÷è (1)) îá-
ëàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìà ôóíêöèÿ Êîøè
óðàâíåíèÿ (5), íå âûðàæàþùàÿñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ óñòðàíå-
íèÿ ýòîãî íåäîñòàòêà ïðåîáðàçóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ 𝑧(·; 𝜀):

𝑧′′(𝜉; 𝜀) = −
{︀

3 + 2 𝑒−𝜉
}︀
𝑧′(𝜉; 𝜀) − 2

{︀
𝑎(0) + [2 𝑎(0) − 1] 𝑒−𝜉

}︀
𝑧(𝜉; 𝜀) +

+ 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀), 𝑧(0) = 𝑧′(0) = 0,
(6)



Материалы международной конференции 231

ãäå 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜉; 𝜀) = 2 𝜀−1 [𝑎(𝜀 𝜉) − 𝑎(0)] [𝑒−𝜉 + 𝑒−2𝜉 + 𝜀 (1 + 2 𝑒−𝜉) 𝑧] − 2 𝜀 𝑧 𝑣 −
− 2 𝜀 𝑎(𝜀 𝜉) 𝑧2.

Çàäà÷à (6) ýêâèâàëåíòà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉; 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

̃︀𝐾(𝜉, 𝜁) 𝑓(𝑧′(𝜁; 𝜀), 𝑧(𝜁; 𝜀), 𝜁; 𝜀) 𝑑𝜁 =: 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉)

ñ òîé æå ôóíêöèåé ̃︀𝐾, ÷òî è â ôîðìóëå äëÿ Π1. Çàìåòèì, ÷òî 𝑓 îòëè÷àåòñÿ
îò 𝑓 äîïîëíèòåëüíûì ñëàãàåìûì 2 [𝑎(𝜀 𝜉) − 𝑎(0)] (1 + 2 𝑒−𝜉) 𝑧, èç-çà êîòî-
ðîãî èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà 𝐴(𝜀), âîîáùå ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝜉. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ïðèáëèæåíèé åù¼ ðàç ïðåîáðàçóåì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ 𝑧(·; 𝜀), äîáàâèâ â íåãî íîâûé ïàðàìåòð 𝑥 ∈ [0, 1]:

𝑧′′(𝜉; 𝜀) = − 3 𝑧′(𝜉; 𝜀) − 2 𝑎(𝑥) 𝑧(𝜉; 𝜀) + 𝑔(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀) −
+ 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀), 𝑧(0) = 𝑧′(0) = 0,

(7)

ãäå 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜉;𝑥, 𝜀) = 2 [𝑎(𝑥)−2(𝜀 𝜉)] 𝑧−2 𝜀−1 [𝑎(𝜀 𝜉)−𝑎(0)] (𝑒−𝜉+𝑒−2𝜉)−2 𝜀 𝑧 𝑣−
− 2 𝜀 𝑎(𝜀 𝜉) 𝑧2, 𝑔(𝑣, 𝑧, 𝜉; 𝜀) = − 2 𝑒−𝜉 𝑣 − 2 [2 𝑎(𝜀 𝜉) − 1] 𝑒−𝜉𝑧.

Çàäà÷à (7) ïðè êàæäîì 𝑥 ∈ [0, 1] ýêâèâàëåíòà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉;𝑥, 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

�̄�(𝜉, 𝜁;𝑥) ℎ̄(𝑧′(𝜁;𝑥, 𝜀), 𝑧(𝜁;𝑥, 𝜀), 𝜁;𝑥, 𝜀) 𝑑𝜁 =

=: 𝐴(𝑥, 𝜀)(𝑧(·;𝑥, 𝜀), 𝑧′(·;𝑥, 𝜀))(𝜉),
(8)

ãäå ℎ̄(𝑣, 𝑧, 𝜁;𝑥, 𝜀) = 𝑔(𝑣, 𝑧, 𝜁; 𝜀) + 𝑓(𝑣, 𝑧, 𝜁;𝑥, 𝜀), �̄�(·, ·;𝑥) � ôóíêöèÿ Êîøè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

𝑍 ′′(𝜉;𝑥) = − 3𝑍 ′(𝜉;𝑥) − 2 𝑎(𝑥)𝑍(𝜉;𝑥).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè â óðàâíåíèè (8) íà ìåñòî 𝑥 ïîäñòàâèòü ëþáóþ
ôóíêöèþ 𝜉 è 𝜀 ñî çíà÷åíèÿìè íà îòðåçêå [0, 1], òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå,
ðàâíîñèëüíîå çàäà÷å (3). Ïîëàãàÿ 𝑥 = 𝜀 𝜉, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

𝑧(𝜉; 𝜀) = 𝐴(𝜀 𝜉, 𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉).

Çàìåòèì, ÷òî èç-çà ñëàãàåìîãî 𝑔, âõîäÿùåãî â ℎ̄, èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà 𝐴(𝜀 𝜉, 𝜀), âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàñõîäèòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ 𝜉. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîñëåäíåãî ïðå-
ïÿòñòâèÿ íà ïóòè ïîñòðîåíèÿ ñõîäÿùèõñÿ ïðèáëèæåíèé ïîëîæèì∫︁ 𝜉

0

̃︀𝐾 ′(𝜉, 𝜁) 𝑓(𝑧′(𝜁; 𝜀), 𝑧(𝜁; 𝜀), 𝜁; 𝜀) 𝑑𝜁 = 𝐴′(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),

𝑔(𝐴′(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉), 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉), 𝜉; 𝜀) = 𝑔(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),

𝑔(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉) + 𝑓(𝑧′(𝜉; 𝜀), 𝑧(𝜉; 𝜀), 𝜉; 𝜀 𝜉, 𝜀) = ℎ̂(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),

è çàìåíèì â (8) ôóíêöèþ ℎ̄ íà îïåðàòîð ℎ̂ (ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ïîäñòàíîâêó
𝑥 = 𝜀 𝜉 â ÿäðå 𝐾(·, ·;𝑥)):

𝑧(𝜉; 𝜀) =

∫︁ 𝜉

0

�̄�(𝜉, 𝜁; 𝜀 𝜉) ℎ̂(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜁) 𝑑𝜁 =: 𝐴(𝜀)(𝑧(·; 𝜀), 𝑧′(·; 𝜀))(𝜉),
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæè-
òåëüíûõ 𝜀 èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {𝑧𝑛(·; 𝜀)}, ïîñòðîåííàÿ ñ ïî-
ìîùüþ 𝐴(𝜀), ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (3) ïî íîðìå 𝐶[0, 1/𝜀]: ‖𝑧(·, 𝜀) −
− 𝑧𝑛(·, 𝜀)‖ → 0 ïðè 𝑛→ ∞, è ÷òî, âî-âòîðûõ, ‖𝑧(·, 𝜀) − 𝑧𝑛(·, 𝜀)‖ = 𝑂(𝜀𝑛+1).
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О СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ЗАДАЧАХ С КРАТНЫМ
КОРНЕМ ВЫРОЖДЕННОГО УРАВНЕНИЯ

В.Ф. Бутузов

butuzov@phys.msu.ru

УДК 517.928.4, 517.956.8

На примере краевой задачи для сингулярно возмущенной частично
диссипативной системы уравнений показаны особенности асимпто-
тики (по малому параметру) решения, которые возникают в случае
кратного корня вырожденного уравнения.
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вырожденного уравнения, пограничный слой

On singularly perturbed problems with multiple root of the
degenerate equation

On the example of a boundary value problem for a singularly perturbed
partially dissipative system of equations, the features of asymptotics (by
a small parameter) of the solution arising in the case of a multiple root of
the degenerate equation are shown.
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Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû
óðàâíåíèé àêòèâíî èññëåäóþòñÿ, íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà ïîñëå
ïîÿâëåíèÿ îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò À.Í. Òèõîíîâà [1], Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà è
Å.Ô. Ìèùåíêî (ñì. [2, 3]), Ì.È. Âèøèêà è Ë.À. Ëþñòåðíèêà [4].

Äëÿ ðåøåíèé ìíîãèõ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ
çàäà÷ õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ïîãðàíè÷íûõ è (èëè)
âíóòðåííèõ ïåðåõîäíûõ ñëîåâ, ãäå ïðîèñõîäèò áûñòðîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ.
Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ çàäà÷ ñ ïîãðàíè÷íûìè (âíóòðåííèìè)
ñëîÿìè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé À.Á. Âàñèëüåâîé [5] è ïîëó÷èâøèé
äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â åå ðàáîòàõ, ðàáîòàõ åå ó÷åíèêîâ è äðóãèõ ó÷åíûõ.
Ýòîò ìåòîä óñïåøíî ðàáîòàåò â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå âû-
ðîæäåííîå óðàâíåíèå èìååò ïðîñòîé (ò.å. îäíîêðàòíûé) óñòîé÷èâûé êîðåíü.
Ïðè ýòîì óñëîâèè áûñòðîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì (âíóòðåííåì)
ñëîå èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âåäåòñÿ àêòèâíîå èçó÷åíèå ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ
çàäà÷, â êîòîðûõ âûðîæäåííîå óðàâíåíèå èìååò äâóêðàòíûé èëè òðåõêðàò-
íûé êîðåíü (ñì., íàïðèìåð, [6 - 9]). Îêàçàëîñü, ÷òî âî ìíîãèõ òàêèõ çàäà÷àõ
ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ â ïîãðàíè÷íîì (âíóòðåííåì) ñëîå êà÷åñòâåííî îòëè÷àåò-
ñÿ îò ïîâåäåíèÿ â ñëó÷àå ïðîñòîãî êîðíÿ âûðîæäåííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîãðà-
íè÷íûé (âíóòðåííèé) ñëîé ñòàíîâèòñÿ ìíîãîçîííûì ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäå-
íèåì ðåøåíèÿ â ðàçíûõ çîíàõ. Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå òðåõçîííîãî ïîãðàíè÷-
íîãî ñëîÿ ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè â ïåðâîé çîíå óáûâàþò ñòåïåííûì îáðàçîì
ñ ðîñòîì ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé, çàòåì ñëåäóåò âòîðàÿ (ïåðåõîäíàÿ) çî-
íà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ìàñøòàáà ïîãðàíñëîéíîé ïåðåìåííîé
è õàðàêòåðà óáûâàíèÿ ïîãðàíè÷íûõ ôóíêöèé, è, íàêîíåö, â òðåòüåé çîíå
âîçíèêàåò ïîãðàíñëîéíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ äðóãèì ìàñøòàáîì è ñ åå ðîñòîì
ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Îïèñàííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ äåëàåò íåïðèìåíèìûì êëàññè÷åñêèé àë-
ãîðèòì À.Á. Âàñèëüåâîé. Ðàçðàáîòàí íîâûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñòðî-
èòü åäèíûå ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè ñðàçó äëÿ âñåõ çîí ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ,
÷òî îòëè÷àåò íîâûé ïîäõîä îò èçâåñòíîãî ìåòîäà ñîãëàñîâàíèÿ (ñðàùèâà-
íèÿ) àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, ïîñòðîåííûõ ðàçäåëüíî â ðàçíûõ çîíàõ.
Íîâûé êëàññ çàäà÷ ïîòðåáîâàë òàêæå äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ îáîñ-
íîâàíèÿ ïîñòðîåííûõ àñèìïòîòèê. Îñíîâíûì ìåòîäîì ó íàñ ñòàë àñèìï-
òîòè÷åñêèé ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â
òîì, ÷òî íèæíåå è âåðõíåå ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíñòðóèðóþòñÿ íà îñíîâå ïðåä-
âàðèòåëüíî ïîñòðîåííîé ôîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè.

Âñå ýòè îñîáåííîñòè áóäóò ïîêàçàíû â äîêëàäå íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà-
÷è Äèðèõëå äëÿ ñòàöèîíàðíîé ÷àñòè÷íî äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû äâóõ óðàâ-
íåíèé.

𝜀2
(︂
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
− 𝑤(𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

)︂
= 𝐹 (𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀),

𝜀2
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝜀), 𝑥 ∈ (0; 1),

ãäå 𝜀 > 0 - ìàëûé ïàðàìåòð, à âûðîæäåííîå óðàâíåíèå 𝑓(𝑢, 𝑣, 𝑥, 0) = 0 èìååò
äâóêðàòíûé êîðåíü 𝑢 = 𝜙(𝑣, 𝑥).
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Для семейства динамических систем, непрерывно зависящих от пара-
метра, получено описание множества точек полунепрерывности снизу
и множества точек полунепрерывности сверху топологической энтро-
пии его систем, рассматриваемой как функция параметра.

Ключевые слова: топологическая энтропия

Ветохин Александр Николаевич, д.ф.-м.н., доцент, МГУ имени М.В. Ломоносова,
проф. каф. ФН-1 "Высшая математика"МГТУ им. Н.Э. Баумана (Москва, Россия);
Alexander Vetokhin (Lomonosov Moscow State University, Bauman Moscow State Technical
University Moscow, Russia)



Материалы международной конференции 235

Descriptive type of sets of lower semicontinuity points and
upper semicontinuity points of topological entropy with

continuous dependence on a parameter

For a family of dynamical systems continuously dependent on the param-
eter, a description of the set of lower semi-continuity points and the set
of upper semi-continuity points of the topological entropy of its systems,
considered as a function of the parameter, is obtained.

Keywords: topological entropy

Ïóñòü (𝑋, 𝑑) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 �
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Íàðÿäó ñ èñõîäíîé ìåòðèêîé 𝑑 îïðåäåëèì íà 𝑋
äîïîëíèòåëüíóþ ñèñòåìó ìåòðèê

𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) = max
06𝑖6𝑛−1

𝑑(𝑓 𝑖(𝑥), 𝑓 𝑖(𝑦)), 𝑛 ∈ N, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐵𝑓 (𝑥, 𝜀, 𝑛) îòêðûòûé øàð {𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦) < 𝜀}. Ìíîæå-
ñòâî 𝐸 ⊂ 𝑋 íàçûâàåòñÿ (𝑓, 𝜀, 𝑛)-ïîêðûòèåì, åñëè

𝑋 ⊂
⋃︁
𝑥∈𝐸

𝐵𝑓 (𝑥, 𝜀, 𝑛).

Ïóñòü 𝑆𝑑(𝑓, 𝜀, 𝑛) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (𝑓, 𝜀, 𝑛)-
ïîêðûòèÿ. Топологической энтропией äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäåí-
íîé íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì 𝑓 , íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà [1, ñ. 120]

ℎtop(𝑓) = lim
𝜀→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑆𝑑(𝑓, 𝜀, 𝑛).

Ïî ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ℳ è íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ

𝑓 : ℳ×𝑋 → 𝑋, (1)

îáðàçóåì ôóíêöèþ
𝜇 ↦−→ ℎtop(𝑓(𝜇, ·)). (2)

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ℳ ïîëíî, äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé
ýíòðîïèè ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (1) ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ℳ, â
êîòîðûõ ôóíêöèÿ (2) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, ñîäåðæèò ïëîòíîå â ïðîñòðàí-
ñòâå ℳ ìíîæåñòâî òèïà 𝐺𝛿.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæåñòâî òî-
÷åê ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó è ìíîæåñòâî òî÷åê ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåð-
õó ôóíêöèè (2) ñ òî÷êè çðåíèÿ äåñêðèïòèâíîé òåîðèè ìíîæåñòâ?

Â ðàáîòå [2] áûëà ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèè, êî-
òîðàÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü

Теорема 1. Для произвольного пространства ℳ множество точек
полунепрерывности снизу функции (2) является множеством типа 𝐺𝛿,
а множество ее точек полунепрерывности сверху — множеством типа
𝐹𝜎𝛿.

Èç ðåçóëüòàòà ðàáîòû [2] ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
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Теорема 2. В случае полноты пространства ℳ множество точек
полунепрерывности снизу функции (2) является всюду плотным множе-
ством типа 𝐺𝛿.

×åðåç ℬ îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Êàíòîðà íà îòðåçêå [0, 1] ñ ìåòðèêîé,
èíäóöèðîâàííîé ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé âåùåñòâåííîé ïðÿìîé.

Теорема 3. Пусть ℳ = 𝑋 = ℬ. Тогда для любого всюду плотного мно-
жества 𝒢 типа 𝐺𝛿 метрического пространства ℳ существует отобра-
жение (1) такое, что множество точек полунепрерывности снизу функ-
ции (2) совпадает с множеством 𝒢.

Теорема 4. Пусть ℳ = 𝑋 = ℬ, тогда найдется отображение (1)
такое, что множество точек полунепрерывности сверху функции (2) яв-
ляется пустым.
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АСИМПТОТИКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ
ПУАССОНА В ОБЛАСТЯХ С УЗКОЙ ЩЕЛЬЮ

В.И. Власов
vlasov@ccas.ru

УДК 517.632.4

Изложен аналитико-численный метод решения задачи Дирихле для
уравнения Пуассона в плоских областях, имеющих узкую щель с па-
раллельными сторонами и дном произвольной формы. Метод обеспе-
чивает эффективное вычисление решения и его производных вплоть
до контура щели и позволяет находить коэффициенты интенсивности
в угловых точках дна. С его помощью найдена асимптотика решения
в области, его градиента на дне щели и асимптотика коэффициен-
тов интенсивности при стремлении ширины щели к нулю. Для дна в
виде дуги окружности или ломаной коэффициенты этих асимптотик
найдены в явном виде.

Ключевые слова: задача Дирихле, уравнение Пуассона, области с уз-
кими щелями, коэффициенты интенсивности, асимптотики при стрем-
лении ширины щели к нулю.
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Asymptotics and analytic–numerical method for solving the
Poisson equation in domains with narrow slits

An analytic–numerical method is presented for solving the Dirichlet prob-
lem for Poisson’s equation in planar domains containing a narrow slit with
parallel sides and a bottom of arbitrary shape. The method provides ef-
fective calculation of the solution and its derivatives up to the contour of
a slit, as well as computation of intensity factors at angle points of the
bottom. By means of the method we obtained asymptotics of the solution
in the domain, asymptotics of its gradient at the bottom of the slit and
asymptotics of the intensity factors as the width of the slit tends to zero.
Coefficients of these asymptotics have been obtaind in explicit form, when
bottom of the slit is a circular arc or a polygonal line.

Keywords: the Dirichlet problems, Poisson’s equation, domains with nar-
row slits, intensity factors, asymptotics as the width of the slit tends to
zero.

Îáëàñòè ñ òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè è óçêèìè ùåëÿìè îòíîñÿòñÿ ê êëàññó
ñèíãóëÿðíî äåôîðìèðóåìûõ îáëàñòåé [1]-[3]. Êðàåâûå çàäà÷è â òàêèõ îáëà-
ñòÿõ âîçíèêàþò â ðÿäå ïðîáëåì ìåõàíèêè è ôèçèêè è âûçûâàþò èíòåðåñ
êàê ó ìàòåìàòèêîâ, òàê è ó ñïåöèàëèñòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèêëàäíûõ
îáëàñòÿõ [4]-[8]. Âàæíûìè âîïðîñàìè ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ òàêèõ çàäà÷ è èññëåäîâàíèå àñèìïòîòèê èõ
ðåøåíèÿ è åãî õàðàêòåðèñòèê ïðè ñóæåíèè øèðèíû ùåëè.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü 𝑔𝜀, ðàñïîëîæåííàÿ íà êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦 è èìåþùàÿ óçêóþ ùåëü øèðèíû 2𝜀 ñ ïàðàëëåëüíûìè
ñòîðîíàìè è äíîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. ×òîáû îïðåäåëèòü åå, ââåäåì:

1) ïîëóáåñêîíå÷íóþ îáëàñòü 𝐺𝜀 ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç ëó÷åé 𝛾±𝜀 :=
{𝑧 : 𝑥 ∈ [−∞, 0], 𝑦 = ±𝜀} è íåïåðåñåêàþùåéñÿ ñ íèìè æîðäàíîâîé
äóãè 𝜎𝜀 ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè ± 𝑖𝜀, èãðàþùåé ðîëü äíà ùåëè, ïðè÷åì
𝐺𝜀 = {𝑧 : 𝜀𝑧 ∈ 𝐺1}, è

2) æîðäàíîâó îáëàñòü 𝐺, ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò 𝑧 = 0, ãðàíèöà
êîòîðîé 𝜕𝐺 (ñïðÿìëÿåìàÿ êóñî÷íî�ãëàäêàÿ êðèâàÿ áåç òî÷åê çàîñò-
ðåíèÿ) ïåðåñåêàåòñÿ ñ 𝜕𝐺𝜀 òîëüêî â òî÷êàõ 𝐴 è 𝐷, ðàñïîëîæåííûõ
ñîîòâåòñòâåííî íà ëó÷àõ 𝛾+𝜀 è 𝛾−𝜀 .

Òîãäà îáëàñòü 𝑔𝜀 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå 𝐺 ∩ 𝐺𝜀. Åå ãðàíèöà 𝜕𝑔𝜀
ñîñòîèò èç äâóõ çâåíüåâ, ñîåäèíÿþùèõñÿ â òî÷êàõ 𝐴 è 𝐷: ïåðâûì çâåíîì
ÿâëÿåòñÿ êîíòóð ùåëè 𝛾𝜀 ⊂ 𝜕𝐺𝜀, ñîäåðæàùèéñÿ â𝐺, à âòîðûì çâåíîì � äóãà
Γ ⊂ 𝜕𝐺. Çàìåíèì, ÷òî îáëàñòü 𝐺𝜀 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì îáëàñòè 𝑔𝜀 ÷åðåç
äóãó Γ. Ïðè 𝜀 → 0 ïåðâàÿ èç ýòèõ îáëàñòåé ïðåâðàùàåòñÿ â 𝐺0 = C ∖ {𝑥 ∈
[−∞, 0], 𝑦 = 0}, à âòîðàÿ � â 𝑔0 = 𝐺 ∖ {𝑥 ∈ [−∞, 0], 𝑦 = 0}. Áåñêîíå÷íî
óäàëåííóþ òî÷êó ãðàíèöû 𝜕𝐺𝜀 îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑀 .

Ïóñòü â îáëàñòè 𝑔𝜀 çàäàíà çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∆𝑈𝜀(𝑧) = 𝒫(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑔𝜀; 𝑈𝜀(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝛾𝜀; 𝑈𝜀(𝑧) = ℎ(𝑧), 𝑧 ∈ Γ, (1)

ãäå 𝒫(𝑧) � ïîëèíîì îò 𝑥 è 𝑦 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, à ôóíêöèÿ
ℎ ∈ 𝐿2(Γ). Åå ðåøåíèå 𝑈𝜀 ∈ 𝐶2(𝑔𝜀) ∩ 𝐶(𝑔𝜀 ∪ 𝛾𝜀) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó
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óñëîâèþ íà Γ â ñìûñëå 𝐿2 [9]. Ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íî â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå Õàðäè [9]. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè
îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ïîëèíîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ðàâåí
êîíñòàíòå, 𝒫(𝑧) = −𝑎; ñëó÷àé îáùåãî ïîëèíîìà èçó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) çàïèøåì åãî â âèäå ñóììû 𝑈𝜀(𝑧) =
𝑄𝜀(𝑧) + Ψ𝜀(𝑧) ðåøåíèÿ 𝑄𝜀 ∈ 𝐶2(𝐺𝜀)∩𝐶(𝐺𝜀 ∩𝑀) óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â 𝐺𝜀,

∆𝑄𝜀 = −𝑎 in𝐺𝜀; 𝑄𝜀 = 0 on 𝜕𝐺𝜀∖𝑀 ; 𝑄𝜀(𝑧) = 0.5 𝑎(𝜀2−𝑦2)+𝑜(1), 𝑧 →𝑀, (2)

è ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â 𝑔𝜀,

∆Ψ𝜀(𝑧) = −𝑎, 𝑧 ∈ 𝑔𝜀; Ψ𝜀(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝛾𝜀; Ψ𝜀(𝑧) = ℎ(𝑧)−𝑄𝜀(𝑧), 𝑧 ∈ Γ. (3)

Ðåøåíèå çàäà÷ (2) è (3) ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíôîðìíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ 𝜁 = ℱ𝜀(𝑧) îáëàñòè 𝐺𝜀 íà H := {𝑦 > 0}, ïîä÷èíåííîãî íîðìèðîâêå
ℱ𝜀(𝑁𝜀) = 0, ℱ𝜀(𝑀) = ∞, ℱ𝜀(𝑧) ∼ 𝑖

√
𝑧, ãäå 𝑁𝜀 = 𝜀𝑁1 �òî÷êà íà äíå ùåëè 𝜎𝜀.

Äëÿ ðÿäà ôîðì äíà 𝜎𝜀 (â òîì ÷èñëå â âèäå äóãè îêðóæíîñòè èëè îòðåçêà
ïðÿìîé) îòîáðàæåíèå ℱ𝜀 áûëî ïîëó÷åíî â ÿâíîì âèäå, ëèáî âíà÷àëå áûëî
íàéäåíî îáðàòíîå ê íåìó ℱ−1

𝜀 (íàïðèìåð, äëÿ äíà â âèäå äóãè îêðóæíîñòè
� ÷åðåç ãèïåðãåîìóòðè÷åñêèå ôóíêöèè, à äëÿ äíà â âèäå ëîìàíîé � ÷åðåç
èíòåãðàë Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà), à çàòåì îíî áûëî îáðàùåíî.

Äëÿ îáùåé ôîðìû äíà èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå. Ïóñòü
Φ𝜀(𝑧) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè C ∖ (𝛾+𝜀 ∪ 𝛾−𝜀 ) íà H, îòâå÷àþùåå
óñëîâèÿì íîðìèðîâêè, àíàëîãè÷íûì ïðèâåäåííûì äëÿ ℱ𝜀; îíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ôóíêöèþ Ëàìáåðòà. Òîãäà äëÿ ℱ𝜀 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ℱ𝜀(𝑧) = Φ𝜀(𝑧) +
∑︁∞

𝑘=0
𝐵𝑘𝐿

𝑘+1
𝜀

[︀
Φ𝜀(𝑧)

]︀−𝑘
, (4)

ñõîäÿùååñÿ â 𝐺𝜀, çà èñêëþ÷åíèåì ìàëîé îêðåñòíîñòè äíà 𝜎𝜀. Äëÿ íåêîòî-
ðûõ (â òîì ÷èñëå óïîìÿíóòûõ âûøå) ôîðì äíà ïîëó÷åíû ðàçëîæåíèÿ â
îêðåñòíîñòè äíà, îáëàñòè ñõîäèìîñòè êîòîðûõ â ñîâîêóïíîñòè ñ (4) ïîêðû-
âàþò âñþ 𝐺𝜀. Â (4) êîýôôèöèåíòû 𝐵𝑘 îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ôîðìîé äíà è
íå çàâèñÿò îò 𝜀, à Φ𝜀(𝑧) =

√
𝜀Φ1(𝜀−1𝑧), 𝐿𝜀 = 𝐿1𝜀

1/2, ãäå 𝐿1 = max |Φ1(𝜎1)|.
Ðåøåíèå çàäà÷è (2) ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ ïîìîùüþ ïîäñòà-

íîâêè 𝑄𝜀(𝑧) = 0.5 𝑎
[︀
𝜀2 − 𝑦2 + 𝜃𝜀(𝑧)

]︀
(â ñëó÷àå ïîëèíîìà 𝒫(𝑧) îáùåãî âèäà â

óðàâíåíèè (1) � áîëåå ñëîæíîé ïîäñòàíîâêè) çàäà÷à (3) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝜃𝜀(𝑧) â îáëàñòè 𝐺𝜀
ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì Äèðèõëå íà âñåé 𝜕𝐺𝜀, çà èñêëþ÷åíèåì äíà 𝜎𝜀, íà êî-
òîðîì ãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà 𝑦2 − 𝜀2. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ℱ𝜀.

Ïîñëå ýòîãî ðåøåíèå çàäà÷è (3) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà [9], îïèðà-
þùåãîñÿ íà ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñèñòåìà ôóíêöèé {Ω𝑛(𝑧)}, 𝑛 ∈ N:

1) ∆Ω𝑛(𝜀, 𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝐺𝜀;

2) Ω𝑛(𝜀, 𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝜕𝐺𝜀;

3) ñèñòåìà {Ω𝑛(𝑧)}, 𝑛 ∈ N, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé è ìèíèìàëüíîé â 𝐿2(Γ).
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå Ψ𝐾
𝜀 (𝑧) çàäà÷è (3) ñòðîèòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèè ïåðâûõ 𝐾 ôóíêöèé Ω𝑛(𝜀, 𝑧), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé íàõîäÿòñÿ èç
óñëîâèÿ ||Ψ𝐾

𝜀 (𝑧) − ℎ(𝑧);𝐿2(Γ)|| = min. Äîêàçàíî, ÷òî Ψ𝐾
𝜀 (𝑧) → Ψ(𝜀, 𝑧) ïðè

𝐾 → ∞ íà ëþáîì êîìïàêòå âíóòðè 𝐺𝜀 âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè,
ïðè÷åì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ìîäíî äèôôåðåíöèðîâàòü è â òî÷êàõ äó-
ãè 𝛾𝜀 ñîîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè. Ýòî ïîçâîëèëî äàòü âûñêîýôôåêòèâíûé
âû÷èñëèòåëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ, ðàâ-
íîìåðíàÿ âíóòðè 𝑔0, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè ñóæåíèè ùåëè:

𝑈𝜀(𝑧) = 𝑈0(𝑧) − (2𝜋)−1𝐴1(0) Ξ1(𝑧) 𝜀 ln 𝜀+ 𝑜 (𝜀), 𝜀 → 0;

çäåñü 𝐴1(0) � êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íà êîíöå ðàçðåçà äëÿ ðåøåíèÿ
𝑈0, à ôóíêöèÿ Ξ1(𝑧) = Im𝒱(𝑧), ãäå 𝒱 � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè
𝑔0 íà H, óäîâëåòâîðÿþøåãî óñëîâèþ 𝒱(𝑧) ∼ 𝑖 𝑧1/2, 𝑧 → 0. Ïîëó÷åíà òàêæå
àñèìïòîòèêà ãðàäèåíòà â òî÷êå 𝑁𝜀 äíà ùåëè

grad𝑈𝜀(𝑁𝜀) = 𝑖 𝐴1 (0)ℱ ′
1 (𝑁1) 𝜀−1/2 +𝑂(1), 𝜀→ 0,

ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ℱ ′

1 (𝑁1) ñóùåñòâóåò. Êðîìå òîãî, äëÿ äíà â âèäå îò-
ðåçêà, îáðàçóþùåãî ñî ñòîðîíîé øåëè óãîë 𝜋𝛼, óñòàíîâëåí âèä àñèìïòîòèêè
äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè â ýòîì óãëå; ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè
èìååò ïîðÿäîê 1/2 − 1/𝛼.

Íåêîòîðûå ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ðàíåå ïîëó÷åíû â [10].
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ПРОБЛЕМА НОРМАЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ МАЯТНИКА С
ТРЕНИЕМ В ШАРНИРЕ И ПОЛОСТЬЮ, ЧАСТИЧНО

ЗАПОЛНЕННОЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТЬЮ
В.И. Войтицкий, Н.Д. Копачевский

victor.voytitsky@gmail.com, kopachevsky@list.ru

УДК 517.98, 517.955

Изучаются спектральные свойства линейной начально-краевая зада-
чи о малых движениях маятника с полостью, частично заполненной
идеальной жидкостью, при учёте сил трения в сферическом шарнире.
Доказана дискретность спектра, степенная асимптотика собственных
значений и их локализация в полосе, примыкающей к мнимой оси,
базисность по Абелю-Лидскому системы корневых элементов.

Ключевые слова: задача Коши, гильбертово пространство, линейный
оператор, дискретный спектр, асимптотика собственных значений

Normal motions problem of a pendulum with friction in the
hinge and cavity partially filled with an ideal liquid

We study spectral properties of the linear initial-boundary value problem
on small motions of a pendulum with cavity partially filled with an ideal
liquid, taking into account friction force in the spherical hinge. We prove
discreetness of the spectrum, power asymptotics of the eigenvalues and
its localization in the strip, Abel-Lidskii basis property of the system of
root elements.

Keywords: Cauchy problem, Hilbert space, linear operator, discrete spec-
trum, eigenvalue asymptotics.

Ðàññìîòðèì íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè ãèäðîìåõàíè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó 𝐺 ⊂ R3, ñîñòîÿùóþ èç òâåðäîãî òåëà (ìàÿòíèêà) Ω0 ñ ïëîòíîñòüþ 𝜌0,
çàêðåïë¼ííîãî â íåïîäâèæíîé òî÷êå ñ ïîìîùüþ ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà, è
îäíîðîäíîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè Ω ñ ïëîòíîñòüþ 𝜌, ÷àñòè÷íî
çàïîëíÿþùåé ïîëîñòü â ìàÿòíèêå. Ñ÷èòàåì, ÷òî ãðàíèöà 𝜕Ω â ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîÿíèè ñîñòîèò èç òâåðäîé ñòåíêè 𝑆 è ïëîñêîé ñâîáîäíîé ãðàíèöû
Γ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó ïîäâåñà 𝑂1 è öåíòð ìàññ
ìàÿòíèêà.
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Â ïîäâèæíîé ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò 𝑂1𝑥
1
1𝑥

1
2𝑥

1
3, æåñòêî ñâÿçàí-

íûõ ñ ìàÿòíèêîì (c îðòàìè {�⃗� 𝑘1 }3𝑘=1) ïîñëå ëèíåàðèçàöèè âîçíèêàåò ñëåäó-
þùàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à:∫︁

𝐺

�⃗� ×
(︂
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
× �⃗�

)︂
𝑑𝑚+ 𝜌1

∫︁
Ω1

�⃗� × 𝜕�⃗�

𝜕𝑡
𝑑Ω1 + 𝛼�⃗�+

+ 𝑔𝑚𝑙𝑃2�⃗� − 𝑔𝜌1

∫︁
Γ

(�⃗� 3
1 × �⃗�)𝜁 𝑑Γ = �⃗�(𝑡),

𝜕�⃗�

𝜕𝑡
+
𝑑�⃗�

𝑑𝑡
× �⃗� + 𝜌−1

1 ∇𝑝 = 𝑓, div �⃗� = 0 (â Ω1),

�⃗� · �⃗� = 0 (íà 𝑆),
𝑑

𝑑𝑡
𝑃2�⃗� = 𝑃2�⃗�,

𝑑

𝑑𝑡
�⃗� 3 = �⃗� 3,

𝜕𝜁

𝜕𝑡
= 𝜌1𝑔(𝜁 + 𝜃(𝑃2�⃗� × �⃗�) · �⃗� 3

1 ) (íà Γ),

∫︁
Γ

𝜁 𝑑Γ = 0,

�⃗�(0, 𝑥) = �⃗� 0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω1, 𝜁(0, 𝑥) = 𝜁0(𝑥), 𝑥 ∈ Γ,

�⃗�(0) = �⃗� 0, �⃗�(0) = �⃗� 0.

Çäåñü �⃗�(𝑡) � óãëîâîå ïåðåìåùåíèå ìàÿòíèêà, �⃗�(𝑡) = 𝑑�⃗�/𝑑𝑡 � óãëîâàÿ ñêî-
ðîñòü ìàÿòíèêà, �⃗�(𝑡, 𝑥) � ïîëå îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé æèäêîñòè, 𝑝(𝑡, 𝑥)
� îòêëîíåíèå ïîëÿ äàâëåíèé îò ðàâíîâåñíîãî, 𝛼 > 0 � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
â øàðíèðå, 𝑚 > 0 � ìàññà ìàÿòíèêà ñ æèäêîñòüþ, 𝑙 � ðàññòîÿíèå îò 𝑂1 äî
öåíòðà òÿæåñòè ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, 𝑃2�⃗� � ïðîåêöèÿ 𝛿 íà ïëîñ-
êîñòü Γ, 𝑃 3�⃗� = 𝐼 −𝑃2�⃗�, 𝜁(𝑡, 𝑥) � ìàëàÿ ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ îòêëîíåíèÿ
ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ âäîëü íîðìàëè
�⃗� ê Γ, �⃗�(𝑡) � ìîìåíò ìàëîãî ïîëÿ âíåøíèõ ñèë 𝑓 , íàëîæåííûõ íà ãðàâèòà-
öèîííîå ïîëå �⃗� = −𝑔�⃗� 3, 𝜃 : 𝐿2(Γ) → 𝐿2,Γ îðòîïðîåêòîð íà ïîäïðîñòðàíñòâî
𝐿2,Γ ôóíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ êîíñòàíòàì íà Γ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà òðåíèå â øàðíèðå íå ó÷èòûâàåòñÿ (ñëó-
÷àé 𝛼 = 0), çàäà÷à èçó÷àëàñü ðàíåå (ñì., íàïðèìåð, [1-3]). Â ÷àñòíîñòè,
äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà êîíå÷íîì
îòðåçêå âðåìåíè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé
äëÿ ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ:

∆1 := 𝑚𝑙 − 𝜌𝛼11 > 0, ∆2 := (𝑚𝑙 − 𝜌𝛼11)(𝑚𝑙 − 𝜌𝛼22) − 2𝜌𝛼2
12 > 0, (1)

ãäå 𝛼𝑗𝑘 :=
∫︀
Γ
(𝜃𝑥𝑗1)𝑥𝑘1 𝑑Γ = 𝛼𝑘𝑗 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (äëÿ

ðåøåíèé, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè ïî çàêîíó 𝑒−𝜆𝑡) èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð,
ñîñòîÿùèé èç áåñêîíå÷íîêðàòíîãî íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è äâóõ
âåòâåé ìíèìûõ âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé ±𝑖∞ è àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì

𝜆±𝑘 = ±𝑖
(︂
|Γ|
4𝜋

)︂−1/4

𝑘1/4[1 + 𝑜(1)], 𝑘 → ∞. (2)

Ïðè ýòîì ïîëîâèíà ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå ̃︀𝐻1 := �⃗�ℎ,𝑆(Ω1) ⊕ C3, ãäå �⃗�ℎ,𝑆(Ω1) := {�⃗� = ∇Φ ∈ �⃗�2(Ω1) :
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∆Φ = 0 (â Ω1),
𝜕Φ

𝜕𝑛
= 0 (íà 𝑆)}. Ïðè íåâûïîëíåíèè óñëîâèé (1) çàäà÷à

ìîæåò èìåòü íå áîëåå äâóõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ñèñòåìà
êîðíåâûõ ýëåìåíòîâ îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â ̃︀𝐻1.

Ïðè ó÷¼òå ñèë òðåíèÿ (ò.å. äëÿ 𝛼 > 0) è âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (1)
ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà â ̃︀𝐻1:

( ̃︀𝐶2 − 𝜆𝛼𝑃 + 𝜆2 ̃︀𝐶1)̃︀𝑧1 = 0, ̃︀𝑧1 = (∇Φ; �⃗�)𝜏 ∈ ̃︀𝐻1, (3)

ãäå 𝑃 := diag (0; 𝐼3), ̃︀𝐶1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è îãðàíè÷åí, à ̃︀𝐶2 ïî-
ëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è íåîãðàíè÷åí â ̃︀𝐻1. Ýòà çàäà÷à èìååò äèñêðåòíûé
íåíóëåâîé ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç äâóõ âåòâåé êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé â ïîëîñå 0 6 Re𝜆 6 const ñ ñîõðàíåíèåì àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ïîâåäåíèÿ (2).

Çàäà÷à (3) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ïîèñêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòî-
ðà 𝐴+𝐵, ãäå íåîãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð 𝐴 èìååò äèñêðåò-
íûé ñïåêòð ñ îöåíêîé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé |𝜆𝑘| 6 ̃︀𝑐𝑘1/4, à 𝐵 îãðàíè÷åí.
Îòñþäà íà îñíîâàíèè òåîðåì À.Ñ. Ìàðêóñà è Â.Ý. Êàöíåëüñîíà (ñì. [4], [5])
êîðíåâûå ýëåìåíòû îïåðàòîðà 𝐴 + 𝐵 îáðàçóþò áàçèñ Àáåëÿ-Ëèäñêîãî ñî
ñêîáêàìè ïîðÿäêà 𝛼 > 3 â ïðîñòðàíñòâå ̃︀𝐻2

1 .
Îæèäàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûå ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà âûïîëíåíû äëÿ

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, ïîðîæä¼ííûõ ïðîáëåìàìè ìàëûõ äâèæåíèé ñè-
ñòåì ñî÷ëåí¼ííûõ ìàÿòíèêîâ ñ ïîëîñòÿìè, ÷àñòè÷íî ëèáî öåëèêîì çàïîë-
íåííûõ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè èäåàëüíûìè æèäêîñòÿìè ñ ó÷¼òîì òðåíèÿ â
øàðíèðàõ â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ
(𝐶2 ≫ 0). Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ëþáàÿ òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà
ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ñóììå ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ
𝐻1 ⊕𝐻2 ⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶1
𝑑𝑧1
𝑑𝑡

+𝐴1𝑧1 + 𝑔𝐵12𝑧2 = 𝑓(𝑡);

𝑔𝐶2
𝑑𝑧2
𝑑𝑡

+ 𝑔𝐵21𝑧1 = 0, 𝑧1(0) = 𝑧01 , 𝑧2(0) = 𝑧02 ,
(4)

ãäå 0 ≪ 𝐶1 ∈ ℒ(𝐻1) � îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, 𝐶2 ∈ ℒ(𝐻2) � îïå-
ðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, 0 6 𝐴1 � îïåðàòîð äèññèïàöèè ýíåðãèè, à
𝐵12 è 𝐵21 = −𝐵*

12 íåîãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû, ñâÿçàííûå ñ îáìåíîì ìåæ-
äó êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèÿìè ñèñòåìû. Â ïîäãîòîâëåííîé
ê ïóáëèêàöèè ðàáîòå [6] äîêàçàíà òåîðåìà î ñèëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà-
÷è (4), èçó÷åíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, êîãäà âñå
æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ èäåàëüíûìè è òðåíèå â øàðíèðå íå ó÷èòûâàåòñÿ, â-
÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû íîâûå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé.
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УПРАВЛЕНИЕ ПЕРЕХОДНЫМИ ПРОЦЕССАМИ В ОДНОЙ
МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ДИНАМИКИ РЕАКТОРА

Н.П. Волков
npvolkov@yandex.ru

УДК 517.518

Рассматриваются некоторые задачи управления переходными процес-
сами в ядерных реакторах. Исследуется математическая модель ди-
намики реактора без обратной тепловой связи. Эта модель описыва-
ется системой интегро-дифференциальных уравнений, состоящей из
нестационарного анизотропного многоскоростного уравнения перено-
са и уравнения баланса запаздывающих нейтронов. Доказана управ-
ляемость поставленных задач.

Ключевые слова: Управление, переходные процессы в ядерных реак-
торах

The Control of Transient Processes in one Model Problem of
Reactor Dynamics

On some problems controls of the transient processes in nuclear reac-
tors is considered. The mathematical model of reactor dynamics without
thermal feedback is investigated. This model is described by a system
of integro-differential equations consisting of a nonstationary anisotropic
multispeed transport equation and a delayed neutron balance equation.
The controllability of these problems is proved.

Keywords: Control, transient processes in nuclear reactors
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ðåàêòîðà áåç ó÷å-
òà îáðàòíîé òåìïåðàòóðíîé ñâÿçè (ñì.[1]), êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
íåñòàöèîíàðíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

1) íåñòàöèîíàðíûì àíèçîòðîïíûì ìíîãîñêîðîñòíûì êèíåòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì ïåðåíîñà

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(x,v, 𝑡) + (v,∇𝑥)𝑢(x,v, 𝑡) + Σ(x,v, 𝑡)𝑢(x,v, 𝑡) =

=

∫︁
𝑉

𝐽(x,v,v′, 𝑡)𝑢(x,v′, 𝑡)𝑑v′ +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑧𝑘𝑅𝑘(x,v, 𝑡) + 𝐹 (x,v, 𝑡),

2) óðàâíåíèåì áàëàíñà çàïàçäûâàþùèõ íåéòðîíîâ

𝜕𝑅𝑘
𝜕𝑡

(x,v, 𝑡) = −𝑧𝑘𝑅𝑘(x,v, 𝑡) +

∫︁
𝑉

𝐽𝑘(x,v,v′, 𝑡)𝑢(x,v′, 𝑡)𝑑v′,∀𝑘 = 1, 𝑁,

(x,v, 𝑡) ∈ 𝐷 = 𝐺× 𝑉 × (0, 𝑇 ).

Â ýòîé ìîäåëè ôóíêöèÿ 𝑢(x,v, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íåéòðîíîâ, ïðîëåòàþùèõ ÷åðåç òî÷êó x ∈ 𝐺 ñî ñêîðîñòüþ v ∈ 𝑉
â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Ôóíêöèè Σ(x,v, 𝑡), 𝐽(x,v,v′, 𝑡), 𝐹 (x,v, 𝑡) õà-
ðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà ñðåäû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðîöåññ ìàññîïåðåíîñà.
Êîíêðåòíî, Σ(x,v, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ, 𝐽(x,v,v′, 𝑡) �
èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ, à 𝐹 (x,v, 𝑡) � ïëîòíîñòüþ âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ
íåéòðîíîâ. Çäåñü 𝐺 åñòü îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò,
êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñòðîãî âûïóêëîé îáëàñòüþ ñ ãðàíè-
öåé 𝜕𝐺 êëàññà 𝐶1; 𝑉 � äèàïàçîí èçìåíåíèé ñêîðîñòåé v ÷àñòèö, ÿâëÿþùèé-
ñÿ îãðàíè÷åííûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèìñÿ â ñôåðè÷åñêîì
ñëîå {0 < 𝑣0 6 |v| 6 𝑣1 < ∞} . ßäðà 𝐽𝑘(x,v,v′, 𝑡) èíòåãðàëîâ ðàññåÿíèÿ
õàðàêòåðèçóþò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âòîðè÷íûõ íåéòðîíîâ, à ôóíêöèè
𝑅𝑘(x,v, 𝑡) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íîñèòåëåé çàïàçäûâàþùèõ íåéòðîíîâ
k -îé ãðóïïû ∀𝑘 = 1, 𝑁 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ïðè îòñóò-
ñòâèè âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ ÷àñòèö; ò.å., íàïðèìåð, âíåøíåå èçëó÷åíèå íå
ïðîõîäèò ÷åðåç ñòåíêè ðåàêòîðà. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ìàòåìàòè÷åñêè âûðà-
æàåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

𝑢(x,v, 𝑡) = 0, (x,v, 𝑡) ∈ 𝛾− × [0, 𝑇 ],

ãäå 𝛾− = {(x,v) ∈ 𝜕𝐺× 𝑉 : (v, 𝑛𝑥 < 0)}, and 𝑛𝑥 - âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðà-
íèöå 𝜕𝐺 îáëàñòè 𝐺 â òî÷êå x. Çàäàäèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé
𝑢(x,v, 𝑡) è 𝑅𝑘(x,v, 𝑡):

𝑢(x,v, 0) = 𝜙(x,v), (x,v, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑉, (1)

𝑅𝑘(x,v, 0) = 𝑅𝑘0(x,v), ∀𝑘 = 1, 𝑁, (x,v, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑉.

Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåîáõîäèìî çàäàòü ôèíàëüíîå óñëî-
âèå:

𝑢(x,v, 𝑡1) = 𝜓(x,v), (x,v, 𝑡) ∈ 𝐺× 𝑉, (2)
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Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïåðåõîäíûì ïðîöåññîì äëÿ ñèñòåìû äèíàìèêè ðåàê-
òîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè íåêîòîðûå óïðàâëÿþùèå âîçäåé-
ñòâèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ýòîò ðåàêòîð ìîæåò áûòü ïåðåâåäåí çà êîíå÷íîå
âðåìÿ {𝑡1} ∈ (0, 𝑇 ) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ 𝜙(x,v) â ôèíàëüíîå ñîñòîÿíèå
𝜓(x,v).

Задача управления 1. Найти достаточные условия на исходные дан-
ные, при которых исследуемый реактор из начального состояния (1) мо-
жет быть переведен за время {𝑡1} ∈ (0, 𝑇 ) в целевое состояние (2),
будучи управляемым стационарной частью 𝑓(x,v) функции источников
𝐹 (x,v, 𝑡) = 𝑓(x,v)𝑔1(x,v, 𝑡), где 𝑓(x,v) есть допустимое управляющее воз-
действие (распределенное стационарное управление), а 𝑔1(x,v, 𝑡) - априори
заданная функция (функция коррекции).

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ 1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêà ðàñïðå-
äåëåííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé 𝑓(x,v) è â ñâîåé ïîñòàíîâêå èäåíòè÷íà
îáðàòíîé çàäà÷å â ðàáîòå àâòîðà [2].

Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ 1, ò.å. òåî-
ðåìà îá óïðàâëÿåìîñòè ïåðåõîäíûìè ïðîöåññàìè â èññëåäóåìîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ðåàêòîðà. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèí-
ñòâåííîñòè èñêîìîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàí-
íîé òåîðåìû èñïîëüçîâàí ìåòîä èäåíòè÷íûé ìåòîäó, ïðèìåíåííîìó â ðàáîòå
àâòîðà [3].

Èññëåäîâàíà òàêæå ñëåäóþùàÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ:
Задача управления 2. Найти достаточные условия на исходные дан-

ные, при которых исследуемый реактор из начального состояния (1) мо-
жет быть переведен за время {𝑡1} ∈ (0, 𝑇 ) в целевое состояние (2), бу-
дучи управляемым стационарной частью 𝜎(x,v) коэффициента поглоще-
ния Σ(x,v, 𝑡) = 𝜎(x,v)𝑔2(x,v, 𝑡), где 𝜎(x,v) есть допустимое управляющее
воздействие (распределенное стационарное управление), а 𝑔2(x,v, 𝑡) - апри-
ори заданная функция (функция коррекции поглощения).

Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîèñêà ðàñ-
ïðåäåëåííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé 𝜎(x,v).

Äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ 2.
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Найдены собственные значения и собственные функции задач Штур-
ма – Лиувилля со знакопеременной весовой функцией с разными ком-
бинациями краевых или нелокальных условий. Построены соответ-
ствующие системы собственных функций и исследованы на полноту
и базисность.
Ключевые слова: обыкновенный дифференциальный оператор, спек-
тральная задача, собственные значения и собственные функции

Spectral problems with non-local conditions with an
alternating weight

The eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm-Liouville problems with
an alternating weight function with different combinations of boundary or
non-local conditions are found. The corresponding systems of eigenfunc-
tions are constructed and investigated for completeness and basicity.

Keywords: ordinary differential operator, spectral problem, eigenvalues
and eigenfunctions

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

𝐿𝑋(𝑥) = 𝑋 ′′(𝑥) + 𝜆 · sign𝑥 ·𝑋(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 0) ∪ (0, ℎ), 𝑙, ℎ > 0, (1)

ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ 𝑋(0− 0) = 𝑋(0 + 0), 𝑋 ′(0− 0) = 𝑋 ′(0 + 0) è îäíîé
èç ñëåäóþùèõ ïàð êðàåâûõ èëè íåëîêàëüíûõ óñëîâèé

𝑋(−𝑙) = 𝑋(ℎ), 𝑋 ′(ℎ) = 0, (2)

𝑋 ′(−𝑙) = 𝑋 ′(ℎ), 𝑋(ℎ) = 0 èëè 𝑋(−𝑙) = 𝑋(ℎ), 𝑋 ′(−𝑙) = 𝑋 ′(ℎ).
Äëÿ êàæäîé èç òðåõ çàäà÷ íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê êîðíè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (íàïðèìåð, ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ çàäà÷è (1)�(2) åñòü êîðíè óðàâíåíèÿ cos(𝜇ℎ) ch(𝜇𝑙)− sin(𝜇ℎ) sh(𝜇𝑙) = 1).
Ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ êîðíåé ýòèõ óðàâíåíèé, íàéäåíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé è àíàëîãè÷íî [1] èññëåäî-
âàíû èõ ñâîéñòâà.
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Ю.В. Гласко
glaskoyv@mail.ru

УДК 517.946

Рассмотрена краевая задача относительно уравнения Пуассона. На ее
основе сформулирована задача касательно распределения на границе.
Рассмотрен геометрический метод решения указанной задачи. Метод
применен к краевой задаче относительно параболического уравнения.

Ключевые слова: Уравнение Пуассона, balayage-метод Пуанкаре

Geometrical method for solution some boundary problems

We consider boundary problem for Poisson equation. Problem for bound-
ary distribution is formulated on base of the Poison boundary problem.
Geometrical solution method for the boundary distribution problem is
considered. The method is used for boundary problem for parabolic equa-
tion.

Keywords: Poisson equation, Poincare balayage method

Â äàííîì ñîîáùåíèè ìû ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ñ èñòî÷íè-
êîì 𝑓(𝑋), 𝑋 ∈ Ω ⊂ 𝑉 , 𝑋 ≡ {𝑥, 𝑦, 𝑧}, 𝜕𝑉 ≡ Γ â ðàìêàõ ñëåäóþùåé êðàåâîé
çàäà÷è:

𝐷∆𝑢(𝑋) = −𝑓(𝑋), 𝑋 ∈ Ω, (1)

𝐷∆𝑢(𝑋) = 0, 𝑋 ∈ 𝑉 ∖ Ω, (2)

𝜕𝑢(𝑋)

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, (3)

𝑢(𝑋) = 𝑢0(𝑋) = 𝑐𝑓(𝑋), 𝑋 ∈ Ω (4)

Çäåñü 𝐷 è 𝑐 îáåñïå÷èâàþò ñîâïàäåíèå ðàçìåðíîñòåé. Íàì ñëåäóåò îïðåäå-
ëèòü:

𝑢(𝑋)|Γ = 𝑢Γ(𝑋) (5)

Ïåðâûì îáùåïðèçíàííûì äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îòíîñèòåëüíî ïîòåíöèàëà ÿâèëñÿ balayage-
ìåòîä À. Ïóàíêàðå. Ìû èñïîëüçóåì åãî äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé 3D çàäà÷è
(1-5). Ñóòü åãî â çàïîëíåíèè îáëàñòè 𝑉 ñèñòåìîé øàðîâ {Σ𝑖}, 𝑖 = 1, ...,𝑀
è ïåðåðàñïðåäåëåíèè 𝑢(𝑋) èç øàðîâ íà èõ ãðàíèöû äî òåõ ïîð ïîêà âñå
𝑢(𝑋) îêàæóòñÿ íà Γ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåäèíåíèå ÷àñòåé ïîâåðõíî-
ñòåé îáðàùåííûõ ê Γ ãðàíè÷íûõ øàðîâ èç ñèñòåìû {Σ𝑖} äîñòàòî÷íî òî÷íî
àïïðîêñèìèðóåò Γ. Êàæäûå 2 èç ïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ Σ𝑖, Σ𝑗 ÿâëÿþòñÿ
âàðèàíòîì ñîñòàâíîé îáëàñòè ðàññìàòðèâàåìîé â àëüòåðíèðóþùåì ìåòîäå
Øâàðöà. Ïðè ýòîì â êàæäîå Σ𝑖

⋂︀
Σ𝑗 ìîæíî ïîìåñòèòü ëóíî÷êó- òî åñòü

âûïîëíåí êðèòåðèé Øâàðöà. Â òî æå âðåìÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ (3-4)
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ïî îòíîøåíèþ ê ïîñòàíîâêå À. Ïóàíêàðå , èìåþò öåëüþ îáåñïå÷èòü åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì, â êà÷åñòâå 𝑉 ìû âûáèðàåì êóá. Â íàøåì
ñëó÷àå ìû èìååì ëèíåéíûé îïåðàòîð çàäà÷è. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò
îáåñïå÷èòü åãî êîìïàêòíîñòü. Òàê æå ñëåäóåò èìåòü çíà÷èòåëüíóþ àïðèîð-
íóþ èíôîðìàöèþ î èñòî÷íèêå è ðàñïðåäåëåíèè íà ãðàíèöå (â ñîîòâåòñòâèè
ñ ìåòîäîì ðàñøèðÿþùèõñÿ êîìïàêòîâ). Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω âûáèðàåì
âûïóêëóþ îáëàñòü áåç äûðîê. Ìîæíî âûáðàòü è íåñêîëüêî òàêèõ îáëàñòåé
íî îíè íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ èëè ãðàíè÷èòü äðóã ñ äðóãîì. Êðîìå òî-
ãî, ïðîñòðàíñòâà äîëæíû áûòü íîðìèðîâàííûìè. Âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ.

×èñëåííî çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà ñåòêå ñ øàãîì ℎ íà îñíîâå èòåðàöèîí-
íîãî öèêëà ïî âñåé îáëàñòè 𝑉 ℎ. 𝑉 ℎ çàïîëíåíà àïïðîêñèìàöèÿìè ñèñòå-
ìû øàðîâ {Σ𝑖}, 𝑖 = 1, ...,𝑀 , êîòîðûå äàþòñÿ ñåìèòî÷å÷íûìè ñõåìàìè òèïà
"êðåñò" {Σℎ𝑖 }, 𝑖 = 1, ...,𝑀 .

Çàäà÷à (5) ðàññìîòðåíà è íà îñíîâå êðàåâîé ïðîáëåììû äëÿ ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ óêàçàííûé âûøå ìåòîä.
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Исследованы постановки нелинейных задач для параболического
уравнения с неизвестным коэффициентом при производной по вре-
мени. Одна из них представляет собой систему, состоящую из кра-
евой задачи с граничными условиями первого рода и из уравнения,
задающего закон изменения по времени искомого коэффициента. В
других постановках аналогичная система отличается видом гранич-
ных условий. Доказана однозначная разрешимость таких нелиней-
ных систем на основе метода Ротэ и априорных оценок в сеточно-
непрерывных аналогах классов Гельдера. Исследование связано с ма-
тематическим моделированием физико-химических процессов с изме-
няющимися внутренними характеристиками материалов.

Ключевые слова: параболические уравнения, краевые задачи, классы
Гельдера, метод Ротэ, априорные оценки, однозначная разрешимость

Some new statements of nonlinear problems for a parabolic
equation

We study statements of nonlinear problems for a parabolic equation with
an unknown coefficient at the time derivative. One of the statements is a
system, which contains the boundary value problem of the first kind and
the equation for a time dependence of the sought coefficient. In the other
statements the corresponding system is distinguished by boundary condi-
tions. For these nonlinear systems, conditions of uniqueness solvability in
a class of smooth functions are proved by applying the Rothe method and
a priori estimates in the difference-continuous analogs of Hölder spaces.
The present investigation is connected with the mathematical modelling
of physical-chemical processes in which inner characteristics of materials
are subjected to changes.

Keywords: parabolic equations, boundary value problems, Hölder spaces,
Rothe method, a priori estimates, uniqueness solvability

Îäíà èç ðàññìîòðåííûõ ïîñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äëÿ
íàõîæäåíèÿ â îáëàñòè 𝑄 = {0 6 𝑥 6 𝑙, 0 6 𝑡 6 𝑇} ôóíêöèé {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡)}
èç óñëîâèé

𝑐(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝜌(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 − 𝐿𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (1)

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=0 = 𝑤(𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑥=𝑙 = 𝑣(𝑡), 0 < 𝑡 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (3)

𝜌𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝜌(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝜌0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)
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â êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð 𝐿𝑢 èìååò âèä

𝐿𝑢 ≡ (𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥)𝑥 − 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥 − 𝑑(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢,

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑓 , à òàêæå 𝑤, 𝑣, 𝜙, 𝛾 è 𝜌0 � èçâåñòíûå ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ,
𝑎 > 𝑎min > 0, 𝑐 > 𝑐min > 0, 𝜌0 > 𝜌0min > 0, 𝑎min, 𝑐min, 𝜌0min = const > 0.

Â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢), êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ çíàêîïî-
ñòîÿííîé ïðè (𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐷 = 𝑄 × [−𝑀0,𝑀0] (ãäå 𝑀0 > max(𝑥,𝑡)∈𝑄 |𝑢|, 𝑀0

� ïîñòîÿííàÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (1)�(3) ), òðåáî-
âàíèå ïàðàáîëè÷íîñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðèâîäèò ê îãðàíè÷åíèÿì íà èñêîìîå
ðåøåíèå

0 < 𝜌0min < 𝜌(𝑥, 𝑡) 6 max
06𝑥6𝑙

𝜌0(𝑥) + 𝑇 max
(𝑥,𝑡,𝑢)∈𝐷

𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) ïðè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) > 0, (5)

0 < 𝜌0min − 𝑇 max
(𝑥,𝑡,𝑢)∈𝐷

|𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢)| 6 𝜌(𝑥, 𝑡) 6 max
06𝑥6𝑙

𝜌0(𝑥) ïðè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) 6 0. (6)

Åñëè 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) 6 0 â îáëàñòè 𝐷, òî óñëîâèå (6) íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèå
íà îòðåçîê âðåìåíè [0, 𝑇 ], íà êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå ñèñòåìû (1)�(4): 0 <
𝑇 < 𝜌0min( max

(𝑥,𝑡,𝑢)∈𝐷
|𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢)|)−1.

Äðóãèå ðàññìîòðåííûå ïîñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ îò ñèñòåìû (1)�(4) âèäîì
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝑔(𝑡), 𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥|𝑥=𝑙 = 𝑞(𝑡), 0 < 𝑡 6 𝑇, (7)

𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥 − ℎ(𝑡, 𝑢)𝑢|𝑥=0 = 𝑔(𝑡), ℎ > 0, 0 < 𝑡 6 𝑇,
𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝑢𝑥 + 𝑒(𝑡, 𝑢)𝑢|𝑥=𝑙 = 𝑞(𝑡), 𝑒 > 0, 0 < 𝑡 6 𝑇.

(8)

Ýòî íîâûé âèä íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ïîñòàíîâêàìè òàêèõ çàäà÷ â [1]. Äëÿ
èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ èõ ãëàäêèõ ðåøåíèé èñïîëüçóåì ìå-
òîä ïðÿìûõ Ðîòý. Äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) àïïðîêñèìèðóþùàÿ åå íåëèíåéíàÿ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè {𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)}
� ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé 𝑢(𝑥, 𝑡) è 𝜌(𝑥, 𝑡)} â îáëàñòè 𝑄𝜏 = {0 6
𝑥 6 𝑙}×𝜔𝜏 , ãäå 𝜔𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] � ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà óçëîâ 𝑡𝑛 ñ øàãîì 𝜏 = 𝑇𝑁−1

𝑐𝑛𝜌𝑛𝑢𝑛𝑡−(𝑎𝑛𝑢𝑛𝑥)𝑥+𝑏𝑛𝑢𝑛𝑥+𝑑𝑛𝑢𝑛 = 𝑓𝑛, (𝑥, 𝑡𝑛) ∈ 𝑄𝜏 = {0 < 𝑥 < 𝑙}×𝜔𝜏 , (9)

𝑢𝑛|𝑥=0 = 𝑤𝑛, 𝑢𝑛|𝑥=𝑙 = 𝑣𝑛, 0 < 𝑡𝑛 6 𝑇, (10)

𝑢0(𝑥) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (11)

𝜌𝑛𝑡 = 𝛾𝑛−1, (𝑥, 𝑡𝑛) ∈ 𝑄𝜏 , 𝜌𝑛|𝑛=0 = 𝜌0(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (12)

ãäå 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛, 𝑑𝑛 � çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ â òî÷êå
(𝑥, 𝑡𝑛, 𝑢𝑛), 𝑓𝑛 = 𝑓(𝑥, 𝑡𝑛), 𝑤𝑛 = 𝑤(𝑡𝑛), 𝑣𝑛 = 𝑣(𝑡𝑛), 𝛾𝑛−1 = 𝛾(𝑥, 𝑡𝑛−1, 𝑢𝑛−1),
𝑢𝑛𝑡 = (𝑢𝑛(𝑥) − 𝑢𝑛−1(𝑥))𝜏−1, 𝑢𝑛𝑥 = 𝑑𝑢𝑛(𝑥)/𝑑𝑥, 𝜌𝑛𝑡 = (𝜌𝑛(𝑥) − 𝜌𝑛−1(𝑥))𝜏−1.

Äëÿ ñèñòåì ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7), (8) äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ýòèõ óñëîâèé èìååò ñîîòâåòñòâóþùèé âèä, â
÷àñòíîñòè

𝑎𝑛𝑢𝑛𝑥 − ℎ𝑛𝑢𝑛|𝑥=0 = 𝑔𝑛, 𝑎𝑛𝑢𝑛𝑥 + 𝑒𝑛𝑢𝑛|𝑥=𝑙 = 𝑞𝑛, 0 < 𝑡𝑛 6 𝑇,
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ãäå ℎ𝑛 è 𝑒𝑛 � çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ãðàíè÷íûõ óñëîâèõ ïðè 𝑡 = 𝑡𝑛,
𝑢 = 𝑢𝑛|𝑥=0 è, ñîîòâåòñòâåííî, 𝑢 = 𝑢𝑛|𝑥=𝑙.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé èñõîäíîé íåëèíåéíîé
ñèñòåìû ìåòîäîì Ðîòý âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî îñíîâíûõ ýòàïîâ.

Ýòàï 1. Èññëåäîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôè-
öèåíò 𝜌𝑛(𝑥) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê â ñåòî÷íî-
íåïðåðûâíûõ àíàëîãàõ êëàññîâ Ãåëüäåðà äëÿ 𝑢𝑛(𝑥), íå çàâèñÿùèõ îò 𝑥, 𝑛.

Ýòàï 2. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
{𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)} âñåé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé ñèñòåìû íà îñíîâå ðå-
çóëüòàòîâ ýòàïà 1. Ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ 𝑢𝑛(𝑥) è 𝜌𝑛(𝑥) â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ñåòî÷íî-íåïðåðûâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íå çàâèñÿùèõ îò 𝑥, 𝑛.

Ýòàï 3. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè 𝑛→ ∞ â äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé
ñèñòåìå íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àïðèîðíûõ îöåíîê, â ñèëó êîòîðûõ ñåìåéñòâî
{𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)} ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøè-
ìîñòè èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû â êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê íà ýòèõ ýòàïàõ ïðîâîäèòñÿ â [2, 3] áåç
òðåáîâàíèé äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè îò âõîäíûõ äàííûõ, êîòîðûå îáû÷-
íî íàêëàäûâàþòñÿ ìåòîäîì Ðîòý. Ýòî ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü òî÷íûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûå çàâèñèìîñòè â èñõîäíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ è ïîëó÷èòü
óñëîâèÿ èõ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè â êëàññå ãëàäêèõ ôóíêöèé. Òàêèå
óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1)�(4) ôîðìóëèðóåò ñëåäóþùàÿ

Теорема. Предположим, что:
1) при (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 и любых 𝑢, |𝑢| < ∞, все входные данные в соот-

ношениях (1)–(3) являются ограниченными функциями в областях свое-
го определения, причем коэффициент 𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢) ограничен вместе со сво-
ими производными по 𝑥 и 𝑢, выполнены условия 0 < 𝑎min 6 𝑎 6 𝑎max,
0 < 𝑐min 6 𝑐 6 𝑐max;

2) при (𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐷 функции 𝑎(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑎𝑥(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑎𝑢(𝑥, 𝑡, 𝑢), 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢),
𝑐(𝑥, 𝑡, 𝑢) и 𝑑(𝑥, 𝑡, 𝑢) непрерывны в смысле Гельдера по 𝑥 и 𝑡 с показателями
𝜆, 𝜆/2 и имеют ограниченные производные по 𝑢; кроме того, производная
𝑐𝑥(𝑥, 𝑡, 𝑢) ограничена, функция 𝑓(𝑥, 𝑡) принадлежит 𝐻𝜆,𝜆/2(𝑄);

3) функции 𝑤(𝑡) и 𝑣(𝑡) принадлежат 𝐻1+𝜆/2[0, 𝑇 ], функции 𝜙(𝑥) и 𝜌0(𝑥)
принадлежат, соответственно, 𝐻2+𝜆[0, 𝑙] и 𝐶1[0, 𝑙], 0 < 𝜌0min 6 𝜌0(𝑥) 6
𝜌0max, 𝜌

0
min, 𝜌

0
max = const > 0; выполнены условия согласования

𝑐(𝑥, 0, 𝜙)𝜌0(𝑥)𝑤𝑡 − 𝐿𝜙|𝑥=0,𝑡=0 = 𝑓(𝑥, 0)|𝑥=0,

𝑐(𝑥, 0, 𝜙)𝜌0(𝑥)𝑣𝑡 − 𝐿𝜙|𝑥=𝑙,𝑡=0 = 𝑓(𝑥, 0)|𝑥=𝑙;

4) функция 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢) в условии (4) знакопостоянна при (𝑥, 𝑡, 𝑢) ∈ 𝐷,
имеет ограниченные производные по 𝑥, 𝑢, кроме того непрерывна в смысле
Гельдера по 𝑡 с показателем 𝜆/2.

Тогда нелинейная система (1)–(4) имеет единственное решение
{𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜌(𝑥, 𝑡)}, обладающее свойствами

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻2+𝜆,1+𝜆/2(𝑄), |𝑢(𝑥, 𝑡)|2+𝜆,1+𝜆/2
𝑄

6𝑀, 𝑀 = const > 0,

𝜌(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝜌𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝑄), 𝜌𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐻𝜆,𝜆/2(𝑄),
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и удовлетворяющее ограничениям (5), (6) в зависимости от знака
функции 𝛾(𝑥, 𝑡, 𝑢). Это решение можно получить как предел решения
{𝑢𝑛(𝑥), 𝜌𝑛(𝑥)} дифференциально-разностной системы (9)–(12) при стрем-
лении шага сетки 𝜏 к нулю.

Àíàëîãè÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì ñ
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (7), (8) ïîëó÷åíû â [3].

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ñâÿçàíî ñ ìîäåëèðîâàíèåì ôèçèêî-
õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ñîïðîâîæäàþòñÿ èçìåíåíèÿìè âíóòðåííèõ
õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ. Â [3] ðàññìîòðåíû ìîäåëè äåñòðóêöèè òåï-
ëîçàùèòíîãî êîìïîçèòà (ò.å., íåîáðàòèìûõ èçìåíåíèé åãî ïëîòíîñòè è
êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ) ïîä âîçäåéñòâèåì âûñîêèõ òåìïåðàòóð.
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Ðàññìîòðèì èñõîäíîå îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè [1]

𝑓2(𝑥)𝑢′′ + 𝑓1(𝑥)𝑢′ + 𝑓0(𝑥)𝑢+ 𝑓(𝑥) = 0 , 𝑥 ∈ (0, 𝐿). (1)

Åñëè ôóíêöèÿ 𝑓2(𝑥), ïðè ëþáîì 𝑥, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî óðàâíåíèå
(1) ìîæíî ñâåñòè ê ñàìîñîïðÿæåííîé ôîðìå [2, ñòð. 241], êîòîðîå òàêæå
áóäåì íàçûâàòü èñõîäíûì óðàâíåíèåì

[︀
𝐶(𝑥)𝑢′

]︀′
+ 𝑒(𝑥)𝑢+𝑋(𝑥) = 0 , 𝐶 = exp

∫︁
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 , 𝑒 =

𝑓0
𝑓2
, 𝑋 =

𝑓1𝑓

𝑓2
, (2)

Ïóñòü 𝐺(𝑥, 𝜉) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), òî åñòü[︀
𝐶(𝑥)𝐺′(𝑥, 𝜉)

]︀′
+ 𝑒(𝑥)𝐺(𝑥, 𝜉) + 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 , 𝑥, 𝜉 ∈ (0, 𝐿) , (3)

ãäå 𝛿(𝑥−𝜉) � äåëüòà ôóíêöèÿ Äèðàêà [3]. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ïîíèìàåò-
ñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå [4, 5]. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû [6, 7]:

𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) +

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑣′(𝜉)𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝑣(𝜉)𝑑𝜉 , (4)

ãäå 𝐶(𝜉) = 𝐶𝑜 − 𝐶(𝜉), 𝑒(𝜉) = 𝑒𝑜 − 𝑒(𝜉), à 𝑣(𝑥) � ðåøåíèå, òàê íàçûâàåìîãî,
ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝐶𝑜 è 𝑒𝑜

𝐶𝑜𝑣′′(𝑥) + 𝑒𝑜𝑣(𝑥) +𝑋(𝑥) = 0. (5)

Îáùåå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (5) èìååò âèä:

𝑣(𝑥) = 𝐾1𝑒
𝑖𝜆𝑥 +𝐾2𝑒

−𝑖𝜆𝑥 + 𝜙(𝑥) ; 𝜆 =

√︂
𝑒𝑜

𝐶𝑜
, (6)

ãäå 𝑖 � êîìïëåêñíàÿ åäèíèöà, 𝐾1 è 𝐾2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à 𝜙(𝑥)
� ÷àñòíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ (5) ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè

𝜙(𝑥) =
𝑖

2𝜆𝐶𝑜

[︂
𝑒𝑖𝜆𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒−𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥− 𝑒−𝑖𝜆𝑥

∫︁
𝑋(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑥𝑑𝑥

]︂
.

Ïîäñòàâèâ (6) â èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó (4), ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2)

𝑢(𝑥) = 𝐾1𝐴(𝑥) +𝐾2𝐵(𝑥) + Φ(𝑥) , (6)
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ãäå

𝐴(𝑥) = 𝑒𝑖𝜆𝑥 + 𝑖𝜆

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝑒𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 ,

𝐵(𝑥) = 𝑒−𝑖𝜆𝑥 − 𝑖𝜆

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉) 𝑒−𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝑒−𝑖𝜆𝜉𝑑𝜉 ,

Φ(𝑥) = 𝜙(𝑥) +

𝐿∫︁
0

𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝐶(𝜉)𝜙′(𝜉)𝑑𝜉 −

𝐿∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉)𝑒(𝜉)𝜙(𝜉)𝑑𝜉.

Êîýôôèöèåíòû 𝐶𝑜 è 𝑒𝑜 ïîëîæèì ðàâíûìè ýôôåêòèâíûì õàðàêòåðèñòè-
êàì [5, 8] òàê, ÷òî

𝐶𝑜 = 1/
⟨︀
1/𝐶

⟩︀
, 𝑒𝑜 =

⟨︀
𝑒
⟩︀
,
⟨︀
𝑓
⟩︀
≡
∫︁ 𝐿

0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥/𝐿.

Построение фундаментального решения исходного уравнения.
Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì (6), åñëè èç-
âåñòíî ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè. Îäíàêî çàäà÷à îòûñêàíèÿ òî÷íîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â
îáùåì ñëó÷àå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ îò êîîðäèíàòû âðÿä ëè ðàçðå-
øèìà. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ìåòîäîì
âîçìóùåíèé [9, 10]. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: [︀

𝐶(𝑥)𝐺′(𝑥, 𝜉)
]︀′

+ κ𝑒(𝑥)𝐺(𝑥, 𝜉) + 𝛿(𝑥− 𝜉) = 0 , (7)

ãäå κ � âîçìóùàþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûé â îêîí÷àòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïî-
ëîæèì ðàâíûì 1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â âèäå ðÿäà ïî ñòå-
ïåíÿì ïàðàìåòðà κ:

𝐺(𝑥, 𝜉,κ) =

∞∑︁
𝑛=0

κ𝑛𝐺𝑛(𝑥, 𝜉).

Äàëåå ïîäñòàâèì ýòîò ðÿä â óðàâíåíèå (7), ñîáåðåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäè-
íàêîâûõ ñòåïåíÿõ κ è ïðèðàâíÿåì èõ ê íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ðåêóð-
ðåíòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ëåãêî èíòåãðè-
ðóåòñÿ â îáùåì âèäå. Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé ïîëàãàåì
ðàâíûìè íóëþ, ïîñêîëüêó íàñ óñòðàèâàåò ëþáîå ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè âñåõ âûêëàäîê, çàïèøåì ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ â âèäå ñëåäóþùåãî ðÿäà:

𝐺(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)

[︃ 𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
−

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑥1
𝐶(𝑥1)

𝑥1∫︁
𝜉

𝑒(𝑥2)𝑑𝑥2

𝑥2∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
+

+

𝑥∫︁
𝜉

𝑑𝑥1
𝐶(𝑥1)

𝑥1∫︁
𝜉

𝑒(𝑥2)𝑑𝑥2

𝑥2∫︁
𝜉

𝑑𝑥3
𝐶(𝑥3)

𝑥3∫︁
𝜉

𝑒(𝑥4)𝑑𝑥4

𝑥4∫︁
𝜉

𝑑𝑧

𝐶(𝑧)
− · · ·

]︃
. (8)
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Åñëè 𝐶 = 𝐶𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. > 0 è 𝑒 = 𝑒𝑜 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. > 0, òîãäà ðÿä (8) ñóììè-
ðóåòñÿ è ïîëó÷àåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå ñîïóòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ
(5), êîòîðîå ïîíèìàåòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå. Ýòî ðåøåíèå ìîæíî íàéòè,
íàïðèìåð, â êíèãàõ [11 ñòð. 198], [12]

𝐺𝑜(𝑥, 𝜉) = −ℎ(𝑥− 𝜉)𝑠𝑜

𝐶𝑜

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑘

(2𝑘 + 1)!

[︁𝑥− 𝜉

𝑠𝑜

]︁2𝑛+1

= −ℎ(𝑥− 𝜉) 𝑠𝑜

𝐶𝑜
sin

𝑥− 𝜉

𝑠𝑜
,

ãäå 𝑠𝑜 =
√︀
𝐶𝑜/𝑒𝑜 = 1/𝜆𝑜. Ñõîäèìîñòü ðÿäà (8) èññëåäîâàíà â ðàáîòå [13].
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О СКОРОСТИ СТАБИЛИЗАЦИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С

РАСТУЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
В.Н. Денисов

vdenisov2008@yandex.ru

УДК 517.518

Устанавливаются достаточные условия на рост коэффициентов пара-
болического уравнения второго порядка, при которых решение задачи
Коши стабилизируется к нулю, равномерно по 𝑥 на каждом компакте
𝐾 в 𝑅𝑁 . Также получаем достаточные условия на коэффициенты, при
которых решение задачи Коши стабилизируется к нулю со степенной
скоростью, равномерно по 𝑥 на каждом компакте 𝐾 в 𝑅𝑁 .

Ключевые слова: математика, параболические уравнения, решение за-
дачи Коши, стабилизация

On stabilization rate of a solution to the Cauchy problem for
parabolic equation with increasing coefficients

We obtain sufficient conditions on the growth of coefficients of a second
order parabolic equation under which a solutions of the Cauchy problem
stabilize to zero uniformly in x on every compact K in 𝑅𝑁 . Additionally,
unimprovable sufficient conditions on the coefficients are obtained under
which the solution of the Cauchy problem stabilize to zero at a power law
rate uniformly on every compact K in 𝑅𝑁 .

Keywords: mathematics, parabolic equations, solution of the Cauchy prob-
lem, stabilization

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå 𝐸 = 𝑅𝑁 × [0,∞), 𝑁 > 3 ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

𝐿𝑢 ≡ 𝐿𝑢1 + (𝑏,∇𝑢) + 𝑐(𝑥)𝑢− 𝑢𝑡 = 0, â 𝐸(1), (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , (2)

ãäå

𝐿1𝑢 =

𝑁∑︁
𝑖,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝑥)𝑢′′𝑥𝑖𝑥𝑘
, (𝑏,∇𝑢) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑏𝑖(𝑥)𝑢′𝑥𝑖
. (3)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) êîýôôèöèåíòû â (1) äåéñòâèòåëüíû, íåïðåðûâíû, è óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ Ãåëüäåðà â êàæäîé îãðàíè÷åííîé ïîäîáëàñòè 𝐷 â 𝑅𝑁 , 𝑎𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑖,
(𝑖, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁), ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå 𝑘0, 𝑘1,òàêèå, ÷òî

𝑘20𝑏(|𝑥|)|𝜉|2 6
𝑁∑︁

𝑖,𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑘 6 𝑘
2
1𝑏(|𝑥|)|𝜉|2, (4)

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского Научного Фонда (проект
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äëÿ ∀(𝑥)𝜉 ∈ 𝑅𝑁 ,

𝑏(|𝑥|) = (1 + |𝑥|2)
𝜈/2

, ãäå 1 < 𝜈 < 2, |𝑥|2 = 𝑥21 + ...+ 𝑥2𝑁 . (5)

2)êîýôôèöèåíòû 𝑏1(𝑥)..., 𝑏𝑁 (𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (𝐵): ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ 𝐵 > 0 òàêàÿ, ÷òî

𝑁∑︁
𝑘=1

|𝑏𝑘(𝑥)| 6 𝐵(1 + |𝑥|2)
𝜈−1
2 . (6)

3)êîýôôèöèåíò 𝑐(𝑥) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (𝐶), ò.å. ∃𝛽 > 0

𝑐(𝑥) 6 −𝛽2 äëÿ ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑁 . (7)

4) íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑢0(𝑥) íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â 𝑅𝑁 :

|𝑢0(𝑥)| 6𝑀, ∀𝑥 ∈ 𝑅𝑁 . (8)

Теорема 1. Если выполнены сформулированные выше условия (4)-(8),
то решение задачи Коши (1), (2) имеет предел:

lim
𝑡→∞

𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, (9)

равномерно по 𝑥 на каждом компакте 𝐾 в 𝑅𝑁 .
Замечание 1. Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, â òîì ñìûñëå, ÷òî íåëüçÿ

çàìåíèòü â å¼ óòâåðæäåíèè êîìïàêò 𝐾 íà âñå 𝑅𝑁 (Ñì. [1]).
Â ñëó÷àå, êîãäà 𝜈 = 2 â (5), òî òåîðåìà 1 äîêàçàíà â ðàáîòå [2]. Ïîëîæèì

𝑆 =
𝑘21(𝑁 − 1) + 𝑘20 +𝐵

𝑘20
, 𝜆(𝛽) =

2 − 𝑆 +
√
𝐷

2
, 𝐷 = (2 − 𝑆)

2
+ 𝛽2, 𝛽 =

𝛽

𝑘1
.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:
Теорема 2. Пусть в (5) 𝜈 = 2 и выполнено неравенство

𝛽2 > 𝑘21(𝑆 − 1).

Тогда для любой начальной функции 𝑢0(𝑥), удовлетворяющей условию (8),
для решения задачи Коши (1), (2) справедлива оценка:

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6𝑀𝑡−
𝜆(𝛽)

3 ,∀𝑡 > 𝑡1 > 0,𝑀 > 0, (10)

равномерная по 𝑥 на любом компакте 𝐾 в 𝑅𝑁 ) .
Замечание 2. Èç ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà

lim
𝛽→∞

𝜆(𝛽) = +∞

è èç îöåíêè (10) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî 𝑚 > 0 ìîæíî
íàéòè 𝛽 > 0 èç óñëîâèÿ 𝜆(𝛽) = 𝑚 .
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Îáçîðó ðàáîò ïî ñòàáèëèçàöèè ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî-
ñâÿùåíà ðàáîòà [3]. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé èçó÷àëàñü â [4].
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ОБ ОДНОЙ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
И СВЯЗАННОМ С НЕЙ ВЫРОЖДАЮЩЕМСЯ

ИНТЕГРАЛЬНОМ УРАВНЕНИИ ТИПА АБЕЛЯ ВТОРОГО
РОДА

М.Т. Дженалиев, М.И. Рамазанов, М.Г. Ергалиев
muvasharkhan@gmail.com, ramamur@mail.ru, ergaliev.madi.g@gmail.com

УДК 517.9

В случае осевой симметрии, в виде перевернутого конуса вырождаю-
щейся области, для граничной задачи теплопроводности установлены
теоремы о разрешимости в весовых пространствах существенно огра-
ниченных функций. Они основаны на результатах по исследованию
вопросов разрешимости неоднородного вырождающегося интеграль-
ного уравнения Абеля второго рода. Применяется метод регуляриза-
ции Карлемана-Векуа из теории сингулярных интегральных уравне-
ний.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, вырождающаяся об-
ласть, интегральный оператор Абеля
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On a boundary problem of heat conduction and a degenerating
integral equation of Abel type of the second kind related to it

In the case of axial symmetry, in the form of an inverted cone of a de-
generating domain, for the boundary value problem of heat conduction
it has been established theorems of solvability in the weighted spaces of
essentially bounded functions. They are based on the results on the study
of the solvability questions of the inhomogeneous degenerating Abel inte-
gral equation of the second kind. It has been used the Carleman-Vekua
regularization method from the theory of singular integral equations.

Keywords: heat equation, degenerating domain, Abel’s integral operator

Â êîíóñå 𝐺 =
{︀

(𝑥; 𝑦, 𝑡) : 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑡2, 0 < 𝑡 < 𝑇
}︀
ìû èçó÷àåì ãðàíè÷íóþ

çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎2

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
(1)

ñ óñëîâèåì íà ïîâåðõíîñòè êîíóñà

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢c(𝑥, 𝑦, 𝑡),
√︀
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇, (2)

ãäå 𝑢c(𝑥, 𝑦, 𝑡) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì â çàäà÷å (1)�(2) è ïðåäïîëàãàÿ âû-

ïîëíåíèå ñâîéñòâà èçîòðîïíîñòè ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå, ïîëó÷àåì: íàéòè â
îáëàñòè Ω = {(𝑟, 𝑡) : 0 < 𝑟 < 𝑡, 0 < 𝑡 < 𝑇} ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝑎2

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑢

𝜕𝑟

)︂
, (3)

óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

lim
𝑟→ 0

𝑢(𝑟, 𝑡)

ln (1/𝑟)
= 𝑢0(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇, (4)

lim
𝑟→ 𝑡

𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑢1(𝑡) ≡ 𝑢c(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒√

𝑥2+𝑦2=𝑡
, 0 < 𝑡 < 𝑇. (5)

Ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (3)�(5) ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ âîïðîñîâ ðàçðå-
øèìîñòè íåîäíîðîäíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

𝑡 𝜙(𝑡) − 𝜆√
𝜋

𝑡∫︁
0

𝜙(𝜏)𝑑 𝜏√
𝑡− 𝜏

= 𝑓(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝑇 <∞, (6)

ãäå 𝜆 � çàäàííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, {𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 )} �
çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Óðàâíåíèÿ âèäà (6) ÿâëÿëèñü ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìíîãèõ ðàáîò. Ìû
çäåñü óêàæåì òîëüêî íà ñëåäóþùèå ðàáîòû [1�5] è ññûëàåìñÿ íà ìíîãî-
÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, öèòèðóåìûå â íèõ. Â ðàáîòå [1] ïðè ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ïîðÿäîê âûðîæäåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñòåïåíüþ íåçàâèñèìîé ïåðå-
ìåííîé 𝑡, ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ìåíüøå, ÷åì åäèíèöà, óñòàíîâëåíà îäíîçíà÷íàÿ
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ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Â [2] óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå êâàäðàòè÷íî
ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îïåðàòîðà óìíîæåíèÿ
íà îãðàíè÷åííóþ ôóíêöèþ è èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, è ýòà ñóììà íàçû-
âàåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì òðåòüåãî ðîäà. Â óðàâíåíèÿõ èç [3], [4] è
[5] ÿäðà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå äîëæíû èìåòü îñîáåííîñòåé.

Ïîðÿäîê âûðîæäåíèÿ â èññëåäóåìîì íàìè óðàâíåíèè (6) ðàâåí åäèíèöå
è ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü è îïðåäåëÿåò
èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Àáåëÿ. Ìû èçó÷àåì âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè óðàâ-
íåíèÿ (6) â âåñîâîì êëàññå ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé. Ìû òàê-
æå ïîêàçûâàåì, ÷òî ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè (3)�(5) ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ óðàâíåíèÿ âèäà (6).

Ïðè îïðåäåëåííûõ ôèçèêî-òåõíè÷åñêèõ äîïóùåíèÿõ [6] ãðàíè÷íàÿ çà-
äà÷à (1)�(2) ìîäåëèðóåò òåìïåðàòóðíîå ïîëå â òåëå ïëàçìû ýëåêòðè÷åñêîãî
ðàçðÿäà ìåæäó ðàçìûêàþùèìèñÿ êîíòàêòàìè âûñîêîãî íàïðÿæåíèÿ, íàõî-
äèâøèõñÿ ïåðâîíà÷àëüíî â çàìêíóòîì ñîñòîÿíèè. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî èç-
ìåðèòü óêàçàííîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, îñòàåòñÿ íà-
äåÿòüñÿ, õîòÿ áû êà÷åñòâåííî, îöåíèòü õàðàêòåð ïðîòåêàþùèõ òåïëîâûõ
ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ðàíåå íàìè èçó÷àëèñü ãðàíè÷íûå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè, ïîäîáíûå
(1)�(2), â îäíîìåðíûõ âûðîæäàþùèõñÿ îáëàñòÿõ [7�10]. À èçó÷àåìûå â ðà-
áîòå [11] ãðàíè÷íûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê îñîáûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì
òèïà (6). Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

Теорема 1. Пусть 𝑡−3/2𝑢0(𝑡), 𝑡−1/2𝑢1(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). Тогда граничная
задача (3)–(5) имеет общее решение 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝐶𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑟, 𝑡) + 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑟, 𝑡) ∈
𝐿∞(Ω; 𝑟−1/2), т.е., 𝑟−1/2𝑢(𝑟, 𝑡) ∈ 𝐿∞(Ω), 𝐶 = const, где 𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑟, 𝑡) и 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑟, 𝑡)
являются решениями соответственно однородного (при 𝑢0(𝑡) ≡ 0, 𝑢1(𝑡) ≡
0) и неоднородного граничных задач (3)–(5).

Â ñëó÷àå îñåâîé ñèììåòðèè èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Теорема 2. Пусть 𝑡−1/2𝑢1(𝑡) ≡ 𝑡−1/2𝑢𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒√

𝑥2+𝑦2=𝑡
∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ).

Тогда граничная задача (1)–(2) имеет общее решение 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
𝐶𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝐺; (𝑥2 + 𝑦2)−1/4), т.е., (𝑥2 +
𝑦2)−1/4𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐿∞(𝐺), 𝐶 = const, где 𝑢ℎ𝑜𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑡) и 𝑢𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) явля-
ются решениями соответственно однородного (при 𝑢с(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0) и неод-
нородного граничных задач (1)–(2).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 îñíîâàíû íà ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Теорема 3. Пусть 𝑡−1/2𝑓(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ). Тогда интегральное уравнение
(6) имеет общее решение 𝜙(𝑡) = 𝐶𝜙ℎ𝑜𝑚(𝑡) + 𝜙𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑡) ∈ 𝐿∞((0, 𝑇 ); 𝑡−1/2),
т.е., 𝑡−1/2𝜙(𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ), 𝐶 = const, где 𝜙ℎ𝑜𝑚(𝑡) и 𝜙𝑝𝑎𝑟𝑡(𝑡) являются
решениями соответственно однородного (при 𝑓(𝑡) ≡ 0) и неоднородного
интегральных уравнений (6).
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КВАЗИСЛУЧАЙНЫЕ ДВИЖЕНИЯ И
НЕИНТЕГРИРУЕМОСТЬ В СИСТЕМАХ С ГРУППОЙ

СИММЕТРИЙ 𝑆1
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УДК 517.913, 517.938

Во многих известных задачах механики имеются циклические пере-
менные; наличие такой переменной равносильно существованию одно-
параметрической группы симметрий. Между тем, обычно рассматри-
вают динамику не исходной системы, а соответствующей приведённой
системы, получаемой редукцией по группе симметрий (исключением
циклической переменной). Получены простые условия, при выполне-
нии которых квазислучайным движениям приведённой системы соот-
ветствуют движения с аналогичными свойствами в исходной системе
c группой симметрий 𝑆1, что гарантирует неинтегрируемость послед-
ней.
Ключевые слова: первый интеграл, неинтегрируемость, квазислучай-
ные движения, приведённая система
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Quasi-random motions and non-integrability in systems with
symmetry group 𝑆1

In many mechanical problems there are cyclic variables. The presence of
such a variable is equivalent to the existence of a one-parameter symme-
try group. However, one usually considers dynamics in a corresponding
reduced system obtained by reduction over the symmetry group (elim-
ination of the cyclic variable), rather than that in the original system.
Simple conditions are obtained, under which to quasi-random motions
of a reduced system there correspond motions in a original system with
symmetry group 𝑆1, which guarantees the non-integrability of the latter.

Keywords: first integral, non-integrability, quasi-random motions, reduced
system

Âî ìíîãèõ èçâåñòíûõ çàäà÷àõ ìåõàíèêè èìåþòñÿ öèêëè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå. Îäíàêî, îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äèíàìèêó íå èñõîäíîé ñèñòåìû, à ñî-
îòâåòñòâóþùåé ïðèâåä¼ííîé (èëè ïîíèæåííîé) ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé ðå-
äóêöèåé ïî ãðóïïå ñèììåòðèé. Â ÷àñòíîñòè, âñå ðåçóëüòàòû î íåèíòåãðèðó-
åìîñòè (ò.å. îòñóòñòâèè íåïîñòîÿííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà)
îòíîñèëèñü èìåííî ê ïðèâåä¼ííûì, à íå èñõîäíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì.
Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èç íåèíòåãðèðóåìîñòè ïðèâåä¼í-
íîé ñèñòåìû ñëåäóåò íåèíòåãðèðóåìîñòü èñõîäíîé. Öåëüþ ðàáîòû äîêàçà-
òåëüñòâî ðåçóëüòàòîâ òàêîãî ñîðòà ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä, â êîòîðîì íåèíòåãðèðóåìîñòü ïðèâåä¼ííîé ñèñòå-
ìû îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì íàëè÷èÿ èíâàðèàíòíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíî-
æåñòâà квазислучайных äâèæåíèé, îïèñûâàåìîãî ìåòîäàìè ñèìâîëè÷åñêîé
äèíàìèêè [1]. Ïðè ýòîì ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì êëàññè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ, êîãäà ïîíèæåííàÿ ñèñòåìà � ãàìèëüòîíîâà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû. Ýòîò ñëó÷àé îõâàòûâàåò ìíîãèå çàäà÷è ìåõàíèêè è çäåñü âîçíèêàþò
ñëåäóþùèå õîðîøî èçâåñòíûå ñèòóàöèè, êîãäà ïðèñóòñòâèå òðàíñâåðñàëü-
íî ïåðåñåêàþùèõñÿ ñåïàðàòðèñ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
è/èëè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ âëå÷¼ò íàëè÷èå â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà êâàçèñëó÷àéíûõ äâèæå-
íèé è íåèíòåãðèðóåìîñòü:

1) ñëó÷àé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (Â.Ì.Àëåêñååâ [1] �
ðåçóëüòàò â íàèáîëåå îáùåì âèäå)

2) ñëó÷àé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ (Ð.Äåâàíåé [2])
3) ñëó÷àé ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ñåäëî (Ä.Â.Òóðàåâ è

Ë.Ï.Øèëüíèêîâ [3]; òðåáóåòñÿ íàëè÷èå õîòÿ áû äâóõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé è âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà èõ ðàñïîëî-
æåíèå).

Ïóñòü èñõîäíàÿ ñèñòåìà èìååò âèä

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑍(𝑧),

𝑑𝜓

𝑑𝑡
= Ψ(𝑧), (1)

ãäå 𝜓 (mod2𝜋) � óãëîâàÿ (öèêëè÷åñêàÿ) ïåðåìåííàÿ, à å¼ ïðèâåä¼ííàÿ ñè-
ñòåìà

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑍(𝑧), (2)
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ïîëó÷åííàÿ ðåäóêöèåé ïî 𝜓, ÿâëÿåòñÿ àâòîíîìíîé ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëü-
òîíèàíîì 𝐻(𝑧) è äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ãäå 𝑧 � ôàçîâûå ïåðåìåííûå.
Ïîä íåèíòåãðèðóåìîñòüþ ïîíèìàåòñÿ îòñóòñòâèå äîïîëíèòåëüíîãî (íåçàâè-
ñèìîãî ñ èíòåãðàëîì ýíåðãèè ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû) àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâî-
ãî èíòåãðàëà.

Ïóñòü â ñèñòåìå (2) èìååòñÿ èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî êâàçèñëó÷àéíûõ
äâèæåíèé 𝑀 . Òîãäà ñèñòåìà (1) èìååò èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî ̃︁𝑀 =
𝑀 × 𝑆1 = {(𝑧, 𝜓) : 𝑧 ∈ 𝑀}, ëåæàùåå �íàä� 𝑀 . Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå
ïðîñòûõ êîíñòðóêòèâíî ïðîâåðÿåìûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâî ̃︁𝑀
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ îêðåñòíîñòåé ëþáûõ äâóõ òî-
÷åê èç ̃︁𝑀 èìååòñÿ òðàåêòîðèÿ â ̃︁𝑀 , ïåðåñåêàþùàÿ îáå ýòè îêðåñòíîñòè. Ïðè
íàëè÷èè ñôîðìóëèðîâàííîãî ñâîéñòâà äèíàìèêà íà ̃︁𝑀 îêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íà äèíàìèêå íà 𝑀 , õîòÿ ̃︁𝑀 íå ãèïåðáîëè÷íî (ñèñòåìà íåéòðàëüíà â íà-
ïðàâëåíèè öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòû). Ýòî ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñòâåííî ïåðå-
íåñòè íà ñëó÷àé èñõîäíîé ñèñòåìû èçâåñòíûå àðãóìåíòû, èñïîëüçóåìûå äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà íåèíòåãðèðóåìîñòè ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì,
îáñóæäàåìîå ñâîéñòâî ãàðàíòèðóåò èñêîìûé ðåçóëüòàò, ÷òî ñèñòåìà (1) íå
èìååò àíàëèòè÷åñêîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà, íåçàâèñèìîãî ñ èíòåãðàëîì ýíåð-
ãèè ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû (2).

Ðåçóëüòàòû ôîðìóëèðóþòñÿ îòäåëüíî äëÿ òð¼õ óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷à-
åâ, êîãäà ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå, ëèáî íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-ôîêóñ, ëèáî íåïîäâèæíóþ òî÷êó
òèïà ñåäëî-ñåäëî.

1. Ïóñòü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ãèïåðáîëè÷åñêîå ïåðèîäè÷åñêîå
ðåøåíèå Γ. Òîãäà ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ âáëèçè Γ íà ôèêñèðîâàííîì óðîâíå
ýíåðãèè ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, ïåðèîäè÷åñêè
çàâèñÿùåé îò íîâîãî �âðåìåíè� 𝜙 (mod2𝜋). Â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿ-
æ¼ííûõ ïåðåìåííûõ 𝜉, 𝜂 ãàìèëüòîíèàí ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïðèíèìàåò âèä
𝐺(𝜉, 𝜂) = 𝜆𝜉𝜂 + 𝑂4 (çäåñü 𝑂𝑘 âñþäó îçíà÷àåò ÷ëåíû ïîðÿäêîâ 𝑘 è âûøå),
à ðåøåíèå Γ çàäà¼òñÿ óðàâíåíèÿìè 𝜉 = 0, 𝜂 = 0. Ïóñòü óðàâíåíèå äëÿ 𝜓 â
íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò âèä 𝑑𝜓/𝑑𝜙 = 𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜙).

Теорема 1. Пусть сепаратрисы периодического решения Γ трансвер-
сально пересекаются, следовательно, имеется инвариантное множество

𝑀 . Если в разложении функции
2𝜋∫︀
0

𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜙) 𝑑𝜙 по степеням 𝜉, 𝜂 квадра-

тичный член 𝜉𝜂 имеет ненулевой коэффициент, то множество ̃︁𝑀 обла-
дает сформулированным выше свойством.

2. Ïóñòü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 𝑂 òèïà
ñåäëî-ôîêóñ, ò.å. ñ êîìïëåêñíûìè ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè 𝛼± 𝑖𝛽,−𝛼±
𝑖𝛽, ãäå 𝛼 ̸= 0, 𝛽 ̸= 0. Òîãäà â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðå-
ìåííûõ 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä 𝐻(𝑧) = 𝛼(𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2) +
𝛽(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) +𝑂4.

Теорема 2. Пусть сепаратрисы положение равновесия 𝑂 трансвер-
сально пересекаются, следовательно, имеется инвариантное множество
𝑀 . Если в разложении функции Ψ(𝑧) по степеням 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 квад-
ратичные члены, линейные по паре переменных 𝑥1, 𝑥2 и по паре пере-
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менных 𝑦1, 𝑦2, имеют вид 𝑎11𝑥1𝑦1 + 𝑎12𝑥1𝑦2 + 𝑎21𝑥2𝑦1 + 𝑎22𝑥2𝑦2, причём
𝛽(𝑎11 +𝑎22)+𝛼(𝑎21−𝑎12) ̸= 0, то множество ̃︁𝑀 обладает сформулирован-
ным выше свойством.

3. Ïóñòü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà (2) èìååò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ 𝑂 òèïà
ñåäëî-ñåäëî, ò.å. ñ äåéñòâèòåëüíûìè ëÿïóíîâñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ±𝜆1,±𝜆2,
ãäå 𝜆1 > 𝜆2 > 0. Òîãäà â íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæ¼ííûõ ïåðåìåííûõ
𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä 𝐻(𝑧) = 𝜆1𝑥1𝑦1+𝜆2𝑥2𝑦2+𝑂3. Åñëè
÷èñëà 𝜆1, 𝜆2 áëèçêè òàê, ÷òî 𝜆21 < 𝜆2, òî ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû ñåïàðàòðè-
ñû çàäàâàëèñü óñëîâèÿìè 𝑥1 = 𝑥2 = 0 è 𝑦1 = 𝑦2 = 0, à ñèñòåìà íà íèõ
ïðèíèìàëà ëèíåéíûé âèä.

Теорема 3. Пусть сепаратрисы положение равновесия 𝑂 трансвер-
сально пересекаются, причём гомоклинические траектории входят обои-
ми концами в 𝑂, касаясь ведущих направлений (т.е. осей координат 𝑥2, 𝑦2,
соответственно) и выполнены условия (Д.В.Тураев и Л.П.Шильников),
гарантирующие, что приведённая система имеет инвариантное множе-
ство 𝑀 квазислучайных движений. Пусть 𝜆1, 𝜆2 близки, а гомоклиниче-
ские траектории на каждой из сепаратрис не лежат на неведущей линии
𝑥1 = 0 и 𝑦1 = 0, соответственно. Если 𝜆2𝑎11 − 𝜆1𝑎22 ̸= 0, где 𝑎11, 𝑎22 —
описанные в Теореме 2 коэффициенты в разложении Ψ(𝑧), то множество̃︁𝑀 обладает сформулированным выше свойством.
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О ВЫЧИСЛЕНИИ СРЕДНЕЙ ВРЕМЕННОЙ ВЫГОДЫ ДЛЯ
ЭКСПЛУАТИРУЕМОЙ ПОПУЛЯЦИИ

А.В. Егорова
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УДК 517.929

Рассматриваются модели динамики эксплуатируемой популяции, за-
данные системой разностных уравнений. Ставится задача оптималь-
ного сбора ресурса на бесконечном промежутке времени при различ-
ных ограничениях на условия промысла. Исследуется средняя времен-
ная выгода от извлечения ресурса и описывается стратегия промысла,
которая является оптимальной среди других способов эксплуатации
популяции.
Ключевые слова: модель популяции, подверженной промыслу, средняя
временная выгода, оптимальная эксплуатация
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On calculation of the average time profit for exploited
population

We consider models of dynamics of exploited population, given by the
system of difference equations. The problem of optimal harvesting of
renewable resource at an infinite time interval is put under various re-
strictions on extraction conditions. We investigate the average time profit
from resource extracting and describe a harvesting strategy that is optimal
among other methods of exploitation of the population.

Keywords: model of the population subject to harvesting, average time
profit, optimal exploitation

Íà ïðîòÿæåíèè ìíîãèõ ëåò îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû ìíîæåñòâî ðàáîò
ïîñâÿùåíî èññëåäîâàíèþ ðåæèìîâ äèíàìèêè ñòðóêòóðèðîâàííîé ïîïóëÿ-
öèè è ìàêñèìèçàöèè äîõîäà îò ïðîìûñëîâîãî âîçäåéñòâèÿ íà íåå (ñì. [1] è
îáçîð ëèòåðàòóðû â [2]). Òàê, â [3] àíàëèòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòî-
ðûõ äâóõâîçðàñòíûõ ïîïóëÿöèé îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ èçúÿòèå ôèêñèðî-
âàííîé äîëè îò ÷èñëåííîñòè îñîáåé òîëüêî îäíîé èç âîçðàñòíûõ ãðóïï, à
ïðè îäíîâðåìåííîé ýêñïëóàòàöèè îáîèõ âîçðàñòîâ ìàêñèìóì äîõîäà íå äî-
ñòèãàåòñÿ. Íàðÿäó ñ ýòèì ïðîâîäÿòñÿ èññëåäîâàíèÿ äîõîäà îò èçâëå÷åíèÿ
ðåñóðñà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò ñëó÷àé-
íûõ ïàðàìåòðîâ [4]. Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå ðàáîò ïî âîïðîñàì îïòèìàëüíîé
äîáû÷è ðåñóðñà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ýêñïëóàòèðóåìûõ ïîïóëÿöèé áîëåå
ïîäðîáíî îïèñàíî â [1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ íåîäíîðîäíàÿ ïîïóëÿöèÿ ðàçäåëåíà íà
𝑛 > 2 âîçðàñòíûõ êëàññîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑥𝑖(𝑘), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 êîëè÷åñòâî
ðåñóðñà êàæäîãî èç êëàññà â ìîìåíò 𝑘 = 0, 1, 2, . . . . Ââåäåì ìíîæåñòâî 𝑈

.
={︀

𝑢 : 𝑢 =
(︀
𝑢(0), 𝑢(1), . . . , 𝑢(𝑘), . . .

)︀}︀
, ãäå 𝑢(𝑘) =

(︀
𝑢1(𝑘), . . . , 𝑢𝑛(𝑘)

)︀
∈ [0, 1]𝑛

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 𝑢 ∈ 𝑈 êàê óïðàâëåíèå äëÿ äîñòèæåíèÿ
ëó÷øåãî ðåçóëüòàòà ñáîðà. Òîãäà ìîäåëü ýêñïëóàòèðóåìîé ïîïóëÿöèè èìååò
âèä

𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹
(︀
(1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå 𝑥(𝑘) =
(︀
𝑥1(𝑘), . . . , 𝑥𝑛(𝑘)

)︀
∈ R𝑛+, R𝑛+

.
=
{︀
𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑛 > 0

}︀
,

(1 − 𝑢𝑖(𝑘))𝑥𝑖(𝑘) � êîëè÷åñòâî ðåñóðñà 𝑖-ãî âèäà, îñòàâøååñÿ ïîñëå ñáîðà â
ìîìåíò 𝑘, 𝐹 (𝑥) =

(︀
𝑓1(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)

)︀
, 𝑓𝑖(𝑥) � âåùåñòâåííûå íåîòðèöàòåëüíûå

ôóíêöèè, çàäàííûå äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛+ òàêèå, ÷òî 𝑓𝑖(0) = 0, 𝑓𝑖 ∈ 𝐶2(R𝑛+) è

ìàòðèöà ßêîáè
(︁ 𝜕𝑓𝑖
𝜕𝑥𝑗

)︁
𝑖,𝑗=1,...,𝑛

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ R𝑛+.

Ïóñòü 𝐶𝑖 > 0 � ñòîèìîñòè åäèíèöû ðåñóðñà êàæäîãî èç êëàññîâ, òîãäà
ñòîèìîñòü âñåé äîáûâàåìîé ïðîäóêöèè â ìîìåíò 𝑘 ðàâíà

𝑧(𝑘) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑘)𝑢𝑖(𝑘).
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Äëÿ ëþáûõ 𝑢 ∈ 𝑈 è 𝑥(0) ∈ R𝑛+ îïðåäåëèì среднюю временную выгоду îò
èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà (ñì. [4])

𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
= lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑧(𝑗) = lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑗)𝑢𝑖(𝑗) . (1)

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîãî ñïîñîáà
ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèè, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè (1) ìàêñèìàëüíîå.

Стационарным режимом эксплуатации ïîïóëÿöèè íàçûâàåòñÿ òàêîé
ñïîñîá äîáû÷è ðåñóðñà, ïðè êîòîðîì 𝑢(𝑘) = 𝑢0 = (𝑢01, . . . , 𝑢

0
𝑛) ∈ [0, 1]𝑛.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ïîïóëÿöèþ, çàäàííóþ ìîäåëüþ

𝑥(𝑘 + 1) = 𝑓
(︀
(1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå 𝑥(𝑘) ∈ R+ � êîëè÷åñòâî ðåñóðñà äî ñáîðà â ìîìåíò 𝑘, 𝑓 ∈ 𝐶2(R+) � âå-
ùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ 𝑓(0) = 0.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü 𝐶1 = 1, ïîýòîìó èç (1) ñëåäóåò,
÷òî ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà ðàâíà

𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀ .
= lim
𝑘→∞

1

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑥(𝑗)𝑢(𝑗).

Утверждение 1. Пусть 𝑑(𝑥)
.
= 𝑓(𝑥) − 𝑥 достигает максимального

значения в единственной точке 𝑥* > 0. Тогда для любого 𝑥(0) из некото-
рой окрестности точки 𝑓(𝑥*) максимальное значение функции 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
равно 𝐻

(︀
𝑢*, 𝑥(0)

)︀
= 𝑓(𝑥*) − 𝑥* и достигается при стационарном режиме

эксплуатации 𝑢*(𝑘) = 1 − 𝑥*

𝑓(𝑥*)
, 𝑘 = 0, 1, . . . .

Пример 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìîäåëü îäíîðîäíîé ýêñïëóàòèðóåìîé ïî-
ïóëÿöèè çàäàíà óðàâíåíèåì

𝑥(𝑘 + 1) = 4 · (1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘) · (1 − (1 − 𝑢(𝑘))𝑥(𝑘)), 𝑘 = 1, 2, . . . .

Ôóíêöèÿ 𝑑(𝑥) = 4𝑥(1 − 𝑥) − 𝑥 äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå 𝑥* = 0.375. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
äîñòèãàåòñÿ ïðè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ýêñïëóà-

òàöèè è ðàâíî 𝑓(𝑥*) − 𝑥*. Íåñëîæíî ïîñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑥(0) ∈ (0, 1)
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

𝑢* = 1 − 𝑥*

𝑓(𝑥*)
= 0.6 è 𝐻

(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
= 𝑓(𝑥*) − 𝑥* = 0.5625.

Теорема 1. Предположим, что выполнены следующие условия:

1) функция 𝐷(𝑥)
.
=

𝑛∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖
(︀
𝑓𝑖(𝑥)−𝑥𝑖

)︀
достигает максимального значения

в единственной точке 𝑥* ∈ R𝑛+ и 𝑥*𝑖 < 𝑓𝑖(𝑥
*) ̸= 0 для любого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛;
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2) точка 𝐹 (𝑥*) является устойчивым положением равновесия систе-
мы 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐹

(︀
(1 − 𝑢0)𝑥(𝑘)

)︀
, 𝑘 > 0 при

𝑢0 = 𝑢* =

(︂
1 − 𝑥*1

𝑓1(𝑥*)
, . . . , 1 − 𝑥*𝑛

𝑓𝑛(𝑥*)

)︂
.

Тогда для любого 𝑥(0) из некоторой окрестности точки 𝐹 (𝑥*) функция
𝐻
(︀
𝑢, 𝑥(0)

)︀
достигает максимального значения

𝐻
(︀
𝑢*, 𝑥(0)

)︀
= 𝐷(𝑥*) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖
(︀
𝑓𝑖(𝑥

*) − 𝑥*𝑖
)︀

при стационарном режиме эксплуатации 𝑢* = (𝑢*, . . . , 𝑢*, . . .).

Пример 2. Ïóñòü äèíàìèêà äâóõâîçðàñòíîé ïîïóëÿöèè îïèñàíà ñèñòå-
ìîé{︃
𝑥1(𝑘 + 1) = 4

(︀
1 − 𝑢1

)︀
𝑥1(𝑘) +

(︀
1 − 𝑢1

)︀
𝑥1(𝑘)

(︀
1 − 𝑢2

)︀
𝑥2(𝑘) − 2(1 − 𝑢1)2𝑥21(𝑘),

𝑥2(𝑘 + 1) = 4
(︀
1 − 𝑢2

)︀
𝑥2(𝑘) + 1

4

(︀
1 − 𝑢1

)︀
𝑥1(𝑘)

(︀
1 − 𝑢2

)︀
𝑥2(𝑘) − 3(1 − 𝑢2)2𝑥22(𝑘),

ãäå 𝑥1(𝑘) � ÷èñëåííîñòü ìëàäøåãî âîçðàñòíîãî êëàññà â ìîìåíò 𝑘, 𝑥2(𝑘) �
÷èñëåííîñòü ñòàðøåãî âîçðàñòíîãî êëàññà, â ìîìåíò âðåìåíè 𝑘, 𝑘 � íîìåð
ïåðèîäà ðàçìíîæåíèÿ, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑢1 = 𝑢1(𝑘), 𝑢2 = 𝑢2(𝑘) � äîëè åæåãîä-
íîãî ïðîìûñëîâîãî èçúÿòèÿ äëÿ ìëàäøåãî è ñòàðøåãî âîçðàñòíîãî êëàññà
ñîîòâåòñòâåííî.

Îïèøåì îïòèìàëüíûé ðåæèì ýêñïëóàòàöèè. Ïóñòü 𝐶1 = 3, 𝐶2 = 2, òîãäà
ôóíêöèÿ

𝐷(𝑥1, 𝑥2) = 9𝑥1 + 6𝑥2 +
7

2
𝑥1𝑥2 − 6𝑥21 − 6𝑥22

äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå (𝑥*1, 𝑥
*
2) ≈ (0.9791, 0.7856).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝐻(𝑢, 𝑥(0)) äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ýêñïëóàòàöèè. Çäåñü îïòèìàëüíûå óïðàâ-
ëåíèÿ 𝑢*1 ≈ 0.6463, 𝑢*2 ≈ 0.4704 è ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âðåìåííàÿ âûãîäà
𝐻
(︀
�̄�*, 𝑥(0)

)︀
= 𝐷(𝑥*1, 𝑥

*
2) ≈ 6.7628.
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НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С СИНГУЛЯРНЫМ

КОЭФФИЦИЕНТОМ
Н.В. Зайцева

n.v.zaiceva@yandex.ru

УДК 517.95

Для гиперболического уравнения с сингулярным коэффициентом в
прямоугольной области исследованы начально-граничные задачи в за-
висимости от числового параметра, входящего в уравнение. Решения
построены в виде рядов Фурье-Бесселя. Единственность решений за-
дач проводится методом интегральных тождеств. Доказаны теоремы
существования и устойчивости решений поставленных задач.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, сингулярный коэффи-
циент, начально-граничная задача, ряд Фурье-Бесселя, равномерная
сходимость.

Initial-boundary value problems for hyperbolic equation with
singular coefficient

We research initial-boundary value problems in a rectangular domain for
the hyperbolic equation with a singular coefficient. The solutions are
obtained in the forms of the Fourier-Bessel series. The uniqueness of solu-
tions of the problems are established by means of the method of integral
identities. The existence and stability theorems for the solutions of the
problems are proved.

Keywords: hyperbolic equation, singular coefficient, initial-boundary value
problem, Fourier-Bessel series, uniform convergence.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ñîâðåìåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ÷òî îáóñëîâëåíî èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî êëàññà
óðàâíåíèé â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ê çàäà÷àì ãàçîâîé äèíàìèêè
è àêóñòèêè, òåîðèè ñòðóé â ãèäðîäèíàìèêå, ìåõàíèêå, òåîðèè óïðóãîñòè è
ïëàñòè÷íîñòè. Ïåðâàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðå-
ìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âïåðâûå èçó÷åíà â ðàáîòå [1]. Îñîáîå ìåñòî â
äàííîé òåîðèè çàíèìàþò èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåí-
öèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ, èçó÷åíèå êîòîðûõ áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ Ýé-
ëåðà, Ïóàññîíà, Äàðáó. Îáøèðíîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé òðåõ îñíîâíûõ
êëàññîâ ñ îïåðàòîðîì Áåññåëÿ ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòàõ [2�5].

Ðàññìîòðèì â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 𝐷 = {(𝑥, 𝑡)| 0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑡 < 𝑇}
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 𝑂𝑥𝑡, 𝑙, 𝑇 > 0 � çàäàííûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

�𝐵𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 −
𝑘

𝑥
𝑢𝑥 = 0, (1)

Зайцева Наталья Владимировна, старший преподаватель, Казанский федеральный
университет (Казань, Россия); Natalya Zaitseva (Kazan Federal University, Kazan, Russia)
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ãäå
𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑘

𝑥

𝜕

𝜕𝑥
= 𝑥−𝑘

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝑥𝑘𝑢𝑥

)︀
� îïåðàòîð Áåññåëÿ, 𝑘 ̸= 0 � çàäàííîå

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûå çà-

äà÷è äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1) â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè 𝐷 ïðè
âñåõ 𝑘 ̸= 0.

Постановка первой начально-граничной задачи. Найти функцию
𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую условиям:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶2(𝐷), 𝑥𝑘𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷), (2)

�𝐵𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷, (3)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

𝑢(0, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑘 < 1,

где 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) – заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие
условиям 𝜙(𝑙) = 𝜓(𝑙) = 0, 𝜙(0) = 𝜓(0) = 0 при 𝑘 < 1.

Постановка второй начально-граничной задачи. Найти функцию
𝑢(𝑥, 𝑡), которая удовлетворяет (2)–(4) и условиям:

𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇,

lim
𝑥→0+

𝑥𝑘𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, |𝑘| < 1,

𝑢(0, 𝑡) = 0, 0 6 𝑡 6 𝑇, 𝑘 6 −1,

где 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) – заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие
условиям 𝜙′(𝑙) = 𝜓′(𝑙) = 0.

Ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ äîêàçàíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèé ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà è ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé, êîòîðûå óñòàíîâëåíû íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ
ôóíêöèè Áåññåëÿ è íóëåé ýòîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îò-
íîñèòåëüíî íà÷àëüíûõ óñëîâèé, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñõîäèìîñòü ïîñòðî-
åííîãî ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé [6, 7]. Äëÿ êàæäîé èç çàäà÷ äî-
êàçàíà

Теорема. Для решения задачи справедлива оценка ||𝑢|| 6 𝐶(||𝜙||+ ||𝜓||),
где постоянная 𝐶 не зависит от функций 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥).
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ОБРАТНАЯ СПЕКТРАЛЬНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ЧЕТВЕРТОГО

ПОРЯДКА
Г.А. Закирова
zakirovaga@susu.ru

УДК 517.518

Разработан численный метод решения обратных спектральных задач
для дискретных полуограниченных операторов. В тезисах показано
применение этого метода для решения модельных краевых задач для
обыкновенных дифференциальных операторов четвертого порядка.
Представлены результаты вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: спектральная теория, теория возмущений, обратная
задача, оператор высокого порядка

Inverse spectral problem for a fourth order differential
operator

A numerical method for solving inverse spectral problems for discrete
semi-bounded operators is developed. The theses show the application of
this method to the solution of model boundary value problems for ordinary
differential operators of the fourth order. The results of computational
experiments are presented.

Keywords: spectral theory, perturbation theory, inverse problem, high or-
der operator

Íà îñíîâå [1]�[3] â ðàáîòàõ [4]�[6] ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøå-
íèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü îáðàòíûå çàäà÷è
äëÿ äèñêðåòíûõ ïîëóîãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì óäàëîñü ïîñòðî-
èòü àëãîðèòìû, êîòîðûå ìîæíî ñ ìàëûìè êîððåêòèðîâêàìè ïåðåíåñòè íà
çàäà÷è ñ íåîáõîäèìûì ïîðÿäêîì, âèäîì äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ è
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Закирова Галия Амрулловна, к.ф.-м.н., доцент, ЮУрГУ (Челябинск, Россия); Galiya
Zakirova (South Ural State University, Chelyabinsk, Russia)
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Ïîêàæåì ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ìîäåëüíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

𝐿𝑢 = 𝜇𝑢, (1)

𝐺𝑢|Γ = 0, (2)

äëÿ äèñêðåòíîãî ïîëóîãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà 𝐿, çàäàííîãî â ñåïàðàáåëü-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ 𝐷𝐿 ⊂ 𝐻, Γ �
ãðàíèöà îáëàñòè 𝐷𝐿.

Теорема 1.[4] Пусть 𝐿 – дискретный полуограниченный оператор, дей-
ствующий в сепарабельном гильбертовом пространстве 𝐻. Если система
координатных функций {𝜙𝑘}∞𝑘=1 является ортонормированным базисом 𝐻
и удовлетворяет заданным для оператора 𝐿 однородным граничным усло-
виям. Тогда приближенные собственные значения ̃︀𝜇𝑛 оператора 𝐿 нахо-
дятся по формулам

̃︀𝜇𝑛(𝑛) = (𝐿𝜙𝑛, 𝜙𝑛) + 𝛿𝑛, 𝑛 ∈ 𝑁, (3)

ãäå 𝛿𝑛 =
𝑛−1∑︀
𝑘=1

[̃︀𝜇𝑘(𝑛− 1) − ̃︀𝜇𝑘(𝑛)].

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé 1, íàéäåì

1∫︀
0

[︁
𝑝0(𝑠)𝜙

(4)
𝑛 (𝑠) + 𝑝1(𝑠)𝜙

′′′

𝑛 (𝑠) + 𝑝2(𝑠)𝜙𝑛(𝑠)
′′

+ 𝑝3(𝑠)𝜙𝑛(𝑠)
′
+

+𝑝4(𝑠)𝜙𝑛(𝑠)
]︁
𝜙𝑛(𝑠)𝑑𝑠 = ̃︀𝜇𝛿𝑛, ̃︀𝜇𝛿𝑛 = ̃︀𝜇𝑛(𝑛) − 𝛿𝑛. 𝑛 ∈ 𝑁

Çàïèøåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â ìàòðè÷íîì âèäå

𝐴 ̂︀𝑃 ≡
𝑏∫︁
𝑎

̂︀𝐾(𝑥, 𝑠) ̂︀𝑃 (𝑠)𝑑𝑠 = ̃︀𝑓(𝑥), 𝑐 6 𝑥 6 𝑑, (4)

ãäå 𝐴 � îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà,̂︀𝐾(𝑥𝑘, 𝑠) =
(︁
𝐾0(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾1(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾2(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾3(𝑥𝑘, 𝑠) 𝐾4(𝑥𝑘, 𝑠)

)︁
, 𝐾𝑗(𝑥𝑛, 𝑠) =

𝜙
(4−𝑗)
𝑛 (𝑠)𝜙𝑛(𝑠), ̂︀𝑃 (𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝0(𝑠)
𝑝1(𝑠)
𝑝2(𝑠)
𝑝3(𝑠)
𝑝4(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠, 𝑥𝑘 ∈ [𝑐, 𝑑], ̃︀𝑓(𝑥𝑛) = ̃︀𝜇𝛿𝑛, [𝑐, 𝑑] � îòðåçîê

ñîäåðæàùèé íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïðèáëèæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1)�(2).

Äîïóñòèì, ÷òî ÿäðî ̂︀𝐾(𝑥, 𝑠) èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) íåïðåðûâ-
íî è çàìêíóòî â êâàäðàòå Π = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], ôóíêöèè ̃︀𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2[𝑐, 𝑑],
𝑝𝑗(𝑠) ∈ 𝑊𝑛

2 [𝑎, 𝑏], 𝑗 = 0, 4, 𝑛 = max(𝑟1, 𝑟2, 𝑡1, 𝑡2). Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðàâîé
÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) 𝑓(𝑥) íåèçâåñòíû. Èçâåñòíû òîëüêî åå
ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ̃︀𝑓(𝑥𝑘) òàêèå, ÷òî ||𝑓 − ̃︀𝑓 ||𝐿2[𝑐,𝑑] < 𝛿. Äëÿ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ Òèõîíîâà.
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Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó.

𝑢(4) + 𝑝4(𝑠)𝑢 = 𝜇𝑢, 0 < 𝑠 < 1,
𝑢(0) = 𝑢′(0) = 0,
𝑢(1) = 𝑢′(1) = 0.

(5)

Çäåñü 𝑢 ∈ 𝑊 4
2 (𝑎, 𝑏), 𝑝4(𝑠) - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Çà ñèñòåìó êîîðäèíàòíûõ

ôóíêöèé {𝜙𝑘(𝑠)}𝑛𝑘=1 â ìåòîäå Ãàëåðêèíà âîçüìåì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è

𝜙(4) = 𝜆𝜙,
𝜙(0) = 𝜙′(0) = 0,
𝜙(1) = 𝜙′(1) = 0,

(6)

âèä êîòîðûõ èçâåñòåí. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (5)�(6)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì 𝜆𝑘 = 𝑞4𝑘, 𝑘 = 1,∞. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïî íàõîæäåíèþ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà
𝑝𝛼4𝑛 â óçëîâûõ òî÷êàõ äèñêðåòèçàöèè ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ: 𝑁𝑠 = 17 - ÷èñëî óçëîâ äèñêðåòèçàöèè, 𝑐 = 504, 3358, 𝑑 = 9135911, 1596,
𝑝4(𝑠) = 𝑠2 + 3𝑠+ 2. ×åðåç 𝑝𝛼2𝑛 îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑝𝛼2 â óç-
ëàõ äèñêðåòèçàöèè. Âåëè÷èíû 𝜁𝑛 îïðåäåëÿåò ïîòî÷å÷íóþ àáñîëþòíîþ ïî-
ãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ïñåâäîðåøåíèÿ 𝑝𝛼4 è îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

𝜁𝑛 =
⃒⃒⃒
𝑓(𝑥𝑛) −

𝑏∫︀
𝑎

𝐾4(𝑥𝑛, 𝑠)𝑝
𝛼
4 (𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒
, 𝑛 = 1, 𝑁𝑠.

Таблица 1

𝑛 𝑠𝑛 𝑝4(𝑠𝑛) 𝑝𝛼4𝑛 |𝑝4(𝑠𝑛)− 𝑝𝛼4𝑛| 𝜁𝑛

1 0, 0000 2, 0000 3, 7353 1, 7353 1, 6703 · 10−1

2 0, 0625 2, 1914 3, 7778 1, 5864 1, 0987 · 10−2

3 0, 1250 2, 3906 3, 7499 1, 3593 5, 9071 · 10−3

4 0, 1875 2, 5977 3, 7100 1, 1123 5, 4734 · 10−3

5 0, 2500 2, 8125 3, 7060 0, 8935 3, 8745 · 10−3

6 0, 3125 3, 0352 3, 7834 0, 7482 2, 6786 · 10−3

7 0, 3750 3, 2656 3, 9236 0, 6580 1, 8679 · 10−3

8 0, 4375 3, 5039 4, 0571 0, 5532 1, 3017 · 10−3

9 0, 5000 3, 7500 4, 1115 0, 3615 8, 8254 · 10−4

10 0, 5625 4, 0039 4, 0571 0, 0532 5, 5436 · 10−4

11 0, 6250 4, 2656 3, 9236 0, 3420 2, 8582 · 10−4

12 0, 6875 4, 5352 3, 7834 0, 7518 5, 8948 · 10−5

13 0, 7500 4, 8125 3, 7060 1, 1065 1, 3703 · 10−4

14 0, 8125 5, 0977 3, 7100 1, 3877 3, 0895 · 10−4

15 0, 8750 5, 3906 3, 7499 1, 6407 4, 6141 · 10−4

16 0, 9375 5, 6914 3, 7778 1, 9136 5, 9765 · 10−4

17 1, 0000 6, 0000 3, 7353 2, 2647 7, 2014 · 10−4

Ïðîâåäåííûå ìíîãî÷èñëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî âîññòà-
íîâëåíèþ îïåðàòîðîâ Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ ïî èçâåñò-
íûì èõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðûì îòðåçêàì, ïî-
êàçàëè âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåí-
íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ îáðàòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïîðîæäåííûõ äèñêðåò-
íûìè ïîëóîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðàìè.
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On coercivity of perturb differential-difference equations

Boundary value problems for differential-difference equations with per-
turbations in the shifts of the arguments are considered. The algebraic
criterion of fulfillment of the Garding-type inequality was established. We
investigated continuous dependence of solutions of these boundary-value
problems on the shifts of arguments.

Keywords: differential-difference equations, boundary-value problems,
strong ellipticity

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíå-
íèÿ

𝐴𝑢 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑅𝑖𝑗𝜀𝑢𝑥𝑗
)𝑥𝑖

−
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑅𝑢𝑥𝑖
)𝑥𝑖

= 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ 𝑄), (1)

𝑢(𝑥) = 0 (𝑥 /∈ 𝑄) , (2)

ãäå 𝑄− îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â R𝑛 ñ êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé, 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄).
Ðàçíîñòíûå îïåðàòîðû 𝑅𝑖𝑗𝜀, 𝑅 : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(R𝑛) èìåþò âèä

𝑅𝑖𝑗𝜀𝑢(𝑥) = 𝑎𝑖𝑗0𝑢(𝑥) +

𝐽∑︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑗𝑘(𝑢(𝑥1 + 𝑘𝜀, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) + 𝑢(𝑥1 − 𝑘𝜀, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛))

𝑅𝑢(𝑥) = 𝑏0𝑢(𝑥) +
∑︁

ℎ∈𝑀∖0

𝑏ℎ(𝑢(𝑥+ ℎ) + 𝑢(𝑥− ℎ)).

Çäåñü 𝑎𝑖𝑗𝑘, 𝑏ℎ ∈ R, 𝑎𝑖𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑖𝑘; 𝑀− ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîîðäèíàòàìè, 𝜀 > 0− ìàëûé ïàðàìåòð (äàëåå 𝜀 → 0). Ðåøåíèå 𝑢 çàäà÷è
(1)-(2) èùåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà 𝐻1(𝑄) è îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì
îáðàçîì.

Òåîðèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíî - ðàçíîñò-
íûõ óðàâíåíèé ñ öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè àðãóìåíòîâ â ñòàðøèõ ÷ëåíàõ
ïîñòðîåíà â ðàáîòàõ À.Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî [1],[2].

Íàçîâåì óðàâíåíèå (1) ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî òèïà Ãîðäèíãà:

Re (𝐴𝑢, 𝑢)𝐿2(𝑄) > 𝑐1‖𝑢‖
2
𝐻1(𝑄) (∀𝑢 ∈ 𝐶∞

0 (Ω), 𝑐1 > 0).

Ïîëó÷èì óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé (ïî 𝜀 > 0) ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè óðàâ-
íåíèé (1). Âîïðîñ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè
è ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðà 𝜀
ïðè 𝜀→ 0 âïåðâûå ðàññìàòðèâàëñÿ â [3]. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ âîçìóùåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èññëåäîâà-
íû â [4].

Îáîçíà÷èì 𝑎𝑅(𝜂, 𝜉) =
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

(𝑎𝑖𝑗0 + 2
𝐽∑︀
𝑘=1

𝑎𝑖𝑗𝑘 cos(𝑘𝜂))𝜉𝑖𝜉𝑗 (𝜂 ∈ R, 𝜉 ∈ R𝑛)

𝑎min := inf
𝜂,𝜉

Re 𝑎𝑅(𝜂, 𝜉) (𝜂 ∈ R, |𝜉| = 1). Ââåäåì îïåðàòîðû 𝑅𝐶 : 𝐿2(R𝑛) →

𝐿2(R𝑛), 𝑅𝐶𝑢(𝑥) = 𝑎min𝑢(𝑥) + 𝑅𝑢(𝑥), 𝑅𝐶𝑄 = 𝑃𝑄𝑅
𝐶𝐼𝑄 : 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(𝑄), ãäå
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𝐼𝑄 : 𝐿2(𝑄) → 𝐿2(R𝑛)− îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè èç 𝐿2(𝑄) íóëåì â
R𝑛, 𝑃𝑄 : 𝐿2(R𝑛) → 𝐿2(𝑄)− îïåðàòîð ñóæåíèÿ ôóíêöèè èç 𝐿2(R𝑛) íà 𝑄.

Теорема 1. Уравнение (1) является сильно эллиптическим в �̄� для лю-
бого значения параметра 𝜀 > 0 тогда и только тогда, когда контрольный
оператор 𝑅𝐶𝑄 является положительно определенным.

Îáîçíà÷èì 𝑎lim𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗0 + 2
𝐽∑︀
𝑘=1

𝑎𝑖𝑗𝑘 è ðàññìîòðèì ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó

−
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(︀
𝑎lim𝑖𝑗 𝑢𝑥𝑗

)︀
𝑥𝑖

−
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑅𝑢𝑥𝑖)𝑥𝑖
= 𝑓(𝑥) (𝑥 ∈ 𝑄), (3)

𝑢(𝑥) = 0 (𝑥 /∈ 𝑄) . (4)

Теорема 2. Пусть оператор 𝑅𝐶𝑄 является положительно определен-
ным. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄) и любом фиксированном зна-
чении параметра 𝜀 > 0 задача (1)-(2) имеет единственное решение 𝑢𝜀 ∈
𝐻1(𝑄). При этом ‖𝑢𝜀 − 𝑢lim‖𝐻1(𝑄) → 0, 𝜀→ 0, где 𝑢lim ∈ 𝐻1(𝑄)− решение
задачи (3),(4).
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On scattering problem for the systems of differential equations
with a singularity

The scattering problem on the semi-axis for the systems of the differential
equations with a regular singularity at the origin is studied. We establish
the existence, the uniqueness and some properties of the Weyl-type solu-
tions which play an important role in investigation of direct and inverse
spectral problems.

Keywords: scattering problems, systems of differential equations, singu-
larity

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âè-
äà:

𝑦′ = 𝜌𝐵𝑦 + 𝑥−1𝐴𝑦 + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝑥 ∈ (0,∞) (1)

ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì 𝜌, ãäå 𝐴,𝐵, 𝑞(𝑥) � 𝑛×𝑛 - ìàòðèöû, 𝑛 > 2, 𝐴,𝐵
ïîñòîÿííû, 𝑞𝑗𝑘(·) ∈ 𝐿1(0,∞)∩𝐿𝑝(0,∞), 𝑝 > 2. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç 𝑋𝑝 áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âíåäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö-ôóíêöèé ñ ýëåìåíòàìè èç
𝐿1(0,∞) ∩ 𝐿𝑝(0,∞).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛), 𝑞𝑗𝑗(𝑥) ≡ 0, 𝑎𝑗𝑗 = 0, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 �
ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé è
òàêèå, ÷òî

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑏𝑘 = 0. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛

ìàòðèöû 𝐴 òàêîâû, ÷òî 𝜇𝑗 − 𝜇𝑘 /∈ Z ïðè 𝑗 ̸= 𝑘, Re𝜇𝑗 ̸= 0 è Re𝜇1 < Re𝜇2 <
· · · < Re𝜇𝑛.

Определение. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅1, . . . , 𝑅𝑛 ïåðåñòàíîâêó ÷èñåë
𝑏1, . . . , 𝑏𝑛 òàêóþ, ÷òî Re 𝜌𝑅1 < Re 𝜌𝑅2 < · · · < Re 𝜌𝑅𝑛, ÷åðåç 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛 �
ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðåñòàíîâêó âåêòîðîâ 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â
C𝑛. 𝑘-ì ðåøåíèåì òèïà Âåéëÿ íàçîâ¼ì ðåøåíèå 𝜓𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) ñèñòåìû (1), óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:

𝜓𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝑂 (𝑥𝜇𝑘) , 𝑥→ 0, 𝜓𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) = exp(𝜌𝑥𝑅𝑘)(𝑓𝑘 + 𝑜(1)), 𝑥→ ∞.

Îáîçíà÷èì
Σ :=

⋃︁
(𝑘,𝑗):𝑗 ̸=𝑘

{𝑧 : Re(𝑧𝑏𝑗) = Re(𝑧𝑏𝑘)} .

Ïóñòü 𝑆 - íåêîòîðûé ñåêòîð ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, ëåæàùèé â
C ∖ Σ, è ïóñòü 𝑐(𝑧) = (𝑐1(𝑧), . . . , 𝑐𝑛(𝑧)) è 𝑒(𝑧) = (𝑒1(𝑧), . . . , 𝑒𝑛(𝑧)) ôóíäàìåí-
òàëüíûå ìàòðèöû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû

𝑑𝑦

𝑑𝑧
= 𝐵𝑦 + 𝑧−1𝐴𝑦, 𝑧 ∈ 𝑆,

òàêèå ÷òî

𝑒𝑘(𝑧) = exp(𝑧𝑅𝑘)(𝑓𝑘 + 𝑜(1)), 𝑧 → ∞, 𝑐𝑘(𝑧) = 𝑧𝜇𝑘(ℎ𝑘 + 𝑜(1)), 𝑧 → 0,

ãäå ℎ𝑘 - ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû 𝐴, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ 𝜇𝑘. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ñåêòîðå 𝑆 âû-
ïîëíåíî условие информативности, åñëè äëÿ êàæäîãî 𝑘 = 2, 𝑛
det(𝑒1(𝑧), . . . , 𝑒𝑘−1(𝑧), 𝑐𝑘(𝑧), . . . , 𝑐𝑛(𝑧)) ̸= 0.
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Теорема 1. Пусть в секторе 𝑆 выполнено условие информативности.
Тогда для каждого 𝑘 = 1, 𝑛 𝑘-е решение типа Вейля существует и един-
ственно при всех 𝜌 ∈ 𝑆, за исключением, быть может, некоторого не
более чем счётного множества. Если 𝑞 = 0, то решение типа Вейля су-
ществует и единственно при всех 𝜌 ∈ 𝑆.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè:

𝑊0(𝜉) := (1 − |𝜉|)𝜉 + |𝜉|2, |𝜉| 6 1, 𝑊0(𝜉) := (𝑊0

(︀
𝜉−1
)︀
)−1, |𝜉| > 1,

𝑊𝑘(𝜉) := 𝑊0 (𝜉𝜇𝑘) exp(𝑅𝑘𝜉), |𝜉| 6 1, 𝑊𝑘(𝜉) := exp(𝑅𝑘𝜉), |𝜉| > 1,

𝑘 = 1, 𝑛. ×åðåç 𝑊 (𝜉) îáîçíà÷èì ìàòðèöó

𝑊 (𝜉) := 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑊1(𝜉), . . . ,𝑊𝑛(𝜉)).

Óñëîâèìñÿ ÷åðåç 𝐶0(𝑆) îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
ïî 𝜌 ∈ 𝑆 è ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 ïðè 𝜌 → ∞. Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç 𝐶0(𝑙), ãäå 𝑙 -
íåêîòîðûé ëó÷ âèäà {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝑆 ∖ {0} áóäåì îáîçíà÷àòü
ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà 𝑙 è ñòðåìÿùèõñÿ ê 0 ïðè 𝜌 → ∞.
×åðåç 𝐻(𝑙) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 𝐶0(𝑙) ∩ 𝐿2(𝑙).

Ñîñòàâèì èç ðåøåíèé òèïà Âåéëÿ ìàòðèöó

𝜓(𝑞, 𝑥, 𝜌) := (𝜓1(𝑞, 𝑥, 𝜌), . . . , 𝜓𝑛(𝑞, 𝑥, 𝜌)).

Теорема 2. Пусть в секторе 𝑆 выполнено условие информативности.
Тогда справедливо представление:

𝜓(𝑞, 𝑥, 𝜌) = 𝑊 (𝜌𝑥)𝜓(0, 𝑥, 𝜌)(𝑊 (𝜌𝑥))−1𝛽(𝑞, 𝑥, 𝜌),

где

𝛽𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌) =
𝛿𝑗𝑘 + 𝑑𝑗𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)

1 + 𝑑𝑘(𝑞, 𝑥, 𝜌)
,

𝛿𝑗𝑘 - символ Кронекера, 𝑑𝑗𝑘, 𝑑𝑘 ∈ 𝐶(𝑋𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐶0(𝑆))) и для любого лу-
ча 𝑙 = {𝜌 = 𝑧𝑡, 𝑡 ∈ [0,∞)}, 𝑧 ∈ 𝑆 ∖ {0} ограничения 𝑑𝑗𝑘|𝑙 , 𝑑𝑘|𝑙 принадлежат
𝐶(𝑋𝑝, 𝐵𝐶([0,∞), 𝐻(𝑙))).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ [3], ãäå èñ-
ñëåäîâàëàñü ñèñòåìà (1) ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑞𝑗𝑘(·).
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УПРАВЛЕНИЯ МАЯТНИКОВОГО ТИПА

Е.В. Игонина
elenaigonina7@mail.ru

УДК 517.91

Исследована устойчивость системы управления обратным маятником,
описываемой моделью Такаги–Сугено, с помощью метода функций
Ляпунова и построения логического регулятора.

Ключевые слова: обратный маятник, логический регулятор, устойчи-
вость, стабилизация, модель Такаги–Сугено.

On the study of the stability of the control system of the
pendulum type

The stability of an inverse pendulum control system described by the
Takagi-Sugeno model is investigated using the Lyapunov function method
and the construction of a logic controller.

Keywords: reverse pendulum, logical controller, stability, stabilization,
Takagi-Sugeno model

Èçó÷åíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ìàÿòíèêîâûõ ñèñòåì â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ îãðîìíîå âíèìàíèå â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî îíè èñïîëü-
çóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî êëàññà óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ (øàãàþùèå
ðîáîòû, òåõíè÷åñêèå ñðåäñòâà � ïîæàðíûå âåðòîëåòû ñ âîäîñáðîñíûì êîâ-
øîì, ïîðòàëüíûå êðàíû, ãèðîñêóòåðû) è ïðîöåññîâ (óïðàâëåíèå çàïóñêîì
è ïîëåòîì ðàêåò).

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû
óïðàâëåíèÿ ìàÿòíèêîâîãî òèïà, îñíîâàííûé íà àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé
ìîäåëè ìîäåëüþ Òàêàãè�Ñóãåíî è ïîñòðîåíèè ëîãè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà, îñó-
ùåñòâëÿþùåãî óïðàâëåíèå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü,
îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó îáðàòíîãî ìàÿòíèêà, ïðèêðåïëåííîãî ê ãîðèçîí-
òàëüíî äâèãàþùåéñÿ òåëåæêå:

�̇�1(𝑡) = 𝑥2(𝑡),

�̇�2(𝑡) =
𝑔 sin(𝑥1(𝑡)) − 𝑎𝑚𝑙𝑥2

2(𝑡) sin(2𝑥1(𝑡))
2

4𝑙
3 − 𝑎𝑚𝑙 cos2(𝑥1(𝑡))

− 𝑎 cos(𝑥1(𝑡))𝑢(𝑡)
4𝑙
3 − 𝑎𝑚𝑙 cos2(𝑥1(𝑡))

, (1)

ãäå 𝑥1(𝑡) � óãîë (â ðàäèàíàõ) îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò âåðòèêàëüíîé îñè,
𝑥2(𝑡) � óãëîâàÿ ñêîðîñòü, 𝑔 = 9, 8 ì/𝑐2 � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, 𝑚
� ìàññà ìàÿòíèêà, 𝑀 � ìàññà òåëåæêè, 2𝑙 � äëèíà ìàÿòíèêà, 𝑢 � ñèëà,
ïðèêëàäûâàåìàÿ ê òåëåæêå (â Íüþòîíàõ), 𝑎 = 1

𝑚+𝑀 . Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â
ñòàáèëèçàöèè è óäåðæàíèè ìàÿòíèêà â âåðõíåì íåóñòîé÷èâîì âåðòèêàëüíîì
ïîëîæåíèè çà ñ÷åò âîçäåéñòâèÿ, îêàçûâàåìîãî ðåãóëÿòîðîì íà òåëåæêó.

Игонина Елена Викторовна, к.ф.-м.н., доцент кафедры математического моделирова-
ния и компьютерных технологий, ЕГУ имени И.А. Бунина (Елец, Россия); Elena Igonina
(Bunin Yelets State University, Yelets, Russia)
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Ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû àïïðîêñèìàöèè, îïèñàííîé â ðàáîòå [1], ñèñòå-
ìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ìîäåëè Òàêàãè�
Ñóãåíî:

Ï1: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0, òî �̇�(𝑡) = 𝐴1𝑥(𝑡) +𝐵1𝑢(𝑡).
Ï2: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî

±𝜋
2

(︁
|𝑥1| <

𝜋

2

)︁
, (2)

òî �̇�(𝑡) = 𝐴2𝑥(𝑡) +𝐵2𝑢(𝑡), ãäå

𝐴1 =

[︂
0 1
2𝑔

4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙 0

]︂
, 𝐴2 =

[︂
0 1
2𝑔

𝜋(4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙𝛽2) 0

]︂
,

𝐵1 =

[︂
0

− 𝑎
4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙

]︂
, 𝐵2 =

[︂
0

− 𝑎𝛽
4𝑙/3−𝑎𝑚𝑙𝛽2 ,

]︂
𝛽 = cos 88∘.

Ëîãè÷åñêèé ðåãóëÿòîð, ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ïàðàëëåëüíîé
ðàñïðåäåëåííîé êîìïåíñàöèè [2], îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè âèäà:

Ï1: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî 0, òî 𝑢(𝑡) = 𝐹1𝑥(𝑡).
Ï2: Åñëè 𝑥1(𝑡) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî ±𝜋

2

(︀
|𝑥1| < 𝜋

2

)︀
, òî 𝑢(𝑡) = −𝐹2𝑥(𝑡),

ãäå 𝐹1, 𝐹2 � ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ óñèëåíèÿ.
Òîãäà îáùåå çàäàíèå ëîãè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà, ñòàáèëèçèðóþùåãî ñèñòå-

ìó, ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑢(𝑡) = −ℎ1(𝑥1(𝑡))𝐹1𝑥(𝑡) − ℎ2(𝑥1(𝑡)𝐹2𝑥(𝑡), (3)

ãäå ℎ1 è ℎ2 �ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ ïðàâèë Ï1 è Ï2 ñîîòâåòñòâåííî,
è ℎ1 + ℎ2 = 1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè (2) ñ ëîãè÷åñêèì
ðåãóëÿòîðîì (3) èñïîëüçîâàíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [2]. Ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ
Ëÿïóíîâà âèäà:

𝑉 (𝑥(𝑡)) = ℎ1(𝑥1(𝑡))𝑥𝑇 (𝑡)𝑃1𝑥(𝑡) + ℎ2(𝑥2(𝑡))𝑥𝑇 (𝑡)𝑃2𝑥(𝑡),

ãäå 𝑃1, 𝑃2 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî
ìåòîäà Ëîóñîíà [3, 4] ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ñ ó÷åòîì (3) � (4). Äëÿ êîíêðåòíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû𝑚 = 2 êã,𝑀 = 8 êã, 2𝑙 =
1 ì îïðåäåëåíû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû 𝑃1, 𝑃2, è ìàòðèöû 𝐹1,
𝐹2, îáåñïå÷èâàþùèå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (2).
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УДК 517.934-948

В настоящей работе устанавливается почти-периодичность обобщен-
ного и классического решения пятой (в частности, четвертой) сме-
шанных задач для уравнения динамики трехмерного упругого тела
(уравнения Ламе).

Ключевые слова: почти периодичность, обобщенные и классические
решения, смешанные задачи, уравнения Ламе

On the almost-periodicity solution of the fourth (fifth) mixed
problem for the system of the Lame equations

In this paper, we establish almost periodic generalized and classical solu-
tions of fifth (in particular, fourth) mixed problems for the equations of
dynamics of a three-dimensional elastic body (the equation of Lame).

Keywords: almost-periodicity, generalized and classical solutions,mixed
problems, Lame’s equation

Ïóñòü � íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (â ÷àñòíîñòè, ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî). Íàïîìíèì [1] îïðåäåëåíèå ïî÷òè- ïåðèîäè÷íîñòè:

Определение 1. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑡), íåïðåðûâíàÿ ïðè 𝑡 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞),
ñî çíà÷åíèåì èç 𝐵 íàçûâàåòñÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé (â äàëüíåéøåì ñîêðà-
ùåííî ï.-ï.) ôóíêöèåé â 𝐵, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò ïîëîæè-
òåëüíîå ÷èñëî 𝑙𝜀 òàêîå, ÷òî â ëþáîì èíòåðâàëå 𝑙𝜀 = (𝑎; 𝑎 + 𝑙𝜀) äëèíû 𝑙𝜀 ,
𝑙𝜀 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞), íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝜏 = 𝜏𝑓 (𝜀) (𝜀-ïî÷òè ïåðèîä), äëÿ êîòîðîãî
íåðàâåíñòâî ‖𝑓(𝑡 + 𝜏) − 𝑓(𝑡)‖ 6 𝜀 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞).
(‖ · ‖-íîðìà â 𝐵). Ñ. Áîõíåð [2] äîêàçàë, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé 𝑅𝑓(𝑡)
ôóíêöèè 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐽 ≡ (−∞,∞) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â 𝐵 è ñóùåñòâóåò
ïîñòîÿííàÿ 𝜎 > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑡 ∈ 𝐽 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

inf
𝑡
‖𝑓(𝑡+ 𝜏) − 𝑓(𝑡)‖ > 𝜎 sup

𝑡
‖𝑓(𝑡+ 𝜏) − 𝑓(𝑡)‖, (1)
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Muhammadjon Ismati (Institute of Enterpreneurship and Service of Tajikistan, Dushanbe,
Tajikistan)

Исматов Набиджон Мухаммаджонович, к.ф.-м.н, доцент, ИПС (Душанбе, Тaджи-
кистан); Nabijon Ismatov Muhammadjonovich (Institute of Enterpreneurship and Service of
Tajikistan, Dushanbe, Tajikistan)



Материалы международной конференции 281

òî 𝑓(𝑡)-ï.-ï. ôóíêöèÿ â 𝐵.
Ïóñòü òåïåðü òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ïÿòîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé äèíàìèêè èçîòðîïíîãî îäíîðîäíîãî óïðóãîãî òåëà:

𝜌𝑢𝑡𝑡 = ∆*𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑡 (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω ∪ 𝑆 (3)

[𝑁 (𝑛) + 𝜎(𝑥)]𝑢 |Γ𝑇
= 0, (4)

Çäåñü 𝜙, 𝜓 è 𝑓(𝑥, 𝑡) � çàäàííûå âåêòîð-ôóíêöèè, Ω � êîíå÷íàÿ òðåõìåðíàÿ
ñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé 𝑆 òèïà Ëÿïóíîâà,

𝑁 (𝑛) ≡
𝑘

𝑇
(𝑛)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦ 𝑘𝑇

(𝑛)

𝑖𝑗 (
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑛(𝑥))

⃦⃦⃦⃦
⃦
3×3

� îïåðàòîð ïñåâäîíàïðÿæåíèÿ, â êîòîðîì

𝑘

𝑇 𝑖𝑗 = 𝜇(𝜈 + 𝜇)𝑛𝑖(𝑥)
𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑘(𝑛𝑗(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑖
− 𝑛𝑖(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥𝑗
+ 𝛿𝑖𝑗𝜇

𝜕

𝜕𝑛(𝑥)
,

𝑘 = 𝜇(𝜈 + 𝜇)(𝜈 + 3𝜇)−1, 𝜎(𝑥) � âåùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà 3 × 3, çàäàííàÿ íà 𝑆. Èçâåñòíî [3], ÷òî
ïðè 𝑘 = 𝜇 ïîëó÷èì îïåðàòîð íàïðÿæåíèÿ 𝑇 (𝑛) Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜎(𝑥) ≡ 0
ïîëó÷èì ÷åòâåðòîå êðàåâîå óñëîâèå 𝑁 (𝑛)𝑢 |Γ= 0.

Äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2)-(4) èìååò ìåñòî

Теорема. Пусть начальные вектор-функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) удовлетворя-
ют следующим условиям:
1) Вектор-функция 𝜙(𝑥) непрерывна в области Ω и обладает в этой
области непрерывными производными до 3-го порядка и интегрируемы-
ми с квадратом производными четвертого порядка. Кроме того, [𝑁 (𝑛) +
𝜎]𝜙(𝑥)|𝑆 = [𝑁 (𝑛) + 𝜎]∆*𝜙(𝑥)|𝑆 = 0.
2) Вектор-функция 𝜓(𝑥) непрерывна в области Ω и обладает в этой
области непрерывными производными до 2-го порядка и интегрируемы-
ми с квадратом производными третьего порядка. Кроме того, [𝑁 (𝑛) +
𝜎]𝜓(𝑥)|𝑆 = 0.
3) Вектор-функция 𝑓(𝑥, 𝑡) непрерывна в области 𝑄𝑇 и для ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] по
𝑥 обладает в этой области непрерывными производными до 2-го поряд-
ка и интегрируемыми с квадратом производными третьего порядка и
[𝑁 (𝑛) + 𝜎]𝑓(𝑥, 𝑡)|Γ = 0. Кроме того 𝑓(𝑥, 𝑡) функция является почти пе-
риодической по t со значением в пространстве 𝐿2.

Тогда существует единственное почти периодическое классическое ре-
шение смешанной задачи (2)-(4).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [4-6].

Замечания.
1. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ èìååò ìåñòî
è äëÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(4).
2. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ äëÿ 𝑁 = 2 è
𝑁(> 3)-ìåðíûõ îáëàñòåé.
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ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ С БЫСТРО
ОСЦИЛЛИРУЮЩИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Б.Т. Калимбетов, В.Ф. Сафонов
burkhan.kalimbetov@ayu.edu.kz, SafonovVF@yandex.ru

УДК 517.95

Целью исследования являются разработка алгоритма метода регуля-
ризации Ломова для интегро-дифференциальных систем с быстро ос-
циллирующими коэффициентами и описание эффектов, вызванных
наличием интегрального члена. В докладе обсуждается случай от-
сутствия резонанса, т. е. случай, когда целочисленная линейная ком-
бинация частот быстро осциллирующего коэффициента не совпадает
с частотой спектра предельного оператора.
Ключевые слова: сингулярно возмущенный, интегро-
дифференциальные уравнения, быстро осциллирующие коэффи-
циенты, регуляризация, асимптотическая сходимость

Integro-differential singularly perturbed equations with rapidly
oscillating coefficients

The aim of the study is to develop the Lomov’s regularization algorithm
for integro-differential systems with rapidly oscillating coefficients and a
description of the effects caused by the presence of an integral term. The
report discusses the case of lack of resonance, i.e. the case when the integer
linear combination of frequencies of the fast oscillating coefficient does not
coincide with the frequency of the spectrum of the limit operator.

Keywords: singularly perturbed, integro-differential equations, rapidly os-
cillating coefficients, regularization, asymptotic convergence
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Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äèíàìè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòüþ, ñî ñâîéñòâàìè ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè äðóãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ äèôôå-
ðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè.
Àñèìïòîòè÷åñêèå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé
ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîâîäèëèñü ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ Ôåùåíêî-
Øêèëÿ-Íèêîëåíêî [1-2] è ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè Ëîìîâà [3-4]. Â íàñòîÿ-
ùåé ðàáîòå âïåðâûå èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âèäà

𝜀
𝑑𝑧

𝑑𝑡
−𝐴(𝑡)𝑧 − 𝜀𝑔(𝑡) cos

𝛽(𝑡)

𝜀
𝐵 (𝑡) 𝑧 −

𝑡∫︁
𝑡0

𝐾(𝑡, 𝑠)𝑧(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠 = ℎ(𝑡),

𝑧(𝑡0, 𝜀) = 𝑧0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ],

(1)

ãäå 𝑧 = {𝑧1, 𝑧2} , ℎ(𝑡) = {ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡)} , 𝛽′(𝑡) > 0, 𝜔(𝑡)>0 (∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ]) , 𝑔(𝑡) �
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, à 𝐴(𝑡) è 𝐵(𝑡) ��(2 × 2)- ìàòðèöû, ïðè÷åì 𝐴 (𝑡) =(︂

0 1
−𝜔2(𝑡) 0

)︂
, 𝑧0 =

{︀
𝑧01 , 𝑧

0
2

}︀
, 𝜀 > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ïðåäåëüíûé îïå-

ðàòîð 𝐴 (𝑡) èìååò ñïåêòð 𝜆1(𝑡) = −𝑖𝜔(𝑡), 𝜆2(𝑡)= + 𝑖𝜔(𝑡), ÷àñòîòà áûñòðî
îñöèëëèðóþùåãî êîñèíóñà ðàâíà 𝛽′(𝑡). Ôóíêöèè 𝜆3(𝑡) = −𝑖𝛽′(𝑡), 𝜆4(𝑡) =
+𝑖𝛽′(𝑡) îáû÷íî íàçûâàþò ñïåêòðîì áûñòðî îñöèëëèðóþùåãî êîýôôèöèåí-
òà. Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ìåòîäà ðåãóëÿðè-
çàöèè äëÿ òàêèõ ñèñòåì è îïèñàíèå ýôôåêòîâ, âûçâàííûõ íàëè÷èåì èí-
òåãðàëüíîãî ÷ëåíà. Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñà,
ò. å. ñëó÷àé, êîãäà öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷àñòîò áûñòðî îñ-
öèëëèðóþùåãî êîýôôèöèåíòà íå ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñïåêòðà ïðåäåëüíîãî
îïåðàòîðà. Ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) 𝜔(𝑡), 𝛽(𝑡), 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C1
)︀
, ℎ(𝑡) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C2

)︀
,

𝐵(𝑡) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C2×2
)︀
, 𝐾(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐶∞ (︀[𝑡0, 𝑇 ] , C2×2

)︀
,

2) äëÿ ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑇 ] è âñåõ 𝑛3 ̸= 𝑛4 èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

𝑛3𝜆3(𝑡) + 𝑛4𝜆4(𝑡) ̸= 𝜆𝑗(𝑡), 𝜆𝑘(𝑡) + 𝑛3𝜆3(𝑡) + 𝑛4𝜆4(𝑡) ̸= 𝜆𝑗(𝑡), 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1, 2,

äëÿ âñåõ ìóëüòèèíäåêñîâ 𝑛 = (𝑛3, 𝑛4) ñ |𝑛| ≡ 𝑛3 + 𝑛4 > 1 (𝑛3 è 𝑛4 � öåëûå
íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà).

Óñëîâèå 2) íàçûâàþò óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñà. Ïîñëå ââåäåíèÿ

ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïåðåìåííûõ 𝜏𝑗 = 1
𝜀

𝑡∫︀
𝑡0

𝜆𝑗(𝜃)𝑑𝜃 ≡ 𝜓𝑗(𝑡)
𝜀 , 𝑗 = 1, 4 è ðåãóëÿ-

ðèçàöèè èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñòðîèòñÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà, èìåþùàÿ
âèä ðåãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ òåîðèÿ
íîðìàëüíîé è îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè èòåðàöèîííûõ çàäà÷ äëÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà è äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ñóæå-
íèÿ ýòîãî ðÿäà (íà ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ïåðåìåííûõ) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ
èñõîäíîé çàäà÷è (1), îáñóæäàåòñÿ âëèÿíèå èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà íà ñòðóê-
òóðó àñèìïòîòèêè.
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КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
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УДК 517.984.56

В докладе рассматриваются спектральные свойства линейного опера-
тора 𝐿𝑄, соответствующего краевой задаче для линейного дифферен-
циального уравнения, заданного дифференциальным выражением в
области Ω ⊂ 𝑅𝑛 и однородными граничными условиями. Предполага-
ется, что коэффициенты дифференциального выражения бесконечно
дифференцируемы, оператор 𝐿𝑄 обратим, а его обратный 𝐿−1

𝑄 явля-
ется компактным в 𝐿2(Ω). Рассматривается вопрос, когда спектр опе-
ратора 𝐿𝑄 является либо пустым, либо бесконечным множеством. То
есть исследуется вопрос об отсутствии конечного спектра у краевых
задач для общих дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: линейный оператор, спектр, дифференциальный
оператор, краевая задача
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Absence of a finite spectrum of regular boundary value
problems for differential equations

In this work it is discussed the spectral properties of the linear operator
𝐿𝑄 corresponding to the boundary value problem for a linear differen-
tial equation defined by a differential expression in the domain Ω ⊂ 𝑅𝑛

with homogeneous boundary conditions.The coefficients of a differential
expression are assumed to be infinitely differentiable, the operator 𝐿𝑄 is
invertible, and its inverse 𝐿−1

𝑄 is compact in 𝐿2(Ω). A question when
the spectrum of the operator 𝐿𝑄 is either empty or an infinite set is con-
sidered. It is studied a question of the absence of a finite spectrum of
boundary value problems for general differential equations.

Keywords: linear operator, spectrum, differential operator, boundary
value problem

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ èìååò è ôóíäàìåíòàëüíóþ è ïðèêëàäíóþ çíà÷èìîñòü.

Â òîæå âðåìÿ ïðîáëåìà êîíå÷íîñòè ñïåêòðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðà-
òîðîâ, ïîðîæäåííûõ ðåãóëÿðíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè îñòàåòñÿ îòêðûòîé
ïðîáëåìîé. Äî ñèõ ïîð íå èçâåñòíî ïðèìåðîâ êîððåêòíûõ ëèíåéíûõ êðà-
åâûõ çàäà÷, èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ðàáîòå [1]
Êàëüìåíîâ Ò.Ø. è Ñóðàãàí Ä. äîêàçàëè îòñóòñòâèå êîíå÷íîãî ñïåêòðà ó
êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ÷àñòè îáëàñòè êîýô-
ôèöèåíòû èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Â íàñòîÿùåì
äîêëàäå ýòî îãðàíè÷åíèå ñíèìàåòñÿ, íî òðåáóåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ äèôôåðåí-
öèðóåìîñòü êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ.

Ïóñòü Ω ⊂ 𝑅𝑛 � êîíå÷íàÿ îáëàñòü. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ
çàäà÷ó.

Задача 𝑄. Найти решение уравнения

𝐿𝑢 =
∑︁
|𝛼|6𝑝

𝑎𝛼(𝑥)𝐷𝛼𝑢 = 𝑓(𝑥), (1)

удовлетворяющее краевому условию

𝑄𝑢|𝜕Ω = 0, (2)

где 𝑄 – линейный граничный оператор, определенный на следах функции 𝑢
и ее производных до порядка 𝑝− 1 на границе 𝜕Ω.

×åðåç 𝐿𝑄 îáîçíà÷èì çàìûêàíèå â 𝐿2(Ω) äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà,
çàäàííîãî âûðàæåíèåì (1) íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè ôóíêöèé 𝑢 ∈ 𝐶𝑝(Ω),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (2). Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðàòíûé
îïåðàòîð 𝐿−1

𝑄 ñóùåñòâóåò, îïðåäåëåí íà âñåì 𝐿2(Ω) è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð îïåðàòîðà 𝐿𝑄 ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äîêëàäà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî ïðè íåêî-
òîðûõ îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà
𝐿𝑄, îí áóäåò ëèáî âîëüòåððîâûì (ò.å. íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé), ëèáî
êîëè÷åñòâî åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áóäåò áåñêîíå÷íî.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ìîäåðíèçèðóåòñÿ ìåòîäèêà ðàáîòû [1]
ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíîê àíòèàïðèîðíîãî òèïà (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ Ì.À. Ñàäû-
áåêîâûì.
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Исследована однозначная разрешимость обратных задач одновремен-
ного определения двух младших коэффициентов в параболическом
уравнении с одной пространственной переменной при различных усло-
виях интегрального наблюдения.
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On inverse problems of simultaneous determination of the
lower coefficients in a parabolic equation

We investigate the unique solvability of simultaneous determination of two
lower coefficients in a parabolic equation with one spatial variable under
various conditions of integral observation.
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Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå îáðàòíûå çàäà÷è îäíîâðåìåííîãî îïðå-
äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä 𝑢 è 𝑢𝑥 â ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè ñ äâóìÿ
íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè.

Обратная задача 1.
Îïðåäåëèòü òðîéêó ôóíêöèé {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑐(𝑥)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ â

𝑄 ≡ [0, 𝑇 ] × [−𝑙, 𝑙] óðàâíåíèþ

𝜌𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (1)

êðàåâûì óñëîâèÿì

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙]; 𝑢(𝑡,−𝑙) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑙) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (2)

è óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥),

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜓(𝑡), 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙]. (3)

Обратная задача 2.
Îïðåäåëèòü òðîéêó ôóíêöèé {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑡), 𝑑(𝑡)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ â 𝑄

óðàâíåíèþ

𝑢𝑡 − 𝑎(𝑡, 𝑥)𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑢𝑥 + 𝑐(𝑡)𝑢+ 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (4)

êðàåâûì óñëîâèÿì

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [−𝑙, 𝑙]; 𝑢(𝑡,−𝑙) = 𝑢(𝑡, 𝑙) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (5)

è óñëîâèÿì èíòåãðàëüíîãî íàáëþäåíèÿ

𝑙∫︁
−𝑙

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜙(𝑡),

𝑙∫︁
−𝑙

𝑢𝑥(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (6)

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå ðåøåíèÿ: 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈
𝑊 1,2

2 (𝑄), ôóíêöèè 𝑏 è 𝑐 îãðàíè÷åíû, ñîîòâåòñòâåííî, íà [−𝑙, 𝑙] â ñëó÷àå îá-
ðàòíîé çàäà÷è 1 è íà [0, 𝑇 ] â ñëó÷àå îáðàòíîé çàäà÷è 2.

Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äàííûõ
îáðàòíûõ çàäà÷.

Äëÿ êàæäîé èç ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ìû òàêæå ïîëó÷àåì
îöåíêè ìàêñèìóìîâ ìîäóëåé íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ñ êîí-
ñòàíòàìè, ÿâíî âûïèñàííûìè ÷åðåç âõîäíûå äàííûå îáðàòíûõ çàäà÷.

Êðîìå òîãî ïðèâîäÿòñÿ íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû îáðàòíûõ çàäà÷, ê êî-
òîðûì ïðèìåíèìû äîêàçàííûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

Ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé àâòîðà [1, 2], ãäå áûëè ïî-
ëó÷åíû òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ îäíîâðåìåí-
íîãî îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè è îäíîãî èç ìëàäøèõ êîýôôèöèåíòîâ â ïà-
ðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè.
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Coercitive solvability of nonlinear systems of differential
equations of second order with matrix coefficients in the

weight space

The work is dedicated to the coercitive solvability of nonlinear systems
of differential equations of second order with matrix coefficients in the
weight space.

Keywords: Coercitive estimates, the solvability of nonlinear operator,
weighted space.

Ïóñòü 𝜌(𝑥) - ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â 𝑅𝑛, 𝑙 - íåêîòîðîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñèìâîëîì 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙 - îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-
ôóíêöèé 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), ..., 𝑢𝑙(𝑥)), 𝑢𝑗(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅𝑛), (𝑗 = 1, 𝑙) ñ êîíå÷íîé íîð-
ìîé

‖𝑢;𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙‖ =

{︃
𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥)|𝑢𝑗(𝑥)|2𝑑𝑥

}︃ 1
2

.
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Ïðîñòðàíñòâî 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì, è â í¼ì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

(𝑢, 𝜐)𝜌 =

𝑙∑︁
𝑗=1

∫︁
𝑅𝑛

𝜌(𝑥)𝑢𝑗(𝑥)𝜐𝑗(𝑥)𝑑𝑥 .

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

𝐿[𝑢] = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕

𝜕𝑥𝑗

(︂
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑖

)︂
+ 𝑉 (𝑥, 𝑢)𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), (𝑥 ∈ 𝑅𝑛) (1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖𝑗 îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíû-
ìè ìàòðèöàìè ïîðÿäêà 𝑙 ñ ýëåìåíòàìè èç êëàññà 𝐶1(𝑅𝑛) è óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

𝑎𝑖𝑗 ≡ 𝑎𝑗𝑖, 𝐼𝑚𝑎𝑖𝑗 ≡ 0,

|𝑎𝑖𝑗 | 6 𝜎1, ∇𝑎𝑖𝑗 6 𝜎2, (𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛),

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑠𝑖;𝐶𝑙|2 6 𝜒1

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

⟨𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝑠𝑖, 𝑠𝑗 ;𝐶
𝑙⟩ ((𝑥 ∈ 𝑅𝑛),∀𝑠 = (𝑠𝑖)

𝑛
𝑖=1, 𝑠𝑖 ∈ 𝐶𝑙),

à çíà÷åíèÿ 𝑉 (𝑥, 𝜔), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜔 ∈ 𝐶𝑙 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè ïîëîæèòåëüíî-
îïðåäåë¼ííûìè ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè èç End𝐶𝑙, êîíñòàíòû 𝜎1,𝜎2,𝜒1 â
ýòèõ óñëîâèÿõ íå çàâèñÿò îò 𝑥 è 𝑠.

Определение. Óðàâíåíèå (1) è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äèôôå-
ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð íàçûâàþòñÿ ðàçäåëèìûìè â 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙, åñëè∑︀𝑛
𝑖,𝑗=1

𝜕
𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜕𝑢(𝑥)𝜕𝑥𝑖

)︁
, 𝑉 (𝑥, 𝑢(𝑥))𝑢(𝑥) ∈ 𝐿2(𝑅𝑛)𝑙 äëÿ âñåõ 𝑢(𝑥) ∈

𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 ∩𝑊 2

2,𝑙𝑜𝑐(𝑅
𝑛)𝑙 òàêèõ, ÷òî 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙.
Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàò î ðàçäåëèìîñòè îïåðàòîðà (1)(Òåîðåìà 1 [6]), ïîëó-

÷èì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:
Теорема 1. Пусть оператор (1) разделяется в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅

𝑛)𝑙,
а весовая функция 𝜌(𝑥) и положительная функция Ψ(𝑥) ∈ 𝐶1(𝑅𝑛) удовле-
творяют неравенствам

‖Ψ−1(𝑥)
𝜕Ψ

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ‖ < 𝛿1,

‖𝜌−1(𝑥)
𝜕𝜌

𝜕𝑥𝑖
𝑉 − 1

2 ‖ < 𝛿2.

Тогда при выполнении условий

𝑛(𝛿21 + 𝛿22) < 2𝛼, 𝑛𝛼𝜎1𝜒1 < 1, 𝛼 > 0

система дифференциальных уравнения (1) при всех 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙 имеет

единственное решение в пространстве 𝐿2,𝜌(𝑅
𝑛)𝑙.

Литература
1. Everitt W.N., Giertz M. Some properties of the domains of certain differential

operators // London Math.Soc. 23:3 (1971), 301-324.



290 “Современные проблемы математики и механики”

2. Бойматов К.Х. О методе Эверитта и Гирца для банаховых пространств //
Докл. РАН. 356:1 (1997), 10-12.

3. Бойматов К.Х. Теоремы разделимости, весовые просранства и их прило-
жения // Труды МИАН СССР. 170 (1984), 37-76.

4. Отелбаев М. Коэрцитивные оценки и теоремы разделимости для эллипти-
ческих уравнений в 𝑅𝑛 // Труды МИАН СССР. 161 (1983), 195-217.

5. E.M.E.Zayed. Separation for an elliptic differential operator in a weighted
Hilbert space with its application to an existence and uniqueness theorem // Dynamics
of Contionuous, Discrete and Impulsive systems series A:Mathematical Analysis, 22
(2015), 409-421.

6. Каримов О.Х. О разделимости нелинейных дифференциальных операто-
ров второго порядка с матричными коэффицентами в весовом пространстве //
Доклады Академии наук Республики Таджикистан. 58:8 (2015), 665-673.

7. Каримов О.Х. О коэрцитивных свойствах и разделимости бигармонического
оператора с матричным потенциалом // Уфимский математический журнал. 9:1
(2017), 55-62.

8. Каримов О.Х. Коэрцитивная оценка и теорема разделимости для одного
класса нелинейного дифференциального оператора в гильбертовом пространстве
// Чебышевский сборник. 18:4 (2017), 245-254.

ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ОБОБЩЕННОГО
АНАЛОГА НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ
КОЛЕБАНИЙ БАЛКИ, ОДИН КОНЕЦ КОТОРЫЙ

ЗАДЕЛАН, А ДРУГОЙ ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЕН, В
КЛАССАХ СОБОЛЕВА В МНОГОМЕРНОМ СЛУЧАЕ

Ш.Г. Касимов, У.С. Мадрахимов
shokiraka@mail.ru, umadraximov@mail.ru

УДК 517.958:624.04

В данной работе изучена задача с начально-граничными условиями
для уравнения колебаний балки один конец, которой заделан, а другой
шарнирно закреплен в многомерном случае. Доказаны теоремы един-
ственности, существования поставленной задачи в классах Соболева.
Решение начально-граничной задачи построено в виде суммы ряда
по системе собственных функций многомерной спектральной задачи.
Показано, что эта система собственных функций является полной и
образует базис Рисса в пространствах Соболева. На основании полно-
ты системы собственных функций получена теорема единственности
решения поставленной начально-граничной задачи.
Ключевые слова: уравнение балки, начально-граничная задача, спек-
тральный метод, собственные значения, собственные функции, пол-
нота, базис Рисса, единственность, существование, ряд.

Работа выполнена при финансовой поддержке РУзФФИ (проект № ОТ-Ф-4-(36+32)).
Касимов Шакирбай Гаппарович, д.ф.-м.н., и.о. профессора, НУУз имени Мирзо Улу-

гбека (г.Ташкент, Узбекистан); Kasimov Shakirbay Gapparovich (National University of
Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan)

Мадрахимов Умрбек Собирович, докторант, НУУз имени Мирзо Улугбека
(г.Ташкент, Узбекистан); Madraximov Umrbek Sabirovoch (National University of
Uzbekistan, Tashkent, Uzbekistan)



Материалы международной конференции 291

On the unique solvability of a generalized analogue of the
initial-boundary problem of beam oscillations with one end,
which is embedded, and the other is hinged fixed ends in

Sobolev classes in the multidimensional case

In this paper, we study a problem with initial-boundary conditions for
the equation of beam oscillations, one end of which is embedded and the
other is pivotally fixed in the multidimensional case. The theorems of
uniqueness, the existence of the problem in Sobolev classes are proved.
The solution of the initial-boundary problem is constructed as a sum of
a series in the system of eigenfunctions of the multidimensional spectral
problem. It is shown that this system of eigenfunctions is complete and
forms a Riesz basis in Sobolev spaces. On the basis of the completeness
of the system of eigenfunctions, a uniqueness theorem is obtained for the
solution of the initial-boundary value problem posed.

Keywords: beam equation, initial-boundary problem, spectral method,
proper values, eigenfunctions, completeness, Riesz basis, uniqueness, ex-
istence, row.

Ìíîãèå çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåé, áàëîê è ïëàñòèí, êîòîðûå èìå-
þò áîëüøîå çíà÷åíèå â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå, ïðèâîäÿò ê äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ê óðàâ-
íåíèþ êîëåáàíèé áàëêè ïðèõîäÿò âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïðè ðàñ÷�eòå óñòîé÷è-
âîñòè âðàùàþùèõñÿ âàëîâ è èçó÷åíèè âèáðàöèè êîðàáëåé [1]�[6]. Â äàííîé
ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùåå óðàâíåíèå âèäà

𝐷𝛼
0𝑡𝑢(𝑦, 𝑡) + 𝑎2

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜕4𝑚𝑢(𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦4𝑚𝑗
= 𝑓(𝑦, 𝑡), (𝑦, 𝑡) ∈ Π × (0, 𝑇 ), (1)

𝑝− 1 < 𝛼 6 𝑝; 𝑚, 𝑝 ∈ N, ñ íà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝐷𝛼−𝑖
0𝑡 𝑢(𝑦, 𝑡)

⃒⃒
𝑡=0

= 𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝, (2)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕4𝑘𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0, 𝜕4𝑘+1𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0,

𝜕4𝑘𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝜕4𝑘+2𝑢(𝑦,𝑡)

𝜕𝑦4𝑘+2
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝑘 = 0, 𝑚− 1, 𝑗 = 1, 𝑁,
(3)

ãäå (𝑦, 𝑡) = (𝑦1, ..., 𝑦𝑗 , ..., 𝑦𝑁 , 𝑡) ∈ Π × (0, 𝑇 ), Π = (0, 𝑙)𝑁 , 𝑇 > 0 � çàäàííûå
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà è 𝑓(𝑦, 𝑡), 𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝 � çàäàííûå ôóíêöèè.
Çäåñü 𝐷𝛼

0𝑡𝑢(𝑦, 𝑡) äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñìûñëå Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå 𝑢 (𝑦, 𝑡) çàäà÷è (1)�(3) â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

Ôóðüå 𝑢 (𝑦, 𝑡) =
∞∑︀

𝑛1=0
· · ·

∞∑︀
𝑛𝑁=0

𝑇𝑛1...𝑛𝑁
(𝑡) 𝑣𝑛1...𝑛𝑁

(𝑦) , ãäå 𝑇𝑛1...𝑛𝑁
(𝑡) � êîýô-

ôèöèåíòû ðÿäà,
{︁
𝑣𝑛(𝑦), 𝑛 ∈ Z+

𝑁
}︁
� ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ìíîãî-

ìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

𝑁∑︁
𝑗=1

𝜕4𝑚𝑣 (𝑦)

𝜕𝑦4𝑚𝑗
− 𝜆𝑣 (𝑦) = 0, (4)



292 “Современные проблемы математики и механики”⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕4𝑘𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0, 𝜕4𝑘+1𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘+1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=0

= 0,

𝜕4𝑘𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘𝑗

⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝜕4𝑘+2𝑣(𝑦)

𝜕𝑦4𝑘+2
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑦𝑗=𝑙

= 0, 𝑘 = 0, 𝑚− 1, 𝑗 = 1, 𝑁.
(5)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (4), (5) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

𝜆𝑚1...𝑚𝑁
= 𝑎2

𝑁∑︀
𝑗=1

𝑑4𝑚𝑚𝑗
, ãäå 𝑑𝑚𝑗

- êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ 𝑡𝑔𝑙𝑑 =

𝑡ℎ𝑙𝑑. Ýòî óðàâíåíèå èìååò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâî êîðíåé 𝑑0 < 𝑑1 < · · · <
𝑑𝑛 < · · · , ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ïðè áîëüøèõ 𝑛 àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà
𝑑𝑛 = 𝜋𝑛

𝑙 + 𝜋
4𝑙 + 𝑂

(︀
𝑒−2𝜋𝑛

)︀
. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

{𝑣𝑚1...𝑚𝑁
(𝑥1, ..., 𝑥𝑁 )}(𝑚1,...,𝑚𝑁 )∈N𝑁 =

⎧⎨⎩
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑋𝑚𝑗 (𝑥𝑗)

⎫⎬⎭
(𝑚1,...,𝑚𝑁 )∈Z+

𝑁

, (6)

ãäå

𝑋𝑚𝑗
(𝑥) =

1√︁
1 + 𝑑4𝑠𝑚𝑗

1√
𝑙

(︂
sin 𝑑𝑚𝑗 (𝑙 − 𝑥)

sin 𝑑𝑚𝑗
𝑙

−
𝑠ℎ𝑑𝑚𝑗 (𝑙 − 𝑥)

𝑠ℎ𝑑𝑚𝑗
𝑙

)︂
, 𝑚𝑗 = 0, 1, . . . .

(7)

Íîðìà â ïðîñòðàíñòâå 𝑊 𝑠
2 (0, 𝑙) ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå ‖𝑓‖2𝑊 𝑠

2 (0,𝑙)
=

‖𝑓‖2𝐿2(0,𝑙)
+ ‖𝐷𝑠𝑓‖2𝐿2(0,𝑙)

, ãäå 𝑠 - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Теорема 1. Система собственных функций (6) спектральной задачи
(4), (5) является полной ортонормированный системой в классе Соболева
𝑊 2𝑠1,2𝑠2,...,2𝑠𝑁

2 (Π).

Теорема 2. Система собственных функций (6) спектральной задачи
(4), (5) образует базис Рисса в пространстве Соболева 𝐻𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 (Π).

Следствие 1. Если 𝑠𝑗 > 𝑘 + 𝑁
2 , 𝑘 > 0, 𝑘 ∈ 𝑍, то ряд Фурье функ-

ции 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐻𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 (Π) ∩ 𝐶𝑘 (Π) по системе собственных функций (6)
спектральной задачи (4), (5) сходится по норме пространства 𝐶𝑘 (Π) к
функции 𝑓 (𝑥).

Ìû ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) � (3) â âèäå ðÿäà

𝑢(𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚1=0

. . .

∞∑︁
𝑚𝑁=0

[︂ 𝑝∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗,(𝑚1...𝑚𝑁 )𝑡
𝛼−𝑗𝐸𝛼,𝛼−𝑗+1(𝜇𝑚1...𝑚𝑁

𝑡𝛼)+ (8)

+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝜏)
𝛼−1

𝐸𝛼,𝛼[𝜇𝑚1...𝑚𝑁
(𝑡− 𝜏)

𝛼
]𝑓𝑚1...𝑚𝑁

(𝜏)𝑑𝜏

]︂
· 𝑣𝑚1...𝑚𝑁

(𝑦1, ..., 𝑦𝑁 ).

Âûÿñíèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èç êëàññà
𝑊 𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 ,𝜃

2 (Π × (0, 𝑙)) . Ïî òåîðåìå âëîæåíèÿ Ñîáîëåâà óñëîâèå

∞∑︁
𝑚1=1

...

∞∑︁
𝑚𝑁=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑝∑︁
𝑗=1

𝜙𝑗,(𝑚1...𝑚𝑁 )𝑡
𝛼−𝑗𝐸𝛼,𝛼−𝑗+1 (𝜇𝑚1...𝑚𝑁

𝑡𝛼)+ (9)
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+

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝜏)
𝛼−1

𝐸𝛼,𝛼 [𝜇𝑚1...𝑚𝑁
(𝑡− 𝜏)

𝛼
] 𝑓𝑚1...𝑚𝑁

(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

·
𝑁∏︁
𝑘=1

(︀
1 + 𝑑2𝑠𝑘𝑚𝑘

)︀
<∞.

ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóøåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1) � (3) èç êëàññà 𝑊 𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 ,𝜃

2 (Π × (0, 𝑙)) ñ ïîêàçàòåëåì 𝑠1 = ... = 𝑠𝑁 =
4𝑚+ 𝑁

2 , 𝜃 = −[−𝛼].

Теорема 3. Пусть начальные функций 𝜙𝑖(𝑦), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝, и правую
часть 𝑓(𝑦, 𝑡) удовлетворяет условию (9) при каждом 𝑡 > 0. Тогда регу-
лярные решение задачи (1) – (3) из класса 𝑊 𝑠1,𝑠2,...,𝑠𝑁 ,𝜃

2 (𝑄) с показателем
𝑠1 = 𝑠2 = ... = 𝑠𝑁 = 4𝑚 + 𝑁

2 , 𝜃 = −[−𝛼] существует, единственно и
представляется в виде ряда (8).
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О ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ С ДВУМЯ
БОЛЬШИМИ ЗАПАЗДЫВАНИЯМИ

И.С. Кащенко
iliyask@uniyar.ac.ru

УДК 517.9

В работе изучается локальная динамика дифференциального уравне-
ния с двумя асимптотически большими пропорциональными запазды-
ваниями. В зависимости от параметров выделены критические случаи
в задаче об устойчивости состояния равновесия. Во всех критических
случаях построены специальные уравнения (квазинормальные фор-
мы), решения которых определяют асимптотику решений исходного
уравнения.

Ключевые слова: запаздывание, дифференциальные уравнения, син-
гулярное возмущение, нормальная форма
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Behavior of solutions of equation with two large delays

The local dynamics of differential equations with two asymptotically large
proportional delays is studied. Depending on the parameters critical cases
in the problem of the stability of the equilibrium state are identified. In all
critical cases special equations (quasinormal forms) are built. Their non-
local dynamics determines the local behavior of solutions of the original
equations.

Keywords: delay, differential equations, singular perturbation, normal
form

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè

�̇�+ 𝑥 = 𝑎𝑥(𝑡− 𝑇 ) + 𝑏𝑥(𝑡− 𝑇1) + 𝐹 (𝑥, 𝑥(𝑡− 𝑇 ), 𝑥(𝑡− 𝑇1)), 𝑇, 𝑇1 > 0. (1)

Çäåñü 𝑥(𝑡) ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, 𝑎 è 𝑏 íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ôóíêöèÿ
𝐹 = 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåëèíåéíîé, ò. å. 𝐹 (0, 0, 0) = 𝐹 ′

𝑥(0, 0, 0) =
𝐹 ′
𝑦(0, 0, 0) = 𝐹 ′

𝑧(0, 0, 0) = 0. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáà
çàïàçäûâàíèÿ 𝑇 è 𝑇1 ïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó è äîñòàòî÷íî âåëèêè,
ò. å.

𝑇 = 𝜀−1, 𝑇1 = 𝑇 (𝑘0 + 𝜀1+𝛼𝑘1), 0 < 𝜀≪ 1, 𝑘0 > 1, 𝛼 > 0.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé â íåêîòîðîé ìàëîé (íî íå
çàâèñÿùåé îò 𝜀) îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ìåòîä èññëå-
äîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òàê íàçûâàåìîì ìåòîäå êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì [1].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

𝑅(Ω) = 𝑎 cos Ω + 𝑏 cos 𝑘0Ω

è îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑅0 = 𝑅0(𝑎, 𝑏) ñóïðåìóì (äëÿ èððàöèîíàëüíûõ 𝑘0) èëè
ìàêñèìóì (äëÿ ðàöèîíàëüíûõ 𝑘0) ýòîé ôóíêöèè.

Теорема 1. Пусть 𝑅0 < 1, тогда для всех достаточно малых 𝜀 нулевое
состояние равновесия (1) асимптотически устойчиво.

Если же 𝑅0 > 1, то для всех достаточно малых 𝜀 нулевое состояние
равновесия (1) неустойчиво.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû ïîñâÿùåíî ñëó÷àþ 𝑅0 = 1. Ïðè ýòîì óñëî-
âèè áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñòðå-
ìèòñÿ ê ìíèìîé îñè ïðè 𝜀 → 0, òàêèì îáðàçîì âñå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè
â çàäà÷å îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðà èìåþò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü. Â
êàæäîì èç íèõ èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê àíàëîãó íîðìàëüíîé ôîðìû �
óðàâíåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, êîòîðîå íå ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð
[1]. Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèå äîñòàâëÿþò ãëàâíûé ÷ëåí àñèìòîòè÷åñêîãî ïî
íåâÿçêå ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ КВАЗИГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ
А.И. Кожанов

kozhanov@math.nsc.ru

УДК 517.946

Изучается корректность краевых задач для квазигиперболических
уравнений высокого порядка.

Ключевые слова: квазигиперболические уравнения, краевые задачи,
регулярные решения, существование, единственность.

Boundary-value problems for quasihyperbolic equations

We study the correctness of boundary value problems for high order quasi-
hyperbolic equations.

Keywords: quasihyperbolic equations, boundary value problems, regular
solutions, existence, uniqueness

Êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ âèäà

𝐿𝑢 ≡ (−1)𝑝+1 𝜕
2𝑝𝑢

𝜕𝑡2𝑝
−𝐴𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

ñ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì 𝐴 âòîðîãî ïîðÿäêà, äåéñòâóþùèì ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì (𝐴 ∼ ∆), è ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì 𝑝 òàêèì,
÷òî 𝑝 > 1 (ïðè 𝑝 = 1 äàííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ãèïåðáîëè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè).

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïîñëåäíåãî âðåìåíè, ñâÿ-
çàííûå ñ ïîñòàíîâêîé è ðàçðåøèìîñòüþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ êâàçèãèïåðáî-
ëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â îãðàíè÷åííîì öèëèíäðå. Â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàþòñÿ
íîâûå êîððåêòíûå çàäà÷è � çàäà÷è, â êîòîðûõ ïðè 𝑡 = 0 çàäàþòñÿ 𝑝 + 1
óñëîâèå, ïðè 𝑡 = 𝑇 � 𝑝− 1 óñëîâèå. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷è íà ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ýòèìè æå óñëî-
âèÿìè ïðè 𝑡 = 0 è ïðè 𝑡 = 𝑇 èìåþò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë. Äîïîëíèòåëüíî èçó÷àþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ
êëàññîâ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-51-41009).
Кожанов Александр Иванович, д.ф.-м.н., профессор, Институт математики им.

С.Л. Соболева СО РАН (Новосибирск, Россия); Kozhanov Alexandr (Sobolev Institute of
mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russia)



296 “Современные проблемы математики и механики”

О РЕШЕНИЯХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С
ПЕРЕМЕННЫМИ ПОКАЗАТЕЛЯМИ НЕЛИНЕЙНОСТЕЙ И

ДАННЫМИ В ВИДЕ МЕРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ R𝑁

Л.М. Кожевникова
kosul@mail.ru

УДК 517.956.25

В пространстве R𝑛 рассматриваются анизотропные эллиптические
уравнения второго порядка с переменными показателями нелинейно-
стей и правой частью в виде диффузной меры. В анизотропных про-
странствах Соболева-Орлича с переменными показателями доказано
существование энтропийного решения. Установлено, что построенное
энтропийное решение является ренормализованным решением.

Ключевые слова: анизотропное эллиптическое уравнение, энтропий-
ное решение, ренормализованное решение, существование решения,
переменный показатель, диффузная мера

On solutions of elliptic equations with variable exponent
nonlinearity and and measure data in space R𝑛

In the space R𝑛, second-order anisotropic elliptic equations are considered
with nonlinear variables of exponents, and the right-hand side as a diffuse
measure. The existence of an entropy solution is proved in anisotropic
Sobolev – Orlicz spaces with variable exponents. It is established that the
obtained entropy solution is a renormalized solution.

Keywords: anisotropic elliptic equation, entropy solution, renormalized
solution, existence solution, variable exponent, diffuse measure

Â ïðîñòðàíñòâå R𝑛 = {x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)}, 𝑛 > 2, ðàññìàòðèâàåòñÿ
àíèçîòðîïíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèÿ âèäà

−div a(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢+ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝜇, x ∈ R𝑛, (1)

ñ îãðàíè÷åííîé ìåðîé Ðàäîíà 𝜇 ñïåöèàëüíîãî âèäà.
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî

𝐶+(R𝑛) = {𝑝 ∈ 𝐶(R𝑛) : 1 < 𝑝− 6 𝑝+ < +∞},

ãäå 𝑝− = inf
x∈R𝑛

𝑝(x), 𝑝+ = sup
x∈R𝑛

𝑝(x). Ïîëîæèì −→p (·) = (𝑝1(·), 𝑝2(·), . . . , 𝑝𝑛(·)) ∈

(𝐶+(R𝑛))𝑛, −→p (·) = (𝑝0(·),−→p (·)) ∈ (𝐶+(R𝑛))𝑛+1 è îïðåäåëèì

𝑝+(x) = max
𝑖=1,𝑛

𝑝𝑖(x), x ∈ R𝑛.
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Ïóñòü −→p (·) = (𝑝0(·), 𝑝1(·), ..., 𝑝𝑛(·)) ∈ (𝐶+(R𝑛))𝑛+1, àíèçîòðîïíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Ñîáîëåâà ñ ïåðåìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè 𝑊 1−→p (·)(R

𝑛) îïðåäåëèì êàê ïî-
ïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà 𝐶∞

0 (R𝑛) ïî íîðìå

‖𝑣‖𝑊 1−→p (·)(R
𝑛) = ‖𝑣‖𝑝0(·) +

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑥𝑖
‖𝑝𝑖(·).

×åðåç L−→p (·)(R𝑛) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî 𝐿𝑝1(·)(R𝑛) × . . . × 𝐿𝑝𝑛(·)(R𝑛) ñ
íîðìîé

‖v‖L−→p (·)(R𝑛) = ‖v‖−→p (·) = ‖𝑣1‖𝑝1(·)+. . .+‖𝑣𝑛‖𝑝𝑛(·), v = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛) ∈ L−→p (·)(R𝑛).

Ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ ìåð Ðàäîíà îáîçíà÷èì ℳ𝑏(R𝑛). Ìåðó 𝜇 ∈
ℳ𝑏(R𝑛) íàçîâåì äèôôóçíîé ïî åìêîñòè Cap−→p (·) (−→p (·) � åìêîñòè), åñ-
ëè 𝜇(𝐵) = 0 äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà 𝐵 ⊂ R𝑛 òàêîãî, ÷òî
Cap−→p (·) (𝐵,R𝑛) = 0. Çäåñü −→p (·) � åìêîñòü êîìïàêòà 𝐾 ïî îòíîøåíèþ ê
R𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Cap−→p (·) (𝐾,R𝑛) = inf
𝑆𝑝(·)(𝐾)

∫︁
R𝑛

P(x, 𝑣,∇𝑣)𝑑x,

𝑆𝑝(·)(𝐾) =
{︁
𝑣 ∈ 𝐶∞

0 (R𝑛)
⃒⃒⃒
𝑣 > 𝜒𝐾

}︁
,

ãäåP(x, 𝑠0, s) = P(x, s)+|𝑠0|𝑝0(x), P(x, s) =
𝑛∑︀
𝑖=1

|𝑠𝑖|𝑝𝑖(x), 𝜒𝐾 � õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà 𝐾. Òîãäà −→p (·) � åìêîñòü áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà
𝐵 ⊂ R𝑛 ïî îòíîøåíèþ ê R𝑛 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Cap−→p (·) (𝐵,R𝑛) = sup{Cap−→p (·) (𝐾,R𝑛)
⃒⃒⃒
𝐵 ⊃ 𝐾, 𝐾 êîìïàêò}.

×åðåç ℳ𝑏−→p (·)(R
𝑛) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìåð Ðà-

äîíà äèôôóçíûõ ïî −→p (·) � åìêîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè 𝜇 ∈ 𝐿1(R𝑛) +
𝑊−1

−→p ′(·)(R
𝑛) (𝑊−1

−→p ′(·)(R
𝑛) � ïðîñòðàíñòâî ñîïðÿæåííîå ê 𝑊 1−→p (·)(R

𝑛)), òî 𝜇 ∈
ℳ𝑏−→p (·)(R

𝑛). Ïðåäñòàâëåíèå äèôôóçíîé ìåðû 𝜇 ∈ ℳ𝑏
𝑝(·)(Ω) äëÿ îãðàíè÷åí-

íîé îáëàñòè Ω ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [1], [2].
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

𝑝+(x) 6 𝑝0(x), x ∈ R𝑛, (2)

è ôóíêöèè

a(x, 𝑠0, s) = (𝑎1(x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎𝑛(x, 𝑠0, s)) : R𝑛 × R× R𝑛 → R𝑛,

𝑏(x, 𝑠0, s) : R𝑛 × R× R𝑛 → R,

âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1), êàðàòåîäîðèåâû. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåîòðèöà-
òåëüíûå ôóíêöèè Φ𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(R

𝑛), 𝜑 ∈ 𝐿1(R𝑛), íåïðåðûâíûå íåóáûâàþùèå
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ôóíêöèè ̂︀𝑎𝑖 : R+ → R+ ∖ {0}, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝑎 òàêèå,
÷òî ïðè ï.â. x ∈ R𝑛, äëÿ âñåõ 𝑠0 ∈ R, s, t ∈ R𝑛 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|𝑎𝑖(x, 𝑠0, s)| 6 ̂︀𝑎𝑖(|𝑠0|)(︁(P(x, s))1/𝑝
′
𝑖(x) + Φ𝑖(x)

)︁
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; (3)

(a(x, 𝑠0, s) − a(x, 𝑠0, t)) · (s − t) > 0, s ̸= t; (4)

a(x, 𝑠0, s) · s > 𝑎P(x, s) − 𝜑(x). (5)

Çäåñü s · t =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑠𝑖𝑡𝑖, s = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛), t = (𝑡1, . . . , 𝑡𝑛).

Êðîìå òîãî, ïóñòü ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ Φ0 ∈ 𝐿1(R𝑛),
íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ̂︀𝑏 : R+ → R+ òàêèå, ÷òî ïðè ï.â. x ∈
R𝑛, äëÿ âñåõ 𝑠0 ∈ R, s ∈ R𝑛 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

|𝑏(x, 𝑠0, s)| 6 ̂︀𝑏(|𝑠0|) (P(x, s) + Φ0(x)) ; (6)

𝑏(x, 𝑠0, s)𝑠0 > 0. (7)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà 𝜇 èìååò âèä

𝜇 = 𝑓 + 𝑓0 − div f, 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛), 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝′0(·)(R
𝑛), f = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) ∈ L−→p ′(·)(R𝑛).

Ïî äîêàçàííîìó òàêàÿ ìåðà 𝜇 ÿâëÿåòñÿ äèôôóçíîé ïî −→p (·) � åìêîñòè.
Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå ̃︀a(x, 𝑠0, s) = a(x, 𝑠0, s) + f, èç óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷àåì

−diṽ︀a(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢+ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝑓 + 𝑓0.

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Þíãà, ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ̃︀a(x, 𝑠0, s) òàê-
æå ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèÿì âèäà (3)�(5). Ïîýòîìó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå (1) c ìåðîé

𝜇 = 𝑓 + 𝑓0, 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑛), 𝑓0 ∈ 𝐿𝑝′0(·)(R
𝑛). (8)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ 𝑇𝑘(𝑟) = max(−𝑘,min(𝑘, 𝑟)). Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
⟨𝑢⟩ =

∫︀
R𝑛

𝑢𝑑x. ×åðåç 𝒯 1−→p (·)(R
𝑛) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé

𝑢 : R𝑛 → R òàêèõ, ÷òî 𝑇𝑘(𝑢) ∈𝑊 1−→p (·)(R
𝑛) ïðè ëþáîì 𝑘 > 0.

Определение 1. Энтропийным решением уравнения (1), (8) íàçûâàåò-
ñÿ ôóíêöèÿ 𝑢 ∈ 𝒯 1−→p (·)(R

𝑛) òàêàÿ, ÷òî

1) 𝐵(x) = 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) ∈ 𝐿1(R𝑛);

2) ïðè âñåõ 𝑘 > 0, 𝜉 ∈ 𝐶1
0 (R𝑛) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

⟨(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢− 𝑓 − 𝑓0)𝑇𝑘(𝑢− 𝜉)⟩ + ⟨a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑇𝑘(𝑢− 𝜉)⟩ 6 0.

Определение 2. Ренормализованным решением уравнения (1), (8) íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 𝑢 ∈ 𝒯 1−→p (·)(R

𝑛) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå 1) îïðåäå-
ëåíèÿ 1,
2) limℎ→∞

∫︀
{ℎ6|𝑢|<ℎ+1}

P(x,∇𝑢)𝑑x = 0,



Материалы международной конференции 299

3) äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ôóíêöèè 𝑆 ∈ 𝑊 1
∞(R) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì è

ëþáîé ôóíêöèè 𝜉 ∈ 𝐶1
0 (Ω) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

⟨(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) + |𝑢|𝑝0(x)−2𝑢− 𝑓 − 𝑓0)𝑆(𝑢)𝜉⟩ + ⟨a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇(𝑆(𝑢)𝜉)⟩ = 0.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)–(7), тогда существует эн-
тропийное решение уравнения (1), (8).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2)–(7), тогда энтропийное ре-
шение, построенное в теореме 1, является ренормализованным решением
уравнения (1), (8).
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Доклад посвящен методам решения задач многокритериальной оп-
тимизации для моделей систем управления, описываемых обыкновен-
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A vector-valued version of the Hamiltonian formalism

This report introduces methods of optimalizing the solutions to problems
of controlled dynamics under multiple criteria. Though such problems
are usually approached by scalarization of the vector-valued cost, in most
realistic cases, the actual demand is the the analysis of the whole Pareto
front and its evolution. Such demand is reached in this paper by intro-
ducing a vector-valued multiobjective dynamic programming, based on
vector-valued version of the Hamilton-Jacobi-Bellman equation.

Keywords: Hamiltonian formalism, multiobjective optimization, dynamic
programming, Pareto front

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà ñ âåêòîðíûì êðèòåðèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡, 𝑢𝑡), 𝑡 = 0, . . . , 𝜗− 1,

𝑥0 = 𝑥0,

𝑢𝑡 ∈ 𝒫𝑡,⎡⎢⎣𝒥1(𝜗, 𝑥, 𝑢)
...

𝒥𝑝(𝜗, 𝑥, 𝑢)

⎤⎥⎦ = 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢) =

𝜗−1∑︁
𝜏=0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥𝜏 , 𝑢𝜏 ) + �⃗�(𝑥𝜗) → ℳin,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚;𝒥 , ℒ⃗, �⃗� ∈ R𝑝,

ãäå ïîä 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢) → ℳin ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî
ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ (â ñèëó óñëîâèé ñèñòåìû) çíà÷åíèé ìíîãîìåð-
íîãî ôóíêöèîíàëà 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢). Ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè [2], ïîä ïàðåòîâñêèì
ôðîíòîì ìíîæåñòâà â óïîðÿäî÷åííîì ïðîñòðàíñòâå áóäåì ïîíèìàòü ïîä-
ìíîæåñòâî åãî íåäîìèíèðóåìûõ ïî ïîðÿäêó òî÷åê.

Äëÿ ýòîé ñèñòåìû áûë ââåäåí âåêòîðíûé àíàëîã ôóíêöèè öåíû â âèäå

�⃗�(0, 𝑥0) = ℳin

{︃
𝜗−1∑︁
𝜏=0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥𝜏 , 𝑢𝜏 ) + �⃗�(𝑥𝜗)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥0 = 𝑥0, 𝑢𝑡 ∈ 𝒫𝑡

}︃

è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè äëÿ
ïàðåòîâñêîãî ôðîíòà ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ñïðà-
âåäëèâ âåêòîðíûé ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè â ñëåäóþùåé ôîðìå:

�⃗�(0, 𝑥0) = ℳin

{︃
𝑡∑︁

𝜏=0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥𝜏 , 𝑢𝜏 ) + �⃗�(𝑡+ 1, 𝑥𝑡+1)

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑢𝜏 ∈ 𝒫𝜏

}︃
, 𝑡 = 0, . . . , 𝜗− 1.

Áûë ïîëó÷åí äèñêðåòíûé âåêòîðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà äëÿ
ââåäåííîé ôóíêöèè öåíû:⎧⎨⎩�⃗�(𝑡, 𝑥) = ℳin

{︁
ℒ⃗(𝑡, 𝑥, 𝑢) + �⃗�(𝑡+ 1, 𝑥𝑡+1)

⃒⃒⃒
𝑢 ∈ 𝒫𝑡

}︁
, 𝑡 = 0, . . . , 𝜗− 1,

�⃗�(𝜗, ·) = �⃗�(·).
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Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì
âðåìåíåì ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî, â ñèëó âåêòîðíîé ïðèðîäû çàäà÷è, ïî-
ñòðîåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé òèïà Ãàìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ
ëèøü íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíêöèè
öåíû. Â îáùåì ñëó÷àå îíà íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü èñêîìóþ
ãðàíèöó Ïàðåòî ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ãàðàíòèðîâàííîãî òî÷å÷íîãî îöåíè-
âàíèÿ ãðàíèöû Ïàðåòî, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ïîëó÷åííûé ðàíåå âåêòîðíûé
àíàëîã óðàâíåíèÿ Áåëëìàíà ê íàáîðó ñêàëÿðíûõ çàäà÷, ðåøåíèå êàæäîé
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäèíñòâåííóþ òî÷êó èñêîìîãî ïàðåòîâñêîãî
ôðîíòà.

Çàòåì áûëà ðàññìîòðåíà ìíîãîìåðíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è äîñòèæèìîñòè
äëÿ ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì è óñòàíîâëåíî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷è â êëàññè÷åñêîé (ñêàëÿðíîé) è âåê-
òîðíîé ïîñòàíîâêàõ. Â ÷àñòíîñòè, áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ñîâïàäåíèå ëè-
íèé óðîâíÿ äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé öåíû:

𝒳 (𝑡; 0, 𝐴 ∩𝐵) =

{︂
𝑥 : min

𝑢(·),𝑥0

{︀
𝑑2(𝑥0, 𝐴 ∩𝐵)

⃒⃒
𝑥𝑡 = 𝑥

}︀
6 0

}︂
=

=

{︃
𝑥 : ℳin

{︃(︂
𝑑2(𝑥0, 𝐴)
𝑑2(𝑥0, 𝐵)

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑥𝑡 = 𝑥

}︃
6 0

}︃
,

ãäå 𝒳 (𝑡; 0, 𝐴 ∩ 𝐵) � èñêîìîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡 ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ìíîæåñòâå 𝒳 0 = 𝐴 ∩𝐵.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè äîêëàäà áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à óïðàâëåíèÿ
ñèñòåìîé â íåïðåðûâíîì âðåìåíè ïðè íàëè÷èè âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ ñëåäó-
þùåãî âèäà:

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝑡 ∈ [0, 𝜗],

𝑥(0) = 𝑥0,

𝑢(𝑡) ∈ 𝒫(𝑡),⎡⎢⎣𝒥1(𝜗, 𝑥, 𝑢)
...

𝒥𝑝(𝜗, 𝑥, 𝑢)

⎤⎥⎦ = 𝒥 (𝜗, 𝑥, 𝑢) =

𝜗∫︁
0

ℒ⃗(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏 + �⃗�(𝑥(𝜗)) → ℳin,

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ R𝑚;𝒥 , ℒ⃗, �⃗� ∈ R𝑝,

Äëÿ òàêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è áûë ââåä¼í âåêòîðíûé àíàëîã ôóíêöèè
öåíû, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè äëÿ ãðà-
íèöû Ïàðåòî è ïîëó÷åí âåêòîðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ãàìèòîíà-ßêîáè-
Áåëëìàíà â ôîðìå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

lim
𝛿→+0

1

𝛿
h

⎛⎝�⃗�(𝑡, 𝑥),ℳin

⎧⎨⎩
𝑡+𝛿∫︁
𝑡

ℒ⃗(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠))𝑑𝑠+ �⃗�(𝑡+ 𝛿, 𝑥(𝑡+ 𝛿))

⎫⎬⎭
⎞⎠ = 0,

�⃗�(𝜗, ·) = �⃗�(·),
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ãäå h(·, ·) � ìåòðèêà Õàóñäîðôà.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ
ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ НА ПЛОСКОСТИ

А.Н. Конёнков
a.konenkov@365.rsu.edu.ru

УДК 517.956.4

Рассматривается параболическая система второго порядка на плос-
кости в области с негладкой боковой границей. Методом граничных
интегральных уравнений установлена разрешимость задачи Дирихле
с непрерывными граничными функциями. Исследована гладкость по-
лученного решения, если граничные функции удовлетворяют условию
Гельдера.

Ключевые слова: системы дифференциальных уравнений параболиче-
ского типа, задача Дирихле, анизотропные пространства Гельдера

Solvability of the Dirichlet problem for a parabolic system on a
plane

A second order parabolic system is considered in a domain with a non-
smooth lateral boundary on a plane. The boundary integral equations
method is used to establish the solvability of the problem with continuous
boundary data. The smoothness of the obtained solution is studied if the
boundary functions satisfy the Hölder condition.

Keywords: systems of parabolic type, Dirichlet problem, anisotropic
Hölder spaces

Â ïîëîñå 𝐷 = R × (0, 𝑇 ), 0 < 𝑇 < ∞, ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ
ñèñòåìà

𝐿𝑢 = 𝜕𝑡𝑢−𝐴(𝑥)𝜕2𝑥𝑢,

ãäå 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑚)𝑇 , 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑖𝑗(𝑥))𝑚𝑖,𝑗=1. Äëÿ îïåðàòîðà 𝐿 ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ à) ðàâíîìåðíîé ïàðàáîëè÷íîñòè, òî åñòü ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ 𝜆𝑘(𝑥) ìàòðèöû 𝐴(𝑥) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

Re𝜆𝑘(𝑥) > 𝜇 > 0 ∀𝑥 ∈ R; (1)

Конёнков Андрей Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, РГУ (Рязань, Россия); Andrey
Konenkov (Ryazan State University, Ryazan, Russia)
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á) ïðèíàäëåæíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðîñòðàíñòâó Ãåëüäåðà:

𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶𝛼(R), 0 < 𝛼 < 1. (2)

Â ïîëóîãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 |𝑥 > 𝑔(𝑡)} ðàññìàòðèâàåì
çàäà÷ó Äèðèõëå ⎧⎨⎩ 𝐿𝑢 = 0 â Ω,

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 > 𝑔(𝑡),
𝑢(𝑔(𝑡), 𝑥) = 𝜓(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇.

(3)

Â [1] äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óñòàíîâëåíî ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷. Áîêîâàÿ ãðàíèöà îáëàñòè
ïðåäïîëàãàëàñü äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñè-
ñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà èññëåäîâàëèñü ðåøåíèÿ èç øêàëû àíèçîòðîïíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ Ãåëüäåða 𝐻𝑚+𝛼,(𝑚+𝛼)/2(Ω), 𝑚 > 2.

Â [2], [3] óñòàíîâëåíà ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé
ñèñòåìû íà ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå 𝐶1,1/2(Ω̄). Òàêæå áûëà èññëåäîâàíà
ãëàäêîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ â 𝐻1+𝛼,(1+𝛼)/2(Ω̄). Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâà-
ëèñü îáëàñòè ñ íåãëàäêèìè áîêîâûìè ãðàíèöàìè âèäà 𝑥 = 𝑔(𝑡), ãäå ôóíêöèÿ
𝑔 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Æåâðå

𝑔 ∈ 𝐻(1+𝛼)/2([0, 𝑇 ]). (4)

Ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâà-
íèå ðåøåíèÿ è åãî ïðåäñòàâèìîñòü â âèäå ñóììû ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî ñëîÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ(𝑥, 𝜉, 𝑡 − 𝜏) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå îïåðàòîðà 𝐿.
Äëÿ ïëîòíîñòè 𝜙, çàäàííîé íà áîêîâîé ãðàíèöå îáëàñòè Ω, ìû ââîäèì ìî-
äèôèöèðîâàííûé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

𝑊𝜙(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝜉(Γ(𝑥, 𝜉, 𝑡− 𝜏)𝐴(𝜉))|𝑥=𝑔(𝜏)𝜙(𝜏) 𝑑𝜏.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû îïåðàòîðà 𝐿
ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîäíîé ïî ïåðå-
ìåííîé 𝜉. Ìû óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Γ(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝐴(𝜉) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî 𝜉 ïðè 𝑡 > 0.

Теорема. Пусть для оператора 𝐿 выполнены условия (1), (2), для бо-
ковой границы выполнено условие (4), граничная функция 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]),
𝜙(0) = 0. Тогда существует ограниченное в Ω решение 𝑢 ∈ 𝐶(Ω̄) задачи Ди-
рихле (3), представимое в виде модифицированного потенциала двойного
слоя с плотностью 𝜙 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]), 𝜙(0) = 0. Для этого решения справедлива
оценка

‖𝑢‖𝐶(Ω̄) 6 𝐶‖𝜓‖𝐶(Ω̄).

Если при этом 𝜓 ∈ 𝐻𝛼/2([0, 𝑇 ]), то указанное решение принадлежит про-
странству 𝐻𝛼,𝛼/2(Ω̄) и справедлива оценка

‖𝑢‖𝐻𝛼,𝛼/2(Ω̄) 6 𝐶‖𝜓‖𝐻𝛼/2([0,𝑇 ]).
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Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷åíî è äëÿ îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω =
{(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷 | 𝑔1(𝑡) < 𝑥 < 𝑔2(𝑡)}.
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Работа посвящена описанию асимптотических разложений решений
обыкновенных линейных дифференциальных уравнений с голоморф-
ными коэффициентами в окрестности иррегулярной особой точки.
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ленной особой точки.
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Poincare problem. Asymptotics of solutions of linear
differential equations with holomorphic coefficients in the

neighborhood of irregular singular points

This study is devoted to the description of the asymptotic expansions of
solutions to ordinary differential equations with holomorphic coefficients
in the neighborhood of an irregular singular point. An example of irregular
singular point in infinity is consider.
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Ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ãîëîìîðô-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè âïåðâûå
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà À. Ïóàíêàðå â ðàáîòàõ [1],[2]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ðàññìàò-
ðèâàëèñü óðàâíåíèÿ íåôóêñîâà òèïà è âïåðâûå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé
îñîáîé òî÷êè â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ðàçëàãàòüñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé
ðÿä. Ïðîáëåìà Ïóàíêàðå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè âèä àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ãîëîìîðôíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê, è ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ. À èìåííî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

𝑏𝑛 (𝑟)

(︂
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑛
𝑢 (𝑟) + ...+ 𝑏𝑖 (𝑟)

(︂
𝑑

𝑑𝑟

)︂𝑖
𝑢 (𝑟) + ...+ 𝑏0 (𝑟)𝑢 (𝑟) = 0, (2.1)

çäåñü 𝑏𝑖 (𝑟) ÿâëÿþòñÿ ãîëîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè.
Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé 𝑏𝑛 (𝑟) îáðàùàåòñÿ â íîëü

â íåêîòîðîé òî÷êå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà òî÷-
êà 𝑟 = 0, òî óðàâíåíèå (1), âîîáùå ãîâîðÿ, èìååò îñîáåííîñòü â íóëå. Â
ýòîì ñëó÷àå íîëü ìîæåò áûòü ðåãóëÿðíîé èëè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé.
Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ âèäà

�̂�𝑢 = 𝐻

(︂
𝑟,−𝑟𝑘+1 𝑑

𝑑𝑟

)︂
𝑢 = 0, (2.2)

ãäå �̂� � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ ãîëîìîðôíûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝐻 (𝑟, 𝑝) =

𝑛∑︁
𝑖=0

𝑏′𝑖 (𝑟) 𝑝𝑖

Çäåñü 𝑏′𝑖 (𝑟) � ñîîòâåòñòâóþùèå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. 𝑘 � öåëîå ÷èñëî,
ïðè÷åì 𝑘 >= −1. Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå 𝑘 îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Â
çàâèñèìîñòè îò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 𝑘 ìîæíî ðàçáèòü óðàâíåíèÿ íà òðè
òèïà, êàæäîìó èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñâîé òèï àñèìïòîòèê.

Ê ïåðâîìó òèïó îòíåñåì òå óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ 𝑘 = −1. Â ýòîì
ñëó÷àå ìû èìååì íåâûðîæäåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðåøåíèÿ
êîòîðûõ íå èìåþò îñîáåííîñòåé â íóëå.

Â ñëó÷àå 𝑘 = 0 óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè. 𝑘 = 0 � ðåãóëÿðíàÿ
îñîáàÿ òî÷êà, àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíîðìàëüíîé.

𝑘 ∈ 𝑁 � èððåãóëÿðíûå îñîáåííîñòè. Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâ-
íåíèÿìè íåôóêñîâà òèïà. Ïðèìåðîì àñèìïòîòèê íåôóêñîâà òèïà ÿâëÿþòñÿ
àñèìïòîòèêè âèäà

𝑛∑︁
𝑗=1

exp

(︃
𝑝𝑗
𝑟𝑘

+

𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑗𝑘−𝑖
𝑟𝑘−𝑖

)︃
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑖=0

𝑏𝑗𝑖 𝑟
𝑖 (2.3)

Íåôóêñîâû àñèìïòîòèêè âèäà (3) ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ, êîãäà ìíîãî-
÷ëåí 𝐻 (0, 𝑝) èìååò òîëüêî ïðîñòûå êîðíè. Çäåñü ÷åðåç

∑︀∞
𝑖=0 𝑏

𝑗
𝑖 𝑟
𝑖 îáîçíà÷åí
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àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä, 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, ..., 𝑛 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà, 𝛼𝑗𝑘−𝑖, 𝜎𝑗 � íåêîòî-
ðûå ÷èñëà.

Åñëè ìíîãî÷ëåí 𝐻 (0, 𝑝) èìååò êðàòíûå êîðíè, è 𝑘 = 1 òî àñèìïòîòèêà
â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé òî÷êè 𝑝𝑗 ñîîòâåòñòâóþùåé êðàòíîìó êîðíþ,
áóäåò ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû êîíîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè è àñèìïòî-
òè÷ñêîãî ðàçëîæåíèÿ âèäà

𝑛∑︁
𝑗=1

exp

(︃
𝑝𝑗
𝑟

+

𝑚−𝑣∑︁
𝑖=1

𝛼𝑗𝑖
𝑟

𝑖
𝑚

)︃
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑙=0

𝑏𝑗𝑙 𝑟
𝑙 (2.4)

Ïðèìåðîì òàêîé îñîáîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà äëÿ
óðàâíåíèÿ(︂

𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑛
𝑢 (𝑥) + ...+ 𝑎𝑖 (𝑥)

(︂
𝑑

𝑑𝑥

)︂𝑖
𝑢 (𝑥) + ...+ 𝑎0 (𝑥)𝑢 (𝑥) = 0 (2.5)

çäåñü êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑖 (𝑥) ðåãóëÿðíû íà áåñêîíå÷íîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ âíåøíîñòü êðóãà |𝑥| > 𝑎, ÷òî ôóíêöèè 𝑎𝑖 (𝑥) , 𝑖 =
0, 1, ..., 𝑛 − 1 ðàçëàãàþòñÿ â íåé â ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû 𝑎𝑖 (𝑥) =∑︀∞
𝑗=0

𝑏𝑗𝑖
𝑥𝑗 . Óðàâíåíèå (5) ïóòåì çàìåíû 𝑥 = 1

𝑟 ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (2)
ïðè 𝑘 = 1. À çíà÷èò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó àñèìïòîòèêè (4) è êî-
íîðìàëüíîé àñèìïòîòèêè. Âïåðâûå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå
Òîìý[3].

Åñëè 𝑘 > 1 è 𝑝𝑗 êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 𝐻 (0, 𝑝) ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì, òî àñèìï-
òîòèêà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâèìà â âèäå êîíîðìàëüíîé àñèìïòîòè-
êè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ

∑︁
𝑗

exp

(︃
𝑝𝑗
𝑟𝑘

+

𝑘𝑚−𝑣∑︁
𝑖=1

𝛼𝑗𝑖
𝑟

𝑖
𝑚

)︃
𝑟𝜎𝑗

∞∑︁
𝑙=0

𝑏𝑗𝑙 𝑟
𝑙 (2.6)

Гипотеза. Все асимптотики решения уравнения (1) представимы в
виде суммы нефуксовой асимптотики (6) и конормальной асимптотики.
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ОБ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧЕ НЕЙМАНА ДЛЯ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

НА ПЛОСКОСТИ
Б.Д. Кошанов
koshanov@list.ru

УДК 517.9

Для эллиптического уравнения 2𝑙−го порядка, старшие коэффици-
енты которого постоянны, в односвязной области с гладкой границей
рассмотрена краевая задача с нормальными производными (𝑘𝑗−1)−го
порядка, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙, где 1 6 𝑘1 < . . . < 𝑘𝑙 6 2𝑙. При 𝑘𝑗 = 𝑗 она пе-
реходит в задачу Дирихле, а при 𝑘𝑗 = 𝑗 + 1 – в задачу Неймана. В
работе доказана эквивалентность условии фредгольмовости с услови-
ем дополнительности, т.е. с условием Шапиро-Лопатинского.

Ключевые слова: эллиптическое уравнение, краевая задача, нормаль-
ные производные, фредгольмовость задачи, формула индекса

On the generalized Neumann problem for the high order
elliptic equation on a plane

For the elliptic equation of 2𝑙−th order with of constant real coefficients
we consider boundary value problem of the normal derivatives (𝑘𝑗 − 1)
order, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙, where 1 6 𝑘1 < . . . < 𝑘𝑙 6 2𝑙. When 𝑘𝑗 = 𝑗 it
moves into the Dirichlet problem, and when 𝑘𝑗 = 𝑗 + 1 it moves into
the Neumann problem. In this paper, we prove the equivalence of the
Fredholm condition with the complementarity condition, i.e. with the
condition of Shapiro-Lopatinskij.

Keywords: elliptic equation, boundary value problem, normal derivatives,
Fredholm problem, index formula

Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå 2𝑙-ãî ïîðÿäêà â îäíî-
ñâÿçíîé îáëàñòè 𝐷

2𝑙∑︁
𝑟=0

𝑎𝑟
𝜕2𝑙𝑢

𝜕𝑥2𝑙−𝑟𝜕𝑦𝑟
+

∑︁
06𝑟6𝑘62𝑙−1

𝑎𝑟𝑘(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑥𝑘−𝑟𝜕𝑦𝑟
= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 (1)

ñ êîýôôèöèåíòàìè 𝑎𝑟 ∈ R è 𝑎𝑟𝑘 ∈ 𝐶𝜇(𝐷), Γ = 𝜕𝐷 ∈ 𝐶2𝑙,𝜇, 0 < 𝜇 < 1.
Задача S. Îáîáùåííàÿ çàäà÷à Íåéìàíà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ðå-

øåíèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦) óðàâíåíèÿ (1) â îáëàñòè 𝐷 ïî êðàåâûì óñëîâèÿì

𝜕𝑘𝑗−1𝑢

𝜕𝑛𝑘𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 𝑔𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑙, (2)

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета науки МОН Республики
Казахстан (грант AP05135319).

Кошанов Бакытбек Данебекович, д.ф.-м.н., профессор, Главный научный сотруд-
ник Института математики и математического моделирования (Алматы, Казахстан);
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ãäå 𝑛 = 𝑛1 + 𝑖𝑛2 îçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü è íàòóðàëüíûå 𝑘𝑗
ïîä÷èíåíû óñëîâèþ 1 6 𝑘1 < 𝑘2 < . . . < 𝑘𝑙 6 2𝑙.

Íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (𝜕/𝜕𝑛)𝑟 ïîðÿäêà 𝑟 ïîíèìàåòñÿ ãðàíè÷íûé îïå-
ðàòîð (︂

𝑛1
𝜕

𝜕𝑥1
+ 𝑛2

𝜕

𝜕𝑥2

)︂𝑟
è àíàëîãè÷íûé ñìûñë èìååò ãðàíè÷íûé îïåðàòîð (𝜕/𝜕𝑒)𝑟 ïî îòíîøåíèþ ê
åäèíè÷íîìó êàñàòåëüíîìó âåêòîðó 𝑒 = 𝑒1 + 𝑖𝑒2 = 𝑖(𝑛1 + 𝑖𝑛2).

Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è ïðè 𝑘𝑗+1−𝑘𝑗 ≡ 1 äëÿ ïîëèãàðìîíè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ áûëà èçó÷åíà À.Â. Áèöàäçå â ðàáîòå [1], ãäå ïðè 𝑘1 > 2 îíà íàçâàíà
îáîáùåííîé çàäà÷å Íåéìàíà. Äðóãîé âàðèàíò çàäà÷è Íåéìàíà, îñíîâàííûé
íà âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå, áûë ðàíåå ïðåäëîæåí À.À. Äåçèíûì [2]. Â êëàñ-
ñå

𝑢 ∈ 𝐶2𝑙(𝐷) ∩ 𝐶2𝑙−1,𝜇(𝐷),

2𝑙∑︁
𝑟=0

𝑎𝑟
𝜕2𝑙𝑢

𝜕𝑥2𝑙−𝑟𝜕𝑦𝑟
∈ 𝐶𝜇(𝐷),

çàäà÷à (1), (2) áûëà èññëåäîâàíà â [3]. Î÷åâèäíî, ýòîò êëàññ çàâèñèò îò
ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑎𝑟 óðàâíåíèÿ (1). Â áîëåå óçêîì êëàññå 𝐶2𝑙,𝜇(𝐷)
ýòà çàäà÷à áûëà ðàññìîòðåíà â [4]. Â äîêëàäå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óñëîâèå
ôðåäãîëüìîâîñòè çàäà÷è (1),(2) ýêâèâàëåíòíî èçâåñòíîìó [5] óñëîâèþ äî-
ïîëíèòåëüíîñòè (èëè Øàïèðî� Ëîïàòèíñêîãî). Òàêæå ïðèâåäåíà ôîðìóëà
åå èíäåêñà ind𝑆 óäîáíîãî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ.

Теорема 1. Пусть многочлен det𝑊𝑔(𝜁1, . . . , 𝜁𝑚) переменных 𝜁1, . . . , 𝜁𝑚
определяется в (4) по вектор- функции

𝑔𝑗(𝑧) = 𝑧𝑘𝑗−𝑘1 , 1 6 𝑗 6 𝑙, (3)

и пусть 𝑛𝑗 – наивысшая степень, с которой 𝜁𝑗 входит в этот многочлен.
Тогда функция

𝑃 (𝑡) =
∏︁𝑚

𝑗=1
(1 + 𝑡𝜈𝑗)

𝑛𝑗 det𝑊𝑔

(︂
𝜈1 − 𝑡

1 + 𝑡𝜈1
, . . . ,

𝜈𝑚 − 𝑡

1 + 𝑡𝜈𝑚

)︂
(4)

является многочленом степени 𝑛 = 𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑚.
В этих обозначениях условие фредгольмовости задачи (1), (2) сводится

к тому, что многочлен 𝑃 не имеет нулей на вещественной оси, а ее индекс
дается формулой

κ = 4
(︁
−𝑁 +

∑︁
𝑖<𝑗

𝑙𝑖𝑙𝑗

)︁
, (5)

где 𝑁 есть число нулей этого многочлена в верхней полуплоскости, взятое
с учетом их кратности.

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé ñ ïðîôåññîðîì
À.Ï. Ñîëäàòîâûì.

Литература
1. Бицадзе А.В. О некоторых свойствах полигармонических функций // Диф-

ференц. уравнения, 24:5 (1988), 825–831.
2. Дезин А.А. Вторая краевая задача для полигармонического уравнения в

пространстве 𝑊𝑚
2 // Докл. АН СССР, 96:5 (1954), 901–903.



Материалы международной конференции 309

3. Кошанов Б.Д., Солдатов А.П. Краевая задача с нормальными производны-
ми для эллиптического уравнения на плоскости // Дифференц. уравнения 52:12
(2016), 1666–1681.

4. Солдатов А.П. Об одной краевой задаче для эллиптического уравнения
высокого порядка на плоскости // Владикав. мат. журнал 19:3 (2017), 51–58.

5. Sсheсhter M. Genеral boundary value problems for elliptic partial differential
equations // Comm. Purе and Appl. mathem. 12 (1950), 467–480.

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ
ДВУМЕРИЗОВАННЫЕ ЦЕПОЧКИ И
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ АЛГЕБРЫ

М.Н. Кузнецова
mariya.n.kuznetsova@gmail.com

УДК 517.518

Описаны интегрируемые случаи квазилинейных двумеризованных це-
почек вида 𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥 + 𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑦 +
𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1). В качестве критерия интегрируемости понимается
наличие бесконечного числа редукций в виде систем гиперболиче-
ского типа, интегрируемых в смысле Дарбу. При исследовании ги-
перболических систем применяются характеристические алгебры Ли-
Райнхарта.

Ключевые слова: двумеризованная цепочка, интегрируемая редукция,
характеристическая алгебра Ли, вырожденное условие обрыва, инте-
грируемая по Дарбу система

Integrable quasilinear two-dimensional chains and
characteristic algebras

Integrable cases of quasilinear two-dimensional chains of the form
𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥+𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑦+𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)
are described. As an integrability criterion we accept the existence of an
infinite number of reductions, which are hyperbolic type systems inte-
grable in the sense of Darboux. Hyperbolic systems are studied by means
of the characteristic algebras Lie-Rinehart.

Keywords: two-dimensional lattice, integrable reduction, characteristic Lie
algebra, degenerate cutting off condition, Darboux integrable system

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 15-
11-20007).

Кузнецова Мария Николавена, к.ф.-м.н., Институт математики с ВЦ УФИЦ РАН
(Уфа, Россия); Mariya Kuznetsova (Institute of Mathematics, Ufa Federal Research Centre,
RAS, Ufa, Russia)



310 “Современные проблемы математики и механики”

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êëàññèôèêàöèè óðàâíå-
íèé òèïà äâóìåðèçîâàííîé öåïî÷êè Òîäû

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑦), −∞ < 𝑛 <∞. (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, · · ·𝑥5) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé
â íåêîòîðîé îáëàñòè 𝐷 ⊂ C5. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ 𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦) çàâèñèò îò
âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ 𝑥, 𝑦 è öåëîé ïåðåìåííîé 𝑛.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïîäêëàññ öåïî÷åê (1) ñëåäóþùåãî âèäà:

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑥+ 𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1)𝑢𝑛,𝑦 + 𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1). (2)

Ôóíêöèè 𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑟(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑞(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ïðåäïîëàãàþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèìè â íåêîòîðîé îáëàñòè 𝐷 ⊂ C3.

Ìíîãîìåðíûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè îáúåêòàìè äëÿ èññëåäî-
âàíèÿ è, òåì áîëåå, äëÿ êëàññèôèêàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå áîëü-
øîãî ÷èñëà èíòåãðèðóåìûõ ðåäóêöèé óêàçûâàåò íà èíòåãðèðóåìîñòü óðàâ-
íåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [1], â êîòîðîé ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðèðóåìûõ
ðåäóêöèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïðèçíàêà
èíòåãðèðóåìîñòè). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íóþ èäåþ -
íàçûâàÿ óðàâíåíèå èíòåãðèðóåìûì, åñëè îíî äîïóñêàåò áåñêîíå÷íûé êëàññ
ðåäóêöèé â âèäå ñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñëå
Äàðáó.

Ïðè îïèñàíèè èíòåãðèðóåìûõ ïî Äàðáó ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî òèïà äàâíî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé àëãåáðû Ëè
[2]. Ïåðåõîä ê áîëåå îáùèì àëãåáðàì Ëè-Ðàéíõàðòà [3] îòêðûâàåò íîâûå
âîçìîæíîñòè [4, 5, 6].

Óñëîâèå îáðûâà 𝑢0 = 𝜙(𝑥, 𝑦) íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì óñëîâèåì îáðûâà
äëÿ öåïî÷êè (1), åñëè îíî ñâîäèò (1) ê äâóì íåçàâèñèìûì ïîëóáåñêîíå÷íûì
öåïî÷êàì, îïðåäåëåííûì íà èíòåðâàëàõ −∞ < 𝑛 < 0 è 0 < 𝑛 < +∞,
ñîîòâåòñòâåííî.

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ öåïî÷êè (1) ñóùåñòâóþò âûðîæäåííûå óñëîâèÿ îá-
ðûâà â äâóõ ðàçíûõ òî÷êàõ 𝑛 = 𝑁1, 𝑛 = 𝑁2. Òîãäà öåïî÷êà (1) ñâîäèòñÿ ê
êîíå÷íîé ñèñòåìå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà:

𝑢𝑁1
= 𝜙1(𝑥, 𝑦),

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝑓(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛,𝑥, 𝑢𝑛,𝑦), 𝑁1 < 𝑛 < 𝑁2,
𝑢𝑁2 = 𝜙2(𝑥, 𝑦).

(3)

Определение 1. Цепочка (1) называется интегрируемой, если суще-
ствуют функции 𝜙1 и 𝜙2, такие, что для любого выбора пары целых чисел
𝑁1, 𝑁2, где 𝑁1 < 𝑁2 − 1, система гиперболического типа (3) является ин-
тегрируемой по Дарбу.

Áîëüøîé êëàññ èíòåãðèðóåìûõ öåïî÷åê âèäà (1) ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå
[7], ãäå îíè áûëè èñcëåäîâàíû â ðàìêàõ ñèììåòðèéíîãî ïîäõîäà. Âàæíûì
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ èç ýòîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ èíòåãðè-
ðóåìûìè â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1. Êàê èçâåñòíî, èíòåãðèðóåìûå ïî Äàðáó
ñèñòåìû îáëàäàþò òî÷íûì ðåøåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà (3) îáëàäàåò òî÷íûì ðåøåíèåì, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî
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ðåøåíèÿ èñõîäíîé öåïî÷êè (1). Â ñèëó òîãî, ÷òî âûáîð 𝑁1, 𝑁2 ïðîèçâîëåí,
èñõîäíàÿ öåïî÷êà èìååò ìíîæåñòâî ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

Â ðàáîòàõ [5, 6] áûëè îïèñàíû èíòåãðèðóåìûå â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1
äâóìåðèçîâàííûå êâàçèëèíåéíûå öåïî÷êè âèäà

𝑢𝑛,𝑥𝑦 = 𝛼𝑛𝑢𝑛,𝑥𝑢𝑛,𝑦 + 𝑝𝑛𝑢𝑛,𝑥 + 𝑟𝑛𝑢𝑛,𝑦 + 𝑞𝑛, (4)

ïðè óñëîâèè, ÷òî 𝜕𝛼𝑛

𝜕𝑢𝑛±1
̸= 0. Çäåñü êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò îò òðåõ ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ 𝛼𝑛 = 𝛼(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1), 𝑝𝑛 = 𝑝(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1),
𝑟𝑛 = 𝑟(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1), 𝑞𝑛 = 𝑞(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1).

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé (2) öåïî÷êè (4), êîãäà
𝛼𝑛 òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ìû òðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ: õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ

𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑢𝑛+1

̸= 0,
𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑢𝑛−1

̸= 0 (5)

íå ðàâíà íóëþ.
Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Теорема 1. Если цепочка (2), (5) интегрируема в смысле Определения
1, тогда она приводится посредством точечных преобразований к одной
из следующих:

𝑢𝑛,𝑥𝑦 =
(︀
𝑒𝑢𝑛−𝑢𝑛−1 − 𝑒𝑢𝑛+1−𝑢𝑛

)︀
𝑢𝑛,𝑥, (6)

𝑢𝑛,𝑥𝑦 =
(︀
−𝑢𝑛+1 + 2𝑢𝑛 − 𝑢𝑛−1

)︀
𝑢𝑛,𝑥. (7)

Öåïî÷êè (6), (7) áûëè èçâåñòíû ðàíåå (ñì. [7]).
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Рассматривается уравнение Кана –Хиллиарда вместе с тремя типа-
ми краевых условий. Во всех краевых задачах изучен вопрос о суще-
ствовании, устойчивости и асимптотическом представлении простран-
ственно неоднородных состояний равновесия. Использован метод ка-
чественной теории бесконечномерных динамических систем.

Ключевые слова: уравнение Кана –Хиллиарда, устойчивость, бифур-
кации, асимптотика

Local attractors of Cahn –Hilliard equation

The Cahn –Hilliard equation is considered with 3 types of boundary con-
ditions. For all boundary value problem the questions about existence,
stability and asymptotically representation of spatial nongomogeneous so-
lutions are studied. Qualitative theory methods for infinite-dimensional
dynamical systems are used.

Keywords: Cahn –Hilliard equation, stability, bifurcations,asymptotic

Ðàññìîòðåíî èçâåñòíîå â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå óðàâíåíèå

𝑢𝑡 = (−𝑢𝑥𝑥 − 𝑎𝑢+ 𝑢3)𝑥𝑥, (1)

êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèåì Êàíà �Õèëëèàðäà [1] è âïåðâûå ïî-
ÿâèëîñü â ôèçè÷åñêîé õèìèè â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì ðåàêöèé â äâóõêîìïî-
íåíòíûõ ñðåäàõ [2]. Â óðàâíåíèè (1) íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò îäíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé 𝑥. Äëÿ ïðèëîæåíèé, áûòü ìîæåò, áîëåå àê-
òóàëåí âàðèàíò, êîãäà 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥, 𝑦) è ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå

𝑢𝑡 = ∆(−∆𝑢− 𝑎𝑢+ 𝑢3),

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì, íî â ðàìêàõ
äàííîãî ñîîáùåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì óðàâíåíèÿ Êàíà �Õèëëèàðäà â
ôîðìå (1) âìåñòå ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ñëåäóþùèõ òð¼õ òèïîâ [1,2]

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0, (2)

𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥(𝑡, 𝜋) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑡, 𝜋) = 0, (3)

𝑢(𝑡, 𝑥+ 2𝜋) = 𝑢(𝑡, 𝑥). (4)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00672).
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Åñëè îáðàòèòüñÿ ê êðàåâîé çàäà÷å (ÊÇ) (1), (2), òî ïðè åå àíàëèçå âîç-
íèêàåò äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíàÿ áèôóðêàöèîííàÿ çàäà÷à. ÊÇ (1), (2) èìå-
åò ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥) = 0. Ïðè
𝑎 ∈ (−∞, 1] îíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è ïðè ïåðåõîäå 𝑎 â èíòåðâàë
(1,∞) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü.

Теорема 1. Существует такое 𝜀0 > 0, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) и 𝑎 =
1+𝜀 КЗ (1), (2) имеет два асимптотически устойчивых пространственно
неоднородных состояния равновесия

𝑢±(𝑥, 𝜀) = ±2

√
3

3
𝜀1/2 sin𝑥±

√
3

36
𝜀3/2 sin 3𝑥+ 𝑜(𝜀3/2).

Â èíûõ òåðìèíàõ ïðè óêàçàííûõ 𝑎 ðåàëèçóåòñÿ áèôóðêàöèÿ òèïà "âèë-
êà"(èëè áèôóðêàöèÿ Òüþðèíãà �Ïðèãîæèíà).

Èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè àíàëèçå ÊÇ (1), (3). ÊÇ (1), (3) èìååò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝛼, à

òàêæå èíòåãðàë 𝑀0(𝑢) =
1

2𝜋

𝜋∫︀
0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥 = 𝛼, 𝛼 ∈ 𝑅 è ïðîèçâîëüíî. Íàëè÷èå

èíòåãðàëà 𝑀0(𝛼) = 𝛼 îçíà÷àåò, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå ñðåäíåå,
à ïðè íàëè÷èè óñëîâèé íåïðîíèöàåìîñòè (3) ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðî-
âàíî êàê ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû.

Ïóñòü 𝑎 ∈ (1,∞). Ïîëîæèì 𝛼 = 𝛼(𝜀) = ±
√︂
𝑎− 1 − 𝛾𝜀

3
, 𝛼0 = 𝛼(𝜀), ãäå

𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 0 < 𝜀0 << 1, 𝛾 = ±1 è ñîîòâåòñòâóþùèé çíàê ó 𝛾 áóäåò âûáðàí
ïîçäíåå.

Теорема 2. Существует такое 𝜀0 > 0, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) и любом
𝑎 > 1 КЗ (1), (3) имеет два пространственно неоднородных состояния
равновесия

𝑢±(𝑥, 𝜀) = 𝛼(𝜀) ± 𝜀1/2𝑣1(𝑥) + 𝜀𝑣2 ± 𝜀3/2𝑣3(𝑥) + 𝑜(𝜀3/2), (5)

𝑣1(𝑥) = (
𝛾

𝑑
)1/2 cos𝑥, 𝑣2(𝑥) = −𝛼0𝛾

2𝑑
cos 2𝑥,

𝑣3(𝑥) = (
𝛾

𝑑
)3/2

1

32
(6𝛼2

0 − 1) cos 3𝑥, 𝑑 =
3

2
(
1

2
− 𝛼2

0).

Решения (5) существуют, если 𝑑 ̸= 0 и при 𝑑 > 0 (выбираем 𝛾 = 1) со-
стояния равновесия (5) устойчивы, а при 𝑑 < 0(𝛾 = −1) они неустойчивы.
Подчеркнём, что 𝑑 > 0, если 𝛼2

0 < 1/2.
Èòàê, ïðè 𝛼0 ∈ (−1/

√
2, 1/

√
2) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïðî-

ñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ (5) ôîðìèðóþò äâà ëî-
êàëüíûõ àòòðàêòîðà 𝑀±(𝜀)(𝑑𝑖𝑚𝑀±(𝜀) = 1). Ïðè |𝛼0| > 1/

√
2 ïîëó÷àåì óæå

ïàðó ëîêàëüíî èíâàðèàíòíûõ ñåäëîâûõ ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀±(𝜀). Ïðè òàêèõ
𝛼0(𝛼(𝜀)) áóäóò óñòîé÷èâûìè ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝛼(𝜀).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî äëÿ ÊÇ (1), (4). Îíà èìååò ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå 𝛼0(𝛼(𝜀)) è 𝑎 > 1 äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ

𝑢(𝑥, 𝜀, 𝜙) = 𝛼(𝜀) + 𝜀1/2𝑣1(𝑥+ 𝜙) + 𝜀𝑣2(𝑥+ 𝜙) + 𝜀3/2𝑣3(𝑥+ 𝜙) + 𝑜(𝜀3/2), (6)
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ãäå 𝜙 ∈ 𝑅, 𝜀 ∈ (0, 𝜀0), 0 < 𝜀0 << 1, à ôóíêöèè 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), 𝑣3(𝑥) áûëè óêàçà-
íû â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 2.

Ïðè |𝛼0| < 1/
√

2 äâóïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî (6) îáðàçóåò äâóìåð-
íûé àòòðàêòîð 𝑀2(𝜀) è åãî ôîðìèðóþùèå ïðîñòðàíñòâåííî íåîäíîðîäíûå
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâû (ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâóþùèõ ôîðìóëàõ
𝛾 = 1).

Åñëè æå |𝛼0| > 1/
√

2, òî ïîëó÷àåì äâóìåðíîå ëîêàëüíîå èíâàðèàíò-
íîå ìíîãîîáðàçèå, ñôîðìèðîâàííîå íåóñòîé÷èâûìè ïðîñòðàíñòâåííî íåîä-
íîðîäíûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ.

Îáîñíîâàíèå ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåò ìåòîä èíòåãðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé,
òåîðèþ íîðìàëüíûõ ôîðì [3,4].
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Найдены собственные значения спектральной задачи для вырожда-
ющегося оператора смешанного типа и построена соответствующая
система собственных функций
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Construction of a system of eigenfunctions of the
Tricomi-Neumann type problem for a degenerate operator of

mixed type

Eigenvalues of the spectral problem for the degenerate operator of mixed
type are found and the corresponding eigenfunctions system is con-
structed.

Keywords: equation of mixed type, spectral problem, eigenvalues, eigen-
functions, completeness

Кучкарова Айгуль Наилевна, к.ф.-м.н., доцент, Башкирский государственный уни-
верситет (Уфа, Россия); Aigul Kuchkarova (Bashkir State University ,Ufa , Russia)



Материалы международной конференции 315

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

𝐿𝑢 ≡ sgn 𝑦 · |𝑦|𝑚𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝜆2sgn 𝑦 · |𝑦|𝑚𝑢 = 0, (1)

ãäå 𝜆 ∈ C, 𝑚 > 0, â îáëàñòè 𝐷, îãðàíè÷åííîé: 1) "íîðìàëüíîé"êðèâîé Γ0 :
𝑥2 + 1

𝛼2 𝑦
2𝛼 = 1, ëåæàùåé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè 𝑦 > 0 ñ êîíöàìè â òî÷êàõ

𝐴1(−1, 0) è 𝐴2(1, 0); 2) õàðàêòåðèñòèêàìè 𝑂𝐶 (𝑥 − 1
𝛼 (−𝑦)𝛼 = 0) è 𝐶𝐴2

(𝑥 + 1
𝛼 (−𝑦)𝛼 = 1) óðàâíåíèÿ (1) ïðè 𝑦 < 0, ãäå 𝐶 = ( 1

2 ,−(𝛼2 )
1
𝛼 ), 𝑂 = (0, 0),

𝛼 = 𝑚+2
2 .

Îáîçíà÷èì 𝐷0 = 𝐷 ∩ {𝑦 > 0}, 𝐷1 = 𝐷 ∩ {𝑥 > 0, 𝑦 < 0}.
Â îáëàñòè 𝐷 äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çà-

äà÷ó.
Задача. Найти значения комплексного параметра 𝜆 и соответству-

ющие им функции 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетворяющие условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ C(𝐷 ) ∩ C1(𝐷) ∩ C2(𝐷0 ∪𝐷1), (2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0 ∪𝐷1, (3)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ, (4)

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, −1 < 𝑥 < 0, (5)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑂𝐶. (6)

Ïóñòü 𝛾𝑛 = 𝛽
2 + 1

4 +𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ..., 𝛽 = 𝑚
2(𝑚+2) . Òîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

𝜆𝑛,𝑚 îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè ôóíêöèè Áåññåëÿ 𝐽𝛾𝑛(𝜆), ò.å.𝑚 �é êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ 𝐽𝛾𝑛(𝜆) = 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèè çàäà÷è
(2)-(6) èìååò âèä

𝑢𝑛,𝑚(𝑥, 𝑦) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝑛,𝑚𝑟
−𝛽𝐽𝛾𝑛(𝜆𝑛,𝑚𝑟)(sin

𝜙
2 )1−2𝛽(𝐹 ( 1

2 + 𝛾𝑛,
1
2 − 𝛾𝑛,

3
2 − 𝛽; sin2 𝜙

2 )

+
Γ(𝛾𝑛 + 𝛽)Γ( 3

2 − 𝛽)

Γ( 1
2 + 𝛽)Γ(1 + 𝛾𝑛 − 𝛽)

𝐹 (𝛽 + 𝛾𝑛, 𝛽 − 𝛾𝑛,
1

2
+ 𝛽; sin2 𝜙

2
)), (𝑟, 𝜙) ∈ 𝐷0,

𝑐𝑛,𝑚𝜎
−𝛽𝜃−(𝛽+𝛾𝑛)𝐽𝛾𝑛(𝜆𝑛,𝑚𝜎)

Γ(𝛾𝑛 + 𝛽)Γ( 1
2 + 𝛾𝑛)

Γ(1 + 2𝛾𝑛)Γ( 1
2 + 𝛽)

𝐹 (𝛽 + 𝛾𝑛,
1

2
+ 𝛾𝑛, 1 + 2𝛾𝑛;

1

𝜃
), (𝜎, 𝜃) ∈ 𝐷1.

(2.1)
ãäå 𝑐𝑛,𝑚 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå â ðàáîòàõ [1]-[4] ïîñòðîåíû ñîáñòâåí-
íûå ôóíêöèè çàäà÷ Òðèêîìè, Òðèêîìè�Íåéìàíà è Ãåëëåðñòåäòà.
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АПОСТЕРИОРНАЯ ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ НАХОЖДЕНИЯ
ИСТОЧНИКА В ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
А.С. Леонов

asleonov@mephi.ru

УДК 519.642.8

Обратная задача нахождения источника решается по схеме регуляри-
зованного проекционного метода с апостериорной оценкой точности,
которая вычисляется с помощью нового, «быстрого», алгоритма.

Ключевые слова: уравнения в частных производных, некорректные
задачи, апостериорная оценка точности

A-posteriori error estimate in source recovery for linear PDEs

The inverse source problem is solved according to the scheme of a reg-
ularized projection method with an a-posteriori error estimate, which is
calculated using a new “fast” algorithm.

Keywords: partial differential equations, ill-posed problems, a-posteriori
error estimate

1. Ðàññìîòðèì прямую задачу : íàéòè ðåøåíèå 𝑢(x, 𝑡) ∈ 𝑈 óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 𝐷𝑡𝑢(x, 𝑡) = 𝐿𝑥𝑢(x, 𝑡) + 𝑔(x, 𝑡)𝑓(x), x ∈ 𝐺, 𝑡 > 0 â îá-
ëàñòè 𝐺 ⊂ R𝑁 ïðè âûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 𝑙𝑥𝑢(x, 𝑡) = 𝑎(𝑡), x ∈
𝜕𝐺, 𝑡 > 0, è íà÷àëüíûõ óñëîâèé 𝑑𝑡𝑢(x, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑏(x), x ∈ 𝐺. Çäåñü 𝐷𝑡, 𝐿𝑥
� ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ïî ïåðåìåííûì 𝑡 è x ñîîòâåò-
ñòâåííî, äåéñòâóþùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà 𝑈 â áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâî 𝑉 , 𝑙𝑥, 𝑑𝑡 � ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç
𝑈 â áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà 𝑉𝑥 è 𝑉𝑡. Ôóíêöèè èñòî÷íèêà 𝑔(x, 𝑡), 𝑓(x) òàêî-
âû, ÷òî 𝑔(x, 𝑡)𝑓(x) ∈ 𝑉 , 𝑓(x) ∈ 𝑉𝑥. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à êîððåêòíî
ïîñòàâëåíà â óêàçàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å. îíà îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìà è óñòîé÷èâà äëÿ äàííûõ 𝑔(x, 𝑡), 𝑓(x), 𝑎(𝑡), 𝑏(x) èç ýòèõ ïðî-
ñòðàíñòâ. Â äàëüíåéøåì ìû ôèêñèðóåì èçâåñòíûå ôóíêöèè 𝑔(x, 𝑡), 𝑎(𝑡), 𝑏(x)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты № 17-01-00159-a и
19-51-53005-ГФЕН-а), а также Программы повышения конкурентоспособности Нацио-
нального исследовательского ядерного университета МИФИ (Московского инженерно-
физического института), проект № 02.a03.21.0005 от 27.08.2013.

Леонов Александр Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, Национальный исследователь-
ский ядерный университет МИФИ (Москва, Россия); Alexander S. Leonov (National
research nuclear university MEPhI, Moscow, Russia)
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è áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð ðåøåíèÿ ïðÿìîé çà-
äà÷è ñ ðàçëè÷íûìè äîïóñòèìûìè ôóíêöèÿìè 𝑓(x) êàê 𝐴: 𝑢 = 𝐴𝑓 .

2. Íàñ èíòåðåñóåò обратная задача: ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà-
÷è óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ 𝐵𝑢 = 𝐹 , íàéòè íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ èñòî÷íèêà 𝑓(x) ∈ 𝑉𝑥. Çäåñü 𝐵 � ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé îïåðà-
òîð, äåéñòâóþùèé èç 𝑈 â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî 𝑊 , à 𝐹 ∈ 𝑊 � èçâåñòíûé
ýëåìåíò. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ (ñì., íàïðèìåð, [1]). Îíè
÷àñòî îêàçûâàþòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè, è äëÿ èõ ðåøåíèÿ òðåáóåò-
ñÿ ïðèìåíÿòü ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè. Â äàííîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì ñëå-
äóþùèé ïîäõîä. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à, ò.å. ëèíåéíîå îïåðà-
òîðíîå óðàâíåíèå 𝐵(𝐴𝑓) = 𝐹 , èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 𝑓(x) ∈ 𝑉𝑥. Áóäåì
ðåøàòü óðàâíåíèå ôîðìàëüíî ñ ïîìîùüþ ðàçíîâèäíîñòè ïðîåêöèîííîãî ìå-
òîäà, îïèñàííîé, íàïðèìåð, â [2]. Äëÿ ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå 𝑓(x) =

∑︀∞
𝑘=1 𝑓𝑘𝜙𝑘(x) ïî áàçèñó {𝜙𝑘(x)}∞𝑘=1 ⊂ 𝑉𝑥. Àïïðîêñèìè-

ðóåì 𝑓 ýëåìåíòàìè 𝑓𝑛(x) =
∑︀𝑛
𝑘=1 𝑓𝑘𝜙𝑘(x) è âû÷èñëèì ïðèáëèæåííî ðàçëî-

æåíèÿ ýëåìåíòîâ 𝐵(𝐴𝜙𝑘) è 𝐹 ïî áàçèñó {𝜓𝑙}∞𝑙=1 ⊂𝑊 : 𝐵(𝐴𝜙𝑘) ≈
∑︀𝑚
𝑙=1𝐴𝑙𝑘𝜓𝑙,

𝐹 ≈
∑︀𝑚
𝑙=1 𝐹𝑙𝜓𝑙. Òîãäà ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòî÷íè-

êà ïðèíèìàåò âèä
∑︀𝑛
𝑘=1𝐴𝑙𝑘𝑓𝑘 = 𝐹𝑙, 𝑙 = 1, ...,𝑚. Èòàê, òî÷íîå îïåðàòîðíîå

óðàâíåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 𝐵(𝐴𝑓) = 𝐹 ñâîäèòñÿ ê êîíå÷íîìåðíîìó óðàâíå-
íèþ 𝐴𝑓 = 𝐹 ñ ìàòðèöåé 𝐴 = [𝐴𝑙𝑘] è ñòîëáöàìè 𝑓 = [𝑓𝑘] ∈ R𝑛, 𝐹 = [𝐹𝑙] ∈ R𝑚.
Ïðè ýòîì äàííûå 𝐹 ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàäàíû ñ îøèáêîé, ò.å. èç-
âåñòåí ïðèáëèæåííûé ýëåìåíò 𝐹𝛿 ∈ R𝑚 è îöåíêà åãî òî÷íîñòè 𝛿 > 0 òàêèå,
÷òî ||𝐹 − 𝐹𝛿|| 6 𝛿.

Ðåøèì óðàâíåíèå 𝐴𝑓 = 𝐹 ñ ïðèáëèæåííûìè äàííûìè 𝐹𝛿, èñïîëüçóÿ,
íàïðèìåð, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í.Òèõîíîâà, è ïîëó÷èì êîíå÷íîìåðíîå
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 𝑓𝜂 = [𝑓

(𝜂)
𝑘 ], 𝜂 = (𝛿, 1/𝑛, 1/𝑚) íàøåé çàäà÷è, è äàëåå

� ïðèáëèæåííûé ýëåìåíò 𝑓𝜂(x) =
∑︀𝑛
𝑘=1 𝑓

(𝜂)
𝑘 𝜙𝑘(x). Ïðè àäåêâàòíîì âûáîðå

ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü 𝑓𝜂(x) →
𝑓(x) â ïðîñòðàíñòâå 𝑉𝑥 ïðè 𝜂 → 0 (ñì., íàïðèìåð, [2]).

3. Ïîëó÷èâ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå 𝑓𝜂(x) ðàññìàòðèâàåìîé íåêîððåêòíî
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé îöåíêè åãî òî÷íîñòè.
Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî ðåøåíèþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ äàþòñÿ теорети-
ческие априорные оценки точности. Îíè, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþòñÿ ïðè
î÷åíü æåñòêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà èñêîìîå ðåøåíèå. Êðîìå
òîãî, ýòè îöåíêè çà÷àñòóþ ñîäåðæàò êîíñòàíòû, ïðàêòè÷åñêîå âû÷èñëåíèå
êîòîðûõ çàòðóäíèòåëüíî. Ïîýòîìó ïîëó÷èòü àïðèîðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè â
âèäå ÷èñëà â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæíî. Êàê àëüòåðíàòèâà, â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ ðàçâèòà òåîðèÿ апостериорных оценок точности ðåøåíèé
íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îöåíêè ïîäõîä èç [3].

Äàëåå âåçäå || · ||, (·, ·) � íîðìû è ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ E𝑛,E𝑚. Çíàÿ 𝑓𝜂(x), âû÷èñëèì âåëè÷èíû ∆𝜂 = ||𝐴𝑓𝜂 − 𝐹𝛿||,
𝑅𝜂 = ||𝑓𝜂||. Ââåäåì ìíîæåñòâî ℱ𝜂 = {𝑓 ∈ E𝑛 : ||𝐴𝑓 − 𝐹𝛿|| 6 𝐶∆𝜂, ||𝑓 || 6
𝐶𝑅𝜂}, ãäå 𝐶 > 1 çàäàííàÿ êîíñòàíòà, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò ̂︀𝑓 ∈
E𝑛, îïðåäåëÿþùèé ïðîåêöèþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ 𝑓(x) íà ïîäïðîñòðàíñòâî
span(𝜙1, ..., 𝜙𝑛), ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ℱ𝜂. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
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ñòâî

||𝑓𝜂 − ̂︀𝑓 || 6 sup{||𝑓𝜂 − 𝑓 || : 𝑓 ∈ ℱ𝜂}
𝑑𝑒𝑓
= 𝜀(𝜂), (1)

è ôóíêöèÿ 𝜀(𝜂) åñòü глобальная апостериорная оценка точности [3] êîíå÷-
íîìåðíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ 𝑓𝜂. Åå ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ ýêñòðåìàëü-
íóþ çàäà÷ó (1) ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.

4. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1). Ïóñòü 𝑣𝜂=𝐹𝛿−𝐴𝑓𝜂, 𝐷2

𝜂=(𝐶2−1) ‖𝑣𝜂‖2 , 𝑟2𝜂=(𝐶2−1)𝑅2
𝜂. Äëÿ ýëåìåí-

òîâ �̂� ∈ E𝑛, ||�̂�|| = 1, ââåäåì ôóíêöèîíàëû 𝑡
(𝐼)
𝜂 (�̂�) =

√︁
(�̂�,𝑓𝜂)2+𝑟2𝜂−(𝑤,𝑓𝜂)

||�̂�|| > 0,

𝑡
(𝐴)
𝜂 (�̂�) =

√︁
(𝐴�̂�,𝑣𝜂)2+𝐷2

𝜂||𝐴�̂�||2+(𝐴�̂�,𝑣𝜂)

||𝐴�̂�||2 > 0. Îïðåäåëèì òàêæå âåëè÷èíó

𝜌𝜈(𝜂) = sup
�̂�

{𝜉𝜈 [𝑡(𝐴)
𝜂 (�̂�), 𝑡(𝐼)𝜂 (�̂�)] : ||�̂�|| = 1}, (2)

ãäå 𝜉𝜈(𝑎, 𝑏) = 𝑎𝑏
𝜈√𝑎𝜈+𝑏𝜈 , 𝑎, 𝑏 > 0, 𝜈 ∈ N.

Теорема 1. Справедливо неравенство 𝜌𝜈(𝜂) 6 𝜀(𝜂) 6 2
1
𝜈 𝜌𝜈(𝜂).

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà 𝜌𝜈(𝜂) åñòü îöåíêà äëÿ 𝜀(𝜂) ñ îòíîñèòåëüíîé
òî÷íîñòüþ 𝜖 = 2

1
𝜈 −1, êîòîðàÿ óïðàâëÿåòñÿ ÷èñëîì 𝜈 (íàïðèìåð, âçÿâ 𝜈 = 60,

ïîëó÷èì 𝜖 ≈ 0.0116). ×èñëî 𝜌𝜈(𝜂) ìîæíî ïðèíÿòü êàê ïðèáëèæåííóþ àïî-
ñòåðèîðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîé îáðàòíîé çàäà÷è
îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà. Òàêîé ìåòîä àïîñòåðèîðíîé îöåíêè òî÷íîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ ãîðàçäî áîëåå áûñòðîäåéñòâóþùèì (â ñðåäíåì, â 3 � 5 ðàç, â çàâèñè-
ìîñòè îò ðåøàåìîé çàäà÷è), ÷åì ðàíåå ïðåäëîæåííûå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî, â îòëè÷èè îò çàäà÷è (1), â ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (2) íàõîæäåíèÿ ÷èñëà
𝜌𝜈(𝜂) èìååòñÿ ëèøü îäíî ïðîñòîå îãðàíè÷åíèå. Äåòàëè ðåøåíèÿ çàäà÷è (2),
êðàòêî èçëîæåííûå â ðàáîòå [4], êîíêðåòèçèðóþòñÿ â äîêëàäå äëÿ îáðàòíîé
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà.

5. Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî ïðåäëàãàå-
ìîé ìåòîäèêå îáðàòíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ èñòî÷íèêà â íà÷àëüíî-êðàåâûõ
çàäà÷àõ äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è êîëåáàíèé, âêëþ÷àÿ àïîñòåðè-
îðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû 𝜌𝜈(𝜂).
Â ïðèìåíÿåìîì âàðèàíòå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà èñïîëüçóþòñÿ ñïëàéíîâûå
áàçèñû ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíèìà ñ
íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè è äëÿ íàõîæäåíèÿ èñòî÷íèêà âèäà 𝑔(x, 𝑡)𝑓(𝑡) ñ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé 𝑓(𝑡).
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Получены нелокальные преобразования типа Коула-Хопфа, перево-
дящие уравнения Лиувилля с тремя и четырьмя независимыми пере-
менными в простейшие уравнения Бианки. Построены решения ука-
занных уравнений Лиувилля, содержащие произвольные функции.

Ключевые слова: уравнение Лиувилля, уравнение Бианки, нелокаль-
ное преобразование

On nonlocal substitutions for Liouville equations

We obtained the non-local transformations of the Cole-Hopf type, which
transfer the Liouville equations with three and four independent variables
into the Bianchi equations. The solutions with arbitrary functions of these
Liouville equations are constructed.

Keywords: Liouville equation, Bianchi equation, non-local transformation

Óðàâíåíèå
𝑢𝑥𝑦𝑧 = 𝜆𝑒𝑢 (1)

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òðåõìåðíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

𝑢𝑥𝑦 = 𝜆𝑒𝑢. (2)

Óðàâíåíèå (2), â ÷àñòíîñòè, èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â çàäà÷å ãðóïïîâîé êëàñ-
ñèôèêàöèè ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà [1, ñ. 116�125]

𝑣𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑣𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑣𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑣 = 0.
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Óðàâíåíèå (1) èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ óðàâíåíèÿ
Áèàíêè òðåòüåãî ïîðÿäêà [2]

𝑣𝑥𝑦𝑧 + 𝑎(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥𝑦 + 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑦𝑧 + 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥𝑧+

+ 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑥 + 𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑦 + 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣𝑧 + 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣 = 0.

Çäåñü ïîñòðîåíî íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå
(1) â ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå Áèàíêè

𝑣𝑥𝑦𝑧 = 0, (4)

êîòîðîå èìååò çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé îáùåå ðåøåíèå
âèäà

𝑣 = 𝛼(𝑥, 𝑦) + 𝛽(𝑥, 𝑧) + 𝛾(𝑦, 𝑧). (5)

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ãðóïïîâûõ
ìåòîäîâ [3, ñ. 237�241].

Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

𝑋 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑦)𝜕𝑦 + 𝜁(𝑧)𝜕𝑧 − (𝜉′(𝑥) + 𝜂′(𝑦) + 𝜁 ′(𝑧))𝜕𝑢,

ãäå 𝜉(𝑥), 𝜂(𝑦), 𝜁(𝑧) � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

𝑋0 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑦)𝜕𝑦 + 𝜁(𝑧)𝜕𝑧,

ãäå 𝜉(𝑥), 𝜂(𝑦), 𝜁(𝑧) òàêæå ïðîèçâîëüíû. Êðîìå òîãî, êàê âñÿêîå ëèíåéíîå
óðàâíåíèå, óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò îïåðàòîð ðàñòÿæåíèÿ 𝑌 = 𝑣𝜕𝑣.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåëîêàëüíîå ïðåîáðàçîâà-
íèå

𝑢 = 𝜙(𝑣, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) (6)

òàêîå, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (4), (6) äîïóñêàåò àëãåáðó Ëè îïåðàòîðîâ

𝑋 = 𝜉(𝑥)𝜕𝑥 + 𝜂(𝑦)𝜕𝑦 + 𝜁(𝑧)𝜕𝑧 − (𝜉′(𝑥) + 𝜂′(𝑦) + 𝜁 ′(𝑧))𝜕𝑢, 𝑌 = 𝑣𝜕𝑣.

Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

𝑌
1

(𝑢− 𝜙)|𝑢=𝜙 = 𝑣𝜙𝑣 + 𝑣𝑥𝜙𝑣𝑥 + 𝑣𝑦𝜙𝑣𝑦 + 𝑣𝑧𝜙𝑣𝑧 = 0, (7)

𝑋
1

(𝑢− 𝜙)|𝑢=𝜙 = −(𝜉′ + 𝜂′ + 𝜁 ′) + 𝜉′𝑣𝑥𝜙𝑣𝑥 + 𝜂′𝑣𝑦𝜙𝑣𝑦 + 𝜁 ′𝑣𝑧𝜙𝑣𝑧 = 0, (8)

ãäå 𝑋
1
, 𝑌

1
� ïåðâûå ïðîäîëæåíèÿ îïåðàòîðîâ 𝑋, 𝑌 .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑣 èìååò âèä (5), èç (7)�(8) ïîëó÷àåì ñèñòåìó

(𝛼+ 𝛽 + 𝛾)𝜙𝑣 + (𝛼𝑥 + 𝛽𝑥)𝜙𝑣𝑥 + (𝛼𝑦 + 𝛾𝑦)𝜙𝑣𝑦 + (𝛽𝑧 + 𝛾𝑧)𝜙𝑣𝑧 = 0,
−(𝜉′ + 𝜂′ + 𝜁 ′) + 𝜉′(𝛼𝑥 + 𝛽𝑥)𝜙𝑣𝑥 + 𝜂′(𝛼𝑦 + 𝛾𝑦)𝜙𝑣𝑦 + 𝜁 ′(𝛽𝑧 + 𝛾𝑧)𝜙𝑣𝑧 = 0,

êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèå

𝑢 = 𝜙(𝑣, 𝑣𝑥, 𝑣𝑦, 𝑣𝑧) = ln
𝑐𝑣𝑥𝑣𝑦𝑣𝑧
𝑣3

. (9)
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Ïîäñòàíîâêà (9) â óðàâíåíèå (1) ñ ó÷åòîì (5) ïðèâîäèò ê ôîðìóëå, îïðå-
äåëÿþùåé êëàññ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1), çàâèñÿùèõ îò òðåõ ïðîèçâîëüíûõ
ôóíêöèé

𝑢 = ln

(︂
− 6

𝜆

𝑓 ′1(𝑥)𝑓 ′2(𝑦)𝑓 ′3(𝑧)

(𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑦) + 𝑓3(𝑧))3

)︂
.

Çäåñü 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦), 𝑓3(𝑧) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè.

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå

𝑢𝑥𝑦𝑧𝑡 = 𝜆𝑒𝑢.

Ñ ïîìîùüþ íåëîêàëüíîé ïîäñòàíîâêè ïîñòðîåíî åãî ðåøåíèå

𝑢 = ln

(︂
24

𝜆

𝑓 ′1(𝑥)𝑓 ′2(𝑦)𝑓 ′3(𝑧)𝑓 ′4(𝑡)

(𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑦) + 𝑓3(𝑧) + 𝑓4(𝑡))4

)︂
,

ãäå 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦), 𝑓3(𝑧), 𝑓4(𝑡) � ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ôóíêöèè.
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Рассматривается первая смешанная задача для анизотропного пара-
болического уравнения с диффузной мерой в правой части. Уравнение
имеет переменные показатели нелинейности. Установлена новая вер-
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On the correctness of a mixed problem for an anisotropic
parabolic equation with a diffuse measure

The first mixed problem for an anisotropic parabolic equation with a
diffuse measure on the right-hand side is considered. The equation has
variable nonlinearities. A new version of the integration by partformula
is established in the form of two inequalities. It allowed us to simplify the
proof of the existence of a solution to the problem. It does not use the
Landes averaging. The uniqueness of the solution of the problem is also
proved.

Keywords: diffuse measure, existence of a solution, uniqueness of a solu-
tion, parabolic equation, integration formula by parts.

Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà R𝑛, 𝑛 > 1.
Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè 𝐷𝑇 = (0, 𝑇 ) × Ω ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ ñìå-
øàííàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà

𝑢𝑡 = div𝑎(𝑥, 𝑢,∇𝑢) + 𝑏(𝑥, 𝑢,∇𝑢) + 𝜇, 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛), (1)

𝑢(𝑡, 𝑥)
⃒⃒⃒
𝑆

= 0, 𝑆 = {𝑡 > 0} × 𝜕Ω, (2)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿1(Ω). (3)

Ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑦) � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑦) · 𝑦 > 𝛿0𝑆(𝑥, 𝑦) − 𝐶𝐹 (𝑥), ∀𝑟 ∈ R, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑆(𝑥, 𝑦) =

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖|𝑝𝑖(𝑥),

|𝑎𝑗(𝑥, 𝑟, 𝑦)|𝑝𝑗(𝑥) 6 𝐶(𝐹 (𝑥) + |𝑟|𝑞 + 𝑆(𝑥, 𝑦)),
1

𝑝𝑗
+

1

𝑝𝑗
= 1, 𝑗 = 1, ..., 𝑛,

ïðè âñåõ 𝑟 ∈ R, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑥 ∈ Ω; çäåñü 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐿1(Ω),

𝑞 < 𝑝∞ = max{𝑝𝑖}, 𝑝𝑖 = inf{𝑝𝑖(𝑥), 𝑥 ∈ Ω}.

Âûïîëíåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè

(𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑦) − 𝑎(𝑥, 𝑟, 𝑧)) · (𝑦 − 𝑧) > 0, 𝑦 ̸= 𝑧.

Ïóñòü
|𝑏(𝑥, 𝑟, 𝑦)| 6 𝐹 (𝑥); ∀𝑟 ∈ R, 𝑦 ∈ R𝑛, 𝑥 ∈ Ω;

Ïðîñòðàíñòâî �̊� 0,1
p (𝐷𝑇 ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà

𝐶1
0 (𝐷𝑇 ) ïî íîðìå

||𝑢||𝑊 0,1
p (𝐷𝑇 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

||𝑢𝑥𝑖
||𝑝𝑖(·),𝐷𝑇 = ‖∇𝑢‖p,𝐷𝑇 .

Теорема 1. Пусть выполнены перечисленные выше условия. Тогда су-
ществует ренормализованное решение задачи (1) – (3) с правой частью
вида 𝜇 = 𝑓 + div𝐺+ 𝑔𝑡, где 𝑓 ∈ 𝐿1(𝐷𝑇 ), 𝐺𝑖 ∈ 𝐿𝑝(·)(𝐷

𝑇 ), 𝑔 ∈ �̊� 0,1
p (𝐷𝑇 ).
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Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà óñòàíîâëåííóþ â ðàáîòå ëåììó îá èíòå-
ãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì :

Лемма 1. Пусть 𝛽(𝑟) – непрерывная неубывающая функция, и изме-
римые функции 𝑣 : 𝐷𝑇 → R, 𝑣0 : Ω → R таковы, что 𝛽(𝑣) ∈ 𝐿1(𝐷𝑇 ),
𝛽(𝑥, 𝑣0) ∈ 𝐿1(Ω). Пусть 𝑧 ∈ (�̊� 0,1

p (𝐷𝑇 ))′ + 𝐿1(𝐷𝑇 ), 𝑘 = 0, 1, и выполнено
неравенство

(−1)𝑘[(𝛽(𝑣) − 𝛽(𝑣0))𝜙𝑡] > (𝑧, 𝜙)𝐷𝑇 − 𝑐‖𝜙‖∞

при всех неотрицательных 𝜙 ∈ 𝐶1
0 ((−1, 𝑇 ) × R𝑛). Тогда

(−1)𝑘[𝜙𝑡

𝑣∫︁
𝑣0

ℎ(𝑟)𝑑𝑟𝛽(𝑟)] > (𝑧, ℎ(𝑣)𝜙)𝐷𝑇 − 𝑐‖ℎ(𝑣)𝜙‖∞

при всех неотрицательных 𝜙 ∈ 𝐶1
0 ((−1, 𝑇 )×R𝑛) и неотрицательных огра-

ниченных функциях ℎ(𝑠), монотонных и липшицевых по 𝑠, таких, что
∇ℎ(𝑣) ∈ �̊� 0,1

p (𝐷𝑇 ).
Ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè

(𝑎(𝑡, 𝑥, 𝑟, 𝑦) − 𝑎(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑟, 𝑧)) · (𝑦 − 𝑧)+

+𝐶(𝑚)(𝐹 (𝑡, 𝑥) + |𝑎(𝑡, 𝑥, 𝑟, 𝑦) · 𝑦| + |𝑎(𝑡, 𝑥, ̃︀𝑟, 𝑧) · 𝑧|)|𝑟 − ̃︀𝑟| > 0,

ãäå 𝐶(𝑚) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, |𝑟|, |̃︀𝑟| 6 𝑚, � äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îáîáùàåò ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [1].

Литература
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НЕКОТОРЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ НЕРАВЕНСТВА,
ВОЗНИКАЮЩИЕ В МОДЕЛЯХ НЕЙРОСЕТЕЙ:

ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ
А.Б. Муравник

amuravnik@yandex.ru

УДК 517.9

Рассматривается задача Коши для сингулярных квазилинейных
дифференциально-сверточных неравенств параболического типа, воз-
никающих при описании нейронных сетей, процессов реакции–диффу-
зии и нелокальных фазовых переходов. Устанавливаются достаточные
условия отсутствия ее глобальных решений задачи Коши, т. е. необ-
ходимые условия ее глобальной разрешимости.

Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения в
частных производных, квазилинейные уравнения, параболические
уравнения, отсутствие глобальных решений

Singular inequalities arising in neural-network models: global
solvability

The Cauchy problem for singular quasilinear parabolic differential-con-
volutional inequalities describing neural networks, reaction–diffusion pro-
cesses, and nonlocal phase transitions is considered. Sufficient conditions
of the nonexistence of its global solutions, i. e., necessary conditions of its
global solvability, are found.

Keywords: partial functional-differential equations, quasilinear equations,
parabolic equations, nonexistence of global solutions

Â ïîëóïðîñòðàíñòâå R𝑛 × [0,+∞) ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Êîøè

𝜕𝑢

𝜕𝑡
> ∆𝑢+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑢)

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂2

+ 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢)𝐾*𝑢𝜔, (1)

𝑢⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0(𝑥). (2)

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ìà-
òåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè íåéðîííûõ ñåòåé, ïðîöåññîâ ðåàêöèè�äèôôó-
çèè è íåëîêàëüíûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ (ñì., íàïð., [2]).

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Теорема 1. Предположим, что 𝛼 > −1, 0 < 𝛽 < 𝑛, 𝑢𝛼+1
0 ∈ 𝐿1,𝑙𝑜𝑐(R𝑛)

и существуют такие положительные 𝐶 и 𝑅0 и такое неотрицатель-
ное 𝛾, что неравенство

∫︀
|𝑥|<𝑅 𝑢

𝛼+1
0 (𝑥)𝑑𝑥 > 𝐶𝑅𝛾 выполняется для любого

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки
РФ по Программе повышения конкурентоспособности РУДН «5-100» среди ведущих ми-
ровых научно-образовательных центров на 2016–2020 гг, а также при поддержке гранта
Президента Российской Федерации НШ-4479.2014.1 и гранта РФФИ 17-01-00401.
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𝑅 из (𝑅0,+∞). Предположим, что 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑠) >
𝛼

𝑠
, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑠) >

1

(𝛼+ 1)𝑠𝛼
, а функция 𝐾(𝑥) ограничена снизу ядром Рисса |𝑥|𝛽−𝑛. Тогда,

если 𝛾 > 𝑛, то задача (1)-(2) не имеет классических положительных
решений при условии, что 𝜔 > 𝛼 + 1, а если 𝛾 < 𝑛, то задача (1)-
(2) не имеет классических положительных решений при условии, что

1 <
𝜔

𝛼+ 1
< 1 +

𝛽 + 2

𝑛− max{𝛾, 𝛽}
.

Ýòî óòâåðæäåíèå (îáîáùàþùåå ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1]) äàåò áîëåå ñèëü-
íûå ðåçóëüòàòû, ÷åì àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ урав-
нений � åñëè óñëîâèå ãàðàíòèðóåò îòñóòñòâèå ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé
(íåñòðîãîãî) неравенства, òî ïðè òîì æå ñàìîì óñëîâèè ñîîòâåòñòâóþùåå
уравнение òåì áîëåå íå èìååò ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé.
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ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ
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В настоящей работе исследуются вопросы существования решения пе-
риодической краевой задачи для системы дифференциального урав-
нения в частных производных третьего порядка и предлагается ме-
тод построения ее приближенного решения. Установлены достаточ-
ные условия существования и единственности решения исследуемой
задачи.
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ных, алгоритм, периодическая краевая задача
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Solubility of a periodic boundary value problem for a
differential equation in partial derivatives of the third order

In this paper, we study the existence of a solution to the periodic boundary
value problem for a system of partial differential equations of the third
order and propose a method for constructing its approximate solution.
Sufficient conditions for the existence and uniqueness of the solution of
the studied problem are established.

Keywords: differential equations in partial derivatives, an algorithm, a
periodic boundary value problem

Íà Ω = [0, 𝑋] × [0, 𝑇 ] ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑡
= 𝐴(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝐵(𝑥, 𝑡)𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω, (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 𝑇 ), 𝑥 ∈ [0, 𝑋], (2)

𝑢(0, 𝑡) = 𝜙(𝑡),
𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

ãäå (𝑛× 𝑛) - ìàòðèöû 𝐴(𝑥, 𝑡), 𝐵(𝑥, 𝑡), 𝑛-âåêòîð-ôóíêöèè 𝑓(𝑥, 𝑡) íåïðåðûâíû
íà Ω, 𝑛-âåêòîð-ôóíêöèè 𝜙(𝑡), 𝜓(𝑡) íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìû íà [0, 𝑇 ],

çäåñü ‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖ = max
𝑖=1,𝑛

|𝑢𝑖(𝑥, 𝑡)|, ‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖ = max
𝑖=1,𝑛

𝑛∑︀
𝑗=1

|𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)|.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ââåäåì ôóíêöèþ 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2 è ïðèìåíÿåì

ìåòîä ïàðàìåòðèçàöèè [1]. Ïî øàãó ℎ > 0 : 𝑁ℎ = 𝑇 ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå

[0, 𝑇 ) =
𝑁⋃︀
𝑟=1

[(𝑟− 1)ℎ, 𝑟ℎ), 𝑁 = 1, 2, .... Ïðè ýòîì îáëàñòü Ω ðàçáèâàåòñÿ íà 𝑁

÷àñòåé. ×åðåç 𝑣𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑧𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, ñóæåíèå
ôóíêöèè 𝑣(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡) íà Ω𝑟 = [0, 𝜔] × [(𝑟 − 1)ℎ, 𝑟ℎ), 𝑟 = 1, 𝑁.

×åðåç 𝜆𝑟(𝑥) îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè 𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) ïðè 𝑡 = (𝑟 − 1)ℎ, ò.å.
𝜆𝑟(𝑥) = 𝑣𝑟(𝑥, (𝑟−1)ℎ) è ñäåëàåì çàìåíó[2] ̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑟(𝑥, 𝑡)−𝜆𝑟(𝑥), 𝑟 = 1, 𝑁.
Ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè 𝜆𝑟(𝑥):

𝜕̃︀𝑣𝑟
𝜕𝑡

= 𝐴(𝑥, 𝑡)̃︀𝑣𝑟 +𝐴(𝑥, 𝑡)𝜆𝑟(𝑥) +𝐵(𝑥, 𝑡)𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), (4)

̃︀𝑣𝑟(𝑥, (𝑟 − 1)ℎ) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], 𝑟 = 1, 𝑁, (5)

𝜆1(𝑥) − 𝜆𝑁 (𝑥) − lim
𝑡→𝑇−0

̃︀𝑣𝑁 (𝑥, 𝑡) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], (6)

𝜆𝑠(𝑥) + lim
𝑡→𝑠ℎ−0

̃︀𝑣𝑠(𝑥, 𝑡) − 𝜆𝑠+1(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], 𝑠 = 1, 𝑁 − 1. (7)

𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑡) + 𝜓(𝑡)𝑥+

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝑣𝑟(𝜂, 𝑡)𝑑𝜂𝑑𝜉, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑟, 𝑟 = 1, 𝑁, (8)

ãäå (7)- óñëîâèå ñêëåèâàíèÿ ôóíêöèé âî âíóòðåííèõ ëèíèÿõ ðàçáèåíèÿ.
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Çàäà÷à (8),(9) ïðè ôèêñèðîâàííûõ 𝜆𝑟(𝑥), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì çàäà÷ Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå 𝑥 ∈ [0, 𝜔], è ýêâèâàëåíòíà èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐴(𝑥, 𝜏)̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏+

+

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐴(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 · 𝜆𝑟(𝑥) +

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐹 (𝑥, 𝜏, 𝑢𝑟)𝑑𝜏, (9)

ãäå

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐹 (𝑥, 𝜏, 𝑢𝑟)𝑑𝜏 =

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐵(𝑥, 𝜏)𝑢𝑟(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝑓(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏.

Ïåðåõîäÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9) ê ïðåäåëó ïðè 𝑡→ 𝑟ℎ−0 è ïîäñòàâ-
ëÿÿ â óðàâíåíèÿ (6), (7), äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé 𝜆𝑟(𝑥), 𝑟 = 1, 𝑁 ïîëó÷èì
ñèñòåìó ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑄(𝑥, ℎ)𝜆(𝑥) = −𝐹 (𝑥, ℎ, 𝑢) −𝐺(𝑥, ℎ, ̃︀𝑣). (10)

Çäåñü ýëåìåíòû ìàòðèöû 𝑄(𝑥, ℎ) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç 𝐴(𝑥, 𝑡). Äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ ñèñòåìû èç òðåõ ôóíêöèé {𝜆𝑟(𝑥), ̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡)}, 𝑟 = 1, 𝑁, èìååì
çàìêíóòóþ ñèñòåìó ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé (10), (9) è (8).

Ïðåäïîëàãàÿ îáðàòèìîñòü ìàòðèöû 𝑄(𝑥, ℎ) ïðè âñåõ 𝑥 ∈ [0, 𝜔], èç óðàâ-
íåíèÿ (10), ãäå 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜙(𝑡), ̃︀𝑣𝑟(𝑥, 𝑡) = 0, íàõîäèì

𝜆(0)(𝑥) = −[𝑄(𝑥, ℎ)]
−1{︀

𝐹 (𝑥, ℎ, 𝜙) +𝐺(𝑥, ℎ, 0)
}︀
.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (9), ïðè 𝜆𝑟(𝑥) = 𝜆
(0)
𝑟 (𝑥), íàéäåì ôóíêöèè

̃︀𝑣(0)𝑟 (𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐴(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏 · 𝜆(0)𝑟 (𝑥) +

𝑡∫︁
(𝑟−1)ℎ

𝐹 (𝑥, 𝜏, 𝜙)𝑑𝜏, 𝑟 = 1, 𝑁.

Ôóíêöèè 𝑢(0)𝑟 (𝑥, 𝑡), 𝑟 = 1, 𝑁, îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (8).
Óñëîâèÿ ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îáåñïå÷èâàþò îñóùåñòâèìîñòü è ñõî-

äèìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà, à òàêæå îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü çà-
äà÷è (4)-(8).

Теорема 1. Пусть при некоторых ℎ > 0 : 𝑁ℎ = 𝑇,𝑁 = 1, 2, ...,
(𝑛𝑁 × 𝑛𝑁) матрица 𝑄(𝑥, ℎ) обратима при всех 𝑥 ∈ [0, 𝜔] и выполняются
неравенства
1) ‖[𝑄(𝑥, ℎ)]−1‖ 6 𝛾(𝑥, ℎ);
2) 𝑎(𝑥)𝑞(𝑥, ℎ) 6 𝜇 < 1, 𝑞(𝑥, ℎ) = ℎ[1 + 𝑎(𝑥)𝛾(𝑥, ℎ)ℎ], 𝑎(𝑥) = max

𝑡∈[0,𝑇 ]
‖𝐴(𝑥, 𝑡)‖.
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Тогда существует единственное решение задачи (4)-(8) и справедливы
оценки

𝑎) max
𝑟=1,𝑁

‖𝜆*𝑟(𝑥) − 𝜆(𝑘)𝑟 (𝑥)‖ + max
𝑟=1,𝑁

sup
𝑡∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ)

‖̃︀𝑣*𝑟 (𝑥, 𝑡) − ̃︀𝑣(𝑘)𝑟 (𝑥, 𝑡)‖ 6

6 𝜎(𝑥, ℎ)𝑏(𝑥)

∞∑︁
𝑗=2𝑘−1

1

𝑗!

(︂ 𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝜎(𝜂, ℎ)𝑏(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉

)︂𝑗 𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝜒(𝜂, ℎ)𝑑𝜂𝑑𝜉×

×max

{︂
max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜙(𝑡)‖, max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜓(𝑡)‖, max
(𝑥,𝑡)∈Ω

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖
}︂
,

𝑏) max
𝑟=1,𝑁

sup
𝑡∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ)

‖𝑢*𝑟(𝑥, 𝑡) − 𝑢(𝑘)𝑟 (𝑥, 𝑡)‖ 6

6

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

(︂
max
𝑟=1,𝑁

‖𝜆*𝑟(𝜂)−𝜆(𝑘)𝑟 (𝜂)‖+ max
𝑟=1,𝑁

sup
𝑡∈[(𝑟−1)ℎ,𝑟ℎ)

‖̃︀𝑣*𝑟 (𝜂, 𝑡)−̃︀𝑣(𝑘)𝑟 (𝜂, 𝑡)‖
)︂
𝑑𝜂𝑑𝜉,

𝑘 = 1, 2, ..., где 𝑏(𝑥) = max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝐵(𝑥, 𝑡)‖, 𝜎(𝑥, ℎ) = [𝑞(𝑥,ℎ)+𝛾(𝑥,ℎ)ℎ]
1−𝑎(𝑥)𝑞(𝑥,ℎ) ,

𝜒(𝑥, ℎ) =

[︂
𝜎(𝑥, ℎ)𝑞(𝑥, ℎ) + 𝛾(𝑥, ℎ)ℎ

]︂
[𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)]𝜌(𝑥),

𝜌(𝑥) = max

{︂
[𝑏(𝑥) + 1]𝑞(𝑥, ℎ), 𝑥+

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

[︁
𝑏(𝜂) + 1][𝑞(𝜂, ℎ) + 𝛾(𝜂, ℎ)ℎ

]︁
𝑑𝜂𝑑𝜉

}︂
×

×max

{︂
max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜙(𝑡)‖, max
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝜓(𝑡)‖, max
(𝑥,𝑡)∈Ω

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖
}︂
.

Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè çàäà÷ (1)-(3) è (4)-(8) èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò
Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда существует

единственное решение 𝑢*(𝑥, 𝑡) задачи (1)-(3).
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Рассматривается дискретная динамическая система, порожденная го-
меоморфизмом 𝑓 на компактном многообразии 𝑀 . Символический
образ 𝐺 динамической системы это ориентированный граф опреде-
ленный по конечному покрытию многообразия замкнутыми ячейка-
ми. Потоки на графе 𝐺 являются аналогами инвариантных мер. Если
диаметр покрытия достаточно мал, то потоки аппроксимируют ин-
вариантные меры. Простой поток на 𝐺 порожден циклом без повто-
рений. Показано, что простые потоки аппроксимируют эргодические
меры.

Ключевые слова: символический образ, потоки на графе, слабая то-
пология, простой поток.

Approximation to the ergodic measures

The discrete dynamical system generated by the 𝑓 homeomorphism on
the compact manifold 𝑀 is considered. The symbolic image 𝐺 of the
dynamical system is an oriented graph defined by the finite covering of
a manifold by closed cells. The flows on the graph 𝐺 are analogues of
invariant measures. If the diameter of covering is small enough then the
flows approximate invariant measures. A simple flow on 𝐺 is generated
by a loop without repetitions. It is shown that simple flows approximate
ergodic measures.

Keywords: symbolic image, flow on graph, weak topology, simple flow.

Ïóñòü 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 ãîìåîìîðôèçì êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 , êîòî-
ðûé ïîðîæäàåò äèñêðåòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛). (1)

Â îñíîâå äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ëåæèò ïîíÿòèå ñèìâîëè÷åñêîãî îáðàçà äè-
íàìè÷åñêîé ñèñòåìû [1], êîòîðîå ñîåäèíèëî â ñåáå ñèìâîëè÷åñêóþ äèíàìèêó
[2] è ÷èñëåííûå ìåòîäû [3].

Ïóñòü 𝐶 = {𝑀(1), ...,𝑀(𝑛)} åñòü êîíå÷íîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ𝑀 çà-
ìêíóòûìè ïîäìíîæåñòâàìè, 𝑀(𝑖) áóäåì íàçûâàòü ÿ÷åéêîé èíäåêñà 𝑖. Ñèì-
âîëè÷åñêèé îáðàç äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû äëÿ ïîêðûòèÿ 𝐶 åñòü îðèåíòèðî-
âàííûé ãðàô 𝐺 ñ âåðøèíàìè {𝑖} ñîîòâåòñòâóþùèìè ÿ÷åéêàì {𝑀(𝑖)}. Âåð-
øèíû 𝑖 è 𝑗 ñâÿçàíû îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì (äóãîé) 𝑖→ 𝑗 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

𝑓(𝑀(𝑖))
⋂︁
𝑀(𝑗) ̸= ∅.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № А 19-01-00388).
Осипенко Георгий Сергеевич, д.ф.-м.н., профессор, Филиал МГУ в Севастопо-

ле (Крым, Россия); George Osipenko (Sevastopol Branch of Lomonosov Moscow State
University, Crimea, Russia)
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÿ÷åéêè 𝑀(𝑖) ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîãðàííèêàìè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì. Ïóñòü ÷èñëî
𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐶) åñòü íàèáîëüøèé èç äèàìåòðîâ ÿ÷ååê, êîòîðîå íàçîâåì äèà-
ìåòðîì ïîêðûòèÿ 𝐶. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ 𝑓 -èíâàðèàíòíûõ íîðìèðî-
âàííûõ ìåð ℳ(𝑓). Ìíîæåñòâî ℳ(𝑓) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì çàìêíóòûì êîì-
ïàêòîì â ñëàáîé òîïîëîãèè, êðàéíèìè òî÷êàìè ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
ýðãîäè÷åñêèå ìåðû.
Ïîòîêîì íà ãðàôå 𝐺 íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå {𝑚𝑖𝑗} íà äóãàõ {𝑖→ 𝑗} òà-
êîå, ÷òî 𝑚𝑖𝑗 > 0,

∑︀
𝑖𝑗𝑚𝑖𝑗 = 1 è äëÿ ëþáîé âåðøèíû 𝑖 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∑︁

𝑘

𝑚𝑘𝑖 =
∑︁
𝑗

𝑚𝑖𝑗 . (2)

Ìíîæåñòâî ïîòîêîâ íà ãðàôå 𝐺 îáðàçóþò âûïóêëîå ìíîæåñòâî ℳ(𝑄) ñ
åñòåñòâåííîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ.

Èç ïîêðûòèÿ 𝐶 ïîñòðîèì ðàçáèåíèå 𝐶* = {𝑀*(𝑖)}, ïðèïèñûâàÿ ãðàíè÷-
íûå äèñêè ê îäíîé èç ïðèìûêàþùèõ ÿ÷ååê. Åñëè èìååòñÿ èíâàðèàíòíàÿ
ìåðà 𝜇, òî ïðèïèñûâàÿ êàæäîé äóãå 𝑖→ 𝑗 ìåðó

𝑚𝑖𝑗 = 𝜇(𝑀*(𝑖) ∩ 𝑓−1(𝑀*(𝑗))) = 𝜇(𝑓(𝑀*(𝑖)) ∩𝑀*(𝑗)), (3)

ïîëó÷èì ïîòîê íà ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå. Òàê îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå èç
ïðîñòðàíñòâà èíâàðèàíòíûõ ìåð ℳ(𝑓) â ïðîñòðàíñòâî ïîòîêîâ ℳ(𝐺) íà
ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå 𝐺. Ðàññìîòðèì îáðàòíîå ïîñòðîåíèå. Ïóñòü íà ñèì-
âîëè÷åñêîì îáðàçå 𝐺 îïðåäåëåí ïîòîê 𝑚 = {𝑚𝑖𝑗}, òîãäà íà ìíîãîîáðàçèè
𝑀 ìîæíî îïðåäåëèòü ìåðó 𝜇, ïîëàãàÿ äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî 𝐴 ⊂𝑀

𝜇(𝐴) =
∑︁
𝑖

𝑚𝑖𝑣(𝐴 ∩𝑀(𝑖))

𝑣(𝑀(𝑖))
, (4)

ãäå 𝑣 � íîðìèðîâàííàÿ íà𝑀 ìåðà Ëåáåãà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ïîñòðîåííàÿ ìåðà
𝜇 íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé äëÿ 𝑓 , îäíàêî, ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò,
÷òî ïîñòðîåííàÿ ìåðà 𝜇 àïïðîêñèìèðóåò èíâàðèàíòíóþ ìåðó.

Теорема 1. [4] Для любой окрестности (в слабой топологии) 𝑈 мно-
жества ℳ(𝑓) найдется положительное число 𝑑0 такое, что для всякого
разбиения 𝐶 с максимальным диаметром 𝑑 < 𝑑0 и любого потока 𝑚 на
символическом образе 𝐺, построенного относительно разбиения 𝐶, мера
𝜇, построенная согласно (4) по 𝑚, лежит в окрестности 𝑈 .

Ïåðèîäè÷åñêèé ïóòü 𝜔 = (𝑖0 → 𝑖1 → 𝑖2 → · · · → 𝑖𝑘 = 𝑖0) íà 𝐺 íàçûâà-
åòñÿ ïðîñòûì èëè öèêëîì, åñëè âñå âåðøèíû {𝑖𝑡, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑘} ðàçëè÷íû.
Ïðîñòîé ïóòü 𝜔 ïîðîæäàåò ïðîñòîé ïîòîê 𝑚(𝜔), ñîñðåäîòî÷åííûé íà 𝜔 òà-
êîé, ÷òî 𝑚𝑖𝑗 = 1/𝑘 äëÿ âñåõ äóã ïåðèîäè÷åñêîãî ïóòè 𝜔 è 𝑚𝑖𝑗 = 0 äëÿ âñåõ
îñòàëüíûõ äóã. Ïðîñòîé ïîòîê íå ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñóììó äðóãèõ ïîòîêîâ
è ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà ïîòîêîâ ℳ(𝐺) íà 𝐺.

Ïóñòü 𝑄 è 𝐺 � îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû, 𝑠 : 𝑄→ 𝐺 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæå-
íèåì îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ è ñóùåñòâóåò ïîòîê 𝑚 íà 𝑄. Òîãäà îòîáðà-
æåíèå 𝑠 èíäóöèðóåò ïîòîê 𝑚* = 𝑠*𝑚 íà 𝐺 òàêîé, ÷òî ìåðà äóãè 𝑖→ 𝑗 ∈ 𝐺
âû÷èñëÿåòñÿ êàê

𝑚*
𝑖𝑗 =

∑︁
𝑠(𝑝→𝑞)=𝑖→𝑗

𝑚𝑝𝑞,
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ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì äóãàì 𝑝 → 𝑞, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ íà 𝑖 → 𝑗.
Åñëè äóãà 𝑖→ 𝑗 íå èìååò ïðîîáðàçîâ, òî 𝑚*

𝑖𝑗 = 0. Îáðàç 𝑠*(ℳ(𝑄)) ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì â ℳ(𝐺).

Ïóñòü ïîêðûòèå 𝐶 ïîäâåðãàåòñÿ ïîäðàçáèåíèþ, ò.å. êàæäàÿ ÿ÷åéêà
𝑀(𝑖) ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî ÿ÷ååê 𝑀(𝑖1), 𝑀(𝑖2), . . . òàê, ÷òî 𝑀(𝑖) =⋃︀
𝑘𝑀(𝑖𝑘). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì íîâîå ïîêðûòèå 𝑁𝐶 è íîâûé ñèì-

âîëè÷åñêèé îáðàç 𝑁𝐺. Íóìåðàöèÿ âåðøèí íà 𝐺 è 𝑁𝐺 çàäàåòñÿ â âèäå {𝑖} è
{(𝑖𝑘)}, ñîîòâåòñòâåííî. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 𝑠 : 𝑁𝐺→ 𝐺 èìååò î÷åíü
ïðîñòîé âèä 𝑠(𝑖𝑘) = 𝑖. Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì îðèåíòèðî-
âàííûõ ãðàôîâ. Îòîáðàæåíèå 𝑠 ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ëþáîé ïîòîê çàäàííûé
íà 𝑁𝐺 â ïîòîê çàäàííûé íà 𝐺, êàê ýòî îïèñàíî âûøå, ò.å. ïîñòðîèòü îòîá-
ðàæåíèå

𝑠* : ℳ(𝑁𝑄) → ℳ(𝐺),

ãäå ℳ(𝐺) è ℳ(𝑁𝐺) ìíîæåñòâî ïîòîêîâ íà 𝐺 è 𝑁𝐺, ñîîòâåòñòâåííî.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîäðàçáèåíèÿ 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, . . . òà-

êèå, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ÿ÷ååê ðàçáèåíèé 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, . . . ñõîäèò-
ñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì, êàæäîå ïîêðûòèå 𝐶𝑘 ñîñòîèò èç ÿ÷ååê, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ìíîãîãðàííèêàìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî ãðàíè÷íûì äèñêàì. Òàêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëè÷åñêèõ îáðàçîâ
𝐺1, 𝐺2, 𝐺3, . . . , èõ îòîáðàæåíèé 𝑠 : 𝐺𝑘 → 𝐺𝑘−1 è îòîáðàæåíèé ïîòîêîâ

𝑠* : ℳ(𝐺𝑘) → ℳ(𝐺𝑘−1).

Ïóñòü íà êàæäîì ñèìâîëè÷åñêîì îáðàçå 𝐺𝑘 âûáðàí ïîòîê 𝑚𝑘 ∈ ℳ(𝐺𝑘),
ïðè÷åì ïîòîêè {𝑚𝑘} ñîãëàñîâàíû, ò.å.

𝑠*(𝑚𝑘+1) = 𝑚𝑘.

Èñïîëüçóÿ ìåðó Ëåáåãà, ïîñòðîèì ìåðó 𝜇𝑘 ïî ôîðìóëå (4) äëÿ êàæäîãî 𝑘.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåð {𝜇𝑘} íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 .

Теорема 2. Пусть 𝐶𝑘 — последовательные подразбиения такие, что
максимальный диаметр ячеек 𝑑𝑘 → 0. Если 𝑚𝑘 согласованная последова-
тельность простых потоков на символических образах 𝐺𝑘, то существу-
ет инвариантная мера

𝜇 = lim
𝑘→∞

𝜇𝑘,

которая является эргодической.
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О МАКСИМАЛЬНОЙ РЕГУЛЯРНОСТИ
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ СО СМЕЩЕНИЕМ

К.Н. Оспанов
kordan.ospanov@gmail.com

В докладе обсуждаются вопросы однозначной разрешимости в гиль-
бертовом пространстве одной полупериодической задачи на полосе
для двумерного сингулярного эллиптического уравнения второго по-
рядка с неограниченным промежуточным коэффициентом. Предпо-
лагается, что некоторое среднее от промежуточного коэффициента
уравнения быстро растет около бесконечности и не контролируется
другими коэффициентами. Исследуемое уравнение встречается в за-
дачах стохастического анализа, биологии и финансовой математики.
Для решения уравнения получена оценка максимальной регулярно-
сти. Ранее такие результаты получены только в случае линейного и
близкого к линейному роста промежуточного коэффициента в рабо-
тах A. Lunardi и V. Vespri (1997), P.J. Rabier (2005), M. Hieber, L.
Lorenzi, J. Pr�̈�ss, A. Rhandi и R. Schnaubelt (2009).
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С.Е. Пастухова
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Получено усреднение задачи Дирихле в области из R𝑛 для эллиптиче-
ского максимального монотонного оператора 𝒜𝜀, удовлетворяющего
степенным оценкам роста с переменным показателем, когда показа-
тель роста 𝑝𝜀(𝑥), а также символ оператора 𝒜𝜀 осциллируют с ма-
лым периодом 𝜀 по пространственной переменной 𝑥. Предельным при
𝜀 → 0 будет максимальный монотонный оператор 𝒜, символ кото-
рого не зависит от 𝑥 и подчинён оценкам роста нестепенного типа с
выпуклой функцией 𝑓(𝜉) – результатом усреднения степени |𝜉|𝑝𝜀(𝑥).
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Homogenization of maximal monotone operators with
oscillating growth exponent

We consider the Dirichlet problem for an elliptic maximal monotone op-
erator 𝒜𝜀 satisfying growth estimates of power type with a variable expo-
nent. This exponent 𝑝𝜀(𝑥) and also the symbol of the operator 𝒜𝜀 oscillate
with a small period 𝜀 with respect to the space variable 𝑥. We prove a
homogenization result for this problem obtaining, in the limit as 𝜀 → 0,
a maximal monotone operator 𝒜. The symbol of 𝒜 does not depend on
𝑥 and satisfies new type growth estimates casted in terms of a convex
function 𝑓(𝜉) which arises via homogenization of the polinomial |𝜉|𝑝𝜀(𝑥).
Keywords: periodic homogenization, maximal monotone operator, growth
conditions with a variable exponent

1∘ Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛, ãäå 𝑛 > 2, ââåä¼ì êëàññû ôóíêöèé

𝐿𝑝(·)(Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿1(Ω) : |𝑣(𝑥)|𝑝(𝑥) ∈ 𝐿1(Ω)},

𝑊
1,𝑝(·)
0 (Ω) = {𝑢 ∈𝑊 1,1

0 (Ω) : 𝐷𝑢 ∈ 𝐿𝑝(𝑥)(Ω)},

ãäå ïîêàçàòåëü 𝑝 : Ω → R åñòü èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèþ 1 < 𝛼 6 𝑝(·) 6 𝛽 <∞. Íàäåë¼ííûå íîðìàìè Ëþêñåìáóðãà

||𝑣||𝐿𝑝(·)(Ω) = inf

{︃
𝜆 > 0 :

∫︁
Ω

⃒⃒⃒⃒
𝑣(𝑥)

𝜆

⃒⃒⃒⃒𝑝(𝑥)
𝑑𝑥 6 1

}︃
,

||𝑢||
𝑊

1,𝑝(·)
0 (Ω)

= ||𝐷𝑢||𝐿𝑝(·)(Ω),

ýòî áóäóò ðåôëåêñèâíûå ñåïàðàáåëüíûå Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òåîðèÿ
ýòèõ ïðîñòðàíñòâ èçëîæåíà, íàïðèìåð, â îáçîðíîé ñòàòüå [1] è êíèãå [2].
Îòìåòèì îñîáåííîñòü ïðîñòðàíñòâà Ñîáîëåâà 𝑊 = 𝑊

1,𝑝(·)
0 (Ω) ñ ïåðåìåí-

íûì ïîðÿäêîì: â í¼ì, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïëîòíû ôóíêöèè êëàññà 𝐶∞
0 (Ω).

Åñëè îïðåäåëèòü äðóãîå ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà 𝐻 = 𝐻
1,𝑝(·)
0 (Ω) êàê çàìû-

êàíèå êëàññà 𝐶∞
0 (Ω) â 𝑊 , òî â îáùåì ñëó÷àå 𝑊 ̸= 𝐻. Íåñîâïàäåíèå ýòèõ

ïðîñòðàíñòâ ïðèíÿòî íàçûâàòü эффектом Лаврентьева, è ãîâîðÿò, ÷òî ïî-
êàçàòåëü 𝑝(·) регулярен, åñëè 𝑊 = 𝐻.

2∘ Äëÿ çàäàííîé âåêòîð-ôóíêöèè ℎ ∈ 𝐿∞(Ω) ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω
äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Äèðèõëå⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢𝜀 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω),

𝑔𝜀(𝑥) ∈ 𝑎𝜀(𝑥,𝐷𝑢𝜀) äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω,∫︁
Ω

𝑔𝜀 ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω).

(1)

Çäåñü ôóíêöèè 𝑝(·) and 𝑎(·, 𝜉) ïåðèîäè÷íû íà R𝑛, èõ ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè �
åäèíè÷íûé êóá 𝑌 = (0, 1)𝑛; ãîìîòåòèåé ïîëó÷àåì 𝜀-ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

𝑝𝜀(𝑥) = 𝑝(𝑥/𝜀), 𝑎𝜀(𝑥, 𝜉) = 𝑎(𝑥/𝜀, 𝜉), 𝜀 ∈ (0, 1].
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Îòîáðàæåíèå 𝑎 : 𝑌 × R𝑛 → R𝑛 ìíîãîçíà÷íîå (ò.å. â êà÷åñòâå "çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ"èìååì ìíîæåñòâà èç R𝑛, íåîáÿçàòåëüíî òî÷å÷íûå) è óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì ìàêñèìàëüíîé ìîíîòîííîñòè ïî 𝜉, à òàêæå èçìåðèìîñòè
ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû îöåíêè êîýðöèòèâíî-
ñòè è ðîñòà

𝑐1|𝜉|𝑝(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚1, 𝑐2|𝜂|𝑝
′(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚2 (2)

äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω è âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛 è 𝜂 ∈ 𝑎(𝑥, 𝜉) ñ êîíñòàíòàìè 𝑐1, 𝑐2, > 0 è
𝑚1,𝑚2 > 0 (çäåñü è âñþäó äàëåå øòðèõîì îáîçíà÷àåì ñîïðÿæåííûé ïî
Ã¼ëüäåðó ïîêàçàòåëü, ò.å. 𝑝′(𝑥) = 𝑝(𝑥)/(𝑝(𝑥) − 1)). Òàêîãî ðîäà ìíîãîçíà÷-
íûå ìîíîòîííûå ïî 𝜉 îòîáðàæåíèÿ, çàâèñÿùèå òàêæå îò ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé 𝑥, áîëåå äåòàëüíî îïèñàíû â [3], ãäå èçó÷àëàñü 𝐺-ñõîäèìîñòü
ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ñ ïîäîáíûìè ñèìâîëàìè. Èç (2) âûòåêàþò îöåíêè
äëÿ 𝑎𝜀(𝑥, 𝜉) ñ ïîêàçàòåëåì 𝑝𝜀(𝑥) è òåìè æå êîíñòàíòàìè 𝑐𝑖,𝑚𝑖, à èìåííî,

𝑐1|𝜉|𝑝𝜀(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚1, 𝑐2|𝜂|𝑝
′
𝜀(𝑥) 6 𝜉 · 𝜂 +𝑚2 (3)

äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω, à òàêæå âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛 è 𝜂 ∈ 𝑎𝜀(𝑥, 𝜉).
Â çàäà÷å (1) íàäî íàéòè ïàðó ôóíêöèé (𝑢𝜀, 𝑔𝜀), óäîâëåòâîðÿþùèõ òð¼ì

óêàçàííûì óñëîâèÿì. Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñóùåñòâóåò, ïî
êðàéíåé ìåðå, îäíî ðåøåíèå çàäà÷è (1), ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû îöåíêè∫︁

Ω

|𝐷𝑢𝜀|𝑝𝜀(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝑐,
∫︁
Ω

|𝑔𝜀|𝑝
′
𝜀(𝑥) 𝑑𝑥 6 𝑐,

ãäå 𝑐 > 0 íå çàâèñèò îò 𝜀. Áëàãîäàðÿ ýòèì îöåíêàì, èìååì ñëàáóþ ñõîäè-
ìîñòü (õîòÿ áû ïî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè)

𝑢𝜀 ⇀ 𝑢 â 𝑊 1,𝛼
0 (Ω), 𝑔𝜀 ⇀ 𝑔 â 𝐿𝛽

′
(Ω). (4)

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü � íàéòè ñâÿçü ìåæäó ïðåäåëüíûìè ýëåìåíòàìè â (4).
3∘ Â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑎(𝑥, ·) çàäà÷à (1) óïðîùàåòñÿ:

ïîòîê 𝑔𝜀 = 𝑎𝜀(𝑥,𝐷𝑢𝜀) íàõîäèòñÿ ïî ôóíêöèè 𝑢𝜀 îäíîçíà÷íî è äèôôåðåíöè-
àëüíîå âêëþ÷åíèå ïðåâðàùàåòñÿ â óðàâíåíèå â ñëàáîé ôîðìå

𝑢𝜀 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω),

∫︁
Ω

𝑎𝜀(𝑥,𝐷𝑢𝜀) ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω). (5)

Â (5) ââåäåíî òàê íàçûâàåìîå𝑊 -ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ìîíîòîííîãî
óðàâíåíèÿ

div a𝜀(x,Du𝜀) = div h (6)

â îáëàñòè Ω. Çàìåíÿÿ â (5) ïðîñòðàíñòâî 𝑊
1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω) íà 𝐻

1,𝑝𝜀(·)
0 (Ω), ïðè-

õîäèì ê 𝐻-ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (6). 𝑊 - è 𝐻-ðåøåíèÿ ìîãóò íå ñîâïàäàòü.
Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêò Ëàâðåíòüåâà âëå÷¼ò îñîáîãî ðîäà íååäèíñòâåííîñòü
äëÿ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûì ïîðÿäêîì íåëèíåéíîñòè: çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ
óðàâíåíèÿ ìîæíî ñòàâèòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóìÿ ñïîñîáàìè è îáå ïîñòà-
íîâêè êîððåêòíû. Çàäà÷à (5), à òàêæå å¼ àíàëîã äëÿ 𝐻-ðåøåíèÿ èññëåäî-
âàíû â [4], ãäå äîêàçàí ðåçóëüòàò îá óñðåäíåíèè óðàâíåíèÿ (6) ñ ó÷åòîì
ýôôåêòà Ëàâðåíòüåâà. Äëÿ êàæäîãî òèïà ðåøåíèé íàéäåíà ñâîÿ ïðîöåäóðà
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óñðåäíåíèÿ. Íàïðèìåð, óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå)
ïðè 𝜀→ 0 ðåøåíèé 𝑢𝜀 çàäà÷è (5) ê ðåøåíèþ 𝑢 çàäà÷è

𝑢 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω),

∫︁
Ω

𝑎(𝐷𝑢) ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω). (7)

Çäåñü 𝑊 𝑓
0 (Ω) =

{︁
𝑣 ∈𝑊 1,1

0 (Ω) : 𝑓(𝐷𝑣) ∈ 𝐿1(Ω)
}︁
åñòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëå-

âà, â êîòîðîì èíòåãðèðóåìîñòü ïî Îðëè÷ó çàäàíà âûïóêëîé ôóíêöèåé 𝑓(𝜉).
Ìîíîòîííûé ñèìâîë 𝑎(𝜉) è âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ 𝑓(𝜉) îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè 𝑌 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ êîððåêòíà. Êîð-
ðåêòíîñòü çàäà÷è (7) îáåñïå÷åíà îöåíêàìè

𝑎(𝜉) · 𝜉 > 𝑐(𝑓(𝜉) − 1), 𝑓*(𝑎(𝜉)) 6 𝐶(𝑓(𝜉) + 1), (8)

ãäå êîíñòàíòû 𝐶, 𝑐 > 0 è 𝑓* � ôóíêöèÿ, ñîïðÿæ¼ííàÿ ïî Ôåíõåëþ äëÿ 𝑓 .
4∘ Â îáùåì ñëó÷àå óñðåäíåííîé äëÿ (1) áóäåò îäíîðîäíàÿ çàäà÷à⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω),

𝑔(𝑥) ∈ 𝑎(𝐷𝑢(𝑥)) äëÿ ï.â. 𝑥 ∈ Ω,∫︁
Ω

𝑔 ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 =

∫︁
Ω

ℎ ·𝐷𝑣 𝑑𝑥 ∀𝑣 ∈𝑊 𝑓
0 (Ω).

(9)

Ïðåäåëüíûå ýëåìåíòû èç (4) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (9). Óñëîâèÿ ðîñòà
(3) òðàíñôîðìèðóþòñÿ â ïðåäåëå â óñëîâèÿ íåñòåïåííîãî òèïà

𝑐1𝑓(𝜉) 6 𝜉 · 𝜈 +𝑚1, 𝑐2𝑓
*(𝜈) 6 𝜉 · 𝜈 +𝑚2

äëÿ âñåõ 𝜉 ∈ R𝑛 è 𝜈 ∈ 𝑎(𝜉). Ýòî àíàëîã ñîîòíîøåíèé (8) ïðè óñðåäíåíèè
ìàêñèìàëüíûõ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ.

Èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1) â ñëó÷àå ðåãó-
ëÿðíîãî ïîêàçàòåëÿ 𝑝(·) ïðîâåäåíî ñîâìåñòíî ñ Â. Êüÿäî Ïèàò.
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3. Chiadò Piat V., Dal Maso G., Defranceschi A. G-convergence of monotone
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СХОДИМОСТЬ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНОГО
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ В ОБЛАСТИ С

ШАРОВОЙ ПОЛОСТЬЮ
С.В. Пикулин

spikulin@gmail.com

УДК 519.632.4

Задача Дирихле для квазилинейного эллиптического уравнения вто-
рого порядка с оператором типа 𝑝–лапласиана в главной части рас-
сматривается в областях Ω𝜀, содержащих шаровую полость малого
размера 𝜀, причем функция в краевом условии на границе полости
зависит от параметра 𝜀, а условие на границе 𝜕Ω соответствующей
области без полости является однородным. Установлены достаточные
условия сходимости к нулю семейства решений {𝑢𝜀(𝑥)} этой задачи
при 𝜀 → 0 в интегральной норме, и получена оценка скорости этой
сходимости.
Ключевые слова: квазилинейные эллиптические уравнения, 𝑝–
лапласиан, задача Дирихле, обобщенные решения, сходимость реше-
ний

Convergence of the solutions of a quasilinear elliptic equation
in a domain with a spherical cavity

The Dirichlet problem for a second order quasilinear elliptic equation con-
taining an operator of 𝑝–Laplacian type in its main part is considered in
domains Ω𝜀 with a spherical cavity of small size 𝜀. The form of the func-
tion in the condition on the cavity’s boundary depends on 𝜀, while the
condition on the boundary 𝜕Ω of the domain with no cavity is homoge-
neous. For 𝜀 tending to zero sufficient conditions are established for the
convergence of the family of solutions {𝑢𝜀(𝑥)} to the zero solution in Ω
with respect to an integral norm. A convergence rate estimate is obtained.

Keywords: quasilinear elliptic equations, 𝑝–Laplacian, Dirichlet problem,
generalized solutions, convergence of solutions

Â ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ Ω𝜀 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R𝑛, 𝑛 > 2, ïîëó÷åí-
íûõ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ìàëîãî ïàðàìåòðà 𝜀 èñêëþ÷åíèåì èç îãðàíè÷åí-
íîé ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛 øàðà 𝐵(𝜀) ðàäèóñà 𝜀 ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé
ôèêñèðîâàííîé òî÷êå 𝑦 ∈ Ω, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ
êâàçèëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

div
(︀
| grad𝑢𝜀(𝑥)|𝑝−2𝐴(𝑥) · grad𝑢𝜀(𝑥)

)︀
− 𝑎(𝑥) |𝑢𝜀(𝑥)|𝑞−1 𝑢𝜀(𝑥) = 0 â Ω𝜀, (1)

𝑢𝜀(𝑥) = 𝜙(𝑥) íà 𝜕Ω, 𝑢𝜀(𝑥) = 𝜙𝜀(𝑥) íà 𝜕𝐵(𝜀), (2)

ãäå 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛, 𝜙(𝑥) ∈ 𝑊
1−1/𝑝
2 (𝜕Ω), 𝜙𝜀(𝑥) ∈ 𝑊

1−1/𝑝
2

(︀
𝜕𝐵(𝜀)

)︀
�

íåêîòîðûå (çàäàííûå) îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè êîýôôèöèåíò 𝑎(𝑥) � èçìå-
ðèìàÿ ôóíêöèÿ íà Ω, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâó

𝑎(𝑥) > 𝑎0 = const, 𝑥 ∈ Ω,

Пикулин Сергей Владимирович, к.ф.-м.н., старший научн. сотр., ВЦ ФИЦ ИУ РАН
(Москва, Россия); Sergey Pikulin, (CC RAS, Moscow, Russia)
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𝐴(𝑥) � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà
⃦⃦
𝑎𝑖𝑗(𝑥)

⃦⃦
, 𝑖, 𝑗 =

1, . . . , 𝑛, ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè 𝑎𝑖𝑗(𝑥) è ñî ñïåêòðîì, îòäåëåííûì
îò íóëÿ, ò.å.

𝑎𝑖𝑗(𝑥) ≡ 𝑎𝑗𝑖(𝑥), 𝜆−1 |𝜉|2 6
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥) 𝜉𝑖 𝜉𝑗 6 𝜆 |𝜉|2, 𝑥 ∈ Ω, 𝜆 = const > 0.

Определение.Функция 𝑢𝜀(𝑥) ∈𝑊 𝑝
2 (Ω𝜀)∩𝐿∞(Ω𝜀) называется обобщен-

ным решением задачи (1), (2), если граничные условия (2) удовлетворяют-
ся в смысле следа, и ∀𝜓(𝑥) ∈ 𝐶∞

0 (Ω𝜀) выполнено интегральное тождество

∫︁
Ω𝜀

| grad𝑢𝜀(𝑥)|𝑝−2
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑥𝑗

𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥+

+

∫︁
Ω𝜀

𝑎(𝑥) |𝑢𝜀(𝑥)|𝑞−1 𝑢𝜀(𝑥)𝜓(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, Ch. 4]).

Â ðàáîòå [2] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïðè 𝜀 → 0 ðå-
øåíèé 𝑢𝜀(𝑥) çàäà÷è (1), (2) ïðè 𝑛 > 3 è 𝑝 = 2 ê ðåøåíèþ 𝑢(𝑥) çàäà÷è
Äèðèõëå â îáëàñòè Ω äëÿ óðàâíåíèÿ (1) c êðàåâûì óñëîâèåì 𝑢(𝑥) = 𝜙(𝑥) íà
𝜕Ω. À èìåííî, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîêàçàòåëü 𝑞 äîñòàòî÷íî âåëèê, ïîêàçàíà
ñõîäèìîñòü òàêèõ ðåøåíèé ê óêàçàííîìó ïðåäåëó â íîðìå 𝐿∞, à òàêæå â
ïîäõîäÿùåé èíòåãðàëüíîé íîðìå, ãäå íîðìó âû÷èñëåíû ïî îáëàñòè Ω𝜀 ñ èñ-
êëþ÷åííîé îêðåñòíîñòüþ ïîëîñòè 𝐵(𝜀) îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà (ìàëîãî ïðè
𝜀 → 0). Ïðè ýòîì ôàêò ñõîäèìîñòè ðåøåíèé îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì íåçà-
âèñèìî îò òîãî, íàñêîëüêî áûñòðî ðàñòóò íîðìû ôóíêöèé 𝜙𝜀(𝑥) â êðàåâîì
óñëîâèè (2) ïðè 𝜀→ 0. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îïèðàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, íà
àïðèîðíóþ îöåíêó Êîíäðàòüåâà�Ëàíäèñà ðåøåíèÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíå-
íèÿ ÷åðåç ðàññòîÿíèå äî ãðàíèöû îáëàñòè (ñì. [3]).

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå íåêîòîðûå èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2] ðàñïðîñòðà-
íåíû íà ñëó÷àé 𝑛 > 2, 𝑝 ∈ (1, 𝑛). Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò.

Теорема. Рассмотрим задачу (1), (2) при 𝑛 > 2, 𝑝 ∈ (1, 𝑛), 𝜙(𝑥) ≡ 0 на
𝜕Ω, и предположим, что выполнено неравенство

𝑞 >
𝑛+ 𝑝

𝑛− 𝑝
. (3)

Тогда при 𝜀→ 0 имеем∫︁
Ω∖𝐵(2𝜀)

(︀
| grad𝑢𝜀(𝑥)|𝑝 + 𝑎(𝑥) |𝑢𝜀(𝑥)|𝑞+1

)︀
𝑑𝑥 = O

(︀
𝜀𝑛−𝑝 (𝑞+1)/(𝑞−1)

)︀
. (4)

Îòìåòèì, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (4) ïîëî-
æèòåëåí â ñèëó (3), ñëåäîâàòåëüíî åãî ëåâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
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СТАБИЛИЗАЦИЯ РЕШЕНИЯ ВИДА ФРОНТА ЗАДАЧИ
РЕАКЦИЯ-ДИФФУЗИЯ-АДВЕКЦИЯ

Е.В. Полежаева, Н.Т. Левашова, Д.И. Кузнецова
pel789@yandex.ru, natasha@npanalytica.ru, dora13ku@gmail.com

УДК 519.633.2

Рассматривается вопрос о стабилизации решения вида фронта
начально-краевой задачи типа реакция-диффузия-адвекция на беско-
нечно большом временном промежутке к решению соответствующей
стационарной задачи. Теорема о стабилизации решения доказывается
с использованием понятий верхнего и нижнего решений и следствий
из теорем сравнения. Верхнее и нижнее решения каждой из задач
строятся как модификации асимптотических приближений решений
этих задач.
Ключевые слова: задача реакция-диффузия-адвекция, решение вида
фронта, внутренний переходный слой, верхнее и нижнее решения,
асимптотическое приближение

Stabilization of a front form solution of the
reaction-diffusion-advection problem

The question of stabilization of a front form solution to the initial-
boundary value problem of reaction-diffusion-advection type at infinitely
large time interval to the solution of the corresponding stationary problem
is considered. The theorem on stabilization of a solution is proved using
the concepts of upper and lower solutions and comparison theorems corol-
laries. The upper and lower solutions are constructed as modifications of
the asymptotic approximations of problem solutions.

Keywords: reaction-diffusion-advection problem, front form solution, in-
ternal transition layer, upper and lower solutions, asymptotic approxima-
tion
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Èññëåäîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèé ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíîé çàäà÷åé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ðåøåíèÿ, îáëàäàþùèå áîëüøèì ãðàäèåíòîì â íåêîòîðîé îá-
ëàñòè, øèðèíà êîòîðîé ìíîãî ìåíüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ìíîæåñòâà, íà
êîòîðîì ïîñòàâëåíà çàäà÷à. Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì ïåðåõîä-
íûì ñëîåì. Åñëè ïîëîæåíèå ïåðåõîäíîãî ñëîÿ èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, òî
åãî òàêæå íàçûâàþò ôðîíòîì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ
ðåàêöèÿ-äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ:

𝜀
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐴(𝑢, 𝑥)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥 ∈ (0; 1), 𝑡 ∈ (0;𝑇 ],

𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 𝑢0, 𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝑢1, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ],

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀), 𝑥 ∈ [0; 1].

(1)

Çäåñü 𝐴(𝑢, 𝑥) è 𝐵(𝑢, 𝑥) � äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè â îáëàñòè (𝑢, 𝑥) ∈
𝐼𝑢 × [0; 1], 𝐼𝑢 � íåêîòîðûé ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé 𝑢, 𝜀 > 0 �
ìàëûé ïàðàìåòð, 𝑇 > 0.

Áóäåì èññëåäîâàòü âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ïðè 𝑡 → ∞ ðåøåíèÿ âèäà
ôðîíòà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1) ê ðåøåíèþ ñ âíóòðåííèì ïåðåõîäíûì
ñëîåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

𝜀
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
= 𝐴(𝑢, 𝑥)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+𝐵(𝑢, 𝑥), 𝑥 ∈ (0; 1), 𝑢(0, 𝜀) = 𝑢0, 𝑢(1, 𝜀) = 𝑢1. (2)

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

Условие А1. Уравнение

𝐴(𝑢, 𝑥)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+𝐵(𝑢, 𝑥) = 0

с дополнительными условием 𝑢(0) = 𝑢0 имеет на отрезке [0; 1] реше-
ние 𝑢 = 𝜙(−)(𝑥), а с дополнительным условием 𝑢(1) = 𝑢1 – решение
𝑢 = 𝜙(+)(𝑥), причем

𝜙(−)(𝑥) < 𝜙(+)(𝑥), 𝑥 ∈ [0; 1],

и
𝐴
(︁
𝜙(−)(𝑥), 𝑥

)︁
> 0, 𝐴

(︁
𝜙(+)(𝑥), 𝑥

)︁
< 0, 𝑥 ∈ [0; 1].

Ðàññìîòðèì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â âèäå äâèæóùåãîñÿ ôðîíòà, ò.å. ðå-
øåíèÿ, èìåþùåãî âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé, êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡 ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè òî÷êè �̂�(𝑡, 𝜀) ∈ (0; 1). Ñëåâà îò óêàçàí-
íîé îêðåñòíîñòè ðåøåíèå 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) çàäà÷è (1) áëèçêî ê ôóíêöèè 𝜙(−)(𝑥), à
ñïðàâà � ê ôóíêöèè 𝜙(+)(𝑥). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè óæå ñóùåñòâóåò ñôîðìèðîâàííûé ôðîíò, ò.å. ôóíêöèÿ 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡(𝑥, 𝜀)
èìååò âíóòðåííèé ïåðåõîäíûé ñëîé â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè 𝑥00 îò-
ðåçêà [0; 1].
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Условие А2. Пусть существует множество 𝑋 ⊂ (0; 1) функций 𝑥(𝑡),
таких, что при 𝜙(−)(𝑥(𝑡)) < �̃� < 𝜙(+)(𝑥(𝑡)) выполняются неравенства

�̃�∫︁
𝜙(∓)(𝑥(𝑡))

(𝐴(𝑠, 𝑥(𝑡)) − 𝑉 ) 𝑑𝑠 > 0, где 𝑉 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
.

Условие А3 Пусть задача Коши

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=

∫︀ 𝜙(+)(𝑥0)

𝜙(−)(𝑥0)
𝐴(𝑢, 𝑥0)𝑑𝑢

𝜙(+)(𝑥0) − 𝜙(−)(𝑥0)
, 𝑥0(0) = 𝑥00

имеет решение 𝑥0(𝑡), такое что 𝑥0(𝑡) ∈ (0; 1), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
Â ðàáîòå [1] ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (1) êàê ñóììà ôóíêöèè �̄�(𝑥, 𝜀), îïèñûâàþùåé ïîâåäåíèå ðåøå-
íèÿ âäàëè îò ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, è ôóíêöèè ïåðåõîäíîãî ñëîÿ, 𝑄(𝜉, 𝑡, 𝜀), ãäå
𝜉 = (𝑥 − �̂�(𝑡))/𝜀 � ðàñòÿíóòàÿ ïåðåìåííàÿ. Òàêæå â [1] äîêàçàíî, ÷òî ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé A1-A3 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ 𝜀 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
çàäà÷è (1) ñ òàêèì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-
äåíî ïðè ïîìîùè àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ íåðàâåíñòâ,
ñóòü êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè âåðõíåãî è íèæíåãî ðåøåíèé çàäà-
÷è (1), à èìåííî, ôóíêöèé 𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, �̄�, 𝑉 )𝜀) è 𝛼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑥, 𝑉 , 𝜀) ñîîòâåòñòâåííî,
êîòîðûå ñòðîÿòñÿ êàê ìîäèôèêàöèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ:

𝛽𝑛(𝑥, 𝑡, �̄�, 𝑉 , 𝜀) = 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑛−1
(︀
𝜇(𝑥) + 𝑞0(𝜉) + 𝜀𝑞1(𝜉)

)︀
,

𝛼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝑥, 𝑉 , 𝜀) = 𝑈𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑛−1
(︀
𝜇(𝑥) + 𝑞0(𝜉) + 𝜀𝑞1(𝜉)

)︀
,

ãäå �̄� = 𝑋𝑛−1(𝑡, 𝜀) − 𝜀𝑛−1𝛿, 𝑥 = 𝑋𝑛−1(𝑡, 𝜀) + 𝜀𝑛−1𝛿, 𝑋𝑛−1(𝑡, 𝜀) � àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîëîæåíèÿ ôðîíòà �̂�(𝑡), 𝑉 = 𝑑�̄�/𝑑𝑡, 𝜉 = (𝑥 − �̄�)/𝜀,
𝑉 = 𝑑𝑥/𝑑𝑡, 𝜉 = (𝑥 − 𝑥)/𝜀. Êîíñòàíòà 𝛿 > 0, à òàêæå ôóíêöèè 𝜇(𝑥) è 𝑞𝑖(𝜉),
𝑖 = 0, 1 îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèè 𝛼𝑛 è 𝛽𝑛 óäîâëåòâîðÿ-
ëè îïðåäåëåíèþ íèæíåãî è âåðõíåãî ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü
ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) êàê ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðè âûïîëíåíèè
óñëîâèé A1, A2 (ïðè 𝑉 = 0) è ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ A3’:

Условие А3’. Пусть уравнение∫︁ 𝜙(+)(𝑥0)

𝜙(−)(𝑥0)

𝐴(𝑢, 𝑥0)𝑑𝑢 = 0 имеет решение 𝑥0 ∈ (0; 1).

Òåì æå ñïîñîáîì, ÷òî è â ðàáîòå [3] ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî
îáëàñòü âëèÿíèÿ ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è íå ìåíüøå îòðåçêà
𝛼1(𝑥,∞, 𝑥𝑠, 0, 𝜀), 𝛽1(𝑥,∞, �̄�𝑠, 0, 𝜀), ãäå 𝑥𝑠 è �̄�𝑠 � çíà÷åíèÿ 𝑥 è �̄� ïðè 𝑡→ ∞.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Теорема. При любой гладкой начальной функции 𝑢𝑖𝑛𝑖𝑡 задачи (1), ле-
жащей между верхним решением 𝛽1(𝑥, 0, �̄�, 𝑉 , 𝜀) задачи (1) и нижним ре-
шением 𝛼1(𝑥,∞, �̄�𝑠, 0, 𝜀) задачи (2), решение задачи (1) стремится к ре-
шению задачи (2) при 𝑡→ ∞.
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С помощью метода спуска Адамара, формулы среднего значения
Бицадзе-Нахушева, преобразований Лакса-Филлипса, получены двух-
точечные формулы среднего значения для эллиптических уравнений
на сфере и в пространстве Лобачевского

Ключевые слова: формула среднего, оператор Лапласа-Бельтрами,
метод спуска

On two-point mean-value formulas for some elliptic equations
in non-Euclidean spaces

Using the Hadamard descent method, the Bitsadze-Nakhushev mean-
value formula, the Lax-Phillips transformations, we obtained two-point
mean-value formulas for elliptic equations on the sphere and in the
Lobachevskiy space
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Ñëåäóÿ èçâåñòíîé êîíñòðóêöèè À.Â. Áèöàäçå è À.Ì. Íàõóøåâà, ðàññìîò-
ðèì äâå òî÷êè (𝜒(𝑗), 𝜏 (𝑗)) ∈ R𝑛+1, 𝑗 = 1, 2, ãäå 𝜒(𝑗) = (𝜒

(𝑗)
1 , 𝜒

(𝑗)
2 , . . . , 𝜒

(𝑗)
𝑛 ), 𝑗 =

1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ íåïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñâåòîâûõ êîíóñîâ
|𝜒(1) − 𝜒(2)| < |𝜏 (1) − 𝜏 (2)|. Ïîñòðîèì ìàòðèöó 𝐴(dim𝐴 = 𝑛× 𝑛) ïî ñëåäóþ-
ùåìó ïðàâèëó. Çàôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü èíäåêñ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} è ïîëîæèì
𝑎𝑖𝑗 = (𝜒

(1)
𝑗 − 𝜒

(2)
𝑗 )/|𝜒(1) − 𝜒(2)|, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Îñòàâøèåñÿ ïîçèöèè ìàòðèöû

𝐴 çàïîëíèì èñõîäÿ èç óñëîâèé 𝐴𝐴𝑇 = 𝐼, det𝐴 = 1, ãäå 𝐴𝑇 � ìàòðèöà,
òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê ìàòðèöå 𝐴, 𝐼 = ‖𝛿𝑖𝑗‖ � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, 𝛿𝑖𝑗 �
ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïóñòü 𝐴𝑖 � ìàòðèöà, ïîëó÷åííóÿ èç ìàòðèöû À çàìå-
íîé 𝑖-ãî ñòîëáöà íóëÿìè. Ââåäåì óñðåäíÿþùèé îïåðàòîð 𝑆𝜚 è îïåðàòîð 𝐵𝑛𝜚
ïî ôîðìóëàì

𝑆𝑛𝑣 = 𝑆𝑛𝜚 𝑣 =
√
𝜋1−𝑛

∫︀
|𝜉|=𝜚 𝑣 (𝜂, 𝜎) 𝑑𝜔𝜉, |𝜒(1) − 𝜒(2)| > 0,

𝑆𝑛 = 𝑆𝑛𝜚 𝑣 = 𝛾(𝑛)
∫︀
|𝜉|=𝜚 𝑣

(︀
𝜒(2) + 𝜉, (𝜏 (1) + 𝜏 (2))/2

)︀
𝑑𝜔𝜉, 𝜒

(1) = 𝜒(2),

𝐵𝑛𝑣 = 𝐵𝑛𝜚 𝑣 = 𝜚 (𝜕/(2𝜚𝜕𝜚))
(𝑛−1)/2

(1/𝜚𝑆𝜚𝑣) , 𝑛 = 1(mod2),

𝐵𝑛𝑣 = 𝐵𝑛𝜚 𝑣 = 𝜋−1/2 (𝜕/(2𝜚𝜕𝜚))
𝑛/2 ∫︀ 𝜚

0
𝑆𝜚𝑣 𝑑𝜃/

√︀
𝜚2 − 𝜃2, 𝑛 = 0(mod2),

ãäå 𝑑𝜔𝜉 � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñôåðû |𝜉| = 𝜚 â R𝑛,

𝜂 =
|𝜏 (1) − 𝜏 (2)| 𝜉𝑖(𝜒(1) − 𝜒(2))

|𝜒(1) − 𝜒(2)|
√︀

(𝜏 (1) − 𝜏 (2))2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|2
+
𝜒(1) + 𝜒(2)

2
+𝐴𝑖𝜉,

𝜎 =
(︁
𝜏 (1) + 𝜏 (2)

)︁
/2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|𝜉𝑖/

√︁
(𝜏 (1) − 𝜏 (2))2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|2.

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå R𝑛+1 = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑧) = (𝑥, 𝑧)}, 𝑛 >
2, ìíîæåñòâî 𝑆+

𝑛 = {(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑆𝑛 : 𝑧 =
√︀

1 − |𝑥|2} � âåðõíþþ ïîëîâèíó

ñôåðû ñ ìåòðèêîé 𝑑𝑠2 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑛∑︀
𝑖=1

(𝛿𝑖𝑘 +𝑥𝑖𝑥𝑘/𝑧
2)𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑘 è îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-

Áåëüòðàìè â ýòîé ìåòðèêå ∆𝜔.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòîáðàæåíèå 𝑆𝑛×R −→ R𝑛+1 (ïðåîáðàçîâàíèå Ï.

Ëàêñà è Ð. Ôèëëèïñà) ñ ïîìîùüþ ôîðìóë 𝜏 = 𝜏±(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ± sin 𝑡/(𝑧∓cos 𝑡),
𝜒 = 𝜒±(𝑥, 𝑧, 𝑡) = ±𝑥/(𝑧 ∓ cos 𝑡), ãäå 𝜒 = (𝜒1, . . . , 𝜒𝑛). Ââåäåì òàêæå çàìåíó
ôóíêöèè 𝑢(𝑥, 𝑧, 𝑡) = (𝑧 − cos 𝑡)−(𝑛−1)/2𝑣(𝜒(𝑥, 𝑧, 𝑡), 𝜏(𝑥, 𝑧, 𝑡)).

Теорема 1. Для любых двух точек (𝑥(1), 𝑧(1)), (𝑥(2), 𝑧(2))∈ 𝑆𝑛 и любых
двух значений 𝑡(1), 𝑡(2) ∈ (0, 2𝜋], удовлетворяющих условию

(𝑧(1)𝑧(2) + 𝑥(1)𝑥(2) − cos(𝑡(1) − 𝑡(2)))/((𝑧(1) − cos 𝑡(1))(𝑧(2) − cos 𝑡(2))) > 0,

регулярное решение 𝑢(𝑥) уравнения ∆𝜔𝑢−((𝑛− 1)/2)
2
𝑢 = 0 удовлетворяет

формуле среднего значения

(𝑧(1) ∓ cos 𝑡(1))(𝑛−1)/2𝑢(𝑥(1), 𝑧(1)) + (𝑧(2) ∓ cos 𝑡(2))(𝑛−1)/2𝑢(𝑥(2), 𝑧(2)) =

= 𝐵𝑛𝜚 (𝑣(𝑥(𝜒, 𝜏), 𝑧(𝜒, 𝜏)), 𝜚 =
√︁

(𝜏 (1) − 𝜏 (2))2 − |𝜒(1) − 𝜒(2)|2/2.

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ Π ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâå R𝑛+ = {𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) = (𝑥′, 𝑥𝑛) : 𝑥𝑛 > 0}, 𝑛 > 2, ñ ìåòðèêîé
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2/𝑥2𝑛 è îïåðàòîðîì Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè ∆Π.
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Теорема 2. Для любых двух точек 𝑥(1), 𝑥(2) ∈ Π и любых двух значений
𝑡(1) и 𝑡(2) ∈ R, удовлетворяющих условию

(𝑥(2)𝑛 𝑒𝑡
(1)

− 𝑥(1)𝑛 𝑒𝑡
(2)

) (𝑥(1)𝑛 𝑒𝑡
(1)

− 𝑥(2)𝑛 𝑒𝑡
(2)

) − 𝑒𝑡
(1)+𝑡(2) |△𝑥′|2 > 0,

регулярное решение 𝑢(𝑥) уравнения ∆Π𝑢+((𝑛− 1)/2)
2
𝑢 = 0 удовлетворяет

формуле среднего значения

𝑒𝑡
(1)(1−𝑛)/2𝑢(𝑥(1)) + 𝑒𝑡

(2)(1−𝑛)/2𝑢(𝑥(2)) = 𝐵𝑛𝜚 (𝑓𝑢(𝑥(𝜒, 𝜏))),

𝑥′ = 𝜒′/(𝜏 + 𝜒𝑛), 𝑥𝑛 =
√︀
𝜏2 − |𝜒|2/(𝜏 − 𝜒𝑛), 𝑡 = ln

√︀
𝜏2 − |𝜒|2, 𝑓 = (𝜏2 −

|𝜒|2)(1−𝑛)/4.

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ И ПРИНЦИП
МАКСИМУМА В (B) – ПРОСТРАНСТВАХ

А.И. Прилепко
prilepko.ai@yandex.ru

УДК 517.977.1, 517.977.5

Применяется BUME метод и метод монотонных отображений к изу-
чению задач наблюдения и управления. В (B) – пространстве исследу-
ется уравнение первого рода, как задача наблюдения, при этом со-
пряжённое уравнение называется задачей управления. Для случая
рефлексивных (B) – пространств доказан критерий управляемости и
абстрактный принцип максимума.

Ключевые слова: задача управления, задача наблюдения, оптималь-
ное управление, принцип максимума

Optimal control and maximum principle in (B) – spaces

The BUME method and the monotone mapping method are applied to
the study of observation and control tasks. In (B) – space, an equation of
the first kind is investigated as a problem of observation, and the adjoint
equation is called a control problem. For the case of reflexive (B) – spaces,
the criterion of controllability and the abstract maximum principle are
proved.

Keywords: control problem, observation problem, optimal control, maxi-
mum principle
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Ââåä¼ì çàäà÷è íàáëþäåíèÿ è óïðàâëåíèÿ â (B) � ïðîñòðàíñòâàõ, ñ÷è-
òàÿ ïðîñòðàíñòâà ðåôëåêñèâíûìè è âåùåñòâåííûìè. Ïóñòü äàíî ÷èñëî
𝑇 ∈ (0,+∞); 𝐽 = (0, 𝑇 ). Ââåä¼ì (B) � ïðîñòðàíñòâà 𝐸, 𝐸1 è èõ ñîïðÿæ¼ííûå
𝐸′, 𝐸′

1, ïðåäïîëàãàÿ èõ íåçàâèñÿùèìè îò âðåìåíè 𝑡. Êðîìå òîãî, ââåä¼ì (B) �
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè è ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â
𝐸1, îáîçíà÷èâ åãî 𝑈𝑇 ≡ 𝐵(𝐽,𝐸1), à òàêæå ñîïðÿæ¼ííîå ê íåìó ïðîñòðàíñòâî
𝑈 ′
𝑇 = (𝐵(𝐽,𝐸1))′. Â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâ èìååì (𝑈 ′

𝑇 )′ = 𝑈𝑇 , à
(B) � ïðîñòðàíñòâî 𝑈 ′

𝑇 áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì óïðàâëåíèé.
Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà 𝐴𝑇 è åãî ñîïðÿæ¼ííîãî (ïî Áàíàõó) 𝐴′

𝑇 ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ðîäà êàê çàäà÷è íàáëþäåíèÿ
è óïðàâëåíèÿ.

Задача наблюдения. Ïîëó÷èòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî (ò.å. îãðàíè÷åí-
íîñòü ñíèçó) äëÿ óðàâíåíèÿ

𝐴𝑇 𝑒 = 𝑢, ãäå 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈𝑇 = 𝐵(𝐽,𝐸1), 𝐴𝑇 ∈ ℒ(𝐸,𝑈𝑇 ) (1)

Задача управления. Äëÿ äàííîãî ýëåìåíòà 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} íàéòè ôóíê-
öèþ 𝑢′ ∈ 𝑈 ′

𝑇 èç óðàâíåíèÿ

𝐴′
𝑇 𝑢

′ = 𝑒′, ãäå 𝐴′
𝑇 ∈ ℒ(𝑈 ′

𝑇 , 𝐸
′) (2)

Ðåøåíèå çàäà÷è (2) 𝑢* ∈ 𝑈 ′
𝑇 ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑒′ ̸= 0 íàçûâàåì òî÷-

íûì óïðàâëåíèåì (èëè óïðàâëåíèåì), à ÷åðåç 𝒰* îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
óïðàâëåíèé 𝒰* ⊂ 𝑈 ′

𝑇 . Óïðàâëåíèå ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé (ò.å. íîðìàëüíîå
ïî Òèõîíîâó ðåøåíèå (2)) íàçûâàåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì çàäà÷è (2)
è îáîçíà÷àåì 𝑢𝑜*, òàêèì îáðàçîì, ‖𝑢𝑜*‖𝑈 ′

𝑇
= inf{‖𝑢*‖𝑈 ′

𝑇
| ∀𝑢* ∈ 𝒰*}.

Теорема 1. [Êðèòåðèé óïðàâëÿåìîñòè è îïòèìàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè]
Пусть дано рефлексивное (B) – пространство 𝑈𝑇 ≡ 𝐵(𝐽,𝐸1) и его сопря-
жённое 𝑈 ′

𝑇 . Следующие утверждения эквивалентны:

1. существует постоянная 𝜇𝑇 > 0 такая, что для всех 𝑒 ∈ 𝐸 выполня-
ется неравенство ‖𝐴𝑇 𝑒‖𝑈𝑇

> 𝜇𝑇 ‖𝑒‖𝐸;

2. 𝑅(𝐴𝑇 ) = 𝑅(𝐴𝑇 ), 𝑁(𝐴𝑇 ) = 0;

3. ‖(𝐴𝑇 )−1
ℓ ‖ 6 1/𝜇𝑇 , т.е. задача (1) непрерывно наблюдаема;

4. решение задачи наблюдения (1) единственно и устойчиво;

5. существует решение задачи управления 𝑢* ̸= 0 при 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0};

6. при любом 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} множество всех управлений 𝒰* ̸= ∅, где
𝒰* = (𝐴′

𝑇 )−1
𝑟 𝑒′ — есть замкнутое выпуклое множество в 𝑈 ′

𝑇 ;

7. при любом 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} существует оптимальное управление 𝑢𝑜* ̸=
0 причём множество всех оптимальных управлений 𝒰𝑜* ̸= ∅ есть
замкнутое выпуклое подмножество 𝒰* ⊆ 𝑈 ′

𝑇 , если пространства 𝑈𝑇 ,
𝑈 ′
𝑇 выпуклые;

8. при любом 𝑒′ ∈ 𝐸′ ∖ {0} существует единственное оптимальное
управление 𝑢𝑜* ̸= 0, т.е. минимальное по норме управление, если про-
странства 𝑈𝑇 , 𝑈 ′

𝑇 строго выпуклые.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, êðîìå BUME ìå-
òîäà [1, 2] ìû ïðèâëåêàåì ìåòîä íåëèíåéíûõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé è
îïåðàòîð Ðèññà.
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О НЕКОТОРЫХ УСЛОВИЯХ РАЗРЕШИМОСТИ
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В докладе рассматривается задача для гиперболического уравнения
с нелокальными интегральными условиями. Выбор метода исследо-
вания разрешимости нелокальной задачи зависит от вида интеграль-
ного условия. В процессе разработки методов, эффективных именно
для нелокальных задач, былы выделены интегральные условия раз-
личных типов, отличающиеся видом внеинтегральных слагаемых или
даже их отсутствием. Дальнейшие исследования показали, что усло-
вия разрешимости нелокальных задач аналогичны условиям регуляр-
ности краевых условий для дифференциального оператора.

Ключевые слова: гиперболические уравнения, нелокальные задачи,
регулярные краевые условия
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On certain conditions for solvability of nonlocal problems for
hyperbolic equations

In this talk, we consider a problem with nonlocal integral conditions for
a hyperbolic equation. A method we choose to prove the solvability of
certain nonlocal problem depends on a kind of integral conditions. The
kind of an integral condition is defined by a form of the terms outside the
integral. Following analysis shows that conditions for solvability of the
nonlocal problem are analogous to regularity of boundary conditions for
differential operator.

Keywords: hyperbolic equations, nonlocal problems, regular boundary
conditions

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè 𝑄𝑇 = (0, 𝑙) × (0, 𝑇 ) çàäà÷ó äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

𝑢𝑡𝑡 − (𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥) è íåëîêàëüíûìè
óñëîâèÿìè ∫︁ 𝑙

0

𝐾𝑖(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, 𝑖 = 1, 2. (2)

Óñëîâèÿ (2) íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà. Èññëåäî-
âàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ ñ óñëîâèÿìè òàêîãî âèäà ñòàëêèâàåòñÿ ñ ìíî-
ãèìè òðóäíîñòÿìè è äåìîíñòðèðóåò íåïðèìåíèìîñòü êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ
îáîñíîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè êðàåâûõ çàäà÷ [1]. Îäíàêî åñëè èíòåãðàëüíûå
óñëîâèÿ èìåþò âèä

𝑢𝑥(0, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾1(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾2(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0 (3)

èëè

𝑢(0, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾1(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︁ 𝑙

0

𝐾2(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = 0, (4)

òî åñòü ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè âòîðîãî ðîäà, òî ìîæíî ìîäèôèöèðîâàòü èç-
âåñòíûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè òàê, ÷òî óäàåòñÿ ïîëó÷èòü
àïðèîðíûå îöåíêè, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî, ïðèìåíÿÿ ìíî-
ãèå êëàññè÷åñêèå ïðèåìû. Âîçíèê âîïðîñ, íåëüçÿ ëè ñâåñòè óñëîâèÿ (2) ê
óñëîâèÿì (3) èëè (4). Îêàçàëîñü, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà
ôóíêöèè 𝐾𝑖(𝑥) ýòî ñäåëàòü ìîæíî [2]. Íåèçáåæíî âîçíèêëî æåëàíèå îñëà-
áèòü óñëîâèÿ íà 𝐾𝑖(𝑥) è ðàññìîòðåòü áîëåå îáùèå ñëó÷àè ñâåäåíèÿ óñëîâèé
ïåðâîãî ðîäà ê óñëîâèÿì âòîðîãî ðîäà, ò.å. ê òàêèì, êîòîðûå ñîäåðæàò êðî-
ìå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñëåä ðåøåíèÿ èëè åãî ïðîèçâîäíûõ.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî 𝑢(𝑥, 𝑡)− ðåøåíèå íåëîêàëüíîé çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè
(2), ïðîèíòåãðèðóåì (1), óìíîæåííîå ïðåäâàðèòåëüíî íà 𝐾𝑖(𝑥) ïî 𝑥 îò 0
äî 𝑙. Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ 𝑎1𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝑏1𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑎0𝑢(0, 𝑡) + 𝑏0𝑢(𝑙, 𝑡) +∫︀ 𝑙
0
𝑃1𝑢𝑑𝑥 = 𝑔1(𝑡) è 𝑐1𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝑑1𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝑐0𝑢(0, 𝑡) + 𝑑0𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︀ 𝑙
0
𝑃2𝑢𝑑𝑥 =

𝑔2(𝑡), â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû, ÿäðà 𝑃𝑖(𝑥, 𝑡) è ïðàâûå ÷àñòè 𝑔𝑖(𝑡) âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1) è 𝐾𝑖(𝑥). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ
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ïðè 𝑃𝑖 = 0, 𝑔𝑖 = 0 ñîâïàäàþò ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ([3], ñ. 53 ), êî-
òîðûå ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Îêà-
çàëîñü, ÷òî óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé, çàïèñàííûå â òåðìè-
íàõ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ÿâëÿþòñÿ óñëîâèÿìè ðàçðåøèìîñòè íåëîêàëüíûõ
çàäà÷ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè. Íàïðèìåð, óñëî-
âèå ðåãóëÿðíîñòè 𝑎1𝑑1 − 𝑏1𝑐1 ̸= 0 äëÿ íàøåé çàäà÷è ïðèíèìàåò âèä
𝐾1(0)𝐾2(𝑙) − 𝐾1(𝑙)𝐾2(0) ̸= 0 è ïîçâîëÿåò ñâåñòè óñëîâèÿ (2) ê óñëîâèÿì
âòîðîãî ðîäà 𝑢𝑥(0, 𝑡) + 𝛼11𝑢(0, 𝑡) + 𝛼12𝑢(𝑙, 𝑡) +

∫︀ 𝑙
0
𝐻1(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = ℎ1(𝑡),

𝑢𝑥(, 𝑡)+𝛼21𝑢(0, 𝑡)+𝛼22𝑢(𝑙, 𝑡)+
∫︀ 𝑙
0
𝐻2(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 = ℎ2(𝑡). Îäíîçíà÷íàÿ ðàç-

ðåøèìîñòü çàäà÷è ñ òàêèìè óñëîâèÿìè äîêàçàíà â [2]. Òàì æå ïîëó÷åíû
óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñëåäóåò è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ñ èíòå-
ãðàëüíûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà (2).
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Установлена корректная разрешимость начальных задач для аб-
страктных интегро-дифференциальных уравнений с неограничен-
ными операторными коэффициентами в гильбертовом простран-
стве, а также проводится спектральный анализ оператор-функций,
являющихся символами указанных уравнений. Изучаемые уравне-
ния представляют собой абстрактную форму линейных интегро-
дифференциальных уравнений в частных производных, возникающих
в теории вязкоупругости и теории распространения тепла в средах с
памятью.

Ключевые слова: интегро-дифференциальные уравнения, оператор-
функции, спектральный анализ
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Analysis of Volterra integro-differential equations with singular
kernels

We establish the correct solvability of the abstract integro-differential
equations with unbounded operator coefficients in Hilbert space are stud-
ied. The spectral analysis of operator-functions that are the symbols of
the considered equations are developed. These equations are the abstract
form of the linear partial integro-differential equations arising in viscoelas-
ticity theory and the theory of heat transfer in media with memory.

Keywords: integro-differential equations, operator-functions, spectral the-
ory

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå-
íèÿ ðåøåíèé èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà îñíîâå ñïåêòðàëü-
íîãî àíàëèçà èõ ñèìâîëîâ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ñëåäóþ-
ùåãî âèäà

𝑑2𝑢(𝑡)

𝑑𝑡2
+𝐴2𝑢(𝑡) −

∫︁ 𝑡

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝐴2𝑢(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ R+,

ãäå 𝐴 � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé â ñåïà-
ðàáåëüíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 𝐻, èìåþùèé êîìïàêòíûé îáðàòíûé.
Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ 𝒦(𝑡) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

𝐾(𝑡) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑡𝜏𝑑𝜇(𝜏),

ãäå 𝑑𝜇 - ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ñïðàâà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ 𝜇. Èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå
Ñòèëüòüåñà. Ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíå-
íèé â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ âåùåñòâåííîé è íåâåùåñòâåííîé
÷àñòÿì ñïåêòðà îïåðàòîð-ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñèìâîëàìè ýòèõ óðàâíå-
íèé (ñì. [1], [2]). Óêàçàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äëÿ äàííîãî
êëàññà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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ОЦЕНКА ПРОМЫСЛОВОГО ДОХОДА В
СТОХАСТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ СБОРА

ВОЗОБНОВЛЯЕМОГО РЕСУРСА
Л.И. Родина

LRodina67@mail.ru

УДК 517.935

Рассматриваются модели эксплуатируемой популяции, заданные
уравнениями со случайными параметрами. Предполагаем, что цен-
ность позднее получаемой выгоды от извлечения ресурса снижается,
поэтому рассматриваем промысловый доход за бесконечное число сбо-
ров с учетом дисконтирования. Получены оценки среднего дохода от
промысла, выполненные с вероятностью единица.
Ключевые слова: стохастические модели сбора, возобновляемый ре-
сурс

Estimation of the trade income in stochastic models of
harvesting of a renewable resource

We consider the models of exploited population given by the equations
with random parameters. We assume that value after received profit from
resource extraction decreases, therefore we consider the trade income for
infinite number of gathering taking into account discounting. We received
the estimations of the average trade income, true with probability one.

Keywords: stochastic models of harvesting, renewable resource

Çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè ýêñïëóàòàöèè âîçîáíîâëÿåìîãî
ðåñóðñà íà÷àëè âûçûâàòü èíòåðåñ ó÷åíûõ, íà÷èíàÿ ñ ñåìèäåñÿòûõ ãîäîâ
ïðîøëîãî âåêà. Òàê, â îäíîé èç ïåðâûõ ðàáîò [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñòîõàñòè-
÷åñêóþ ðûáíóþ ïîïóëÿöèþ ìîæíî ýêñïëóàòèðîâàòü òîëüêî äî äîñòèæåíèÿ
îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ, íå çàâèñÿùåãî îò òåêóùåãî ðàçìåðà ïîïóëÿöèè. Â
[2], [3] îïèñàí ñïîñîá äîáû÷è ðåñóðñà, ïðè êîòîðîì ïîñòîÿííî ñîõðàíÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ ÷àñòü ïîïóëÿöèè, íåîáõîäèìàÿ äëÿ åå äàëüíåéøåãî âîññòàíîâ-
ëåíèÿ è ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ïðåäåë ñðåä-
íåé âðåìåííîé âûãîäû. Ìíîæåñòâî ðàáîò ïîñâÿùåíî âîïðîñàì îïòèìàëüíîé
ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèé, â êîòîðûõ ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì ïîäâåðæåíû
ðàçìåð ïîïóëÿöèè, êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè èëè öåíà ïðîäóêöèè (ñì. îá-
çîð ëèòåðàòóðû â [4]).

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ýêñïëóàòàöèè ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè
çàäàíî óðàâíåíèåì �̇� = 𝑔(𝑥), à â ìîìåíòû âðåìåíè 𝜏𝑘 ïðîèñõîäèò ñáîð ðå-
ñóðñà, ïðè ýòîì èç ïîïóëÿöèè èçâëåêàåòñÿ íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ äîëÿ 𝑣𝑘,
𝑘 = 1, 2, . . . . Ñ÷èòàåì, ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ 𝜃𝑘 = 𝜏𝑘 − 𝜏𝑘−1 ìåæäó ìîìåí-
òàìè èçúÿòèé 𝜏𝑘 ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè è êîëè÷åñòâî èçâëå-
÷åííîãî ðåñóðñà çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ 𝑣𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . . Ïóñòü
èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âëèÿòü íà ïðîöåññ ñáîðà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñòàíî-
âèòü çàãîòîâêó, åñëè åå äîëÿ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé (áîëüøå íåêî-
òîðîãî çíà÷åíèÿ 𝑢𝑘 ∈ [0, 1) â ìîìåíò 𝜏𝑘), òîãäà ÷àñòü ðåñóðñà ñîõðàíèòñÿ

Родина Людмила Ивановна, д.ф.-м.н., профессор, ВлГУ имени А.Г. и Н.Г. Столето-
вых (Владимир, Россия); Lyudmila Rodina (Vladimir State University, Vladimir, Russia)
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äëÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðà ñëåäóþùåãî ñáîðà. Â ýòîì ñëó÷àå äîëÿ äîáûâàå-
ìîãî ðåñóðñà áóäåò ðàâíà ℓ𝑘 = ℓ(𝑣𝑘, 𝑢𝑘) = 𝑣𝑘, åñëè 𝑣𝑘 < 𝑢𝑘 è ℓ𝑘 = 𝑢𝑘, åñëè
𝑣𝑘 > 𝑢𝑘. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ýêñïëóàòèðóåìóþ ïîïóëÿöèþ,
äèíàìèêà êîòîðîé çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ èìïóëüñíûì
âîçäåéñòâèåì

�̇� = 𝑔(𝑥), 𝑡 ̸= 𝜏𝑘,

𝑥(𝜏𝑘) = (1 − ℓ𝑘) · 𝑥(𝜏𝑘 − 0), 𝑘 = 1, 2, . . . ,

ãäå 𝜏0 = 0, 𝜃𝑘 = 𝜏𝑘− 𝜏𝑘−1 ∈ Ω1 = [𝛼1, 𝛽1], 0 < 𝛼1 6 𝛽1; 𝑣𝑘 ∈ Ω2 ⊆ [0, 1]. Ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíû ñïðàâà, ôóíêöèÿ
𝑔(𝑥) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà äëÿ âñåõ 𝑥 > 0.

Îáîçíà÷èì 𝜃𝑘
.
= (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘), ℓ̄𝑘

.
= (ℓ1, . . . , ℓ𝑘),

𝑥(𝜏𝑘 − 0) = 𝑋𝑘 = 𝑋𝑘(𝜃𝑘, ℓ̄𝑘−1, 𝑥0), 𝑥(𝜏𝑘) = 𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝜃𝑘, ℓ̄𝑘, 𝑥0),

òîãäà 𝑥𝑘 = (1 − ℓ𝑘)𝑋𝑘, ãäå 𝑘 = 1, 2, . . . . Ïóñòü 𝜃
.
= (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘, . . .), ℓ̄

.
=

(ℓ1, . . . , ℓ𝑘, . . .). Äëÿ ëþáîãî 𝑥0 > 0 ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

𝐻𝛼

(︀
𝜃, ℓ̄, 𝑥0

)︀ .
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘ℓ𝑘𝑒
−𝛼𝜏𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘

(︀
𝜃𝑘, ℓ̄𝑘−1, 𝑥0

)︀
ℓ𝑘𝑒

−𝛼𝜏𝑘 ,

ðàâíóþ äîõîäó îò èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà íà áåñêîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè.
Ïîêàçàòåëü äèñêîíòèðîâàíèÿ 𝛼 > 0 óêàçûâàåò çäåñü íà òî, ÷òî öåííîñòü
ïîçäíåå ïîëó÷àåìîãî äîõîäà ñíèæàåòñÿ.

Îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Σ,A, 𝜇) êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäå-
íèåì âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ (Σ1,A1, 𝜇1) è (Σ2,A2, 𝜇2). Çäåñü Σ1 îçíà-
÷àåò ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑘, . . . ), ãäå
𝜃𝑘 ∈ Ω1, ñèñòåìà ìíîæåñòâ A1 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé ñèãìà-àëãåáðîé, ïî-
ðîæäåííîé öèëèíäðè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè

𝐸𝑘
.
= {𝜃 ∈ Σ1 : 𝜃1 ∈ 𝐼1, . . . , 𝜃𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, ãäå 𝐼𝑖

.
= (𝑡𝑖, 𝑠𝑖], 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,

à âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà 𝜇1 îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî
ïðîìåæóòêà 𝐼𝑖 îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó ̃︀𝜇1(𝐼𝑖) = 𝐹1(𝑠𝑖) − 𝐹1(𝑡𝑖),
𝑖 = 1, 2, . . . ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹1. Íà àëãåáðå öèëèíäðè-
÷åñêèõ ìíîæåñòâ ïîñòðîèì ìåðó ̃︀𝜇1(𝐸𝑘) = ̃︀𝜇1(𝐼1) · . . . · ̃︀𝜇1(𝐼𝑘), òîãäà â ñèëó
òåîðåìû À.Í. Êîëìîãîðîâà íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Σ1,A1) ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà 𝜇1, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì
ìåðû ̃︀𝜇1 íà ñèãìà-àëãåáðó A1. Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿåì âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî (Σ2,A2, 𝜇2), ãäå Σ2

.
= {𝑣 : 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑘, . . . )}, 𝑣𝑘 ∈ Ω2

è ìåðà ̃︀𝜇2 çàäàíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ 𝐹2. Îòìåòèì, ÷òî
Σ = Σ1 × Σ2 = {𝜎 : 𝜎 = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑘, . . . )}, ãäå 𝜔𝑘 = (𝜃𝑘, 𝑣𝑘) ∈ Ω = Ω1 × Ω2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜙(𝑡, 𝑥0) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ �̇� = 𝑔(𝑥), óäîâëåòâîðÿ-
þùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ 𝜙(0, 𝑥0) = 𝑥0. Ïóñòü 𝜃 ∈ Ω1, òîãäà ôóíêöèÿ
𝜙(𝜃, 𝑥) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, çàäàííîé íà ìíîæåñòâå Ω1. Ïîëî-

æèì 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)) = 1 − 𝑥

𝜙(𝜃, 𝑥)
. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ℓ(𝜔, 𝑥) = ℓ
(︀
𝑣, 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥))

)︀
=

{︃
𝑣, åñëè 𝑣 < 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)) ,

𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)), åñëè 𝑣 > 𝑢(𝑥, 𝜙(𝜃, 𝑥)) ,
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà ìíîæåñòâå Ω = Ω1 × Ω2.

Условие 1. Уравнение �̇� = 𝑔(𝑥) имеет асимптотически устойчивое
решение 𝜙(𝑡) ≡ 𝐾 и интервал (𝐾1,𝐾2) является областью асимптотиче-
ской устойчивости этого решения (0 6 𝐾1 < 𝐾 < 𝐾2).

Лемма 1. Пусть выполнено условие 1. Тогда для любых 𝑥 ∈ (𝐾1,𝐾),
𝑥0∈ [𝑥,𝐾] существует управление �̄� ∈ 𝑈 такое, что для всех 𝜎 ∈ Σ

∞∑︁
𝑘=1

𝜙(𝜃𝑘, 𝑥)ℓ(𝜔𝑘, 𝑥)𝑒−𝛼𝜏𝑘 6 𝐻𝛼

(︀
𝜃, ℓ̄, 𝑥0

)︀
6 𝐾 ·

∞∑︁
𝑘=1

ℓ(𝜔𝑘, 𝑥)𝑒−𝛼𝜏𝑘 .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

𝜃𝑝
.
= (𝜃𝑝1 , . . . , 𝜃

𝑝
𝑘, . . .), ℓ̄

𝑝 .
= (ℓ𝑝1, . . . , ℓ

𝑝
𝑘, . . .), 𝜏

𝑝
𝑘 = 𝜃𝑝1 + . . .+ 𝜃𝑝𝑘, 𝑝 = 1, 2, . . . .

Òîãäà 𝐻𝛼

(︀
𝜃𝑝, ℓ̄𝑝, 𝑥0)

.
=

∞∑︀
𝑘=1

𝑋𝑘

(︀
𝜃𝑝𝑘, ℓ̄

𝑝
𝑘−1, 𝑥0

)︀
ℓ𝑝𝑘𝑒

−𝛼𝜏𝑝
𝑘 . Áóêâîé 𝑀 áóäåì îáîçíà-

÷àòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Теорема 1. Пусть выполнено условие 1. Тогда для любых 𝑥 ∈ (𝐾1,𝐾),
𝑥0 ∈ (𝑥,𝐾) найдется управление �̄� ∈ 𝑈 такое, что для почти всех 𝜎 ∈ Σ
выполнены неравенства

𝑀
(︀
𝜙(𝜃, 𝑥)ℓ(𝜔, 𝑥)𝑒−𝛼𝜃

)︀
1 −𝑀𝑒−𝛼𝜃

6 lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑝=1

𝐻𝛼

(︀
𝜃𝑝, ℓ̄𝑝, 𝑥0) 6

𝐾 ·𝑀
(︀
ℓ(𝜔, 𝑥)𝑒−𝛼𝜃

)︀
1 −𝑀𝑒−𝛼𝜃

.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à âûáîðà óïðàâëåíèÿ �̄�* ∈ 𝑈, ïðè êîòîðîì
îöåíêà ñíèçó äëÿ ñðåäíåãî äîõîäà îò èçâëå÷åíèÿ ðåñóðñà ÿâëÿåòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîé.
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НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ТРЕХМЕРНОГО
УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО
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В работе для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа
в прямоугольном параллелепипеде изучена начально-граничная зада-
ча. Установлен критерий единственности. Решение построено в виде
суммы ортогонального ряда. При обосновании сходимости ряда воз-
никла проблема малых знаменателей. Установлена оценка об отделен-
ности от нуля с соответствующей асимптотикой, что позволило дока-
зать сходимость ряда в классе регулярных решений и устойчивость
решения относительно граничных функций.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, начально-граничная за-
дача, критерий единственности, существование, ряд, малые знамена-
тели, устойчивость

Initial-boundary problem for a three-dimensional equation of a
mixed parabolic-hyperbolic type

Short abstract. In the work for the mixed parabolic-hyperbolic type equa-
tion in a rectangular parallelepiped, the initial boundary problem was
studied. The uniqueness criterion is established. The solution is con-
structed as the sum of the orthogonal series. In justifying the convergence
of the series, the problem of small denominators arose. An estimate on
separation from zero with the corresponding asymptotics is established,
which allowed us to prove the convergence of a series in the class of reg-
ular solutions and the stability of the solution with respect to boundary
functions.

Keywords: equation of mixed type, initial boundary problem, uniqueness
criterion, existence, series, small denominators, stability

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà

𝐿𝑢 =

{︃
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑏𝑢 = 0, 𝑡 > 0,

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑏𝑢 = 0, 𝑡 < 0,
(1)

â îáëàñòè
𝑄 = {(𝑥, 𝑦, 𝑡)| (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 𝑡 ∈ (−𝛼, 𝛽)},

ãäå
𝐷 = {(𝑥, 𝑦)| 0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞},

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-41-020516).
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𝛼, 𝛽, 𝑝, 𝑞 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, è 𝑏 � çàäàííîå
ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Начально-граничная задача. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетво-
ряющую следующим условиям:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝐶1(𝑄) ∩ 𝐶2(𝑄+ ∪𝑄−); (2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) ≡ 0, (𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈ 𝑄+ ∪𝑄−; (3)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑥=0

= 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑥=𝑝

= 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; (4)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑦=0

= 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑦=𝑞

= 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; (5)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=−𝛼 = 𝜓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, (6)

где 𝜓(𝑥, 𝑦) – заданная достаточно гладкая функция, удовлетворяющие
условиям согласования с граничными данными (4) и (5).

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à Òðèêîìè è åå àíàëîãè äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàí-
íîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà èçó÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè [1�3]
(ñì. áèáëèîãðàôèþ óêàçàííûõ ðàáîò) â äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ, â êîòîðûõ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé "òðåóãîëüíèê" , îãðàíè÷åííûé
õàðàêòåðèñòèêàìè óðàâíåíèÿ è ëèíèåé èçìåíåíèÿ òèïà 𝑡 = 0. Â ðàáîòàõ
[4�7] èçó÷åíû àíàëîãè íà÷àëüíî-ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ïàðàáîëî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà â ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.

Â äàííîé ðàáîòå óñòàíîâëåí êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, à ñàìî
ðåøåíèå ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì äâóìåð-
íîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè
ðÿäà âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ áîëåå
ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ÷åì â ðàíåå èçâåñòíûõ ðàáîòàõ. Â ñâÿçè ñ ÷åì óñòàíîâ-
ëåíà îöåíêà îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, íà îñíîâàíèè
êîòîðîé äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðÿäà ó êëàññå ôóíêöèé 𝐶2(𝑄) ïðè íåêîòî-
ðûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 𝜓(𝑥, 𝑦), à òàêæå ïîëó÷åíû îöåíêè îá
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.

Çäåñü ïðèâåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ.
Теорема 1. Если существует решение задачи (2) – (6), то оно един-

ственно только тогда, когда при всех 𝑚 и 𝑛 выполнены условия

𝛿𝑚𝑛(𝛼) = cos𝜆𝑚𝑛𝛼+ 𝜆𝑚𝑛 sin𝜆𝑚𝑛𝛼 ̸= 0, (7)

где

𝜆2𝑚𝑛 = 𝑏+ 𝜋2

[︃(︂
𝑚

𝑝

)︂2

+

(︂
𝑛

𝑞

)︂2
]︃
. (8)

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì â (8) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑏 = 𝜇2 > 0 (𝜇 > 0),
òàê êàê åñëè 𝑏 < 0, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ íîìåðîâ 𝑛 > 𝑛0 èëè 𝑚 >
𝑚0 ïðàâàÿ ÷àñòü (8) ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. çíàê
êîýôôèöèåíòà 𝑏 íå âëèÿåò íà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Ïðè ñîáëþäåíèè óñëîâèé (7) ðåøåíèå çàäà÷è (2) � (6) ôîðìàëüíî îïðå-
äåëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑢𝑚𝑛(𝑡)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (9)
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ãäå êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëå

𝑢𝑚𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜓𝑚𝑛

𝛿𝑚𝑛(𝛼)
𝑒−𝜆

2
𝑚𝑛𝑡, 𝑡 > 0,

𝜓𝑚𝑛

𝛿𝑚𝑛(𝛼)

(︁
cos𝜆𝑚𝑛𝑡− 𝜆𝑚𝑛 sin𝜆𝑚𝑛𝑡

)︁
, 𝑡 6 0,

𝜓𝑚𝑛 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜓(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) =
2

√
𝑝𝑞

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑝
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑞
.

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå 𝛿𝑚𝑛(𝛼) ÿâëÿåòñÿ çíàìåíàòåëåì êîýôôèöèåí-
òîâ ðÿäà (9) è ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå 𝛿𝑚𝑛(𝛼) = 0 èìååò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî íóëåé îòíîñèòåëüíî 𝛼. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìà-
ëûõ çíàìåíàòåëåé îò äâóõ ïåðåìåííûõ 𝑛 è 𝑚 áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû,
÷åì â ïëîñêîì ñëó÷àå [4�7].

Лемма 1. Пусть 𝑛 > 𝑚 и отношение 𝑞/𝑝 рационально. Если ̃︀𝛼 = 𝛼/𝑞
– произвольное положительное рациональное число, т.е. ̃︀𝛼 = 𝑟/𝑠, 𝑟, 𝑠 ∈ N,
(𝑟, 𝑠) = 1, и выполнено неравенство

𝜇(2 𝑟 𝑝 𝑞)2 + (2𝑝)2𝜋 𝑞 𝑟 𝑠 < 3𝜋2,

то существуют положительные постоянные 𝐶0 и 𝑛0 (𝑛0 ∈ N), такие,
что при всех 𝑛 > 𝑛0 и любом фиксированным 𝑚 справедлива оценка

|𝛿𝑚𝑛(̃︀𝛼)| > 𝐶0.

Теорема 2. Пусть постоянные ̃︀𝛼, 𝜇, 𝑝 = 𝑞 удовлетворяют услови-
ям леммы 1, а функция 𝜓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶6(𝐷) и 𝜓(0, 𝑦) = 𝜓𝑥𝑥(0, 𝑦) = 𝜓(𝑝, 𝑦) =
𝜓′′
𝑥𝑥(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 𝜓(𝑥, 0) = 𝜓𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥, 𝑞) = 𝜓𝑦𝑦(𝑥, 𝑞) = 0,

𝜓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥, 0) = 𝜓𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝. Тогда, если 𝛿𝑚𝑛(̃︀𝛼) ̸= 0 при
𝑛 = 1, 𝑛0, то существует единственное решение задачи (2) – (6) и оно
определяется рядом (9).

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для решения
(9) задачи (2) – (6) справедливы оценки

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(𝐷) 6 𝐶1‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝑊 1
2 (𝐷),

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐶(𝑄) 6 𝐶2‖𝜓(𝑥, 𝑦)‖𝐶3(𝐷),

где 𝐶1 и 𝐶2 – положительные постоянные, не зависящие от функции
𝜓(𝑥, 𝑦).
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Рассмотрена линейная система с оператором дифференцирования по
направлению главной диагонали пространства временных перемен-
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

𝐷𝑒𝑥 = 𝑃 (𝜏, 𝑡)𝑥+ 𝑓(𝜏, 𝑡) (1)

ñ äèôôåðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì 𝐷𝑒 = 𝜕
𝜕𝜏 +

⟨︀
𝑒, 𝜕𝜕𝑡

⟩︀
, ãäå 𝜏 ∈ (−∞,+∞) = 𝑅

è 𝑡 = (𝑡1, ..., 𝑡𝑚) ∈ 𝑅𝑚 � âðåìåííûå ïåðåìåííûå, ⟨, ⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå 𝑚-âåêòîðîâ 𝑒 = (1, ..., 1) è 𝜕

𝜕𝑡 =
(︁

𝜕
𝜕𝑡1
, ..., 𝜕

𝜕𝑡𝑚

)︁
, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) � èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ.
Äîïóñòèì, ÷òî ìàòðèöà 𝑃 (𝜏, 𝑡) è çàäàííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓(𝜏, 𝑡) îáëà-

äàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

𝑃 (𝜏 + 𝜃, 𝑡+ 𝑘𝜔) = 𝑃 (𝜏, 𝑡) ∈ 𝐶
(0,𝑒)
𝜏,𝑡 (𝑅×𝑅𝑚), 𝑘 ∈ 𝑍𝑚, (2)

𝑓(𝜏 + 𝜃, 𝑡+ 𝑘𝜔) = 𝑓(𝜏, 𝑡) ∈ 𝐶
(0,𝑒)
𝜏,𝑡 (𝑅×𝑅𝑚), 𝑘 ∈ 𝑍𝑚, (3)

ãäå 𝜃 = 𝜔0, 𝜔1, ..., 𝜔𝑚 � ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòî-
ÿííûå, 𝑘𝜔 = (𝑘1𝜔1, ..., 𝑘𝑚𝜔𝑚) � êðàòíûé âåêòîð-ïåðèîä, 𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑚) ∈
𝑍𝑚, 𝑍 � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó î âûÿñíåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãîïåðèîäè÷å-
ñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñíà÷àëî èññëåäóåì óñëîâèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ìíîãîïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû

𝐷𝑒𝑥 = 𝑃 (𝜏, 𝑡)𝑥. (4)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöàíò 𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎) ñèñòåìû (4) îáëàäàåò ñâîé-
ñòâàìè:

𝑋(𝜏 + 𝜃, 𝑡, 𝜎) = 𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎)𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎),

𝑋(𝜏, 𝑡+ 𝑘𝜔, 𝜎 + 𝑘𝜔) = 𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎), 𝑘 ∈ 𝑍𝑚,

ãäå 𝜎 = 𝑡− 𝑒𝜏 .
Ìàòðèöó 𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) íàçîâåì ìàòðèöåé ìîíîäðîìèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ìàòðèöà ìîíîäðîìèè 𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) èìååò âåùåñòâåííûé ëîãàðèôì. Çíà÷èò
ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûé êîíòóð 𝛾, êîòîðûé áóäåò îêðóæàòü ñïåêòð ìàò-
ðèöû ìîíîäðîìèè, íî íå áóäåò îõâàòûâàòü íóëü, à çàòåì îïðåäåëèòü íà íåì
îäíîçíà÷íóþ âåòâü ln𝜆 è ïîñòðîèòü ëîãàðèôì ìàòðèöû ìîíîäðîìèè ñîîò-
íîøåíèåì

ln𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) = − 1

2𝜋𝑖

∮︁
ln𝜆 [𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎) − 𝜆𝐸]

−1
𝑑𝜆, (5)

ãäå 𝜆𝑗 = 𝜌𝑗(𝜎) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èìåþùèå êðàòíîñòè 𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑙.
Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 𝜌𝑗(𝜎), ìàòðèöàíòà 𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎), îïðåäåëÿåìûå âåêî-

âûì óðàâíåíèåì
det [𝜌𝐸 −𝑋(𝜃, 𝜎, 𝜎)] = 0

íàçîâåì ìóëüòèïëèêàòîðàìè ñèñòåìû (4), 𝐸 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Теорема 1. Для того чтобы система (4) при условиях (2) и (5) име-

ла нетривиальное многопериодическое решение необходимо и достаточно,
чтобы по крайной мере один из мультипликаторов её был равен единице.
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìíîãîïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðåäïîëî-
æèì âûïîëíåííûì óñëîâèå

det [𝑋(𝜏 + 𝜃, 𝑡, 𝜎) −𝑋(𝜏, 𝑡, 𝜎)] ̸= 0, (𝜏, 𝑡, 𝜎) ∈ 𝑅×𝑅𝑚 ×𝑅𝑚 (6)

îá îòñóòñòâèè 𝜃-ïåðèîäè÷åñêîãî ïî 𝜏 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), îòëè÷íîãî îò
íóëåâîãî.

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèå (6) èìååò ìåñòî åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû 𝜌(𝜎)
ñîäåðæàòñÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Ïóñòü ìàòðèöà 𝐺(𝜏, 𝑡, 𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠) èìååò âèä

𝐺(𝜏, 𝑡, 𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠) =
[︀
𝑋−1(𝜏 + 𝜃, 𝑡, 𝜎) −𝑋−1(𝜏, 𝑡, 𝜎)

]︀−1
𝑋−1(𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠, 𝜎). (7)

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2), (3), (5). Тогда при условии
(6), в частности, когда все мультипликаторы системы (4) находятся
внутри единичного круга |𝜌(𝜎)| < 1, то система (1) имеет единствен-
ное многпериодическое решение 𝑥*(𝜏, 𝑡), которое с помощью матрицы (7)
можно представить в виде

𝑥*(𝜏, 𝑡) =

𝜏+𝜃∫︁
𝜏

𝐺(𝜏, 𝑡, 𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠)𝑓(𝑠, 𝜎 + 𝑒𝑠) 𝑑𝑠.

Äàëåå, ìåòîäîì ñæàòûõ îòîáðàæåíèé òåîðåìà 2 îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
ïîëóëèíåéíîé ñèñòåìû, êîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ 𝑓 íàðÿäó ñ (𝜏, 𝑡) çàâèñèò îò
èñêîìîé ôóíêöèè 𝑥.

Äîêëàä ïîñâÿùåí äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1-2].
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УСТОЙЧИВОСТЬ РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
СИСТЕМ ПО ЛЯПУНОВУ И ПО ПЕРРОНУ

И.Н. Сергеев
igniserg@gmail.com

УДК 517.926.4

Новое понятие устойчивости по Перрону сравнивается с классическим
понятием устойчивости по Ляпунову. Получен полный список логиче-
ских связей между ними и указаны их особенности для некоторых ти-
пов систем. Обнаружено совпадение возможностей для исследования
различных видов устойчивости по первому приближению.

Ключевые слова: устойчивость по Ляпунову, показатели Перрона, пер-
вое приближение

Lyapunov and Perron stability of solutions to differential
systems

The new concept of Perron stability is compared with the classical concept
of stability according to Lyapunov. A complete list of logical connections
between them is obtained and their features for some types of systems are
indicated. The coincidence of the possibilities in studying various types
of stability by the first approximation is found.

Keywords: Lyapunov stability, Perron exponents, first approximation

Äëÿ çàäàííîé îêðåñòíîñòè íóëÿ 𝐺 ⊂ R𝑛 ðàññìîòðèì äîïóñêàþùóþ ну-
левое решение ñèñòåìó

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 0) = 0, 𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈ 𝐶(R+ ×𝐺), R+ ≡ [0,∞). (1)

×åðåç 𝒮𝛿(𝑓) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ непродолжаемых ненулевых
ðåøåíèé 𝑥 ñèñòåìû (1) ñ начальными условиями |𝑥(0)| < 𝛿.

Определение 1 [1, 2]. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) èìååò ìåñòî ñëåäó-
þùåå перроновское свойство устойчивости:

1) устойчивость по Перрону, åñëè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå
𝛿 > 0, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| < 𝜀 (2)

(åñëè ðåøåíèå îïðåäåëåíî íå íà âñåé ïîëóîñè R+, òî òðåáîâàíèå (2), êàê è
òðåáîâàíèå (3) íèæå, ñ÷èòàåì невыполненным ïî îïðåäåëåíèþ);

2) асимптотическая устойчивость по Перрону, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå
𝛿 > 0, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ

lim
𝑡→∞

|𝑥(𝑡)| = 0; (3)

3) неустойчивость по Перрону, åñëè íåò óñòîé÷èâîñòè ïî Ïåððîíó;

Сергеев Игорь Николаевич, д.ф.-м.н., профессор, МГУ имени М.В. Ломоносова
(Москва, Россия); Igor Sergeev (Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia)
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4) полная неустойчивость по Перрону, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå 𝜀, 𝛿 > 0,
÷òî íè îäíî ðåøåíèå 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) íå óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (2).

Определение 2 [3]. Äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûð¼õ ïåððîíîâñêèõ ñâîéñòâ
óñòîé÷èâîñòè èç îïðåäåëåíèÿ 1 óñòàíîâèì åãî ляпуновский àíàëîã: устой-
чивость, асимптотическую устойчивость, неустойчивость è полную
неустойчивость по Ляпунову, � âñå îíè ïîëó÷àþòñÿ çàìåíîé íèæíåãî ïðå-
äåëà â òðåáîâàíèÿõ (2) è (3) òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ è ñîîòâåòñòâåííî òî÷-
íûì ïðåäåëîì ñ äîáàâëåíèåì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

Определение 3 [3�5]. Показателями Перрона (1930) è Ляпунова (1892)
ôóíêöèè 𝑥 : R+ → R𝑛 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû

𝜋(𝑥) ≡ lim
𝑡→∞

1

𝑡
ln |𝑥(𝑡)|, 𝜆(𝑥) ≡ lim

𝑡→∞

1

𝑡
ln |𝑥(𝑡)|.

Ïåððîíîâñêèå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíû ñ ïîêàçàòåëÿìè Ïåððîíà
аналогично òîìó, êàê ëÿïóíîâñêèå � ñ ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.

Теорема 1 [2]. Если для некоторого 𝛿 > 0 показатели Перрона (Ляпу-
нова) всех решений 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) системы (1) отрицательны, то она асимп-
тотически устойчива по Перрону (соответственно по Ляпунову, правда,
при дополнительном условии её устойчивости по Ляпунову), а если поло-
жительны — то она вполне неустойчива по Перрону (по Ляпунову).

Ìåæäó ïåððîíîâñêèìè è ëÿïóíîâñêèìè ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè èç îï-
ðåäåëåíèé 1 è 2 äåéñòâóþò åñòåñòâåííûå логические связи.

Теорема 2 [1, 2]. Любая система (1):
1) либо устойчива по Перрону (по Ляпунову), либо неустойчива;
2) если асимптотически устойчива по Перрону (по Ляпунову), то и

устойчива, а если вполне неустойчива, то и неустойчива;
3) если устойчива (асимптотически) по Ляпунову, то и по Перрону, а

если неустойчива (вполне) по Перрону, то и по Ляпунову.

Теорема 3 [2]. Любое сочетание свойств устойчивости по Перрону
и по Ляпунову, не противоречащее теореме 2, реализуется на некоторой
линейной системе

�̇� = 𝐴(𝑡)𝑥, sup
𝑡∈R+

‖𝐴(𝑡)‖ <∞. (4)

Íàèáîëåå содержательными ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñî÷åòàíèÿ:
1) óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó âìåñòå ñ àñèìïòîòè÷åñêîé � ïî Ïåððîíó;
2) ïîëíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ïåððîíó (à òîãäà è ïî Ëÿïóíîâó).
Â ñëó÷àå автономной ñèñòåìû ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè

ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè îêàçûâàþòñÿ íåñêîëüêî áîëåå æåñòêèìè [2, 6].

Теорема 4. Одномерная автономная система устойчива (асимпто-
тически) или неустойчива (вполне) по Перрону, если и только если она
устойчива (асимптотически) или неустойчива (вполне) по Ляпунову.

Теорема 5. Автономная система вполне неустойчива по Перрону, если
и только если она вполне неустойчива по Ляпунову.

Теорема 6 [7]. Существует двумерная автономная система, асимп-
тотически устойчивая по Перрону, но неустойчивая по Ляпунову.
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Â ñëó÷àå линейной ñèñòåìû âèäà (4) (ñ íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé 𝐴) ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè òàêæå èìåþò ñâîè îñîáåííîñòè [8].

Теорема 7 [1]. Линейная автономная система (4) устойчива (асимп-
тотически) или неустойчива (вполне) по Перрону, если и только если она
устойчива (асимптотически) или неустойчива (вполне) по Ляпунову.

Теорема 8 [2].Существует правильная (см. [3]) система (4), асимп-
тотически устойчивая по Перрону, но вполне неустойчивая по Ляпунову.

Îäíèì èç îñíîâíûõ методов Ляпунова ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷è-
âîñòè ñèñòåìû ïî å¼ ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.

Определение 4 [3, 4]. Ïóñòü â ñèñòåìå (1) âûäåëåíà линейная ÷àñòü

𝑓(𝑡, 𝑥) ≡ 𝐴(𝑡)𝑥+ ℎ(𝑡, 𝑥), 𝐴(𝑡) ≡ 𝑓 ′𝑥(𝑡, 0), (5)

ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè равномерной малости íåëèíåéíîé äîáàâêè

sup
𝑡∈R+

|ℎ(𝑡, 𝑥)| = 𝑜(𝑥), 𝑥→ 0. (6)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó íàçîâ¼ì å¼ первым приближе-
нием, à åñëè âñÿêàÿ ñèñòåìà (5) ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì
îáëàäàåò äàííûì ïåððîíîâñêèì èëè ëÿïóíîâñêèì ñâîéñòâîì óñòîé÷èâîñòè,
òî ñêàæåì, ÷òî ýòî ïåðâîå ïðèáëèæåíèå обеспечивает äàííîå ñâîéñòâî.

Áåç òðåáîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ìàëîñòè äîáàâêè ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå
îêàçûâàåòñÿ бессодержательным.

Теорема 9 [9, 10]. Если в определении 4 снять условие (6), то никакое
первое приближение не сможет обеспечить ни одного из перроновских или
ляпуновских свойств устойчивости вообще.

Âñå ñâîéñòâà óñòîé÷èâîñòè, â îòëè÷èå îò ñâîéñòâ íåóñòîé÷èâîñòè, îáåñ-
ïå÷èâàþòñÿ â òî÷íîñòè одними и теми же ïåðâûìè ïðèáëèæåíèÿìè.

Теорема 10 [2, 9, 10]. Если данное первое приближение обеспечива-
ет хотя бы одно из четырёх свойств: устойчивость или асимптотиче-
скую устойчивость по Перрону или устойчивость или асимптотическую
устойчивость по Ляпунову, — то оно обеспечивает и остальные три.

Теорема 11 [9, 10]. Существует асимптотически устойчивая по Пер-
рону система (4), обеспечивающая полную неустойчивость по Ляпунову.

Теорема 12 [9, 10]. Существует не вполне неустойчивая ни по Пер-
рону, ни по Ляпунову система (4), обеспечивающая неустойчивость и по
Перрону, и по Ляпунову.
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stsid@mail.ru

УДК 517.95

Для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа со сте-
пенным вырождением на линии изменения типа изучены начально-
граничная и обратная задачи по определению сомножителей правых
частей, зависящих от времени. На основе формулы решения прямой
задачи решение обратной задачи эквивалентно редуцировано к разре-
шимости нагруженных интегральных уравнений. Используя теорию
интегральных уравнений, доказаны теоремы единственности и суще-
ствования решения поставленной обратной задачи и указана явная
формула решения.

Ключевые слова: уравнение смешанного параболо-гиперболического
типа, начально-граничная задача, обратная задача, единственность,
существование, ряд, малые знаменатели, интегральные уравнения.
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Boundary value problems for a degenerate equation of a mixed
parabolic-hyperbolic type

Short abstract. For the equation of a mixed parabolic-hyperbolic type
with power degeneration on the type change line, the initial-boundary
and inverse problems of determining the factors of the right-hand parts
depending on time are studied. Based on the formula for solving a direct
problem, the solution of the inverse problem is equivalently reduced to
the solvability of loaded integral equations. Using the theory of integral
equations, the theorems of uniqueness and the existence of a solution to
the inverse problem are proved and an explicit formula for the solution is
given.

Keywords: equation of mixed parabolic-hyperbolic type, initial-boundary
value problem, inverse problems, uniqueness, existence, series, small de-
nominators, integral equations.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñìåøàííîãî òèïà

𝐿𝑢 = 𝐹 (𝑥, 𝑡), (1)

çäåñü

𝐿𝑢 =

{︃
𝑡𝑛𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡,

(−𝑡)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡,
𝐹 (𝑥, 𝑡) =

{︃
𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑡), 𝑡 > 0,

𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑡), 𝑡 < 0,

â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè

𝐷 = {(𝑥, 𝑡)| 0 < 𝑥 < 𝑙, −𝛼 < 𝑡 < 𝛽},

ãäå 𝑛, 𝑚, 𝑙, 𝛼, 𝛽 � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, 𝑓𝑖(𝑥),
𝑖 = 1, 2, � èçâåñòíûå ôóíêöèè è ïîñòàâèì ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Задача 1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую следующим усло-
виям:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶1
𝑡 (𝐷) ∩ 𝐶1

𝑥(𝐷) ∩ 𝐶2
𝑥(𝐷+) ∩ 𝐶2(𝐷−); (2)

𝐿𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐹 (𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷+ ∪𝐷−; (3)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽; 𝑢(𝑥,−𝛼) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑙, (4)

где 𝐹 (𝑥, 𝑡) – заданная достаточно гладкая функция, 𝐷+ = 𝐷 ∩ {𝑡 > 0},
𝐷− = 𝐷 ∩ {𝑡 < 0}.

Задача 2. Найти функции 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑔1(𝑡), 𝑔2(𝑡), удовлетворяющие усло-
виям (2) – (4) и

𝑔1(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝛽], 𝑔2(𝑡) ∈ 𝐶[−𝛼, 0];

𝑢(𝑥0, 𝑡) = ℎ(𝑡), 0 < 𝑥0 < 𝑙, −𝛼 6 𝑡 6 𝛽,

здесь 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, ℎ(𝑡) – известные функции, 𝑥0 – заданная точка из
интервала (0, 𝑙).

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíî-ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à 1 äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(1), ò.å. êîãäà 𝐹 (𝑥, 𝑡) ≡ 0 èçó÷åíà â ðàáîòàõ [1 � 3], à êîãäà 𝐹 (𝑥, 𝑡) ̸= 0 � â
ðàáîòàõ [4, 5]. Â ðàáîòàõ [6, 7] áûëè èçó÷åíû îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ
(1) ïî îòûñêàíèþ ôóíêöèé 𝑢(𝑥, 𝑡) è 𝑓𝑖(𝑥), êîãäà 𝑔𝑖(𝑡) ≡ 1. À â ñòàòüÿõ [8,
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9] ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à 2 äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êîãäà 𝑛 > 0, 𝑚 = 0 è
𝑛 = 0, 𝑚 > 0.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷åíà îáðàòíàÿ çàäà÷à 2 ïî îòûñêàíèþ ñîìíîæèòå-
ëåé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî ïàðàáîëî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
ñî ñòåïåííûì âûðîæäåíèåì íà ëèíèè èçìåíåíèÿ òèïà, èññëåäîâàíèå êî-
òîðîé ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïðÿìîé íà÷àëüíî-ãðàíè÷íîé çàäà÷è
1. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîñòðîåíî â âèäå ñóììû îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà, ïðè
îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè êîòîðîãî âîçíèêàåò ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé.
Â ñâÿçè ñ ÷åì, óñòàíîâëåíû îöåíêè îá îòäåëåííîñòè îò íóëÿ ìàëûõ çíàìå-
íàòåëåé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé àñèìïòîòèêîé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îáîñíîâàòü
ñõîäèìîñòü ðÿäà â êëàññå ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Íà îñíîâå
ôîðìóëû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 2 ýêâèâàëåíòíî
ðåäóöèðîâàíî ê ðàçðåøèìîñòè íàãðóæåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåî-
ðåìû åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ïîñòàâëåííûõ îáðàòíûõ çà-
äà÷ è óêàçàíû ÿâíûå ôîðìóëû ðåøåíèÿ.
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О ТЕОРЕМЕ БОЛЯ–ПЕРРОНА О СУЩЕСТВОВАНИИ
ПРЕДЕЛОВ РЕШЕНИЙ ДЛЯ ГИБРИДНЫХ ЛИНЕЙНЫХ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ С

ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ
П.М. Симонов

simpm@mail.ru, simonov@econ.psu.ru

УДК 517.977

В тезисах продолжается изучение гибридной линейной систе-
мы функционально-дифференциальных уравнений с последействи-
ем (ГЛСФДУП). Гибридность здесь понимается так: первая си-
стема уравнений по части переменных является система линей-
ных функционально-дифференциальных уравнений с последействием
(ЛФДУП), по другой части переменных — система линейных разност-
ных уравнение с последействием (ЛРУП), вторая система уравнений
по части переменных является система ЛРУП, по другой части пере-
менных — система ЛФДУП. Возникает система двух уравнений с дву-
мя неизвестными. Применен𝑊 -метод Н.В.Азбелева к двум уравнени-
ям. Изучены два модельных уравнения: одно — это система ЛФДУП,
второе — это система ЛРУП. Изучены банаховы пространства правых
частей и решений. Это пространства функций исчезающих на беско-
нечности, и другое — пространства функций, имеющий предел на бес-
конечности. Известны теоремы Боля — Перрона об асимптотической
устойчивости и о существовании пределов решений для ЛФДУП из
работ Н.В. Азбелева, Л.М. Березанского, П.М. Симонова и А.В. Чи-
стякова [1], [2]. Эти результаты были получены в статье для ЛРУП и
для ГЛСФДУП. В тезисах такие результаты получены были перено-
сом с систем ЛФДУП. В случае системы ГЛСФДУП удалось свезти к
одному уравнению в пространстве функций на полуоси (к ЛФДУП)
или свезти к одному уравнению в пространстве функций на счётном
множестве (к ЛРУП).

Ключевые слова: теорема Боля –Перрона, гибридная линейная систе-
ма функционально-дифференциальных уравнений с последействием,
метод модельных уравнений, разрешимость в парах пространств, су-
ществование пределов решений.

On a Bohl –Perron theorem on the existence of solution limits
for hybrid linear functional differential systems with aftereffect

The theses continue the study of a hybrid linear system of functional
differential equations with aftereffect (HLSFDEA). Hybridism here is un-
derstood as follows: the first system of equations with respect to a part
of the variables is a system of linear functional differential equations with
aftereffect (LFDEA), the other part of the variables is a system of linear
difference equations with aftereffect (LDEA), the second system of equa-
tions with respect to some variables is the LDEA system, for the other part
of the variables is the LFDEA system. There is a system of two equations
with two unknowns. The 𝑊 -method of N.V. Azbelev is applied to two

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 18-01-00332 A).
Симонов Пётр Михайлович, д.ф.-м.н., профессор, ПГНИУ (Пермь, Россия); Pyotr

Simonov (Perm State National Research University, Perm, Russia)
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equations. Two model equations are studied: one is the LFDEA system,
the other is the LDEA system. Banach spaces of right-hand sides and
solutions are studied. These are spaces of functions vanishing at infinity,
and the other is a space of functions having a limit at infinity. Known
Bohl — Perron theorems on asymptotic stability and on the existence
of the limits of solutions for LFDEA from the works of N.V. Azbelev,
L.M. Berezanskii, P.M. Simonov and A.B. Chistyakov [1], [2]. These re-
sults were obtained in an article for LDEA and for the HLSFDEA. In the
theses, such results were obtained by transfer from LFDEA systems. In
the case of the HLSFDEA system, it was possible to reduce to one equa-
tion in the space of functions on the semi-axis (to LFDEA) or to reduce
to one equation in the space of functions on the countable set (to LDEA).

Keywords: theorem of Bohl –Perron, hybrid linear system of functional
differential equations with aftereffect, method of model equations, solv-
ability in pairs of spaces, asymptotic stability, existence of the limits of
solution.

Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì ñòàòåé [3]�[6].
Íèæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî B ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè êîí-

ñòàíòû, à ïîäïðîñòðàíñòâî B0 íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîíñòàíò.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð 𝑧(∞)=(B)- lim

𝑡→∞
𝑧(𝑡) åñòü �B-предел� ôóíêöèè

𝑧 ∈ B, åñëè ðàçíîñòü 𝑧 − 𝑧(∞) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó B0, ò.å. åñëè
lim
𝑠→∞

‖[𝑧 − 𝑧(∞)]𝑠‖B = 0.

Åñëè B = 𝐿∞, òî òîãäà 𝑧(∞) = vrai lim
𝑡→∞

𝑧(𝑡). ×åðåç B𝑙 îáîçíà÷èì ïðî-

ñòðàíñòâî ôóíêöèé 𝑧 ∈ B, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò B-ïðåäåë ñ
íîðìîé ‖𝑧‖B𝑙

= ‖𝑧‖B. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî 𝐶𝑙 òàêèõ ôóíê-
öèé 𝑥 ∈ 𝐶, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò lim

𝑡→∞
𝑥(𝑡) = 𝑥(∞) ∈ R𝑛 ñ

íîðìîé ‖𝑥‖𝐶𝑙
= ‖𝑥‖𝐶 .

Îòíîñèòåëüíî ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ℒ0
11𝑥 = 𝑧 è ïðîñòðàíñòâà B áóäåì

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
à) îïåðàòîð Êîøè 𝑊11 äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà B𝑙 â ïðîñòðàíñòâî 𝐶𝑙

è îãðàíè÷åí;
á) ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû 𝑈11 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó

𝐶𝑙.
Ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå

D(ℒ0
11,B𝑙) ⊂ 𝐶𝑙. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà 𝑈11 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë 𝑈11(∞) = lim
𝑡→∞

𝑈11(𝑡).

Èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå D(ℒ0
11,B) ⊂ C.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî b ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè êîíñòàí-
òû, à ïîäïðîñòðàíñòâî b0 íå ñîäåðæèò îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîíñòàíò. ×åðåç
b𝑙 îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé 𝑔 ∈ b, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò b-ïðåäåë 𝑔(∞) ñ íîðìîé ‖𝑔‖b𝑙=‖𝑔‖b.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîñòðàíñòâî b𝑙 ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé 𝑔 ∈ b, ñòðå-
ìÿùèõñÿ ïðè 𝑛 → ∞, 𝑛 ∈ N, ïðåäåëó 𝑔(∞) ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà b,
ïðè÷åì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî b𝑙 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäïðîñòðàíñòâîì
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ïðîñòðàíñòâà b è ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ïî íîðìå || · ||b ëèíåéíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ âñåõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé 𝑔 ∈ b è ôóíêöèé êîíñòàíò. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåì ïðîñòðàíñòâî b𝑙0.

Âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà b è ìîäåëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ℒ0

22𝑦 = 𝑢 âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
a) îïåðàòîð Êîøè𝑊22 äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà b𝑙 â ïðîñòðàíñòâî ℓ𝑙∞0

è îãðàíè÷åí;
á) ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû 𝑈22 óðàâíåíèÿ ℒ0

22𝑦 = 0 ïðèíàä-
ëåæàò ïðîñòðàíñòâó ℓ𝑙∞0.

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå D(ℒ0
22,b

𝑙) ⊂ ℓ𝑙∞0 è
ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ lim

𝑛→∞
𝑦(𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑦[𝑛] = 𝑦(∞) âñåõ ðåøåíèé óðàâ-

íåíèÿ ℒ0
22𝑦 = 𝑔 â ñëó÷àå 𝑔 ∈ b𝑙.

Èìååò ìåñòî íåïðåðûâíîå âëîæåíèå D(ℒ0
22,b) ⊂ ℓ∞0.

Ñôîðìóëèðóåì ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû Áîëÿ � Ïåððîíà íà óðàâíåíèå
ℒ{𝑥, 𝑦} = {𝑓, 𝑔}.

Теорема. Операторы ℒ12 : D(ℒ0
22,b) → B, ℒ21 : D(ℒ0

11,B) → b дей-
ствуют и ограничен, причем ℒ12(D(ℒ0

22,b
𝑙)) ⊂ B𝑙, ℒ21(D(ℒ0

11,B𝑙)) ⊂ b𝑙.
Пусть уравнение ℒ11𝑥 = 𝑓 D(ℒ0

11,B)−устойчиво и уравнение ℒ22𝑦 = 𝑔
D(ℒ0

22,b)−устойчиво, а операторы ℒ11 : D(ℒ11) → 𝐿, ℒ22 : D(ℒ22) → ℓ
действует из пространства D(ℒ0

11,B𝑙) и D(ℒ0
22,b

𝑙) в пространства B𝑙 и
b𝑙 и ограничены. Пусть, далее, уравнение ℒ1𝑥 = (ℒ11 − ℒ12𝒞22ℒ21)𝑥 = 𝑓1
D(ℒ0

11,B)−устойчиво и оператор ℒ1𝑊11 : B𝑙 → B𝑙 ограничен. Или, пусть
уравнение ℒ2𝑥 = (ℒ22 − ℒ21𝒞11ℒ12)𝑦 = 𝑔1 D(ℒ0

11,b)−устойчиво и опера-
тор ℒ2𝑊22 : b𝑙 → b𝑙 ограничен. Тогда уравнение ℒ{𝑥, 𝑦} = col{𝑓, 𝑔} будет
D(ℒ0,B𝑙 × b𝑙)−устойчивым.
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О КОМПОЗИЦИОННОМ МЕТОДЕ В ТЕОРИИ ОПЕРАТОРОВ
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
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Необходимость теории операторов преобразования доказана большим
числом ее приложений. Особую роль методы операторов преобразова-
ния играют в теории дифференциальных уравнений различных типов.
В докладе будут изложены результаты, полученные в этом направле-
нии в последние годы.

Ключевые слова: операторы преобразования, интегральные преобра-
зования, специальные функции, композиционный метод

On composition method in transmutation theory

The importance of transmutation theory is demonstrated by many appli-
cations. The most valuable its role is in differential equations theory. In
the report the results will be considered in transmutation theory which
were stated recently.

Keywords: transmutations, integral transforms, special functions, compo-
sition method

Â äîêëàäå áóäåò ðàññêàçàíî îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ìîíîãðàôèé [1] è [2],
ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî èçëîæåí êîìïîçèöèîííûé ìåòîä îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèé. Ìîíîãðàôèÿ [1] ñîñòàâëåíà èç äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Âà-
ëåðèÿ Âÿ÷åñëàâîâè÷à Êàòðàõîâà (1949�2010) è ÷àñòè äîêòîðñêîé äèññåðòà-
öèè Ñ.Ì.Ñèòíèêà, çàùèù¼ííîé â 2016 ã. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáà àâòîðà,
ó÷èòåëü è åãî ó÷åíèê, ïðèíàäëåæàò øêîëå èçâåñòíîãî âîðîíåæñêîãî ìàòå-
ìàòèêà Èâàíà Àëåêñàíäðîâè÷à Êèïðèÿíîâà, ïîëó÷èâøåãî ôóíäàìåíòàëü-
íûå ðåçóëüòàòû äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ
ïî îäíîé èëè ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

Èçëîæèì áîëåå ïîäðîáíî ñîäåðæàíèå [1]. Ìîíîãðàôèÿ ïîñâÿùåíà ïðè-
ëîæåíèÿì ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê èññëåäîâàíèþ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Îñîáîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ îïåðà-
òîðàìè Áåññåëÿ. Ìîíîãðàôèÿ ñîäåðæèò ïîäðîáíîå ââåäåíèå â òåîðèþ îïå-
ðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ è äîñòàòî÷íî îáøèðíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûì ñà-
ìîñòîÿòåëüíûì ðàçäåëîì ìàòåìàòèêè. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ýòó òåîðèþ è
å¼ ïðèëîæåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè âíåñëè ðàáîòû âîðîíåæñêîãî ìàòåìàòèêà Âàëåðèÿ Âÿ÷åñëàâîâè÷à Êà-
òðàõîâà. Ê ÷èñëó âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ Â.Â. Êàòðàõîâà ñëåäóåò îòíåñòè èñ-
ñëåäîâàíèå âåñîâûõ è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ñèñòåì ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ситник Сергей Михайлович, д.ф.-м.н., доцент, Белгородский государственный уни-
верситет (Белгород, Россия); Sergei Sitnik (Belgorod State University, Belgorod, Russia)
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Îñîáî ñëåäóåò âûäåëèòü ââåä¼ííûé Â.Â. Êàòðàõîâûì íîâûé êëàññ êðà-
åâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ðåøåíèÿ êîòîðîãî ìîãóò èìåòü ñóùå-
ñòâåííûå îñîáåííîñòè. Íà îñíîâå ââåä¼ííîãî èì íîâîãî êëàññà îïåðàòîðîâ
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåìûõ èç èçâåñòíûõ îïåðàòîðîâ Ñîíèíà è Ïóàññîíà
êîìïîçèöèÿìè ñ äðîáíûìè èíòåãðàëàìè Ðèìàíà�Ëèóâèëëÿ, Â.Â. Êàòðàõî-
âûì áûëè ââåäåíû ñïåöèàëüíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ñîäåðæà-
ùèå ôóíêöèè ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè, äîêàçàíû äëÿ íèõ òåîðåìû
âëîæåíèÿ, ïðÿìûå è îáðàòíûå òåîðåìû î ñëåäàõ. Äëÿ ôóíêöèé áåç îñîáåí-
íîñòåé óêàçàííûå ïðîñòðàíñòâà ñâîäÿòñÿ ê ïðîñòðàíñòâàì Ñ.Ë. Ñîáîëåâà,
òàêèì îáðàçîì ÿâëÿÿñü èõ ïðÿìûìè îáîáùåíèÿìè. Äëÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷
ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè Â.Â. Êàòðàõîâûì áûëî ïðåäëîæåíî íîâîå
åñòåñòâåííîå êðàåâîå óñëîâèå âî âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè, êîòîðîå çàêëþ-
÷àåòñÿ â çàäàíèè ïðåäåëà ñâ¼ðòêè ðåøåíèÿ ñ íåêîòîðûì ñãëàæèâàþùèì
ÿäðîì òèïà ÿäðà Ïóàññîíà. Ìû ïðåäëàãàåì íàçûâàòü ýòî íîâîå êðàåâîå
óñëîâèå ¾K-ñëåäîì¿ â ÷åñòü Â.Â. Êàòðàõîâà, êîòîðûé ââ¼ë ýòî óñëîâèå è
ïîäðîáíî èçó÷èë êðàåâûå çàäà÷è ñ íèì. Â òåðìèíàõ ¾K-ñëåäà¿ ïîëó÷àåòñÿ
ïîëíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ âíóòðåííåé îñîáîé
òî÷êîé, â òîì ÷èñëå äëÿ ðåøåíèé ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè â ýòîé
òî÷êå. Äëÿ äàííîé çàäà÷è â óêàçàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Â.
Â. Êàòðàõîâûì áûëà äîêàçàíà êîððåêòíîñòü ïîñòàíîâêè. Ýòîò ðåçóëüòàò
îáîáùàåò òåîðåìû î ðàçðåøèìîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êëàññàõ Ñ.
Ë. Ñîáîëåâà äëÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé áåç îñîáåííîñòåé. Êðîìå òîãî, â ïîñëåäó-
þùèõ ðàáîòàõ Â. Â. Êàòðàõîâà ñ ñîàâòîðàìè áûëè ðàññìîòðåíû îáîáùåíèÿ
íîâûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðàìè Áåññåëÿ è ñèíãóëÿðíûì
ïîòåíöèàëîì, äëÿ îáëàñòåé â ïðîñòðàíñòâàõ Ëîáà÷åâñêîãî è ñëó÷àÿ óãëîâûõ
òî÷åê íà ãðàíèöå îáëàñòè.

Ïðèâåä¼ì ñîäåðæàíèå êíèãè ïî ãëàâàì.
Ãëàâà 1. Ââåäåíèå (èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâà, ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ).
Ãëàâà 2. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ñîíèíà�Ïóàññîíà�Äåëüñàðòà è èõ

ìîäèôèêàöèè.
Ãëàâà 3. Òåîðèÿ îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Áóøìàíà�Ýðäåéè.
Ãëàâà 4. Îáùèå âåñîâûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé.
Ãëàâà 5. Íîâûå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ñ îñîáåííîñòÿìè

â èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ.
Ãëàâà 6. Êîìïîçèöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñïëåòàþùèõ ñîîòíîøåíèé

ìåæäó ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè â êîýô-
ôèöèåíòàõ.

Ãëàâà 7. Ïðèëîæåíèÿ ìåòîäà îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ ê îöåíêàì ðå-
øåíèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè
è çàäà÷å Å.Ì. Ëàíäèñà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû â [1] ñîäåðæèò îêîëî 650 ññûëîê.
Â ìîíîãðàôèè [2] èçëàãàþòñÿ êàê èçâåñòíûå, òàê è íåäàâíî ïî-

ëó÷åííûå ðåçóëüòàòû òåîðèè îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåé ñîáîé ïîëíîñòüþ îôîðìèâøèéñÿ ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë ìàòåìàòè-
êè, íàõîäÿùèéñÿ íà ñòûêå äèôôåðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, òåîðèè ôóíê-
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öèé, êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé è äðîáíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, òåîðèè îáðàòíûõ çàäà÷ è çàäà÷ ðàññåÿíèÿ.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
ИСТОЧНИКА С КОМПАКТНЫМ НОСИТЕЛЕМ В

УРАВНЕНИИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
В.В. Соловьев

soloviev.vyacheslav@gmail.com

УДК 517.95

Рассматривается обратная задача определения источника в уравнении
теплопроводности для случая первой краевой задачи в одномерном
случае. В качестве дополнительной информации о решении прямой
задачи (переопределении) предполагается известным след её решения
в финальный момент времени на некотором отрезке. Получены до-
статочные условия существования единственного решения обратной
задачи. Рассмотрение задачи проводится в классах функций удовле-
творяющих условиям Гёльдера.

Ключевые слова: обратная задача, уравнение теплопроводности, пе-
реопределение.

Solvabiliti of the inverse problem of finding source with
compact support in the heat equation.

The inverse problem of source determination for the heat equation in case
of the first boundary problem in one dimensional case is studied. The
trace of the solution to the direct problem on a segment in the last time
is used as additional information (overdetermination) about this solution.
Existance and uniqueness therems for the solution to the inverse problem
are proved. The inverse problems are considered in the class of smooth
functions with the derivatives satisfying the Holder condition.

Keywords: inverse problem, heat equation, overdetermination

Соловьев Вячеслав Викторович, д.ф.-м.н., профессор, Национальный исследователь-
ский ядерный университет «МИФИ» (Москва, Россия); Vyacheslav Solov’ev (National
Research Nuclear University «MIPhI», Moscow, Russia)
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Ïóñòü 𝑇 > 0, 𝑙 > 0, 0 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑙, 0 < 𝛼 < 1- ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà,
Ω𝑇 = (0, 𝑙) × (0, 𝑇 ]- ïðÿìîóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ (𝑥, 𝑡). Â ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå Ω𝑇 = [0, 𝑙] × [0, 𝑇 ] ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ
ïàðû ôóíêöèé (𝑢, 𝑓) èç óñëîâèé:

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥)ℎ(𝑥, 𝑡) + 𝑔(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (1)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑢(0, 𝑡) = 𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (2)

𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜒(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (3)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âõîäÿùàÿ â óðàâíåíèå (1) ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) ìîæåò
áûòü îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏], òî åñòü íîñèòåëü ýòîé
ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò ýòîìó îòðåçêó. Îïðåäåëèì ïðÿìîóãîëüíèêè 𝑃𝑇 =
[𝑎, 𝑏] × (0, 𝑇 ], 𝑄𝑇 = [0, 𝑎] × (0, 𝑇 ] ∪ [𝑏, 𝑙] × (0, 𝑇 ]. Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé:

𝑈(Ω𝑇 ) = {𝑢 ∈ 𝐶(Ω𝑇 ) : 𝑢 ∈ 𝐶1,0
𝑥,𝑡 (Ω𝑇 ) ∩ 𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑃𝑇 ) ∩ 𝐶2+𝛼,1+𝛼/2(𝑄𝑇 )}.

Òàê êàê äàííîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì ïðè èçó-
÷åíèè çàäà÷ (1)-(2) òî, ñôîðìóëèðóåì ñíà÷àëà, òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ì
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (1)-(2) â ýòîì êëàññå ôóíêöèé.

Теорема 1. Пусть справедливы условия ℎ, ℎ𝑡 ∈ 𝐶𝛼,𝛼/2(Ω𝑇 ), 𝑓 ∈ 𝐶𝛼[𝑎, 𝑏].
Тогда прямая задача (1)-(2), для любых функций 𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝜙 ∈ 𝐶[0, 𝑙],
удовлетворяющих условиям согласования 𝜇1(0) = 𝜙(0), 𝜇2(0) = 𝜙(𝑙), имеет
единственное решение в классе функций 𝑈(Ω𝑇 ).

Ðåøåíèåì îáðàòíîé çàäà÷è (1)-(3) áóäåì íàçûâàòü ïàðó ôóíêöèé (𝑢, 𝑓) ∈
𝑈(Ω𝑇 ) × 𝐶𝛼[𝑎, 𝑏] óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì (1)-(3).

Теорема 2. Пусть справедливы условия ℎ, ℎ𝑡 ∈ 𝐶𝛼,𝛼/2(Ω𝑇 ),
ℎ(𝑥, 𝑡)ℎ𝑡(𝑥, 𝑡) > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 . Тогда обратная задача (1)-(3) не может
иметь двух различных решений в том и только в тои случае, когда отре-
зок [𝑎, 𝑏] принадлежит носителю функции ℎ(𝑥, 𝑇 ). Если, дополнительно к
этим условиям на функцию ℎ, выполнено неравенство |ℎ(𝑥, 𝑇 )| > ℎ𝑇 > 0,
то обратная задача (1)-(3) имеет единственное решение для любых функ-
ций 𝜇1, 𝜇2 ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], 𝜙 ∈ 𝐶[0, 𝑙], 𝜒 ∈ 𝐶2[𝑎, 𝑏] удовлетворяющих условиям
согласования.
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О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ
С ГРАНИЧНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Б.Х. Турметов
turmetovbh@mail.ru

УДК 517.956

В настоящей работе исследуются вопросы разрешимости некоторых
нелокальных краевых задач для полигармонического уравнения. В
качестве граничных операторов рассматриваются операторы дробно-
го дифференцирования типа Адамара. Доказаны теоремы о существо-
вания и единственности решения исследуемых задач.

Ключевые слова: дробная производная, нелокальная задача, ортого-
нальная матрица, полигармоническое уравнение

On some nonlocal boundary value problems with
fractional-order boundary operators

In this paper, we study the solvability of some non-local boundary value
problems for a polyharmonic equation. Fractional differentiation opera-
tors of the Hadamard type are considered as boundary operators. The
theorems on the existence and uniqueness of the solution of the studied
problems are proved.

Keywords: fractional derivative, nonlocal problem, orthogonal matrix,
polyharmonic equation

Ïóñòü Ω = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 1} � åäèíè÷íûé øàð, 𝑛 > 2, 𝜕Ω � åäèíè÷íàÿ
ñôåðà, 𝑢(𝑥) � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ â Ω, 𝑟 = |𝑥|, 𝜃 = 𝑥

𝑟 , 𝛿 = 𝑟 𝑑𝑑𝑟 è 𝜇 > 0.
Ââåäåì îïåðàòîðû òèïà Àäàìàðà [1]:

𝐽𝛼𝜇 [𝑢](𝑥) =
𝑟−𝜇

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑟

0

(︁
ln
𝑟

𝜏

)︁𝛼−1

𝜏𝜇−1𝑢(𝜏𝜃)𝑑𝜏, 𝛼 > 0,

𝐷𝛼
𝜇 [𝑢](𝑥) = 𝑟−𝜇𝐽𝑝−𝛼0 [𝛿𝑝[𝑟𝜇𝑢]] (𝑥), 𝑝− 1 < 𝛼 6 𝑝, 𝑝 > 1.

Ïóñòü 𝑆 - äåéñòâèòåëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà 𝑆𝑆𝑇 = 𝐸. Ïðåäïîëî-
æèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå 𝑙 ∈ 𝑁 ÷òî 𝑆𝑙 = 𝐸.

Ïóñòü 0 < 𝛼 6 1. Ðàññìîòðèì â îáëàñòè Ω ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

(−∆)𝑚𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1)

𝐷𝛼+𝑘
𝜇 𝑢(𝑥) + 𝑎𝑘𝐷

𝛼+𝑘
𝜇 𝑢(𝑆𝑥) = 𝑔𝑘(𝑥), 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1. (2)

Ðåøåíèåì çàäà÷è (1),(2) íàçîâåì ôóíêöèþ 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶2𝑚(Ω) ∩ 𝐶(Ω̄), äëÿ
êîòîðîé 𝐷𝛼+𝑘

𝜇 𝑢(𝑥) ∈ 𝐶(Ω̄), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1 è óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
(1),(2) â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта МОН РК (проект №
AP05131268).

Турметов Батирхан Худайбергенович, д.ф.-м.н., профессор, Международный
казахско-турецкий университет имени А.Ясави (Туркестан, Казахстан) Batirkhan
Turmetov (A. Yasawi International Kazakh-Turkish University, Turkistan, Kazakhstan)
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Çàäà÷à (1),(2) â ñëó÷àå 𝜇 > 0 ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì àíàëîãîì çàäà÷è
Ðîáåíà, à â ñëó÷àå 𝜇 = 0 íåëîêàëüíûì àíàëîãîì çàäà÷è Íåéìàíà. Ïðè
𝑎𝑘 = 0, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚− 1 äàííàÿ çàäà÷à èçó÷åíà â ðàáîòå [2].

Теорема 1. Пусть 𝜇 > 0, 𝑎𝑙𝑘 ̸= ±1, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1, 0 < 𝜆 < 1 и
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω̄), 𝑔𝑘(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘(𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1. Тогда решение
задачи (1),(2) существут и единственно.

Ïóñòü

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 ... 1
0 2 4 ... 2(𝑚− 1)

0 22 42 ... [2(𝑚− 1)]
2

...
...

... · · ·
...

0 2𝑚−1 4𝑚−1 ... [2(𝑚− 1)]
𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

×åðåç ∆𝑗 , 𝑗 = 0, ...,𝑚−1, îáîçíà÷èì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé
èç ìàòðèöû 𝐴 óäàëåíèåì ïåðâîãî ñòîëáöà è ñòðîêè (𝑗 + 1). Â ÷àñòíîñòè,
∆0 = |𝐴| = 𝑑𝑒𝑡𝐴. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî |𝐴| ≠ 0.

Теорема 2. Пусть 𝜇 = 0, 0 < 𝛼 6 1, 𝑎𝑙𝑘 ̸= ±1, 0 < 𝜆 < 1 и 𝑓(𝑥) ∈
𝐶𝜆+1(Ω̄), 𝑔𝑘(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘(𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1. Тогда для существова-
ния решения задачи (1),(2) необходимо и достаточно выполнения условия∫︁

𝜕Ω

(︀
1 − |𝑥|2

)︀𝑚−1
𝑓1−𝛼(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘,𝑚

∫︁
𝜕Ω

𝑔𝑘−1(𝑥)𝑑𝑆𝑥

где

𝑓1−𝛼(𝑥) = 𝐽1−𝛼
2𝑚 [𝑓 ](𝑥), 𝑐𝑘,𝑚 = (−1)𝑘+1∆𝑘

4𝑚−1((𝑚− 1)!)2

(1 + 𝑎𝑘)|𝐴|
.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.

Â ñëó÷àå 𝛼 = 1 èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3] óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (1),(2) ìîæíî óòî÷íèòü.

Теорема 3. Ïóñòü 𝛼 = 1, 𝜇 = 0, 𝑎𝑙𝑘 ̸= ±1, 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1, 0 < 𝜆 < 1 è
𝑓(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+1(Ω̄), 𝑔𝑘−1(𝑥) ∈ 𝐶𝜆+𝑚−1−𝑘(𝜕Ω), 𝑘 = 0, 1, ...,𝑚 − 1. Òîãäà äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1),(2) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ ∫︁

Ω

(︀
1 − |𝑥|2

)︀𝑚−1

(2𝑚− 2)!!
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

∫︁
𝜕Ω

𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)
𝑘+1

(︂
2𝑚− 𝑘 − 1
𝑘 − 1

)︂
(2𝑚− 2𝑘 − 1)!!

1 + 𝑎𝑘
𝑔𝑘−1(𝑥) 𝑑𝑆𝑥.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî
ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî.
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ЗАДАЧА ТИПА ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ В
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДЕ ДЛЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С ТРЕМЯ
СИНГУЛЯРНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

А.К. Уринов, К.Т. Каримов
urinovak@mail.ru, karimovk80@mail.ru

УДК 517.518

Краткая аннотация. Для трехмерного эллиптического уравнения с
тремя сингулярными коэффициентами в полубесконечном параллеле-
пипеде исследована краевая задача типа задачи Дирихле. Единствен-
ность и существование решения задачи, доказана с использованием
метода спектрального анализа.

Ключевые слова: сингулярный коэффициент, полубесконечный парал-
лелепипед, спектральный метод.

The problem of the type Dirichlet problem in a semi-infinite
parallelepiped for an elliptic equation with three singular

coefficients

Short abstract. For a three-dimensional elliptic equation with three singu-
lar coefficients in a semi-infinite parallelepiped, a problem of the Dirichlet
problem type was investigated. The uniqueness and existence of the so-
lution of the problem is proved using the method of spectral analysis.

Keywords: singular coefficient, semi-infinite parallelepiped, spectral
method.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå òðåõìåðíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ òðåìÿ
ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè

𝐿𝑢 ≡ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 +
2𝛼

𝑥
𝑢𝑥 +

2𝛽

𝑦
𝑢𝑦 +

2𝛾

𝑧
𝑢𝑧 = 0 (1)

â îáëàñòè Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥 ∈ (0, 𝑎) , 𝑦 ∈ (0,+∞) , 𝑧 ∈ (0, 𝑐)} , ãäå
𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑎, 𝑐 ∈ 𝑅, ïðè÷åì 𝛼, 𝛽, 𝛾 < 1/2, 𝑎 > 0, 𝑐 > 0; 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧)−
íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 𝐷∞. Íàéòè ôóíêöèþ 𝑢 ∈ 𝐶 ([0, 𝑎] × [0,∞) × [0, 𝑐]) ∩ 𝐶2 (Ω) , óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1) â îáëàñòè Ω è êðàåâûì óñëîâèÿì

𝑢 (0, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝑢 (𝑎, 𝑦, 𝑧) = 0, 0 6 𝑦 <∞, 0 6 𝑧 6 𝑐;

𝑢 (𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑦 <∞;

𝑢 (𝑥, 0, 𝑧) = 𝑓 (𝑥, 𝑧) , lim
𝑦→∞

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑎, 0 6 𝑧 6 𝑐,

ãäå 𝑓 (𝑥, 𝑧)− çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.
Â ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Теорема. Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 (𝑥, 𝑧) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

𝑓 (0, 𝑧) = 𝑓 (𝑎, 𝑧) = 𝑓 (𝑥, 0) = 𝑓 (𝑥, 𝑐) = 0,

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑧

[︀
𝑥2𝛼𝑧2𝛾𝑓𝑥𝑧 (𝑥, 𝑧)

]︀
∈ 𝐶 ([0, 𝑎] × [0, 𝑏]) ,

lim
𝑥→0

𝑥2𝛼
𝜕

𝜕𝑥

[︀
𝑥2𝛼𝑓𝑥 (𝑥, 𝑧)

]︀
= lim
𝑥→𝑎

𝜕

𝑥2𝛼𝜕𝑥

[︀
𝑥2𝛼𝑓𝑥 (𝑥, 𝑧)

]︀
= 0,

lim
𝑧→0

𝜕

𝑧2𝛾𝜕𝑧

[︀
𝑧2𝛾𝑓𝑧 (𝑥, 𝑧)

]︀
= lim
𝑧→𝑐

𝜕

𝑧2𝛾𝜕𝑧

[︀
𝑧2𝛾𝑓𝑧 (𝑥, 𝑧)

]︀
= 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è 𝐷∞ ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=1

∞∑︁
𝑚=1

𝑥1/2−𝛼𝑧1/2−𝛾𝐽1/2−𝛼

(︁𝜎𝑛𝑥
𝑎

)︁
𝐽1/2−𝛾

(︂
𝛿𝑛𝑚𝑧

𝑐

)︂
×

×�̄�1/2−𝛽

(︁√︀
𝜆𝑛𝑚𝑦

)︁
𝑓𝑛𝑚,

ãäå 𝐽𝑙 (𝑥)− ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà 𝑙 ïåðâîãî ðîäà,

𝑓𝑛𝑚 =
4

𝐽2
3/2−𝛼 (𝜎𝑛) 𝐽2

3/2−𝛾 (𝛿𝑛𝑚)

𝑐∫︁
0

𝑎∫︁
0

𝑓 (𝑥, 𝑧)𝑥2𝛼𝑋𝑛 (𝑥) 𝑧2𝛾𝑍𝑛𝑚 (𝑧) 𝑑𝑥𝑑𝑧,

𝑋𝑛 (𝑥) = 𝑥1/2−𝛼𝐽1/2−𝛼 (𝜎𝑛𝑥/𝑎) , 𝑛 ∈ 𝑁,

𝑍𝑛𝑚 (𝑧) = 𝑧1/2−𝛾𝐽1/2−𝛾 (𝛿𝑛𝑚𝑧/𝑐) , 𝑛,𝑚 ∈ 𝑁,

𝜎𝑛 è 𝛿𝑛𝑚− çàíóìåðîâàííûå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëü-
íûå íóëè ôóíêöèé 𝐽1/2−𝛼 (𝑥) è 𝐽1/2−𝛾 (𝑧) ñîîòâåòñòâåííî; �̄�𝜈 (𝑧) =
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21−𝜈𝑧𝜈𝐾𝜈 (𝑧) /Γ (𝜈) , 𝜈 > 0[2]; Γ (𝑥)− Ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà, 𝐾𝑙(𝑥)− ôóíê-
öèÿ Ìàêäîíàëüäà [1].
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПЕРВОГО
СОБСТВЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ ЗАДАЧИ РОБЕНА

А.В. Филиновский
flnv@yandex.com

УДК 517.956.226, 517.956.227

Изучается поведение первого собственного значения краевой задачи
Робена Δ𝑢 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕𝑢

𝜕𝜈
+ 𝛼𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ, в ограниченной об-

ласти Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, с гладкой границей Γ (𝜈 – единичный вектор
внешней нормали к 𝜕Ω, 𝛼 — вещественный параметр). Устанавлива-
ется асимптотическое разложение первого собственного значения по
степеням спектрального параметра при 𝛼→ +∞. Доказываются так-
же двусторонние оценки разности собственных функций задач Робена
и Дирихле.

Ключевые слова: оператор Лапласа, задача Робена, собственные зна-
чения, собственные функции, параметр, асимптотическое разложение,
двусторонние оценки

Asymptotic representation for the first eigenvalue of the Robin
problem

We study the behavior of first eigenvalue of the Robin boundary value
problem Δ𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕𝑢

𝜕𝜈
+ 𝛼𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ, where Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2,

is a bounded domain with smooth boundary Γ, 𝜈 is the outward unit
normal vector to 𝜕Ω, 𝛼 is a real parameter. We obtain the power-type
asymptotic expansion to the first eigenvalue of this problem for 𝛼→ +∞.
Also we prove two-side estimates to the difference between Robin and
Dirichlet eigenfunctions.

Keywords: Laplace operator, Robin problem, eigenvalues, eigenfunctions,
asymptotic expansion, two-side estimates

Филиновский Алексей Владиславович, д.ф.-м.н., профессор, МГТУ имени Н.Э. Ба-
умана (Москва, Россия); Alexey Filinovskiy (Bauman Moscow State Technical University,
Moscow, Russia)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è Ðîáåíà

∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, (1)(︁𝜕𝑢
𝜕𝜈

+ 𝛼𝑢
)︁⃒⃒⃒⃒
𝑥∈Γ

= 0, 𝛼 ∈ R, (2)

è Äèðèõëå
∆𝑢+ 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, (3)

𝑢|𝑥∈Γ = 0, (4)

â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 > 2, ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, 𝜈 � åäèíè÷íûé
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜆𝑅1 (𝛼) ïåðâîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå çàäà÷è Ðîáåíà (1) � (2), à ÷åðåç 𝜆𝐷1 � ïåðâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
çàäà÷è Äèðèõëå (3) � (4). Â ðàáîòàõ [1] � [3] áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî:

𝜆𝑅1 (𝛼) = 𝜆𝐷1 −
∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠
1

𝛼
+ 𝑜

(︂
1

𝛼

)︂
, 𝛼→ +∞, (5)

ãäå 𝑢𝐷1 (𝑥) � íîðìèðîâàííàÿ â 𝐿2(Ω) ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå (3) � (4).

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿2(Ω), 𝑔 ∈ 𝐻1/2(Γ) и выполняется равенство∫︁
Ω

𝑢𝐷1 𝑓𝑑𝑥+

∫︁
Γ

𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

𝑔𝑑𝑠 = 0.

Тогда существует единственное обобщенное решение 𝑣 ∈ 𝐻1(Ω) краевой
задачи

∆𝑣 + 𝜆𝐷1 𝑣 = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω, (6)

𝑣|𝑥∈Γ = 𝑔, (7)

удовлетворяющее условию ∫︁
Ω

𝑣𝑢𝐷1 𝑑𝑥 = 0, (8)

и для него имеет место оценка

‖𝑣‖𝐻1(Ω) 6 𝐶1

(︀
‖𝑓‖𝐿2(Ω) + ‖𝑔‖𝐻1/2(Γ)

)︀
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå,
óòî÷íÿþùåå (5).

Теорема 2. Для собственного значения 𝜆𝑅1 справедливо асимптотиче-
ское представление

𝜆𝑅1 (𝛼) = 𝜆𝐷1 −
∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠
1

𝛼
−
∫︁
Γ

𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

𝜕𝑣

𝜕𝜈
𝑑𝑠

1

𝛼2
+ 𝑜

(︂
1

𝛼2

)︂
, (9)
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𝛼→ +∞,

где 𝑣 – обобщенное решение краевой задачи

∆𝑣 + 𝜆𝐷1 𝑣 =

∫︁
Γ

(︂
𝜕𝑢𝐷1
𝜕𝜈

)︂2

𝑑𝑠 𝑢𝐷1 , 𝑥 ∈ Ω,

𝑣|𝑥∈Γ = −𝜕𝑢
𝐷
1

𝜕𝜈
,

удовлетворяющее условию (8).

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü Γ ãëàäêàÿ, òî âñå âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ôîð-
ìóëû (9) èíòåãðàëû èìåþò ñìûñë (ñì., íàïðèìåð, [5], òåîðåìà 7.1.3).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝜆𝑅𝑘 (𝛼)}∞𝑘=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
çàäà÷è Ðîáåíà, à ÷åðåç {𝜆𝐷𝑘 }∞𝑘=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé çàäà÷è Äèðèõëå ∆𝑢 + 𝜆𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Γ. Ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ñ÷èòàåì çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñ ó÷åòîì êðà-
òíîñòåé. Ïóñòü {𝑢𝑅𝑘,𝛼}∞𝑘=1 è {𝑢𝐷𝑘 }∞𝑘=1 � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîíîðìèðîâàííûå
(â 𝐿2(Ω)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷ Ðîáåíà è Äèðè-
õëå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑚(𝜆) êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ 𝜆. Äëÿ âñåõ
𝛼 ∈ 𝑅 áóäåì ïîëàãàòü ∫︁

Ω

𝑢𝑅𝑘,𝛼𝑢
𝐷
𝑘 𝑑𝑥 > 0.

Теорема 3. (ñì. [4]) Пусть 𝑚(𝜆𝐷𝑘 ) = 1. Тогда существует 𝛼𝑘 ∈ 𝑅,
такое, что при всех 𝛼 > 𝛼𝑘 выполнено 𝑚(𝜆𝑅𝑘 (𝛼)) = 1 и справедливы оценки

𝐶2

𝛼
6 ‖𝑢𝑅𝑘,𝛼 − 𝑢𝐷𝑘 ‖𝐻2(Ω) 6

𝐶3

𝛼
,

где 𝐶2, 𝐶3 – положительные постоянные, не зависящие от 𝛼.
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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ПОСТРОЕНИЯ ПАРЫ ЛАКСА
А.Р. Хакимова

aigulya.khakimova@mail.ru

УДК 517.9

В работе обсуждается прямой метод поиска пары Лакса для нелиней-
ного интегрируемого уравнения. В качестве первого уравнения пары
Лакса берется линеаризация рассматриваемого нелинейного уравне-
ния. Вторым уравнением пары будет обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение совместное с линеаризованным уравнением. Это ОДУ
можно выбрать так, что полученная пара действительно будет парой
Лакса для исходного нелинейного уравнения, в том смысле, что она
совместна тогда и только тогда, когда выполняется уравнение. Полу-
ченная пара Лакса имеет более высокий порядок, чем обычная пара,
однако понижением порядка она сводится к обычной.

Ключевые слова: нелинейные интегрируемые уравнения, линеаризо-
ванное уравнение, инвариантное многообразие, пара Лакса

On a method for constructing a Lax pair

The paper discusses the direct search method for the Lax pair for a non-
linear integrable equation. The linearization of the nonlinear equation
under consideration is taken as the first equation of the Lax pair. The
second equation of the pair will be an ordinary differential equation con-
sistent with the linearized equation. This ODE can be chosen in such a
way that the resulting pair is indeed a Lax pair for the original nonlinear
equation, in the sense that it is consistent if and only if the equation is
satisfied. The resulting Lax pair has a higher order than a regular pair,
but by decreasing the order it reduces to the usual one.

Keywords: nonlinear integrable equations, linearized equation, invariant
manifold, Lax pair

Ïàðà Ëàêñà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì èíñòðóìåíòîì èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Îíà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó, èíòåãðàëû
äâèæåíèÿ, âûñøèå ñèììåòðèè, òî÷íûå è àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ò.ä.
Ðàçðàáîòêà íîâûõ ìåòîäîâ ïîèñêà ïàð Ëàêñà îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé, íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è (ñì., íàïðèìåð,
[1] - [4]).

Äîêëàä îñíîâàí íà ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ â íàøèõ ðàáîòàõ [5] - [10],
â êîòîðûõ ðàçðàáîòàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà, èñïîëüçóþ-
ùèé ïîíÿòèå ñèììåòðèè. Êðàòêî èçëîæèì ñóòü ìåòîäà.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âèäà

𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑘), 𝑢𝑗 =
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗
. (1)

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 15-
11-20007).

Хакимова Айгуль Ринатовна, инженер-исследователь, Институт математики с вы-
числительным центром УФИЦ РАН (Уфа, Россия); Aigul Khakimova (Institute of
Mathematics, Ufa Federal Research Centre, RAS, Ufa, Russia)
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Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (1)

𝑈𝑡 =

(︂
𝜕𝑓

𝜕𝑢
+

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥
𝐷𝑥 +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑥𝑥
𝐷2
𝑥 + · · · +

𝜕𝑓

𝜕𝑢𝑘
𝐷𝑘
𝑥

)︂
𝑈. (2)

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

𝑈𝑚 = 𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1;𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛), (3)

ãäå 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑡) èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, à ôóíêöèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), ÿâëÿþùàÿñÿ íåêî-
òîðûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), âõîäèò â (3) â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëüíîãî
ïàðàìåòðà.

Определение Уравнение (1) определяет обобщенное инвариантное
многообразие (ОИМ) для уравнения (1), если условие

𝐷𝑚
𝑥 𝑈𝑡 −𝐷𝑡𝑈𝑚|(1),(2),(3) = 0

выполняется тождественно для всех значений переменных {𝑢𝑗} и 𝑈 , 𝑈𝑥,
. . . , 𝑈𝑚−1.

Çäåñü ïåðåìåííûå 𝑢𝑡, 𝑈𝑡 è èõ ïðîèçâîäíûå ïî 𝑥 çàìåíÿþòñÿ â ñèëó óðàâ-
íåíèé (1) è (2), à ïåðåìåííûå 𝑈𝑚, 𝑈𝑚+1, . . . � â ñèëó ðàâåíñòâà (3). Ïî-
ñêîëüêó ïåðåìåííûå 𝑥, 𝑡, 𝑈 , 𝑈𝑥, 𝑈𝑥𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥, . . . , 𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1,
. . . â óðàâíåíèè (3) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, çàäà÷à îòûñêàíèÿ ôóíêöèè
𝐹 (𝑥, 𝑡, 𝑈, 𝑈𝑥, . . . , 𝑈𝑚−1;𝑢, 𝑢𝑥, . . . , 𝑢𝑛) ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé è ýôôåê-
òèâíî ðåøàåòñÿ.

Â íàøèõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâà êëàññà îáîáùåííûõ
èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé:

1.

𝑠∑︁
𝑖,𝑗=0

𝛼𝑖𝑗(𝜆, 𝑢, 𝑢1, . . . )𝑈𝑖𝑈𝑗 + 𝑘 = 0;

2.

𝑚∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗(𝜆, 𝑢, 𝑢1, . . . )𝑈𝑗 = 0,

ãäå 𝑘, 𝜆 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà ÎÈÌ çàäàåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì, ñèñòåìà

óðàâíåíèé (2)-(3) îáðàçóåò íåëèíåéíóþ ïàðó Ëàêñà äëÿ óðàâíåíèÿ (1), êî-
òîðàÿ ïðîñòûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé. Âî âòîðîì ñëó÷àå,
êîãäà ÎÈÌ çàäàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì, èç ðàâåíñòâà (2) ëåãêî âûâî-
äèòñÿ òàêîé âàæíûé â òåîðèè èíòåãðèðóåìîñòè îáúåêò, êàê îïåðàòîð ðåêóð-
ñèè. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ïàðû Ëàêñà è îïåðàòîðà ðåêóðñèè
àïðîáèðîâàíà íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ (ñì. [5] - [10]).
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On spectral decompositions of functions from Nikolsky spaces
with respect to eigenfunctions of the Schrödinger operator in

3-dimensional domain

This paper is devoted to establish uniformly summability conditions for
the Riesz means of spectral decompositions of functions from Nikolsky
spaces 𝐻𝛼

𝑝 .

Keywords: the Schrödinger operator, spectral decompositions, the Riesz
means.

Â ïðîèçâîëüíîé òðåõìåðíåé îáëàñòè Ω ðàñcìîòðèì íåîòðèöàòåëüíóþ
ôóíêöèþ 𝑞(𝑥) > 0 è 𝑞(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω). Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝑢𝑛(𝑥)} ïîëíóþ îð-
òîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðîèçâîëüíîãî íåîòðèöà-
òåëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî ðàñøèðåíèÿ îïåðàòîðà Øð�åäèíãåðà −∆ + 𝑞(𝑥)
ñ ÷èñòî òî÷å÷íûì ñïåêòðîì, ñîñòîÿùèì èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë 𝜆𝑛 > 0.

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿2(Ω) è îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑓𝑛 åå êîýôôèöèåí-
òû Ôóðüå ïî ñèñòåìå {𝑢𝑛(𝑥)} è ââåäåì ñðåäíèå Ðèññà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
𝑓 ïîðÿäêà 𝑠 > 0 :

𝐸𝑠𝜆𝑓(𝑥) =
∑︁
𝜆𝑛<𝜆

(︂
1 − 𝜆𝑛

𝜆

)︂𝑠
𝑓𝑛𝑢𝑛(𝑥) (1)

Äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà 𝐾 ⊂ Ω oáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑆𝐾(𝑡)
ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó:

𝑆𝐾(𝑡) =

⎛⎜⎝ sup
𝑥∈𝐾⊂Ω

∫︁
|𝑦−𝑥|6𝑡

|𝑞(𝑦)|2𝑑𝑦

⎞⎟⎠
1
2

Ïóñòü

𝑄(Ω) =

⎧⎨⎩𝑞 ∈ 𝐿2(Ω) :

1∫︁
0

𝑆𝐾(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 < +∞, 𝐾 ⊂ Ω, 𝑡 > 0.

⎫⎬⎭ .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:
Теорема. Пусть Ω - произвольная область, 𝑞 ∈ 𝑄(Ω), {𝑢𝑛(𝑥)} - полная

ортонормированная система собственных функций произвольного неот-
рицательного самоспряженного расширения оператора −∆ + 𝑞(𝑥) с чисто
точечным спектром 𝜆 > 0.

Пусть 𝑓(𝑥) - произвольная функция, удовлетворяющая следующим
трем требованиям: 1) 𝑓(𝑥) финитна в области Ω; 2) 𝑓(𝑥) принадлежит
в области Ω классу 𝐻𝛼

2 (Ω) при 𝛼 > 1 − 𝑠, где 𝑠 заключено в интервале
0 6 𝑠 < 1; 3) в некоторой содержащей в Ω области 𝐷 функция 𝑓(𝑥) при-
надлежит классу 𝐻𝛼

𝑝 (𝐷) при 𝛼 > 1− 𝑠, 𝑝𝛼 > 3. Тогда равномерно относи-
тельно 𝑥 в каждой сторого внутренней подобласт 𝐷′ области 𝐷 имеет
место равенство

lim
𝜆→∞

𝐸𝑠𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ðàçðàáîòàííûì àêàäåìè-
êàìè Èëüèíûì Â.À è Àëèìîâûì Ø.À (ñì [1]-[4]), íà îñíîâå ôîðìóëû ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω îáëàñòü â R2, ãðàíèöà êîòîðîé Γ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
è â îêðåñòíîñòè êîíöîâ îòðåçêà Γ1 =

[︀
− 1

2 ; 1
2

]︀
íà îñè àáñöèññ ñîâïàäàåò ñ

ïðÿìûìè 𝑥1 = − 1
2 è 𝑥1 = 1

2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì íåïóñòîé ó÷àñòîê
ãðàíèöû Γ2 = {𝑥 ∈ Γ : 𝑥2 > 𝑐} äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî 𝑐 > 0 è ïóñòü
Γ3 = Γ ∖ Γ2.

Ïóñòü 𝑄 � ïðÿìîóãîëüíèê
{︀
𝑥 ∈ R2 : 𝑥1 ∈

(︀
− 1

2 ; 1
2

)︀
, 𝑥2 ∈

(︀
−ℎ𝜀

2 ; ℎ𝜀2
)︀}︀

è 𝐵

� ïðÿìîóãîëüíèê
{︀
𝜉 ∈ R2 : 𝜉1 ∈

(︀
−𝑎

2 ; 𝑎2
)︀
, 𝜉2 ∈

(︀
−ℎ

2 ; ℎ2
)︀}︀
. Íàïîìíèì, ÷òî 𝜀 =

1
2𝒩+1 , ãäå 𝒩 ∈ N. Îáîçíà÷èì 𝐵𝑗𝜀 = {𝑥 ∈ Ω : 𝜀−1(𝑥1−𝑗, 𝑥2) ∈ 𝐵}, 𝑗 ∈ Z, 𝐵𝜀 =⋃︀
𝑗

𝐵𝑗𝜀 è ðàññìîòðèì ïîëîñó ñ êàíàëàìè 𝑄𝜀 := 𝑄∖𝐵𝜀. Âåðòèêàëüíóþ ãðàíèöó

êàíàëîâ îáîçíà÷èì Γ𝜀 = 𝜕𝐵𝜀 ∩ 𝑄. Îïðåäåëèì îáëàñòü Ω𝜀 êàê Ω ∖ 𝑄𝜀 (ñì.
ðèñ. 1). Îáîçíà÷èì Γ𝜀3 =

{︀
𝑥 ∈ Γ3 : |𝑥2| > ℎ𝜀

2

}︀
è Υ𝜀 =

{︀
𝑥 ∈ 𝜕𝑄𝜀 : |𝑥2| = ℎ𝜀

2

}︀
.

Ïðîñòðàíñòâî 𝐻1(Ω𝜀,Γ2) îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèå ìíîæåñòâà 𝐶∞(Ω𝜀)
ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè Γ2, ïî íîðìå 𝐻1(Ω𝜀).

Ðèñ. 2.1: Ñòðóêòóðà îáëàñòè Ω𝜀

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó òèïà Ñòåêëîâà⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∆𝑢𝜀 = 0 â Ω𝜀,

𝑢𝜀 = 0 íà Γ2,

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜈 = 0 íà Υ𝜀 ∪ Γ𝜀3,

𝜕𝑢𝜀

𝜕𝜈 = 𝜆𝜀𝑢𝜀 íà Γ𝜀.

(1)

Çäåñü è äàëåå 𝜈 � âåêòîð åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëè.
Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ

óñëîâèåì Ñòåêëîâà íà ÷àñòè ãðàíèöû ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííîé, ðåçîëü-
âåíòà ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà êîìïàêòíà è ïîëîæèòåëüíà. Ïîýòîìó,
çàäà÷à (1) èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð, óõîäÿùèé â ∞. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è, ïåðåíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ÷åðåç
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𝜆𝜀,1, 𝜆𝜀,2, . . . , 𝜆𝜀,𝑗 , · · · → ∞, à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ÷åðåç
𝑢𝜀,1, 𝑢𝜀,2, . . . , 𝑢𝜀,𝑗 , . . . Ñëåäóþùåå óñëîâèå íîðìèðîâêè ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-
íûì äëÿ çàäà÷è (1): ∫︁

Γ𝜀

𝑢𝜀,𝑖𝑢𝜀,𝑗 𝑑𝑥2 = 𝛿𝑗𝑖 ,

ãäå 𝛿𝑗𝑖 = 1 åñëè 𝑖 = 𝑗, è 0, åñëè 𝑖 ̸= 𝑗.
Â äàëüíåéøåì ìû òàêæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå [𝑢] äëÿ ñêà÷êà ôóíê-

öèè 𝑢 íà Γ1. Çàäà÷ó (1) è âîçíèêàþùèå íèæå çàäà÷è ñî ñêà÷êîì íà Γ1

áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-
øåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó 𝐻1(Ω𝜀,Γ2).

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óñðåäíåííàÿ çàäà÷à äëÿ (1) ïðèíèìàåò âèä⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−∆𝑢0 = 0 â Ω,

𝑢0 = 0 íà Γ2,

𝜕𝑢0
𝜕𝜈

= 0 íà Γ3,

[𝑢0] = 0 íà Γ1,[︂
𝜕𝑢0
𝜕𝑥2

]︂
= −2ℎ𝜆0𝑢0 íà Γ1.

(2)

Ýòà çàäà÷à ñàìîñîïðÿæåííàÿ è èìååò äèñêðåòíûé ñïåêòð. Ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà 𝜆0,𝑘, çàíóìåðîâàííûå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, ñòðåìÿòñÿ ê
+∞ ïðè 𝑘 → ∞. Áîëåå òîãî, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé [1, Theorem 3.1] ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Îòìåòèì èíòåðåñíóþ îñîáåííîñòü ïðåäåëüíîé çàäà÷è (2). Êîýôôèöèåíò
â ñïåêòðàëüíîì óñëîâèè â ýòîé çàäà÷å çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ℎ (òîëùèíû
ïåðåãîðîäêè), íî íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà 𝑎, õàðàêòåðèçóþùåãî øèðèíó
îòâåðñòèé (ñì. ôîðìóëó (11) â [1]). Çàâèñèìîñòü îò 𝑎 ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî
â ñëåäóþùèõ ÷ëåíàõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñîáñòâåííûõ ïàð. Ýòî
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîýôôèöèåíò â ïðåäåëüíîì ñïåêòðàëüíîì óñëîâèè îïðå-
äåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé äëèíîé âåðòèêàëüíîé ÷àñòè ãðàíèöû ïåðåãîðîäêè â
äîïðåäåëüíîé çàäà÷å. Ýòà ýôôåêòèâíàÿ äëèíà íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà 𝑎.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. [2]).
Теорема 1. Пусть 𝜆0 — 𝑛-кратное собственное значение задачи (2),

𝑢
(𝑙)
0 — соответствующие нормированные собственные функции. Тогда
асимптотики собственных значений 𝜆(𝑙)𝜀 задачи (1), сходящихся к 𝜆0 при
𝜀→ 0, имеют вид

𝜆(𝑙)𝜀 = 𝜆0 + 𝜀𝜆
(𝑙)
1 + 𝑜(𝜀

3
2−𝜇),

где 𝜆(𝑙)1 определяется равенством

𝜆
(𝑙)
1 =

1 − 𝑎

2

⎛⎝𝐵𝑎ℎ𝜆20 +

⃦⃦⃦⃦
⃦
⟨
𝜕𝑢

(𝑙)
0

𝜕𝑥2

⟩⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2(Γ1)

+ (1 − 3𝐴𝑎ℎ)

⃦⃦⃦⃦
⃦𝜕𝑢(𝑙)0

𝜕𝑥1

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2(Γ1)

⎞⎠ ,
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константы 𝐴𝑎ℎ, 𝐵𝑎ℎ явно вычисляются, а 𝜇 — сколь угодно малое поло-
жительное число.
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КУСОЧНО-ЛИНЕЙНОЕ МИНИМАКСНОЕ РЕШЕНИЕ
УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ С НЕОДНОРОДНЫМ
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УДК 517.955

Рассматривается терминальная задача Коши для уравнения Гамиль-
тона –Якоби с неоднородным гамильтонианом. Гамильтониан и тер-
минальная функция предполагаются кусочно-линейными, а размер-
ность фазового пространства равна двум. Предложен и обоснован ко-
нечный алгоритм точного построения минимаксного и/или вязкост-
ного решения. Алгоритм состоит из конечного числа последователь-
ных этапов, на каждом из которых решаются элементарные задачи
нескольких типов и осуществляется непрерывная склейка решений
этих задач. Решение, построенное в результате реализации алгорит-
ма, является кусочно-линейной функцией.

Ключевые слова: уравнение Гамильтона –Якоби, минимаксное реше-
ние, вязкостное решение, кусочно-линейные функции, алгоритм
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Piecewise linear minimax solution of Hamilton – Jacobi
equation with nonhomogeneous Hamiltonian

The terminal value Cauchy problem is considered for Hamilton - Jacobi
equation with nonhomogeneous Hamiltonian. The Hamiltonian and the
terminal function are piecewise linear, and the dimension of state space is
two. A finite algorithm for the exact construction of the minimax and/or
viscosity solution is proposed and justified. The algorithm consists of a
finite number of consecutive stages, at each of which elementary problems
of several types are solved and the continuous gluing of these solutions
are carried out. The solution built by the algorithm is a piecewise linear
function.

Keywords: Hamilton – Jacobi equation, minimax solution, viscosity solu-
tion, piecewise linear functions, algorithm

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíàëüíàÿ çàäà÷à Êîøè.

𝜕𝜔(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝐻

(︂
𝜕𝜔(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥

)︂
= 0, 𝑡 6 𝜗, 𝑥 ∈ ×𝑅𝑛, (1)

𝜔(𝜗, 𝑥) = 𝜎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛. (2)

Çäåñü 𝜗 � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ãàìèëüòîíèàí 𝐻(·) íåïðåðûâåí,
à ôóíêöèÿ 𝜎(·) � ëèïøèöåâà.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ìèíèìàêñíîå (âÿçêîñòíîå [2]) ðåøåíèå 𝜔(·) çàäà÷è
(1),(2) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé 𝐻(·) èëè
𝜎(·) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé èëè âîãíóòîé, ìîæíî âûïèñàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
ðåøåíèÿ, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû Õîïôà � Ëàêñà [3,4] è Ïøåíè÷íî-
ãî � Ñàãàéäàê [5]. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ
ðåøåíèÿ íå óäàåòñÿ.

Â [6,7] áûë ðàçðàáîòàí êîíå÷íûé àëãîðèòì òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ìèíè-
ìàêñíîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâ-
íà äâóì, à ãàìèëüòîíèàí 𝐻(·) è ôóíêöèÿ 𝜎(·) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè
è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíîñòè

𝜎(𝜆𝑥) = 𝜆𝜎(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 > 0, (3)

𝐻(𝜆𝑠) = 𝜆𝐻(𝑠), 𝑠 ∈ 𝑅𝑛, 𝜆 ∈ 𝑅, 𝜆 > 0. (4)

Â [6,7] óñëîâèå (4) áûëî ñóùåñòâåííûì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷à
(1),(2) òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ âõîäíûõ äàííûõ. Íî ñåé÷àñ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ (4) îäíîðîäíîñòè ãàìèëüòîíèàíà.

Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ. Àëãîðèòì çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷ íåñêîëüêèõ òèïîâ
è íåïðåðûâíîé ñêëåéêå ýòèõ ðåøåíèé. Ïîñòðîåííîå ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì, ïðåäñòàâëÿþùèé ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ,
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàêñ-
íûõ (âÿçêîñòíûõ) ðåøåíèé óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà-ßêîáè ñ ãàìèëüòîíèàíà-
ìè îáùåãî âèäà.
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ИНТЕГРИРУЕМЫЕ ДИНАМИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ С
ДИССИПАЦИЕЙ СО МНОГИМ ЧИСЛОМ СТЕПЕНЕЙ

СВОБОДЫ
М.В. Шамолин

shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru

УДК 517.9, 531.01

В работе показана интегрируемость некоторых классов динамических
систем на касательном расслоении к многомерному многообразию.
При этом силовые поля обладают переменной диссипацией и обоб-
щают ранее рассмотренные.

Ключевые слова: динамическая система, диссипация, интегрируе-
мость, трансцендентный первый интеграл

Integrable dynamical systems with many degrees of freedom
and dissipation

In this study, we show the integrability of certain classes of dynamic sys-
tems on the tangent bundle to a multi-dimensional manifold. In this case,
the force fields have variable dissipation and generalize the cases consid-
ered previously.

Keywords: dynamical system, dissipation, integrability, transcendental
first integral
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Â çàäà÷àõ äèíàìèêè èçó÷àþòñÿ ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ñ äèññèïàöèåé (ñ ïðîñòðàíñòâîì ïîëîæåíèé � ìíîãîìåðíûì ìíîãîîáðàçè-
åì). Èõ ôàçîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè ñòàíîâÿòñÿ êàñàòåëüíûå ðàññëîåíèÿ ê
äàííûì ìíîãîîáðàçèÿì. Òàê èçó÷åíèå 𝑛-ìåðíîãî îáîáùåííîãî ñôåðè÷åñêî-
ãî ìàÿòíèêà â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë ïðèâîäèò ê äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê (𝑛−1)-ìåðíîé ñôåðå, ïðè ýòîì ìåòðèêà ñïåöè-
àëüíîãî âèäà íà íåé èíäóöèðîâàíà äîïîëíèòåëüíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé [1,
2]. Âûäåëèì òàêæå çàäà÷è î äâèæåíèè òî÷êè ïî ìíîãîìåðíîé ïîâåðõíîñòè,
ïðè ýòîì ìåòðèêà íà íåé èíäóöèðîâàíà åâêëèäîâîé ìåòðèêîé âñåîáúåìëþ-
ùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñ 𝑛 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (𝛼, 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛−1), (𝑧𝑛, . . . , 𝑧1)
� êâàçèñêîðîñòè, íàëè÷èå äèññèïàöèè (çíàêîïåðåìåííîé) õàðàêòåðèçóåò êî-
ýôôèöèåíò 𝑏𝛿(𝛼) â ïåðâîì óðàâíåíèè, 𝐹 (𝛼) � âíåøíåå ñèëîâîå ïîëå:

�̇� = −𝑧𝑛 + 𝑏𝛿(𝛼),

�̇�𝑛 = 𝐹 (𝛼) + Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑧2𝑛−1 + Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑔2(𝛽1)𝑧22 + . . .

. . .+ Γ𝛼𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓2(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . 𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 ,

�̇�𝑛−1 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧𝑛−1𝑧𝑛 − Γ1
22(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)𝑧2𝑛−2 − . . .

. . .− Γ1
𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . 𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 , . . . ,

�̇�2 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧2𝑧𝑛 − [2Γ2(𝛽1) +𝐷𝑔(𝛽1)] 𝑓(𝛼)𝑧2𝑧𝑛−1 − . . .

. . .− [2Γ𝑛−2(𝛽𝑛−3) +𝐷𝑟(𝛽𝑛−3)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑠(𝛽𝑛−4)𝑧2𝑧3− (1)

−Γ𝑛−2
𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑟(𝛽𝑛−3)𝑖2(𝛽𝑛−2)𝑧21 ,

�̇�1 = [2Γ1(𝛼) +𝐷𝑓(𝛼)] 𝑧1𝑧𝑛 − [2Γ2(𝛽1) +𝐷𝑔(𝛽1)] 𝑓1(𝛼)𝑧1𝑧𝑛−1−

− [2Γ3(𝛽2) +𝐷ℎ(𝛽2)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)𝑧1𝑧𝑛−2 − . . .

. . .− [2Γ𝑛−1(𝛽𝑛−2) +𝐷𝑖(𝛽𝑛−2)] 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑟(𝛽𝑛−3)𝑧1𝑧2,

�̇�1 = 𝑧𝑛−1𝑓(𝛼), �̇�2 = 𝑧𝑛−2𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1), �̇�3 = 𝑧𝑛−3𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2), . . . ,

�̇�𝑛−1 = 𝑧1𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑖(𝛽𝑛−2);

çäåñü âñåâîçìîæíûå Γ � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà,
𝐷 � äèôôåðåíöèðîâàíèå, ôóíêöèè 𝑓, 𝑔, ℎ, 𝑖, . . . � ãëàäêèå.

Ïîòðåáóåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ ðàâåíñòâ:

Γ𝛼11(𝛼, 𝛽) = Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1) = . . . = Γ𝛼𝑛−1,𝑛−1(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1)ℎ2(𝛽2) . . . =

= Γ𝑛(𝛼), 2Γ1(𝛼) +
𝑑 ln |𝑓(𝛼)|

𝑑𝛼
+ Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼) ≡ 0. (2)

Äëÿ ïîëíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1) íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãî-
âîðÿ, 2𝑛− 1 íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî ïîñëå ñëåäóþùåé çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ

𝑤𝑛 = 𝑧𝑛, 𝑤𝑛−1 =
√︁
𝑧21 + . . .+ 𝑧2𝑛−1, 𝑤𝑛−2 =

𝑧2
𝑧1
,
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𝑤𝑛−3 =
𝑧3√︀
𝑧21 + 𝑧22

, . . . , 𝑤1 =
𝑧𝑛−1√︁

𝑧21 + . . .+ 𝑧𝑛−2
2

,

ñèñòåìà (1) ðàñïàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�̇� = −𝑤𝑛 + 𝑏𝛿(𝛼), �̇�𝑛 = 𝐹 (𝛼) + Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼)𝑤2
𝑛−1,

�̇�𝑛−1 =

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑤𝑛−1𝑤𝑛, (3)

�̇�𝑠 = ±𝑤𝑛−1

√︀
1 + 𝑤2

𝑠𝑓(𝛼) . . . [2Γ𝑠+1(𝛽𝑠) +𝐷𝑗(𝛽𝑠)] ,

�̇�𝑠 = ± 𝑤𝑠𝑤𝑛−1√︀
1 + 𝑤2

𝑠

𝑓(𝛼) . . . , 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2, (4)

�̇�𝑛−1 = ± 𝑤𝑛−1√︁
1 + 𝑤2

𝑛−2

𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2) . . . 𝑖(𝛽𝑛−2), (5)

ãäå â ñèñòåìå (4) ñèìâîëîì �. . .� ïîêàçàíû îäèíàêîâûå ÷ëåíû, à ôóíêöèÿ
𝑗(𝛽𝑠) � îäíà èç ôóíêöèé 𝑔, ℎ, . . ., çàâèñÿùàÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëà 𝛽𝑠.

Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû (3)�(5) äîñòàòî÷íî óêà-
çàòü äâà íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëà ñèñòåìû (3), ïî îäíîìó � äëÿ ñè-
ñòåì (4) (ìåíÿÿ â íèõ íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå; èõ 𝑛−2 øòóêè), è äîïîëíè-
òåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5) (ò.å. âñåãî 𝑛+1).

Теорема. Пусть для некоторых 𝜅, 𝜆 ∈ R выполняются равенства
Γ𝑛(𝛼)𝑓2(𝛼) = 𝜅𝑑 ln |𝛿(𝛼)|/𝑑𝛼, 𝐹 (𝛼) = 𝜆𝑑𝛿2(𝛼)/2𝑑𝛼. Тогда система (1) при
выполнении условий (2) обладает полным набором (𝑛 + 1) независимых,
вообще говоря, трансцендентных первых интегралов.

Â ÷àñòíîñòè, ïðè 𝜅 = −1 ñèñòåìà (3) èìååò ñëåäóþùèé ïåðâûé èíòåãðàë:

Θ1(𝑤𝑛, 𝑤𝑛−1;𝛼) =
𝑤2
𝑛 + 𝑤2

𝑛−1 − 𝑏𝑤𝑛𝛿(𝛼) + 𝜆𝛿2(𝛼)

𝑤𝑛−1𝛿(𝛼)
= 𝐶1 = const.

Äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ ñèñòåìû (3) èìååò ñëåäóþùèé
ñòðóêòóðíûé âèä:

Θ2(𝑤𝑛, 𝑤𝑛−1;𝛼) = 𝐺

(︂
𝛿(𝛼),

𝑤𝑛
𝛿(𝛼)

,
𝑤𝑛−1

𝛿(𝛼)

)︂
= 𝐶2 = const

è ïðè 𝜅 = −1 îí íàéäåòñÿ èç êâàäðàòóðû (𝑢𝑛 = 𝑤𝑛/𝛿(𝛼))

ln |𝑔(𝛼)| =

∫︁
(𝑏− 𝑢𝑛)𝑑𝑢𝑛

2(𝜆− 𝑏𝑢𝑛 + 𝑢2𝑛) − 𝐶1{𝐶1 ±
√︀
𝐶2

1 − 4(𝑢2𝑛 − 𝑏𝑢𝑛 + 𝜆)}/2
.

Ïåðâûå èíòåãðàëû äëÿ ñèñòåì (4) èìåþò âèä

Θ𝑠+2(𝑤𝑠;𝛽𝑠) =

√︀
1 + 𝑤2

𝑠

Ψ𝑠(𝛽𝑠)
= 𝐶𝑠+2 = const, 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2,

ãäå Ψ𝑠(𝛽𝑠), 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 2, � íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè. À äîïîëíèòåëü-
íûé ïåðâûé èíòåãðàë, �ïðèâÿçûâàþùèé� óðàâíåíèå (5), èìååò âèä

Θ𝑛+1(𝑤2, 𝑤1;𝛼, 𝛽) = 𝛽𝑛−1 ±
∫︁ 𝛽𝑛−2

𝛽𝑛−20

𝐶𝑛𝑖(𝑏)√︁
𝐶2
𝑛−1Ψ2

𝑛−2(𝑏) − 𝐶2
𝑛

𝑑𝑏 = 𝐶𝑛+1 = const.
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Äëÿ ñèñòåì ñ äèññèïàöèåé òðàíñöåíäåíòíîñòü ôóíêöèé êàê ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ íàñëåäóåòñÿ èç íàëè÷èÿ ïðèòÿãèâàþùèõ ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ.

Âûäåëèì âàæíûå ñëó÷àè äëÿ ôóíêöèè 𝑓(𝛼), îïðåäåëÿþùåé ìåòðèêó:

𝑓(𝛼) =
cos𝛼

sin𝛼
, (6)

𝑓(𝛼) =
1

cos𝛼 sin𝛼
. (7)

Ñëó÷àé (6) ôîðìèðóåò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ äèíàìè-
÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî (𝑛 + 1)-ìåðíîãî òâåðäîãî òåëà íà íóëåâûõ óðîâíÿõ
öèêëè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå [1, 2]. Ñëó÷àé (7) ôîð-
ìèðóåò ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâèæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà 𝑛-
ìåðíîé ñôåðå òàêæå â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå. Â ñëó÷àå (6), åñëè 𝛿(𝛼) =
𝐹 (𝛼)/ cos𝛼, òî ñèñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå (𝑛 + 1)-ìåðíîãî òâåðäîãî òå-
ëà â ñèëîâîì ïîëå 𝐹 (𝛼) ïîä äåéñòâèåì ñëåäÿùåé ñèëû [3]. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè 𝐹 (𝛼) = sin𝛼 cos𝛼, 𝛿(𝛼) = sin𝛼, òî ñèñòåìà îïèñûâàåò îáîáùåííûé
(𝑛+ 1)-ìåðíûé ñôåðè÷åñêèé ìàÿòíèê â íåêîíñåðâàòèâíîì ïîëå ñèë è îáëà-
äàåò ïîëíûì íàáîðîì òðàíñöåíäåíòíûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, âûðàæàþùèõñÿ
÷åðåç êîíå÷íóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
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В докладе рассматривается метод решения дифференциального урав-
нения с левосторонней дробной производной Бесселя, основанный на
применении преобразования Мейера.
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Method for differential equations with fractional Bessel
derivative

In the report we discuss a method for solving a differential equation with
a left-sided fractional Bessel derivative. This method is based on the
application of the Meijer transform.

Keywords: fractional Bessel operator, fractional differential equation, hy-
pergeometric function, Meijer transform

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ ïîÿâëÿ-
þòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé è èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé (ñì.
[1,2]), íî, äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà, íå ñóùåñòâîâàëî ïðîñòûõ è îáùèõ ìåòî-
äîâ äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Â ýòîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìåòîä, êî-
òîðûé ïîäõîäèò äëÿ øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ñ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ. Ìåòîä èñïîëüçóåò ìåòîä
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåéåðà è îñíîâàí íà ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåéåðà äëÿ
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ

𝐵𝜈 = 𝐷2 +
𝜈

𝑥
𝐷, 𝜈 > 0, 𝐷 :=

𝑑

𝑑𝑥
,

è åãî äðîáíûå ñòåïåíè (𝐵𝜈)𝛼, 𝛼 ∈ R.
Ïóñòü 𝑓 èíòåãðèðóåìà ïî (0,∞) ñ âåñîì 𝑥4𝛼+𝜈 , 𝛼 > 0. Èíòåãðàë

(𝐵−𝛼
𝜈,0+𝑓)(𝑥)=(𝐼𝐵𝛼𝜈,0+ 𝑓)(𝑥) =

=
1

Γ(2𝛼)

𝑥∫︁
0

(︁𝑦
𝑥

)︁𝜈 (︂𝑥2−𝑦2
2𝑥

)︂2𝛼−1

2𝐹1

(︂
𝛼+

𝜈−1

2
, 𝛼; 2𝛼; 1−𝑦

2

𝑥2

)︂
𝑓(𝑦)𝑑𝑦 (1)

íàçûâàåòñÿ левосторонним дробным интегралом Бесселя íà ïîëóîñè
[0,∞) ïîðÿäêà 𝛼.

Â (1) ôóíêöèÿ 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) � ýòî ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðå-
äåëåííâÿ äëÿ |𝑧| < 1 ñòåïåííûì ðÿäîì

2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝑎)𝑛(𝑏)𝑛
(𝑐)𝑛

𝑧𝑛

𝑛!
.

Äëÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà 𝑧 ñ |𝑧| > 1 ôóíêöèÿ 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) ìîæåò áûòü
àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíà ïî ëþáîìó ïóòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, êîòî-
ðûé èçáåãàåò òî÷åê âåòâëåíèÿ 1 è ∞.

Левосторонняя дробная производная Бесселя íà ïîëóîñè [0,∞)
ïîðÿäêà 𝛼 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(𝐵𝛼𝜈,0+𝑓)(𝑥) = (𝐷𝐵𝛼𝜈,0+𝑓)(𝑥) = 𝐵𝑛𝜈 (𝐼𝐵𝑛−𝛼𝜈,0+𝑓)(𝑥), 𝑛 = [𝛼] + 1

Ïîäðîáíåå î äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Áåññåëÿ ñì. [3�7].
Ïóñòü 𝐶∞ = 𝐶∞(0,∞). Â [4] ïðåäñòàâëåíû ïðîñòðàíñòâà

𝐹𝑝 =

{︂
𝜙 ∈ 𝐶∞ : 𝑥𝑘

𝑑𝑘𝜙

𝑑𝑥𝑘
∈ 𝐿𝑝(0,∞)ïðè 𝑘 = 0, 1, 2, ...

}︂
, 1 6 𝑝 <∞,
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𝐹∞ =

{︂
𝜙 ∈ 𝐶∞ : 𝑥𝑘

𝑑𝑘𝜙

𝑑𝑥𝑘
→ 0 ïðè𝑥→ 0 + è ïðè𝑥→ ∞äëÿ 𝑘 = 0, 1, 2, ...

}︂
è

𝐹𝑝,𝜇 =
{︀
𝜙 : 𝑥−𝜇𝜙(𝑥) ∈ 𝐹𝑝

}︀
, 1 6 𝑝 6∞, 𝜇 ∈ C,

ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ ðàáîòû ñ îïåðàòîðàìè âèäà 𝐵𝛼𝜈,0+, 𝛼 ∈ R.
Ïðèâåäåì òåîðåìó èç [4].
Теорема 1. Пусть 𝛼 ∈ R. Для всех 𝑝, 𝜇 и 𝜈 > 0 таких, что �̸�= 1

𝑝−2𝑚,
𝜈 ̸= 1

𝑝−𝜇−2𝑚+1, 𝑚=1, 2... оператор 𝐵𝛼𝜈,0+ является непрерывным линейным
отображением из 𝐹𝑝, 𝜇 в 𝐹𝑝,𝜇−2𝛼. Если, кроме того, 2𝛼 ̸= 𝜇 − 1

𝑝 + 2𝑚 и
𝜈 − 2𝛼 ̸= 1

𝑝 − 𝜇− 2𝑚+ 1, 𝑚 = 1, 2..., то 𝐵𝛼𝜈,0+ — гомеоморфизм из 𝐹𝑝, 𝜇 на

𝐹𝑝,𝜇−2𝛼 с обратным 𝐵−𝛼
𝜈,0+.

Èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ÿäðîì, ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ìîäèôè-
öèðîâàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà 𝐾 𝜈−1

2
, 𝜈 > 1 íàçûâàåòñÿ пре-

образованием Мейера è èìååò âèä

𝒦𝜈 [𝑓 ](𝜉) = 𝐹 (𝜉) =

∞∫︁
0

𝑘 𝜈−1
2

(𝑥𝜉) 𝑓(𝑥)𝑥𝜈 𝑑𝑥, ãäå 𝑘𝛽(𝑡) =
2𝛽Γ(𝛽 + 1)

𝑡𝛽
𝐾𝛽(𝑡).

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐿𝑙𝑜𝑐1 (R+) è 𝑓(𝑡) = 𝑜
(︀
𝑡𝛽−

𝜈
2

)︀
ïðè 𝑡 → +0, ãäå 𝛽 > 𝜈

2 − 2 åñëè
𝜈 > 1 è 𝛽 > −1 åñëè 𝜈 = 1. Êðîìå òîãî, ïóñòü 𝑓(𝑡) = 0(𝑒𝑎𝑡) ïðè 𝑡 → +∞.
Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ìåéåðà òàêîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó äëÿ
Re 𝜉 > 𝑎 (ñì. [8], ñòð. 94).

Åñëè 0 < 𝜈 < 2 è 𝐹 (𝜉) àíàëèòè÷åñêàÿ íà ïîëóïëîñêîñòè 𝐻𝑎 = {𝑝 ∈ C :
p > 𝑎, 𝑎 6 0 è 𝑠

𝜈
2−1𝐹 (𝜉) →, |𝜉| → +∞, ðàâíîìåðíî ïî arg 𝑠 òî äëÿ âñåõ 𝑐,

𝑐 > 𝑎 îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåéåðà 𝒦−1
𝜈 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝒦−1
𝜈 [ ̂︀𝑓 ](𝑥)=𝑓(𝑥)=

1

𝜋𝑖

𝑐+𝑖∞∫︁
𝑐−𝑖∞

̂︀𝑓(𝜉)𝑖 𝜈−1
2

(𝑥𝜉)𝜉𝜈𝑑𝜉, ãäå 𝑖𝛽(𝑡) =
2𝛽Γ(𝛽 + 1)

𝑡𝛽
𝐼𝛽(𝑡),

𝐼𝛽 � ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà.
Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝐶2𝑛, 𝑛 = [𝛼]+1 и она такова, что преобразование

Мейера от нее сущетсвует, то

𝒦𝜈 [𝐵𝛼𝜈,0+𝑓 ](𝜉) = 𝜉2𝛼𝒦𝜈 [𝑓 ](𝜉) − 2𝜈−1Γ2

(︂
𝜈 + 1

2

)︂ 𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜉2𝑘+1−𝜈𝐵𝛼−1−𝑘
𝜈,0+ 𝑓(0). (2)

Ôîðìóëà (2) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ ëåâîñòîðîííåé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Áåññåëÿ.

Пример. Ïóñòü 0 < 𝛼 < 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

𝐵𝛼2,0+𝑓(𝑥) = 𝜆𝑓(𝑥), (3)

𝐵𝛼−1
2,0+𝑓(0) = 𝑎. (4)
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Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìåéåðà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2), ïîëó÷èì

𝜉2𝛼𝐹 (𝜉) − 𝜆𝐹 (𝜉) =
𝑎

𝜉
èëè 𝐹 (𝜉) = 𝑎

𝜉−1

𝜉2𝛼 − 𝜆
,

ãäå

𝐹 (𝜉) = 𝒦2[𝑓 ](𝜉) =

∞∫︁
0

𝑘 1
2
(𝑥𝜉) 𝑓(𝑥)𝑥𝜈 𝑑𝑥 =

𝜋

2𝜉

∞∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑒−𝑥𝜉𝑥 𝑑𝑥 =
𝜋

2𝜉
𝐿[𝑥𝑓(𝑥)](𝜉),

à 𝐿 � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Òîãäà

𝐿[𝑥𝑓(𝑥)](𝜉) =
2𝑎

𝜋

1

𝜉2𝛼 − 𝜆

Èìååò ìåñòî ôîðìóëà (ñì. [9], ñòð. 21, ôîðìóëà 1.80)

∞∫︁
0

𝑒−𝜉𝑥𝑥𝛽−1𝐸𝛾,𝛽(±𝜆𝑥𝛾)𝑑𝑥 =
𝜉𝛾−𝛽

𝜉𝛾 ∓ 𝜆
, Re(𝜉) > |𝜆|1/𝛾 .

Â íàøåì ñëó÷àå èìååì

𝑓(𝑥) =
2𝑎

𝜋
𝑥2𝛼−2𝐸2𝛼,2𝛼(𝜆𝑥2𝛼),

÷òî è äàåò ðåøåíèå çàäà÷è (3)�(4).
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ПРИБЛИЖЕННЫЕ ФОРМУЛЫ И АЛГОРИТМЫ
ПОСТРОЕНИЯ ЦЕНТРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ

М.Г. Юмагулов, М.Ф. Фазлытдинов
yum_mg@mail.ru, fazlitdin_marat@mail.ru

УДК 517.91

В докладе обсуждаются новые формулы и алгоритмы построения цен-
тральных многообразий в задаче о локальных бифуркациях в дина-
мических системах. Предлагаемые алгоритмы и формулы позволяют
проводить эффективный качественный анализ бифуркаций в терми-
нах исходных уравнений.

Ключевые слова: динамическая система, точка равновесия, бифурка-
ция, центральное многообразие.

Approximate formulas and algorithms for constructing central
manifolds

In this paper, new algorithms for constructing central manifolds in prob-
lem on local bifurcations in dynamical systems are obtained. The pro-
posed algorithms and formulas allow for an efficient qualitative analysis
of bifurcations in terms of the original equations.

Keywords: dynamical systems, equilibrium point, bifurcation, central
manifold.

Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ ñõåìà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü íîâûå ïðè-
áëèæåííûå ôîðìóëû äëÿ öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
â òåðìèíàõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé. Îñíîâíûìè îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ:

� Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, îïèñûâàåìûå äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥+ 𝑎(𝑥) , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , (1)

ãäå 𝐴 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥) ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑚-ãëàäêîé (𝑚 > 1)
è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì: 𝑎(0) = 0 è 𝑎′(0) = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà
ðàâíîâåñèÿ 𝑥 = 0 ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé, ò.å. ìàòðèöà 𝐴
èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

� Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, îïèñûâàåìûå óðàâíå-
íèåì

𝑥𝑛+1 = 𝐴𝑥𝑛 + 𝑎(𝑥𝑛) , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ 𝑅𝑁 , (2)

ãäå 𝐴 � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, à ôóíêöèÿ 𝑎(𝑥) ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑚-ãëàäêîé (𝑚 > 1)
è óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì: 𝑎(0) = 0 è 𝑎′(0) = 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà

Юмагулов Марат Гаязович, д.ф.-м.н., профессор, Башкирский государственный уни-
верситет (Уфа, Россия); Yumagulov Marat Gayazovich (Bashkir State University, Ufa,
Russia)

Фазлытдинов Марат Флюрович, аспирант, Башкирский государственный универси-
тет (Уфа, Россия); Главный специалист, Газпромнефть НТЦ (Санкт-Петербург, Россия);
Fazlytdinov Marat Flurovich (Bashkir State University, Ufa, Russia; Gazpromneft STC, St.
Petersburg, Russia)
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ðàâíîâåñèÿ 𝑥 = 0 ñèñòåìû (2) ÿâëÿåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêîé, ò.å. ìàòðèöà 𝐴
èìååò îäíî èëè íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ 1 ïî ìîäóëþ.

Îãðàíè÷èìñÿ çäåñü ïðèâåäåíèåì íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòåëüíî
çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ñèñòåìû (1). Áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî íåëèíåéíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ïðåäñòàâèìà â âèäå
𝑎(𝑥) = 𝑎2(𝑥) + 𝑎3(𝑥) + ̂︀𝑎4(𝑥) , ãäå 𝑎2(𝑥) ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûå ïî 𝑥 ñëà-
ãàåìûå, 𝑎3(𝑥) � ñëàãàåìûå òðåòüåé ñòåïåíè, à ̂︀𝑎4(𝑥) ÿâëÿåòñÿ 𝐶𝑚-ãëàäêîé è
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ: ‖̂︀𝑎4(𝑥)‖ = 𝑂(‖𝑥‖4) ïðè 𝑥→ 0.

Ïóñòü ñïåêòð 𝜎 ìàòðèöû 𝐴 ñîñòîèò èç äâóõ íåïóñòûõ ÷àñòåé: 𝜎 = 𝜎0∪𝜎0,
ãäå 𝜎0 ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ ðàâíû
íóëþ, à 𝜎0 � îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî 𝜎0 òàêæå ñîñòî-
èò èç äâóõ ÷àñòåé: 𝜎0 = 𝜎− ∪ 𝜎+, ãäå ìíîæåñòâî 𝜎− ñîäåðæèò ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ îòðèöàòåëüíû, à 𝜎+ � ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, âåùåñòâåííûå ÷àñòè êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
𝐸0, 𝐸− è 𝐸+ � êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà ìàòðèöû 𝐴, îòâå÷àþùèå, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷àñòÿì 𝜎0, 𝜎− è 𝜎+ åå ñïåêòðà. Ïóñòü 𝑘0, 𝑘− è 𝑘+ � ýòî ðàçìåðíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐸0, 𝐸− è 𝐸+; òîãäà 𝑘0 + 𝑘− + 𝑘+ = 𝑁 è 1 6 𝑘0 6 𝑁 − 1.

Ïðîñòðàíñòâî 𝑅𝑁 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû 𝑅𝑁 =
𝐸0

⨁︀
𝐸−
⨁︀
𝐸+ èíâàðèàíòíûõ äëÿ îïåðàòîðà 𝐴 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 ïîäïðîñòðàíñòâ

𝐸0, 𝐸− è 𝐸+. Ïîëîæèì òàêæå 𝐸0 = 𝐸−
⨁︀
𝐸+; òîãäà 𝑅𝑁 = 𝐸0

⨁︀
𝐸0. Îáî-

çíà÷èì, ÷åðåç 𝑃0 : 𝑅𝑁 → 𝐸0 è 𝑃 0 : 𝑅𝑁 → 𝐸0 ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû
ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà î öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè (ñì., íàïðèìåð, [1]) óòâåðæäàåò,
÷òî ñóùåñòâóåò 𝛿0-îêðåñòíîñòü 𝑇 (0, 𝛿0) òî÷êè 𝑥 = 0 òàêàÿ, ÷òî ñèñòåìà (1)
èìååò â øàðå 𝑇 (0, 𝛿0) ãëàäêîå èíâàðèàíòíîå 𝑘0-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå 𝑊𝑐,
êîòîðîå â òî÷êå 𝑥 = 0 êàñàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐸0. Ìíîãîîáðàçèå 𝑊𝑐 íà-
çûâàþò центральным многообразием ñèñòåìû (1). Â åñòåñòâåííîì ñìûñëå
âñÿ íåòðèâèàëüíàÿ äèíàìèêà ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
𝑥 = 0 ñîñðåäîòî÷åíà íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè.

Öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå𝑊𝑐 ñèñòåìû (1) ìîæåò áûòü ëîêàëüíî çàäàíî
ðàâåíñòâîì

𝑊𝑐 = {𝑥 : 𝑥 = 𝑢+ 𝜓(𝑢) | 𝑢 ∈ 𝐸0 , 𝜓(𝑢) ∈ 𝐸0 , 𝜓(0) = 𝜓′(0) = 0 } ,

ãäå ôóíêöèÿ 𝑣 = 𝜓(𝑢) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
Îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ìàòðèöà 𝐴

èìååò ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå 0 è íå èìååò äðóãèõ ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû 𝑒
è 𝑔 ìàòðèöû 𝐴 è òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû 𝐴* ñîîòâåòñòâåííî, îòâå÷à-
þùèå ïðîñòîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 0 è óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâàì
‖𝑒‖ = 1 , (𝑒, 𝑔) = 1 . Ïîäïðîñòðàíñòâî 𝐸0 ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì; îíî ñîäåð-
æèò âåêòîð 𝑒. Îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
𝑃0𝑥 = (𝑥, 𝑔)𝑒 , 𝑃 0 = 𝐼 − 𝑃0 .

Ïîëîæèì 𝐵0 = −𝐴 + 𝑃0 . Ïî ïîñòðîåíèþ îïåðàòîð 𝐵0 : 𝑅𝑁 → 𝑅𝑁 îá-
ðàòèì, ïðè÷åì ïîäïðîñòðàíñòâà 𝐸0 è 𝐸0 èíâàðèàíòíû äëÿ íåãî. Ïîëîæèì,
äàëåå, äëÿ êðàòêîñòè: 𝑎2 = 𝑎2(𝑒) , 𝑎3 = 𝑎3(𝑒) , 𝑎′2 = 𝑎′2(𝑒) ; çäåñü 𝑎′2(𝑥) � ìàò-
ðèöà ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè 𝑎2(𝑥).
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Теорема 1. Пусть матрица 𝐴 имеет простое собственное значение
0, а вещественные части остальных ее собственных значений не равны
нулю. Тогда центральное многообразие 𝑊𝑐 системы (1) может быть опи-
сано равенством

𝑊𝑐 = {𝑥 : 𝑥 = 𝜀𝑒+ 𝜀2𝜓2 + 𝜀3𝜓3 + ̂︀𝜓4(𝜀)} ,

где 𝜀 - малый параметр,

𝜓2 = 𝐵−1
0 𝑃 0𝑎2 , 𝜓3 = 𝐵−1

0 𝑃 0[−2(𝑎2, 𝑔)𝜓2 + 𝑎′2𝜓2 + 𝑎3] ,

а функция ̂︀𝜓4(𝜀) является гладкой и удовлетворяет соотношению:
‖ ̂︀𝜓4(𝜀)‖ = 𝑂(𝜀4), 𝜀→ 0.
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Consider on the domain Ω = [0, 𝑇 ]× [0, 𝜔] the periodic problem for the system of
loaded pseudoparabolic equations of fourth order

𝜕4𝑢

𝜕𝑥3𝜕𝑡
=

3∑︁
𝑖=1

{︁
𝐴𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢

𝜕𝑥4−𝑖
+𝐵𝑖(𝑡, 𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢

𝜕𝑥3−𝑖𝜕𝑡

}︁
+ 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝑓(𝑡, 𝑥)+

+

𝑚∑︁
𝑗=1

[︂ 3∑︁
𝑖=1

{︁
𝐾𝑖,𝑗(𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥4−𝑖
+ 𝐿𝑖,𝑗(𝑥)

𝜕4−𝑖𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥3−𝑖𝜕𝑡

}︁
+𝑀𝑗(𝑥)𝑢(𝑡, 𝑥)

]︂⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

, (1)

𝜕3𝑢(0, 𝑥)

𝜕𝑥3
=
𝜕3𝑢(𝑇, 𝑥)

𝜕𝑥3
, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], (2)

𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜓0(𝑡),
𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜓1(𝑡), 𝑢(𝑡, 0) = 𝜓2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (3)

where 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑐𝑜𝑙(𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥), ..., 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥)) is unknown function, the 𝑛 × 𝑛 ma-
trices 𝐴𝑖(𝑡, 𝑥), 𝐵𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝐶(𝑡, 𝑥), and 𝑛 vector function 𝑓(𝑡, 𝑥) are continuous
on Ω, the 𝑛×𝑛 matrices 𝐾𝑖,𝑗(𝑥), 𝐿𝑖,𝑗(𝑥), 𝑀𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝑗 = 1,𝑚, are continuous on
[0, 𝜔], 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < ... < 𝑡𝑚−1 < 𝑡𝑚 = 𝑇 , the 𝑛 vector-functions 𝜓𝑠(𝑡), 𝑠 = 0, 2 are
continuously differentiable on [0, 𝑇 ].

Let 𝐶(Ω, 𝑅𝑛) be the space of continuous vector functions 𝑢 : Ω → 𝑅𝑛 on Ω with
norm ||𝑢||0 = max

(𝑡,𝑥)∈Ω
||𝑢(𝑡, 𝑥)||.

A function 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛), having partial derivatives
𝜕𝑖+𝑗𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡𝑗
∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛), 𝑖 = 1, 3, 𝑗 = 0, 1,

is called a classical solution to problem (1)–(3) if it satisfies to system of loaded pseu-
doparabolic equations (1) for all (𝑡, 𝑥) ∈ Ω and meets the conditions (2) and (3).

Various problems for the different classes of partial differential equations of fourth
order are investigated in the works of many authors [1-7].

Introduce a new unknown functions in the following form

𝑣1(𝑡, 𝑥) =
𝜕2𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥2
, 𝑣2(𝑡, 𝑥) =

𝜕𝑢(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
, 𝑣3(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥).

Taking into account of second and third conditions in (3), we have

𝑣2(𝑡, 𝑥) = 𝜓1(𝑡) +

𝑥∫︁
0

𝑣1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝑣3(𝑡, 𝑥) = 𝜓2(𝑡) + 𝜓1(𝑡)𝑥+

𝑥∫︁
0

𝜉∫︁
0

𝑣1(𝑡, 𝜉1)𝑑𝜉1𝑑𝜉.

Then problem (1)–(3) is reduced to a following problem

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝑡

= 𝐴1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+𝐵1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑣1 + 𝑓(𝑡, 𝑥)+

+

𝑚∑︁
𝑗=1

{︁
𝐾1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝐿1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝐾2,𝑗(𝑥)𝑣1(𝑡, 𝑥)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

+

+𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑣2, 𝑣3) + 𝐹2(𝑥, 𝑣2, 𝑣3), (4)

𝜕𝑣1(0, 𝑥)

𝜕𝑡
=
𝜕𝑣1(𝑇, 𝑥)

𝜕𝑡
, 𝑥 ∈ [0, 𝜔], (5)

𝑣1(𝑡, 0) = 𝜓0(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (6)

𝑣𝑠(𝑡, 𝑥) = 𝜓𝑠−1(𝑡) +

𝑠−2∑︁
𝑖=1

𝜓𝑠−1−𝑖(𝑡)
𝑥𝑖

𝑖!
+

𝑥∫︁
0

(𝑥− 𝜉)𝑠−2

(𝑠− 2)!
𝑣1(𝑡, 𝜉)𝑑𝜉, 𝑠 = 2, 3, (7)

where 𝐹1(𝑡, 𝑥, 𝑣2, 𝑣3) =
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= 𝐴3(𝑡, 𝑥)𝑣2(𝑡, 𝑥) +𝐵2(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣2(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
+𝐵3(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑣3(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

+ 𝐶(𝑡, 𝑥)𝑣3(𝑡, 𝑥),

𝐹2(𝑥, 𝑣2, 𝑣3) =

=
𝑚∑︀
𝑗=1

{︁
𝐾3,𝑗(𝑥)𝑣2(𝑡, 𝑥) + 𝐿2,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣2(𝑡,𝑥)
𝜕𝑡

+ 𝐿3,𝑗(𝑥)
𝜕𝑣2(𝑡,𝑥)

𝜕𝑡
+𝑀𝑗(𝑥)𝑣3(𝑡, 𝑥)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

.

We also consider an auxiliary system of loaded hyperbolic equations second order

𝜕2𝑣1
𝜕𝑥𝜕𝑡

= 𝐴1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+𝐵1(𝑡, 𝑥)
𝜕𝑣1
𝜕𝑡

+𝐴2(𝑡, 𝑥)𝑣1+

+

𝑚∑︁
𝑗=1

{︁
𝐾1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
+ 𝐿1,𝑗(𝑥)

𝜕𝑣1(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑡
+𝐾2,𝑗(𝑥)𝑣1(𝑡, 𝑥)

}︁⃒⃒⃒
𝑡=𝑡𝑗

+𝑔(𝑡, 𝑥) (8)

with conditions (5) and (6).

Here the function 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛).

The following assertion is true.

Theorem 1. Let

1) the 𝑛 × 𝑛 matrices 𝐴𝑖(𝑡, 𝑥), 𝐵𝑖(𝑡, 𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝐶(𝑡, 𝑥), and 𝑛 vector function
𝑓(𝑡, 𝑥) are continuous on Ω;

2) the 𝑛 × 𝑛 matrices 𝐾𝑖,𝑗(𝑥), 𝐿𝑖,𝑗(𝑥), 𝑀𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 3, 𝑗 = 1,𝑚, are continuous
on [0, 𝜔];

3) the 𝑛 vector-functions 𝜓𝑠(𝑡), 𝑠 = 0, 2 are continuously differentiable on [0, 𝑇 ];

4) the periodic problem for system of loaded hyperbolic equations second order (8),
(5), (6) is uniquely solvable for any 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(Ω, 𝑅𝑛), and 𝜓0(𝑡) ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ], 𝑅𝑛).

Then periodic problem for the system of loaded pseudo-parabolic equations of fourth
order (1)–(4) has a unique classical solution.

Proof of Theorem 1 is proved analogously of proof Theorem 1 in [8].

A questions of unique solvability, well-posedness to system (8) with conditions (5),
(6) and impulse effects are investigated in [9-10]. Conditions of unique solvability to
considered problem are established in the terms of initial data.
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two boundary value problems with one common boundary condition.
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Consider the functional-differential equation

𝑦′′(𝑥) + 𝜌2𝑦(𝑥) = (𝑞0(𝑥) + 2𝜌𝑞1(𝑥))𝑦(𝑥− 𝑎), 0 < 𝑥 < 𝜋, (1)

where 𝜌 is the spectral parameter and 𝑎 ∈ [𝜋/2, 𝜋), while 𝑞𝜈(𝑥) ∈𝑊 𝜈
2 [0, 𝜋] are complex-

valued functions and 𝑞𝜈(𝑥) = 0 on (0, 𝑎), 𝜈 = 0, 1. For simplicity we assume that∫︀ 𝜋
𝑎
𝑞1(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. For 𝑗 = 0, 1 let {𝜌𝑛,𝑗} be the spectrum of the boundary value problem

𝐿𝑗(𝑞0, 𝑞1) for equation (1) with the boundary conditions

𝑦(0) = 𝑦(𝑗)(𝜋) = 0. (2)

Theorem 1. For 𝑗 = 0, 1 and 𝑛 ∈ Z ∖ {0} the following asymptotics holds:

𝜌𝑛,𝑗 = 𝜌0𝑛,𝑗 +
𝜔0

𝜋𝑛
cos 𝜌0𝑛,𝑗𝑎+ (−1)𝑗

𝜔1

𝜋𝑛
sin 𝜌0𝑛,𝑗𝑎+

κ𝑛,𝑗
𝑛

, 𝜔𝑗 ∈ C, {κ𝑛,𝑗} ∈ 𝑙2,

where 𝜌0𝑛,𝑗 = 𝑛− sgn(𝑛)𝑗/2. Moreover, 𝜔0 =
∫︀ 𝜋
𝑎
𝑞0(𝑥) 𝑑𝑥 and 𝜔1 = 𝑞1(𝜋)/2.

Let {𝑛𝑘}𝑘∈N be an increasing sequence of natural numbers. Consider the following
inverse problem (IP): Given the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, find the functions
𝑞0(𝑥), 𝑞1(𝑥).

The classical results in the inverse spectral theory are known for differential oper-
ators (see, e.g., the survey in [1]). For example, the inverse problem for the pencils
(1), (2) without delay (i.e. when 𝑎 = 0) from the complete spectra was studied in
[2]. For functional-differential operators and pencils as well as for other classes of

This work was supported in part by the Russian Ministry of Education and Science (Grant
no. 1.1660.2017/4.6) and by RFBR (Grant no. 19-01-00102).
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nonlocal ones the classical methods of the inverse spectral theory usually do not work.
For Sturm–Liouville-type operators (i.e. when 𝑞1(𝑥) ≡ 0) with delay inverse problems
were studied in [3–12]. We note that the case 𝑎 ∈ (0, 𝜋/2) is much more difficult.
Some aspects of the inverse problem for 𝑎 ∈ (2𝜋/5, 𝜋/2) when 𝑞1(𝑥) ≡ 0 were studied
in [8–11].

Lemma 1. Specification of the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, uniquely deter-
mines the numbers 𝜔𝑗 , 𝑗 = 0, 1, by the formula[︂

𝜔0

𝜔1

]︂
= 𝜋 sin−1 𝑎

2
lim
𝑘→∞

𝑛𝑘

[︂
sin 𝜌0−𝑛𝑘,1𝑎 sin 𝜌0𝑛𝑘,0𝑎
cos 𝜌0−𝑛𝑘,1𝑎 − cos 𝜌0𝑛𝑘,0𝑎

]︂[︂
𝜌𝑛𝑘,0 − 𝜌0𝑛𝑘,0

𝜌0−𝑛𝑘,1 − 𝜌−𝑛𝑘,1

]︂
. (3)

Put 𝑛0 := 0, 𝑛−𝑘 := −𝑛𝑘 for 𝑘 ∈ N and introduce the sequences {𝜃𝑘,𝑗}𝑘∈Z𝑗 ,
𝑗 = 0, 1, where Z0 = Z ∖ {0} and Z1 = Z, in the following way:

𝜃𝑘,0 = 𝜌𝑛𝑘+1,0, 𝑘 6 −2, 𝜃𝑘,0 = 𝜌𝑛𝑘−1,0, 𝑘 > 3, 𝜃𝑘,1 = 𝜌𝑛𝑘,1, |𝑘| ∈ N, (4)

𝜃−1,0 = 𝜌𝑛1,0, 𝜃1,0 = 𝜃2,0 = 0, 𝜃0,1 = 0. (5)

Without loss of generality we assume that 𝜃−𝑘,0 ̸= 𝜃𝑛,0 and 𝜃−𝑘,1 ̸= 0 for all 𝑛, 𝑘 ∈ N
and that multiple values in the sequences {𝜃𝑘,𝑗}𝑘∈Z𝑗 are neighboring, i.e. 𝜃𝑘,𝑗 =
𝜃𝑘+1,𝑗 = . . . 𝜃𝑘+𝑚𝑘,𝑗−1,𝑗 , where 𝑚𝑘,𝑗 is the multiplicity of 𝜃𝑘,𝑗 .

We also introduce the sets

𝒮0 = {𝑘 : 𝜃𝑘,0 ̸= 𝜃𝑘−1,0, 𝑘 ∈ Z0 ∖ {1}} ∪ {1}, 𝒮1 = {𝑘 : 𝜃𝑘,1 ̸= 𝜃𝑘−1,1, 𝑘 ∈ Z}

and the systems of vector-functions Λ𝑗 = {(𝑐𝑘𝑗(𝑥), 𝑠𝑘𝑗(𝑥))}𝑘∈Z𝑗 , 𝑗 = 0, 1, where

𝑐𝑘+𝜈,𝑗(𝑥) =
𝑑𝜈

𝑑𝜌𝜈
cos 𝜌𝑥

⃒⃒⃒
𝜌=𝜃𝑘,𝑗

, 𝑠𝑘+𝜈(𝑥) =
𝑑𝜈

𝑑𝜌𝜈
sin 𝜌𝑥

⃒⃒⃒
𝜌=𝜃𝑘,𝑗

for 𝑘 ∈ 𝒮𝑗 and 𝜈 = 0,𝑚𝑘,𝑗 − 1.

Lemma 2. (i) The system Λ0 is complete in (𝐿2(0, 𝑏))
2 if and only if the system

{cos𝑛𝑘𝑥}𝑘+1∈N is complete in 𝐿2(0, 𝑏).
(ii) The system Λ1 is complete in (𝐿2(0, 𝑏))

2 if and only if the system {sin(𝑛𝑘 −
1/2)𝑥}𝑘∈N is complete in 𝐿2(0, 𝑏).

(iii) The system Λ0 is a Riesz basis in (𝐿2(0, 𝑏))
2 if and only if so is the system

Λ0
0 = {(0, 𝑥)} ∪ {(cos𝑛𝑘𝑥, sin𝑛𝑘𝑥}𝑘∈Z.
(iv) The system Λ1 is a Riesz basis in (𝐿2(0, 𝑏))

2 if and only if so is the system
Λ0

1 = {(cos 𝜌0𝑛𝑘,1𝑥, sin 𝜌
0
𝑛𝑘,1𝑥}𝑘∈Z, where 𝜌

0
0,1 = 0.

Theorem 2. Specification of the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, uniquely deter-
mines the functions 𝑞0(𝑥) and 𝑞1(𝑥) if and only if each of the systems {cos𝑛𝑘𝑥}𝑘+1∈N
and {sin(𝑛𝑘 − 1/2)𝑥}𝑘∈N is complete in 𝐿2(0, 𝜋 − 𝑎).

Corollary 1. For any fixed 𝑎 ∈ [𝜋/2, 𝜋), specification of the subspectra
{𝜌2𝑘,𝑗}|𝑘|∈N, 𝑗 = 0, 1, uniquely determines the functions 𝑞0(𝑥) and 𝑞1(𝑥).

The following theorem gives sufficient conditions for solvability of IP.

Theorem 3. Fix 𝑎 ∈ [𝜋/2, 𝜋). Then two arbitrary sequences of complex numbers
{𝜇𝑘,𝑗}|𝑘|∈N, 𝑗 = 0, 1, are subspectra of some boundary value problems 𝐿𝑗(𝑞0, 𝑞1), 𝑗 =
0, 1, respectively, if the following two conditions are fulfilled:

(i) There exists an increasing sequence of natural numbers {𝑛𝑘}𝑘∈N such that

𝜇𝑘,𝑗 = 𝜌0𝑛𝑘,𝑗 +
𝜔0

𝜋𝑛𝑘
cos 𝜌0𝑛𝑘,𝑗𝑎+ (−1)𝑗

𝜔1

𝜋𝑛𝑘
sin 𝜌0𝑛𝑘,𝑗𝑎+

κ𝑘,𝑗
𝑛𝑘

, {κ𝑘,𝑗} ∈ 𝑙2,

where |𝑘| ∈ N, 𝜔0, 𝜔1 ∈ C and 𝑛−𝑘 = −𝑛𝑘 for 𝑘 ∈ N;
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(ii) Each of the systems Λ0
𝑗 , 𝑗 = 0, 1, constructed by the sequence {𝑛𝑘}𝑘∈N from

(i), is a Riesz basis in (𝐿2(0, 𝜋 − 𝑎))2.

Under assumption (ii) of Theorem 3 the solution of the inverse problem can be
found by the following algorithm.

Algorithm 1. Let the subspectra {𝜌±𝑛𝑘,𝑗}𝑘∈N, 𝑗 = 0, 1, be given. Then:
1) Find the numbers 𝜔0 and 𝜔1 by formula (3);
2) Construct the sequences {𝛽𝑘,𝑗}𝑘∈Z𝑗 ∈ 𝑙2, 𝑗 = 0, 1, by the formula

𝛽𝑘+𝜈,𝑗 = Θ
(𝜈)
𝑗 (𝜃𝑘,𝑗), 𝑘 ∈ 𝒮𝑗 , 𝜈 = 0,𝑚𝑘,𝑗 − 1,

where the numbers 𝜃𝑘,𝑗 are determined in (4) and (5), while

Θ0(𝜌) = −𝜌 sin 𝜌𝜋 + 𝜔0 cos 𝜌(𝜋 − 𝑎)− 𝜔1 sin 𝜌(𝜋 − 𝑎),

Θ1(𝜌) = −𝜌 cos 𝜌𝜋 − 𝜔0 sin 𝜌(𝜋 − 𝑎) + 𝜔1 cos 𝜌(𝜋 − 𝑎);

3) Find the functions 𝑤𝑗𝜈(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 𝜋 − 𝑎), 𝑗, 𝜈 = 0, 1, by the formulae

𝑤𝑗0(𝑥) =
∑︁
𝑘∈Z𝑗

𝛽𝑘𝑗𝑐
*
𝑘𝑗(𝑥), 𝑤𝑗1(𝑥) =

∑︁
𝑘∈Z𝑗

𝛽𝑘𝑗𝑠
*
𝑘𝑗(𝑥),

where the system {(𝑐*𝑘𝑗(𝑡), 𝑠*𝑘𝑗(𝑡))}𝑘∈Z𝑗 is biorthogonal to the Riesz basis Λ𝑗 ;
4) Construct the functions 𝑞0(𝑥) and 𝑞1(𝑥) by the formulae

𝑞0(𝑥) = 2

⎧⎨⎩ 𝑤00(𝜋 + 𝑎− 2𝑥)− 𝑤11(𝜋 + 𝑎− 2𝑥), 𝑥 ∈
(︁
𝑎,
𝜋 − 𝑎

2

)︁
,

𝑤00(2𝑥− 𝜋 − 𝑎) + 𝑤11(2𝑥− 𝜋 − 𝑎), 𝑥 ∈
(︁𝜋 − 𝑎

2
, 𝜋
)︁
,

𝑞1(𝑥) = 2𝜔1 −
∫︁ 𝜋

𝑥

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡,

𝑢(𝑡) = 2

⎧⎨⎩ 𝑤10(𝜋 + 𝑎− 2𝑥) + 𝑤01(𝜋 + 𝑎− 2𝑥), 𝑥 ∈
(︁
𝑎,
𝜋 − 𝑎

2

)︁
,

𝑤10(2𝑥− 𝜋 − 𝑎)− 𝑤01(2𝑥− 𝜋 − 𝑎), 𝑥 ∈
(︁𝜋 − 𝑎

2
, 𝜋
)︁
.

Analogous results for Sturm–Liouville-type operators with delay were obtained in
[12].
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MICROLOCAL GEOMETRY MAKES GLOBAL STRUCTURES
IN POROUS MEDIUM

V.A. Galkin
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We consider the problem of connectedness in the metric space which model
is “porous medium”. The main question is the description of measure for
quantity of global connections between two points in the space provided
the local distribution of connections in microstructure is given. A porous
medium is a network of intergrain channels formed by internally connected
intermediate spaces between particles.

Keywords: porous medium, intergrain channels

Mathematically this problem directly connected with behavior of solutions for the
conservation laws systems of quasilinear Equations

𝜕𝑢𝛽(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜕𝐹
(𝛽)
𝑗

𝜕𝑥𝑗
= 0, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0, 𝛽 ∈ 𝐶. (1)

Here the given typically nonlinear functions 𝐹
(𝛽)
𝑗 define the local connectivity in

the medium. The analysis of global geometry in “porous medium” is directly related
to the structure of singularities of solutions to the Eq. (1). The main description
of above is based on so-called functional solutions theory in the algebraically adjoint
space to the 𝐿𝑙𝑜𝑐1 equipped by the Tikhonov topology [1].

Natural examples of above problems are investigated in description of global struc-
tures produced by connected pores in matrix of oil-containing sands and similar prob-
lems arise in research of materials of nuclear reactors under influence of neutron flow.

Those problems are close to the description of structures in multidimensional bil-
liard game.

The Russian Foundation for Basic Research supported this work (project nos. 16-29-
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The description of global structures in the above examples connected with solutions
of Smoluchowskii kinetic Equation [2], which is directly leads to the non-local Hopf
Equation

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ [𝐹 − 𝐹 (0, 𝑡)]

𝜕𝐹

𝜕𝑝
= 0, (𝑝 > 0, 𝑡 > 0),

for density distribution function of global conductivity paths in structure of porous
medium.

Directly these phenomena involve processes of cracks growth in the structure of
materials due to their mutual intersections (coagulation of growing cracks with the
formation of defects, comparable to the size of the engineering objects is the phe-
nomenon of their destruction). This is related to the tasks of destruction dynamics
and its prognosis to prevent possible disasters on aerospace devices and pipelines of the
first circuit of nuclear power plants during their cyclic freezing-thawing. The latter is
especially true for nuclear reactors with heavy metal coolant, where phase transitions
are a source of pressure surges on the pipes, generating the development of cracks.

The above phenomenon connected with transition of the conservation relationship
into relation of dissipation in Eqs. (1). The great interest is the study of the stationary
problem for the size distribution function of pores𝑓 , which is written as [2]:

1

2

∫︁ 𝜇

0

Φ(𝜇− 𝜇1, 𝜇1)𝑓(𝜇− 𝜇1)𝑓(𝜇1)𝑑𝜇1 −

− 𝑓(𝜇)

∫︁ ∞

0

Φ(𝜇, 𝜇1)𝑓(𝜇1)𝑑𝜇1 + 𝑞(𝜇) = 0, 𝜇 ∈ R+, (2)

where given a non-negative function 𝑞(𝜇) defines the intensity, with which pores of size
𝜇 > 0 are introduced into the medium containing growing pores due to their mutual
crossings.

Such solutions do not belong to the conservative set of Smoluchowski collision
operator (2), and therefore they lie in the set of dissipation. Such problems arise when
describing the growth of pores in metals when irradiated by fast neutron flux that
during collisions with atoms in crystal lattice provide holes. In this case, neutrons
are source of particles (holes). These holes during their thermal movement meet each
other and coagulate. Mathematical modelling of jet engines has to take into account
coagulation of sticky particles, which arise in the combustion process.
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CONFORMAL SPECTRAL ESTIMATES OF THE
DIRICHLET-LAPLACIAN

V. Gol’dshtein, V. Pchelintsev, A. Ukhlov
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We study spectral estimates of the Dirichlet-Laplacian in bounded pla-
nar domains and obtain spectral gap estimates in terms of the conformal
(hyperbolic) geometry.

Keywords: Dirichlet-Laplacian, spectral gap, conformal mappings
MSC: 35P15, 30C65

This note is dedicated to estimates of the eigenvalues of the Dirichlet-Laplacian

−Δ𝑢 = −
(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2

)︂
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, 𝑢|𝜕Ω = 0,

in terms of the conformal geometry of Ω ⊂ R2.
By Riemann’s mapping theorem there exists a conformal mapping 𝜙 : D → Ω of

a simply connected domain Ω ⊂ R2, Ω ̸= R2, onto the unit disc D. Recall that Ω is
called a conformal 𝛼-regular domain if 𝜙′ belongs to the Lebesgue space 𝐿𝛼(D), for
some 𝛼 > 2 [1]. This definition does not depend on choice of a conformal mapping
𝜙 : D → Ω and can be reformulated in terms of the hyperbolic metrics [1]. A class of
conformal regular domains includes Lipschitz domains and also some fractal domains
like snowflakes.

Our machinery is based on the spectral stability estimates of the Dirichlet-Laplace
operator [1] and the geometric theory of composition operators on Sobolev spaces
[3]. On this way we obtain asymptotically sharp lower estimates of the spectral gap
between the first two Dirichlet eigenvalues in conformal 𝛼-regular domains [2].

Introduce the notations:

𝛾𝛼 = inf
𝑝∈( 4𝛼

3𝛼−2
,2)

(︂
𝑝− 1

2− 𝑝

)︂ 2(𝑝−1)
𝑝 𝜋−𝛼+2

2𝛼 4
− 1

𝑝

Γ(2/𝑝)Γ(3− 2/𝑝)
,

𝑉 0
𝛼 (Ω, ̃︀Ω) = inf

𝜙,̃︀𝜙
[︀(︀
‖𝜙′ | 𝐿𝛼(D)‖+ ‖̃︀𝜙′ | 𝐿𝛼(D)‖

)︀
‖𝜙′ − ̃︀𝜙′ | 𝐿2(D)‖

]︀
,

where the infimum is taken over all conformal mappings 𝜙 : D → Ω and ̃︀𝜙 : D → ̃︀Ω.
The quantity 𝑉 0

𝛼 (Ω, ̃︀Ω) measures a “distance” between Ω and ̃︀Ω in terms of 𝐿2-norms
of conformal homeomorphisms.

Theorem 1. Let Ω ⊂ R2 be a conformal 𝛼-regular domain of area 𝜋. Then the
spectral gap for Dirichlet-Laplacian satisfies

𝜆2(Ω)− 𝜆1(Ω) > 𝜆2(D)− 𝜆1(D)− (𝜆2
* + 1)𝜆2

1(D𝜌)𝛾𝛼𝑉 0
𝛼 (D,Ω),

where 𝜆* ≈ 2.539 and D𝜌 is the largest disc inscribed in Ω.
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Vladimir Gol’dshtein, Ben-Gurion University of the Negev, Beer Sheva, Israel
Valerii Pchelintsev, Ben-Gurion University of the Negev, Beer Sheva, Israel; Tomsk Poly-

technic University, Tomsk, Russian Federation
Alexander Ukhlov, Ben-Gurion University of the Negev, Beer Sheva, Israel



Материалы международной конференции 405

Also we obtain asymptotically sharp lower estimates of the Payne-Pólya-
Weinberger ratio of eigenvalues of the Dirichlet-Laplace operator in conformal 𝛼-
regular domains [2].

Theorem 2. Let Ω ⊂ R2 be a conformal 𝛼-regular domain of area 𝜋. Then the
ratio of the first two eigenvalues of the Dirichlet-Laplacian satisfies

𝜆2(Ω)

𝜆1(Ω)
>
𝜆2(D)− 𝜆2

*𝜆
2
1(D𝜌)𝛾𝛼𝑉 0

𝛼 (D,Ω)
𝜆1(D) + 𝜆2

1(D𝜌)𝛾𝛼𝑉 0
𝛼 (D,Ω)

,

where 𝜆* = 𝜆2(D)
𝜆1(D)

≈ 2.539 and D𝜌 is the largest disc inscribed in Ω.
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ON STABILIZATION PROBLEM FOR A LOADED HEAT
EQUATION: THE TWO-DIMENSIONAL CASE
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The problem of stabilization (of forming a cylinder) of a solution of bound-
ary value problem for heat equation with the loaded two-dimensional
Laplace operator is considered. An algorithm is proposed for approximate
construction of boundary controls providing the required stabilization of
the solution. The work continues the research of the authors carried out
earlier for the loaded one-dimensional heat equation.
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The idea of reducing the stabilization problem for a parabolic equation by means
of boundary controls to the solution of an auxiliary boundary value problem (BVP)
in the extended domain of independent variables belongs to A.V. Fursikov [1]. At the
same time, recently, the so-called loaded differential equations [2], [3] are actively used
in problems of mathematical modeling and control of nonlocal dynamical systems.
In this paper, we investigate stabilization problems for the loaded two-dimensional
thermal conductivity equation.

Statement of the problem. Let Ω = {𝑥, 𝑦 : −𝜋/2 < 𝑥, 𝑦 < 𝜋/2} be a domain
with a boundary 𝜕Ω. In the cylinder 𝑄 = Ω × {𝑡 > 0} with lateral surface Σ =
𝜕Ω× {𝑡 > 0} we consider the BVP for the loaded heat equation

𝑢𝑡 −Δ𝑢+ 𝛼𝑢(0, 𝑦, 𝑡) + 𝛽𝑢(𝑥, 0, 𝑡) = 0, {𝑥, 𝑦, 𝑡} ∈ 𝑄, (1)

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑢0(𝑥, 𝑦), {𝑥, 𝑦} ∈ Ω, (2)

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡), {𝑥, 𝑦, 𝑡} ∈ Σ, (3)

where 𝛼, 𝛽 ∈ C are given (in general case are complex) constants, 𝑢0(𝑥, 𝑦) is given
function. The aim is to find a function 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) such that a solution of the BVP
(1)–(3) satisfies the inequality

‖𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(Ω) 6 𝐶0𝑒
−𝜎𝑡, 𝜎 > 0, 𝑡 > 0. (4)

Note that here 𝜎 is a given constant and 𝐶0 is an arbitrary bounded constant.
Auxiliary BVP. Let Ω1 = {𝑥, 𝑦 : −𝜋 < 𝑥, 𝑦 < 𝜋} and 𝑄1 = Ω1 × {𝑡 > 0}.

𝑧𝑡 −Δ𝑧 + 𝛼𝑧(0, 𝑦, 𝑡) + 𝛽𝑧(𝑥, 0, 𝑡) = 0, {𝑥, 𝑦, 𝑡} ∈ 𝑄1, (5)

𝑧(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑧0(𝑥, 𝑦), {𝑥, 𝑦} ∈ Ω1, (6)

𝜕(𝑗)𝑧(−𝜋, 𝑦, 𝑡)
𝜕𝑥(𝑗)

=
𝜕(𝑗)𝑧(𝜋, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥(𝑗)
, {𝑦, 𝑡} ∈ (−𝜋, 𝜋)× {𝑡 > 0},

𝜕(𝑗)𝑧(𝑥,−𝜋, 𝑡)
𝜕𝑦(𝑗)

=
𝜕(𝑗)𝑧(𝑥, 𝜋, 𝑡)

𝜕𝑦(𝑗)
, {𝑥, 𝑡} ∈ (−𝜋, 𝜋)× {𝑡 > 0}, 𝑗 = 0, 1. (7)

The problem is to find an initial function 𝑧0(𝑥, 𝑦) such that a solution of the BVP
(5)–(7) satisfies the inequality

‖𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡)‖𝐿2(Ω1)
6 𝐶0𝑒

−𝜎𝑡, 𝜎 > 0, 𝑡 > 0. (8)

We recall, as we indicated above, that here 𝜎 is a given constant and 𝐶0 is an arbitrary
bounded constant.

Spectral problem for the loaded twodimensional Laplace operator. Let
us search a solution of the problem (5)–(7) in the form

𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑡) =
∑︁
𝑘,𝑙∈Z

𝑍𝑘𝑙(𝑡)𝜓𝑘𝑙(𝑥, 𝑦), (9)

where {𝜓𝑘𝑙(𝑥, 𝑦), 𝑘, 𝑙 ∈ Z} is a biorthogonal basis of the space 𝐿2(Ω1) and Z =
{0,±1,±2, ...}. The following two spectral problems are considered for the construc-
tion of the biorthogonal basis {𝜓𝑘𝑙(𝑥, 𝑦), 𝑘, 𝑙 ∈ Z} in the domain Ω1 = {𝑥, 𝑦 : −𝜋 <
𝑥 < 𝜋,−𝜋 < 𝑦 < 𝜋}:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

−Δ𝜙(𝑥, 𝑦) + 𝛼𝜙(0, 𝑦) = 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑗𝜙(−𝜋, 𝑦)
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑗𝜙(𝜋, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝑗𝜙(𝑥,−𝜋)

𝜕𝑦𝑗
=
𝜕𝑗𝜙(𝑥, 𝜋)

𝜕𝑦𝑗
,

(10)
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−Δ𝜙(𝑥, 𝑦) + 𝛼𝜙(0, 𝑦) + 𝛽𝜙(𝑥, 0) = 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦),

𝜕𝑗𝜙(−𝜋, 𝑦)
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕𝑗𝜙(𝜋, 𝑦)

𝜕𝑥𝑗
,
𝜕𝑗𝜙(𝑥,−𝜋)

𝜕𝑦𝑗
=
𝜕𝑗𝜙(𝑥, 𝜋)

𝜕𝑦𝑗
,

(11)

where 𝑗 = 0, 1, Δ is the Laplace operator, 𝛼, 𝛽 ∈ C are given complex numbers, 𝜆 ∈ C
is a spectral parameter. The following propositions are valid.

Theorem 1. (a). Let ∀ 𝑙 ∈ Z : 𝛼 ̸= 𝑙2. Then a system of eigenfunctions and
eigenvalues of the problem (10) is defined in the form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑙2 + 𝑘2, 𝑙 ∈ Z′ ≡ Z∖{0};

𝜙𝑘0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘0 = 𝛼+ 𝑘2 (𝑙 = 0), 𝑘 ∈ Z
}︁
. (12)

(b). Let ∃ 𝑙0 ∈ Z : 𝛼 = 𝑙20. Then a system of eigenfunctions, associated functions
(marked with ∼) and eigenvalues of the problem (10) is defined in the form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑙2 + 𝑘2, 𝑙 ∈ Z′

1 ≡ Z′∖{±𝑙0};

𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦, 𝜙±
𝑘𝑙0

(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥+𝑖𝑘𝑦, 𝜆𝑘𝑙0 = 𝛼+ 𝑘2 (𝛼 = 𝑙20), 𝑘 ∈ Z
}︁
. (13)

Theorem 2. (a). Let ∀ 𝑘, 𝑙 ∈ Z : 𝛽 ̸= 𝑘2, 𝛼 ̸= 𝑙2. Then a system of eigenfunctions
and eigenvalues for the problem (11) is defined in the form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
,

𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘, 𝑙 ∈ Z′; 𝑒𝑖𝑙𝑥 +
𝛼

𝑙2 − 𝛼
, 𝜆0𝑙 = 𝛽 + 𝑙2, 𝑙 ∈ Z′;

𝑒𝑖𝑘𝑦 +
𝛽

𝑘2 − 𝛽
, 𝜆𝑘0 = 𝑘2 + 𝛼, 𝑘 ∈ Z′; 1, 𝜆00 = 𝛼+ 𝛽

}︁
. (14)

(b). Let ∀ 𝑘 ∈ Z : 𝛽 ̸= 𝑘2 and ∃𝑙0 ∈ Z : 𝛼 = 𝑙20. Then a system of eigenfunctions,
associated functions (marked with ∼) and eigenvalues for the problem (11) is defined
in the form (where Z′

1 = Z′∖{±𝑙0}):{︁
𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘 ∈ Z′, 𝑙 ∈ Z′

1;

𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦 +
𝛽

𝑘2 − 𝛽
, 𝜙±

𝑘𝑙0
(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥

(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙0 = 𝑘2 + 𝛼,

𝛼 = 𝑙20, 𝑘 ∈ Z′; 𝜙0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 1, 𝜙±
0𝑙0

(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥, 𝜆0𝑙0 = 𝛼+ 𝛽
}︁
. (15)

(c). Let ∀ 𝑙 ∈ Z : 𝛼 ̸= 𝑙2 and ∃ 𝑘0 ∈ Z : 𝛽 = 𝑘20. Then a system of eigenfunctions,
associated (marked with ∼) functions and eigenvalues for the problem (11) is defined
in the form (where Z′

2 = Z′∖{±𝑘0}):{︁
𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘 ∈ Z′

2, 𝑙 ∈ Z′;

𝜙𝑘0𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑙𝑥 +
𝛼

𝑙2 − 𝛼
, 𝜙±

𝑘0𝑙
(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
, 𝜆𝑘0𝑙 = 𝛽 + 𝑙2,

𝛽 = 𝑘20, 𝑙 ∈ Z′; 𝜙𝑘00(𝑥, 𝑦) = 1, 𝜙𝑘00(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦, 𝜆𝑘00 = 𝛼+ 𝛽
}︁
. (16)
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(d). Let ∃ 𝑘0, 𝑙0 ∈ Z : 𝛽 = 𝑘20, 𝛼 = 𝑙20. Then a system of eigenfunctions, associ-
ated functions (marked with ∼) and eigenvalues for the problem (11) is defined in the
form:{︁

𝜙𝑘𝑙(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝜆𝑘𝑙 = 𝑘2 + 𝑙2, 𝑘 ∈ Z′

2, 𝑙 ∈ Z′
1;

𝜙𝑘0𝑙(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑙𝑥 +
𝛼

𝑙2 − 𝛼
, 𝜙±

𝑘0𝑙
(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦

(︁
𝑒𝑖𝑙𝑥 +

𝛼

𝑙2 − 𝛼

)︁
, 𝜆𝑘0𝑙 = 𝛽 + 𝑙2,

𝛽 = 𝑘20, 𝑙 ∈ Z′
1; 𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽
, 𝛼+ 𝑘2, 𝑘 ∈ Z′

2; 𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 1,

𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑘0𝑦, 𝜆𝑘0𝑙0 = 𝛼+ 𝛽; 𝜙𝑘𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥
(︁
𝑒𝑖𝑘𝑦 +

𝛽

𝑘2 − 𝛽

)︁
, 𝛼+ 𝑘2,

𝑘 ∈ Z′
2; 𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥, 𝜙𝑘0𝑙0(𝑥, 𝑦) = 𝑒±𝑖𝑙0𝑥±𝑖𝑘0𝑦, 𝜆𝑘0𝑙0 = 𝛼+ 𝛽

}︁
. (17)
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An asymptotic solution, containing boundary functions, for the initial value prob-
lem for weakly non-linear differential equation in a real 𝑚-dimensional space

𝜀
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥+ 𝜀𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (1)

𝑥(0, 𝜀) = 𝑥0, (2)

where 𝑥 = 𝑥(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑋, the matrix 𝐴(𝑡) is singular, and for its discrete analogue has
been constructed in [1]. The results from this paper are also presented in [2] and [3]. In
these publications, the cause of studying equations of the last form is also explained.

Here and further 𝜀 > 0 means a small parameter and the 𝑚×𝑚 matrix 𝐴(𝑡) and
the 𝑚-dimensional vector-functions 𝑓(𝑥, 𝑡, 𝜀) are sufficiently smooth with respect to
their arguments.

In contrast [1], we use the projector approach for constructing asymptotic solu-
tion of problem (1),(2). It allows us to represent the algorithm of boundary functions
method for constructing asymptotic solution of initial value singularly perturbed prob-
lems in a critical case more clearly than in [1].

Note that the projector approach has been used in [4] for constructing the zero
order asymptotic solution for a singularly perturbed linear-quadratic control problem
in the critical case.

We will assume the same assumptions as in [1] that the matrix 𝐴(𝑡) has for each
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] 𝑚 eigenvalues 𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡), ..., 𝜆𝑚(𝑡) and they satisfy the conditions

1. 𝜆𝑗(𝑡) = 0 for 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘, 𝑘 < 𝑚.
2. All 𝑘 eigenvectors 𝑣1(𝑡), 𝑣2(𝑡), ..., 𝑣𝑘(𝑡) of the matrix 𝐴(𝑡), corresponding to

𝜆𝑗(𝑡) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑘, are linearly independent.
We will use here eigenvectors having the same smoothness as the matrix 𝐴(𝑡).
Following to [1], we will seek for the asymptotic solution of problem (1), (2) in the

form
𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥(𝑡, 𝜀) + Π𝑥(𝜏, 𝜀), (3)

where 𝑥(𝑡, 𝜀) =
∑︀
𝑗>0 𝜀

𝑗𝑥𝑗(𝑡) is a so-called regular series, Π𝑥(𝜏, 𝜀) =
∑︀
𝑗>0 𝜀

𝑗Π𝑗𝑥(𝜏) is
a so-called boundary series, 𝜏 = 𝑡/𝜀. Functions Π𝑗𝑥(𝜏) are boundary functions in the
vicinity of 𝑡 = 0. They will be find as in [1] with the help of the additional condition
Π𝑗𝑥(𝜏) → 0 as 𝜏 → +∞.

Further we will use the decompositions of the space 𝑋 into the orthogonal sums

𝑋 = 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)⊕ 𝑖𝑚𝐴(𝑡)′ = 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)′ ⊕ 𝑖𝑚𝐴(𝑡).

The prime denotes the transposition. Orthogonal projectors 𝑃 (𝑡) and 𝑄(𝑡) of the
space X onto the subspaces 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡) and 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)′, respectively, corresponding to the
decompositions of the space 𝑋 into two last orthogonal sums, will be applied.

The following two conditions are yet assumed.
3. For each 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] the operator (𝐼 − 𝑃 (𝑡))𝐴(𝑡)(𝐼 − 𝑃 (𝑡)) : 𝑖𝑚𝐴(𝑡)′ → 𝑖𝑚𝐴(𝑡)′

is stable, i. e. all eigen values of this operator have negative real parts.
By 𝐼, as usually, we mean the identity operator.
4.The initial value problem

𝑑(𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡))

𝑑𝑡
= (𝑄(𝑡)𝑃 (𝑡))−1𝑄(𝑡)(−𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡)+

+𝑓(𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡), 𝑡, 0)) + (𝐼 − 𝑃 (𝑡))
𝑑𝑃 (𝑡)

𝑑𝑡
𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡),

𝑃 (0)𝑥0(0) = 𝑃 (0)(𝑥0 −Π0𝑥(0))

has a unique solution on the segment [0, 𝑇 ].
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Substituting expansion (3) into (1),(2) and equating terms of the same order of
𝜀, separately depending on 𝑡 and 𝜏 , we get as in [1] equalities for terms of series (3).
Decomposing them with the help of the orthogonal projectors 𝑃 (𝑡) and 𝑄(𝑡) we obtain
the next assertion.

Theorem 1. Under assumptions 1-4 the asymptotic solution of problem (1),(2)
in form (3) can be constructed with the help of orthogonal projectors onto 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)
and 𝑘𝑒𝑟𝐴(𝑡)′. The order of finding asymptotics terms is following: (𝐼 − 𝑃 (𝑡))𝑥𝑗(𝑡),
(𝐼 − 𝑃 (0))Π𝑗𝑥(𝜏), 𝑃 (0)Π𝑗𝑥(𝜏), 𝑃 (𝑡)𝑥𝑗(𝑡), 𝑗 > 0.

In particular, for finding the zero order approximation we have the following
relations (𝐼 − 𝑃 (𝑡))𝑥0(𝑡) = 0, 𝑑(𝐼−𝑃 (0))Π0𝑥(𝜏)

𝑑𝜏
= (𝐼 − 𝑃 (0))𝐴(0)(𝐼 − 𝑃 (0))Π0𝑥(𝜏),

(𝐼−𝑃 (0))Π0𝑥(0) = (𝐼−𝑃 (0))𝑥0, 𝑃 (0)Π0𝑥(𝜏) = −
∫︀ +∞
𝜏

𝑃 (0)𝐴(0)(𝐼−𝑃 (0))Π0𝑥(𝑠) 𝑑𝑠.
The function 𝑃 (𝑡)𝑥0(𝑡) is determined with the help of equalities from condition 4.
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Currently, there is a growing interest in the reaction-diffusion-advection equations
with the so-called modular nonlinearity or modular advection. This is due to inter-
esting applications of such mathematical models. The details of derivation of Burgers
equation with modular nonlinearity one can find in [1]. Such problems are typical for
numerous applications of nonlinear wave theory where they describes modular waves
propagating in a non-dispersive medium (see [2], [1], [3] and references therein). The
present work extends these models to a new class of mathematical and applied prob-
lems and provide rigorous mathematical results in the study of such problems. We
consider the singularly perturbed periodic boundary value problem

𝜀

(︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
+
𝜕|𝑢|
𝜕𝑥

−𝐵(𝑢, 𝑥, 𝑡) = 0

for (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟 := {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅2 : −1 < 𝑥 < 1, 𝑡 ∈ 𝑅},

𝑢(−1, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(−)(𝑡), 𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(+)(𝑡) for 𝑡 ∈ 𝑅,

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝑇, 𝜀) for 𝑡 ∈ 𝑅, −1 6 𝑥 6 1, (1)

where 𝜀 is a small parameter. The functions 𝐵, 𝑢(−) and 𝑢(+) are sufficiently smooth
and 𝑇 -periodic in 𝑡. The equation in (1) has so-called modular nonlinearity or modular
advection.

Define the domains 𝐷𝑇 := (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑅] × (−1; 1), 𝐷
(−)
𝑇 := (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑅] ×

(−1;𝑥*), 𝐷
(+)
𝑇 := (𝑡, 𝑥) ∈ (𝑅] × (𝑥*; 1), where 𝑥* = 𝑥*(𝑡) is a 𝑇 -periodic function,

−1 < 𝑥*(𝑡) < 1, 𝑡 ∈ 𝑅.
Definitin.
The periodic function 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶

(︀
𝐷𝑇

)︀
∩ 𝐶1(𝐷𝑇 ) ∩ 𝐶1,2

(︁
𝐷

(−)
𝑇 ∪𝐷(+)

𝑇

)︁
is called a

solution to the problem for (1), if it satisfies the equation (1) in each of the 𝐷
(∓)
𝑇 , as

well as the boundary conditions.
We assume

(𝐴0). 𝐵, 𝑢(−) and 𝑢(+) are sufficiently smooth and 𝑇 -periodic in 𝑡. Suppose also that
𝑢(−)(𝑡) < 0, 𝑢(+)(𝑡) > 0 for 𝑡 ∈ 𝑅.

If we put 𝜀 = 0 in equation (1) we get the so-called degenerate equation

𝜕|𝑢|
𝜕𝑥

+𝐵(𝑢, 𝑥, 𝑡) = 0, (2)

where 𝑡 has to be considered as a parameter. Equation (2) is studied with one of the
following initial conditions from problem (1)

𝑢(−1, 𝑡) = 𝑢(−)(𝑡) for 𝑡 ∈ 𝑅, (3)

𝑢(1, 𝑡) = 𝑢(+)(𝑡) for 𝑡 ∈ 𝑅. (4)

Concerning these initial value problems we assume
(𝐴1). The problems (2), (3) and (2), (4) have the solutions 𝑢 = 𝜙(−)(𝑥, 𝑡) and

𝑢 = 𝜙(+)(𝑥, 𝑡), respectively, which are defined for (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟, are 𝑇 -periodic in 𝑡 and
satisfy

𝜙(−)(𝑥, 𝑡) < 0 < 𝜙(+)(𝑥, 𝑡) for (𝑥, 𝑡) ∈ 𝒟.
To formulate the next assumptions we introduce the function 𝐼(𝑥, 𝑡) by

𝐼(𝑥, 𝑡) := 𝜙(−)(𝑥, 𝑡) + 𝜙(+)(𝑥, 𝑡),

and suppose
(𝐴2). The equation 𝐼(𝑥, 𝑡) = 0 has a smooth solution 𝑥 = 𝑥0(𝑡) which is 𝑇 -periodic

and obeys the conditions −1 < 𝑥0(𝑡) < 1 for 𝑡 ∈ 𝑅.
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(𝐴3). The function 𝑥0(𝑡) ) satisfies the condition

𝜕𝐼

𝜕𝑥
(𝑥0(𝑡), 𝑡) < 0 for 𝑡 ∈ 𝑅,

that is, 𝑥0(𝑡) is a simple root of the equation 𝐼(𝑥, 𝑡) = 0 for all 𝑡 ∈ 𝑅.

Our main result is the following theorem.

Theorem 1. Let the assumptions (𝐴0)–(𝐴3) be satisfied. Then, for sufficiently
small 𝜀, there exists a solution 𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜖) of problem (1) such that for any small but
fixed 𝛿 we have the limit relation

lim
𝜀→0

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

⎧⎨⎩
𝜙(−)(𝑥, 𝑡) for 𝑥 ∈ [0, 𝑥0(𝑡)− 𝛿], 𝑡 ∈ 𝑅,

𝜙(+)(𝑥, 𝑡) for 𝑥 ∈ [𝑥0(𝑡) + 𝛿, 1], 𝑡 ∈ 𝑅.

We can give a more precise description of the solution with an interior layer by
using proposed asymptotic approximation construction.

The constructed asymptotic can be used to get asymptotic solution of some in-
verse coefficient problems. In particular, we illustrate our approach by considering
the problem (1) for the reaction term 𝐵(𝑢, 𝑥, 𝑡) = 𝑞(𝑥)𝑓(𝑡) for some natural data of
observations and a priori information.
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This work deals with the spectral problems (direct and inverse) for elliptic differen-
tial operators with singular coefficients. We consider on the smooth bounded domain
Ω ⊂ 𝑅𝑛, 𝑛 > 1, the differential operators of order 2𝑚

𝐻2𝑚(𝑥, 𝜕) := (−Δ)𝑚 +
∑︁

|𝛼|+|𝛽|<2𝑚

(−1)|𝛼|𝜕𝛼(𝑎𝛼𝛽(𝑥)𝜕
𝛽),

where |𝛼|, |𝛽| 6 𝑚, 𝑎𝛼𝛽 = 𝑎𝛼𝛽 ∈ 𝐿𝑝(Ω) with⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑝 = 𝑛

2𝑚−|𝛼|−|𝛽| , |𝛽| > 𝑚− 𝑛
2
,

𝑝 = 2𝑛
2𝑚−2|𝛼|+𝑛 , |𝛼| > 𝑚− 𝑛

2
, |𝛽| < 𝑚− 𝑛

2
,

𝑝 > 2𝑛
2𝑚−2|𝛼|+𝑛 , |𝛼| = 𝑚− 𝑛

2
, |𝛽| < 𝑚− 𝑛

2
𝑜𝑟 |𝛽| = 𝑚− 𝑛

2
,

𝑝 = 1, |𝛼| < 𝑚− 𝑛
2
.

Under these (quite weak) conditions for the coefficients of𝐻2𝑚 the G̊arding’s inequality
is proved

(𝐻2𝑚𝑢, 𝑢)𝐿2(Ω) > 𝑐1‖𝑢‖
2
𝑊𝑚

2 (Ω) − 𝑐2‖𝑢‖2𝐿2(Ω),

where 0 < 𝑐1 < 1, 𝑐2 > 0. It implies the existence of the Friedrichs self-adjoint exten-
sion with pure discrete spectrum {𝜆𝑘}∞𝑘=1 and corresponding normalized eigenfunctions
{𝜑𝑘(𝑥)}∞𝑘=1 which form the o.n.b in 𝐿2(Ω).

Assuming some additional conditions for the coefficients of 𝐻2𝑚, namely 𝑎𝛼𝛽 ∈
𝑊

|𝛼|
𝑝 (Ω) with (|𝛼| > |𝛽|) ⎧⎨⎩

𝑝 = 𝑛
2𝑚−|𝛽| , |𝛽| > 2𝑚− 𝑛

2
,

𝑝 > 2, |𝛽| = 2𝑚− 𝑛
2
,

𝑝 = 2, |𝛼| < 2𝑚− 𝑛
2
,

the following result holds

Theorem 1. Suppose that the coefficients of 𝐻2𝑚 satisfy all above mentioned
conditions. Then for any function 𝑓 ∈𝑊 2𝑚

2,0 (Ω)

lim
𝜆→∞

‖𝑓(𝑥)−
∑︁
𝜆𝑘<𝜆

𝑓𝑘𝜑𝑘(𝑥)‖𝑊2𝑚
2 (Ω) = 0.

In particular, if 4𝑚 > 𝑛 then

lim
𝜆→∞

∑︁
𝜆𝑘<𝜆

𝑓𝑘𝜑𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)

holds uniformly in 𝑥 up to the boundary of Ω.
The classical estimates of the Green’s function allows to obtain the following clas-

sical (but for operators with singular coefficients) result.
Theorem 2. Suppose that the coefficients 𝑎𝛼𝛽(𝑥) of 𝐻2𝑚 satisfy the conditions

(|𝛼| > |𝛽|)
𝑎𝛼𝛽(𝑥) ∈𝑊 |𝛼|

𝑝 (Ω), 𝑛 < 𝑝 6∞, |𝛽| > 1,

𝑎𝛼(𝑥) ∈𝑊 |𝛼|
𝑞 (Ω),

𝑛

2𝑚
< 𝑞 6∞, 2𝑚 6 𝑛; 𝑝 = 1, 2𝑚 > 𝑛.

Then for any function 𝑓 ∈𝑊 𝑠
2,0(Ω), 𝑠 >

𝑛
2
,

lim
𝜆→∞

∑︁
𝜆𝑘<𝜆

𝑓𝑘𝜑𝑘(𝑥) = 𝑓(𝑥)

holds uniformly in 𝑥 up to the boundary of Ω.
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Let 𝐻2 be an operator on the finite interval (𝑎, 𝑏) of the form

𝐻2 = − 𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑝(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
+ (𝑞(𝑥)− 𝑝′(𝑥))

where 𝑞 ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏) is real, 𝑝 ∈ 𝐿𝑟(𝑎, 𝑏), 𝑝′ ∈ 𝐿2(𝑎, 𝑏), 1 < 𝑟 6 ∞, is complex. Then
for any function 𝑓 ∈ 𝑊 𝑠

2,0(𝑎, 𝑏) with 𝑠 > 1
2
its Fourier series in eigenfunctions of the

Dirichlet problem converges uniformly and absolutely on [𝑎, 𝑏].

Another part of this work concerns to the inverse spectral problems for 𝐻4 and
𝐻2 from above. Such problems can be formulated as follows: (1) do the Dirichlet-to-
Neumann map for 𝐻4 and 𝐻2 uniquely determine the coefficients of these operators?
(2) do the Dirichlet eigenvalues and the derivatives of the normalized eigenfunctions
at the boundary of these operators uniquely determine their coefficients? It turned
out that these two problems are very connected to each other. The first result is: the
knowledge of the Dirichlet eigenvalues and the derivatives of the normalized eigenfunc-
tions at the boundary up to some order uniquely determine the Dirichlet-to-Neumann
map corresponding to these operators. The second result is: the knowledge of the
Dirichlet-to-Neumann map uniquely determine the coefficients of 𝐻4 and 𝐻2. These
results state an analogue of the Borg-Levinson theorem for the Schrödinger and for
the magnetic Schrödinger operators. Rewriting 𝐻4 in the equivalent form as (𝑛 > 2)

𝐻4 = Δ2 + 𝑖∇(∇(𝐴∇)) + 𝑖∇(𝐴Δ)−∇(𝐹∇)− 2𝑖𝐺∇− 𝑖∇𝐺+ 𝑉

with vector-valued functions 𝐴 and 𝐺, and with scalar functions 𝐹 and 𝑉 , we assume
now that all these coefficients are real-valued and satisfy the following quite general
conditions:

𝐴(𝑥) ∈𝑊 3
𝑝 (Ω), 𝐹 (𝑥) ∈𝑊 2

𝑝 (Ω), 𝐺(𝑥) ∈𝑊 1
𝑝 (Ω),

𝑉 (𝑥) ∈ 𝐿𝑝(Ω), 𝑝 >
𝑛

2
, 𝑛 > 2

with the same value of 𝑝.
The Dirichlet-to-Neumann map Λ𝜆, which is defined as

Λ𝜆{𝑓0, 𝑓1}(𝑥) := {𝜕𝜈(Δ𝑢)(𝑥),−Δ𝑢(𝑥)}, 𝑥 ∈ 𝜕Ω,

plays the crucial role in our considerations.
Theorem 3. Under the conditions for the coefficients and under the following

conditions: for each 𝑘 = 1, 2, ... and for 𝑥 ∈ 𝜕Ω

𝜆𝑘(𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜆𝑘(𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),

𝜕𝜈(𝐴1∇𝜑𝑘(𝑥;𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1)) = 𝜕𝜈(𝐴2∇𝜑𝑘(𝑥;𝐴2, 𝐹2, 𝐺2, 𝑉2)),

Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴2, 𝐹2, 𝐺2, 𝑉2).

𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴1, 𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐴2, 𝐹2, 𝐺2, 𝑉2)

we have that for all 𝜆 big enough

Λ
(1)
𝜆 {𝑓0, 𝑓1} = Λ

(2)
𝜆 {𝑓0, 𝑓1}.

The next theorem states the main result of the inverse spectral problem for operator
𝐻4.

Theorem 4. If 𝐴𝑗 = 0, 𝐹𝑗 ∈ 𝑊 2
∞(Ω), 𝐺𝑗 ∈ 𝑊 1

∞(Ω) and 𝑉𝑗 ∈ 𝐿∞(Ω), and for
each 𝑘 = 1, 2, ... and 𝑥 ∈ 𝜕Ω

𝜆𝑘(𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜆𝑘(𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),
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Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),

𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹1, 𝐺1, 𝑉1) = 𝜕𝜈Δ𝜑𝑘(𝑥;𝐹2, 𝐺2, 𝑉2),

then
𝐹1(𝑥) = 𝐹2(𝑥), 𝐺1(𝑥) = 𝐺2(𝑥), 𝑉1(𝑥) = 𝑉2(𝑥)

a.e. in Ω.
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In order to calculate a priori or a posteriori error estimates for solutions of an
ill-posed operator equation with an injective operator we need to describe a set of
approximate solutions that contains an exact solution. After that we have to calculate
a diameter of this set or maximal distance from a fixed approximate solution to any
element of this set.

We will describe three approaches for constructing error estimates and also their
practical applications.

1) Error estimates for quasisolutions on a given compact set [1, 2]. This method
can be generalized for inverse problems on Banach lattices [3].

2) A posteriori error estimates in the method of extending compacts [2, 4]. This
method can be generalized for nonlinear ill-posed problems [5]. Using the Lagrange
principle optimal a posteriori error estimates can be constructed [6, 7].

3) Extra-optimal regularizing algorithms proposed by A.S. Leonov [8].
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