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В.И. Пантелеев,
Н.А. Перязев
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УДК 519.718

Асимптотически оптимальные по надежности
схемы в базисе, состоящем из функции Вебба,

при неисправностях типа 0 на выходах
элементов

Алехина Марина Анатольевна1, Барсукова Оксана Юрьевна2

1 Пензенский государственный технологический университет, e-mail: alekhina@penzgtu.ru
2 Пензенский государственный университет, e-mail: oksana.barsukova.71@gmail.com

Рассматривается реализация функций k-значной логики (k > 3) схемами из ненадеж-
ных функциональных элементов в полном базисе, состоящем из функции Вебба. Пред-
полагается, что элементы схемы переходят в неисправные состояния независимо друг
от друга, подвержены однотипным константным неисправностям типа 0 на выходах.
Показано, что при неисправностях типа 0 почти любую функцию k-значной логики
можно реализовать асимптотически оптимальной по надежности схемой, функцио-
нирующей с ненадежностью асимптотически равной ненадежности одного базисно-
го элемента. Полученный результат справедлив в двойственном (относительно пере-
становки, порождаемой функцией Лукашевича) базисе при однотипных константных
неисправностях типа k − 1 соответственно.
Ключевые слова: функции k-значной логики, ненадежные функциональные элементы,
надежность и ненадежность схемы, синтез схем из ненадежных элементов, неисправ-
ности на выходах элементов.

Рассматривается реализация функций k-значной логики (k > 3) схема-
ми из ненадежных элементов в полном базисе B, состоящем из функции
Вебба Vk(x1, x2) = max{x1, x2} + 1 (mod k), а также в двойственном (от-
носительно перестановки, порождаемой функцией N(x) = k − 1 − x, кото-
рую называют отрицанием Лукашевича) базисе B∗, состоящем из функции
min{x1, x2}+ k − 1 (mod k).

Задача синтеза надежных схем в этих базисах была решена в [1] при ин-
версных неисправностях на выходах базисных элементов (когда на каждом
входном наборе любого из базисных элементов вероятность появления невер-
ного значения на выходе элемента одинакова) и k = 3, причем были приме-
нены два различных метода синтеза и найдены условия, при которых один
метод дает лучшую оценку надежности схем чем другой. В отличие от [1]
будем исследовать однотипные константные неисправности типа 0 на выхо-
дах элементов и произвольном k > 3. Предполагается, что элементы схемы
переходят в неисправные состояния с вероятностью ε ∈ (0, 1/2), независимо
друг от друга.

Пусть k, n ∈ N, k > 3. Обозначим через Ek = {0, 1, 2, ..., k − 1}, а
через Pk — множество всех функций k-значной логики, т.е. функций
f(x1, ..., xn) : (Ek)

n → Ek. Используемые в этой работе понятия и опреде-
ления можно найти в [1], [2].

Справедливы следующие теоремы.
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Теорема 1. Любую функцию f ∈ Pk можно реализовать такой
схемой S, что P (S) < ε + c1(k)ε2 при всех ε ∈ (0, ε1], где
ε1 = 2−2k/(27k8), c1(k) = 5 · 22k.

Из теоремы 1 следует, что любую функцию из Pk можно реализовать схе-
мой, ненадежность которой асимптотически (при ε→ 0) не больше ε.

Пусть K(n) — множество функций k-значной логики, каждая из ко-
торых зависит от переменных x1, ..., xn (n > 1) и отлична от функ-

ций 0, x1, ..., xn (n > 1). Обозначим K =
∞⋃
n=1

K(n). Очевидно, что

|K(n)| = kk
n − n − 1, а значит, класс K(n) содержит почти все функции

из множества Pk(n) (поскольку lim
n→∞

kk
n−n−1
kkn

= 1).
Справедлива теорема 2 о нижней оценке ненадежности схем, реализующих

функции из класса K.
Теорема 2. Пусть функция f ∈ K. Тогда для любой схемы S, реализую-
щей f , верно неравенство P (S) > ε при всех ε ∈ (0, 1/2).

Для доказательства теоремы 2 достаточно выделить подсхему из одного
элемента, выход которого является выходом схемы, и оценить вероятность
появления 0 на любом ненулевом входном наборе схемы.

Из теоремы 2 следует, что любая схема, реализующая функцию f ∈ K,
функционирует с ненадежностью, которая не меньше ε. Это означает, что схе-
ма, реализующая функцию f ∈ K и удовлетворяющая условиям теоремы 1,
является асимптотически оптимальной по надежности и функционирует с
ненадежностью, асимптотически равной ε при ε→ 0.

Поскольку ненадежности двойственных (относительно перестановки, по-
рождаемой функцией N(x) = k − 1− x, которую называют отрицанием Лу-
кашевича) схем равны [3], утверждение, доказанное в базисе B для нена-
дежности схемы, реализующей функцию f , при неисправностях типа 0 на
выходах элементов верно в базисе B∗ для ненадежности двойственной схе-
мы, реализующей функцию f ∗, при неисправностях типа k − 1 на выходах
элементов. Следовательно, в базисе B∗ при неисправностях типа k − 1 на
выходах элементов почти любую функцию k-значной логики можно реализо-
вать асимптотически оптимальной по надежности, которая функционирует с
ненадежностью, асимптотически равной ε при ε→ 0.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №17-01-00451-а).
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Asymptotically optimal in reliability curcuits in a basis
consisting of the Webb function with the faults of type 0 at

the outputs of gates.
Alekhina Marina Anatol’evna 1, Barsukova Oksana Yur’evna 2

1 Penza State Technological University , e-mail: alekhina@penzgtu.ru
2 Penza State University , e-mail: oksana.barsukova.71@gmail.com

We consider the problem of the implementation of k-valued logics (k > 3) by circuits from
unreliable gates in full basis consisting of the Webb function. We assume that gates of the
circuit pass to fault states independently of each other, and they are exposed to single-type
constant faults of type 0 at the outputs. It is shown that with faults of type 0 almost any
function of k-valued logics can be implemented by an asymptotically optimal in reliability
circuit functioning with the unreliability which is asymptotically equal to unreliability of
one basis element. The obtained result is valid in a dual (with respect to the permutation
which is generated by the Lukashevich function) basis with single-type constant faults of
type k − 1 respectively.
Keywords: unreliable functional gates, reliability and unreliability of circuit, synthesis of
circuits from unreliable gates, faults at outputs of gates.
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УДК 519.718

О надежности схем в базисе, содержащем
особенную функцию

Алехина Марина Анатольевна, Гусынина Юлия Сергеевна,
Шорникова Татьяна Александровна

Пензенский государственный технологический университет, e-mail: alekhina@penzgtu.ru,
gusynina@mail.ru, shornikovat@mail.ru

Рассматривается реализация булевых функций схемами из ненадежных функциональ-
ных элементов в полном конечном базисе, содержащем особенную функцию. Предпо-
лагается, что все элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью ε ∈ (0, 1/2)
подвержены неисправностям типа 0 на выходах. Показано, что почти любую булеву
функцию можно реализовать асимптотически оптимальной по надежности схемой,
функционирующей с ненадежностью, асимптотически равной ε при ε→ 0.
Ключевые слова: ненадежные функциональные элементы, надежность и ненадеж-
ность схемы, синтез схем из ненадежных элементов.

Рассмотрим реализацию булевых функций схемами из ненадежных функ-
циональных элементов в полном конечном базисе. Известно, что любой пол-
ный базис содержит нелинейную функцию [1], а из всякой нелинейной функ-
ции от трех или более переменных подстановкой (т. е. отождествлением и/или
переименованием) переменных можно получить либо нелинейную функцию
двух переменных φ(x1, x2) = x1x2⊕α1x1⊕α2x2⊕α0, либо особенную функцию,
т. е. функцию вида ϕ(x1, x2, x3) = x1x2⊕x1x3⊕x2x3⊕β1x1⊕β2x2⊕β3x3⊕β0,
где α0, α1, α2, β0, β1, β2, β3 ∈ {0, 1} [2]. В этой работе будем рассматривать
базисы, в каждом из которых содержится нелинейная функция, из которой
можно получить особенную функцию. Поэтому без ограничения общности
будем считать, что базис содержит особенную функцию, зависящую от пере-
менных x1, x2, x3.

С точностью до переименования переменных x1, x2, x3 для особенной
функции (в зависимости от коэффициентов β0, β1, β2, β3) возможны 8 слу-
чаев:

1) ϕ1(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3 ⊕ 1;
2) ϕ2(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ 1;
3) ϕ3(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1;
4) ϕ4(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3;
5) ϕ5(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ 1;
6) ϕ6(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ x2;
7) ϕ7(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ 1;
8) ϕ8(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3.
Обозначим через G множество функций, зависящих от переменных

x1, x2, x3 и имеющих вид xσ11 x
σ2
2 ∨ x

σ1
1 x

σ3
3 ∨ x

σ2
2 x

σ3
3 (σi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, 2, 3}).

Отметим, что функции ϕ5, ϕ6, ϕ7, ϕ8 ∈ G.
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Известно, что если полный конечный базис содержит функцию из множе-
ства G, то как при инверсных неисправностях на выходах элементов [3], так
и при неисправностях типа 0 на выходах [4] элементов любую булеву функ-
цию можно реализовать асимптотически оптимальной по надежности схемой
(необходимые определения также можно найти в [4]), функционирующей с
тривиальной оценкой ненадежности, асимптотически равной ε при ε → 0.
Ранее доказано [5], что этот же результат имеет место для базисов, содержа-
щих функции ϕ1, ϕ3. В этой работе показано, что при неисправностях типа
0 на выходах элементов утверждение верно и для полных конечных базисов,
содержащих функции ϕ2, ϕ4.

Далее будем считать, что все элементы полного конечного базиса B нена-
дежны, с вероятностью ε (0 < ε < 1/2) переходят в неисправные состояния
типа 0 на выходах. Эти неисправности характеризуются тем, что в исправ-
ном состоянии функциональный элемент реализует приписанную ему булеву
функцию, а в неисправном – константу 0. То есть при этих неисправностях
функциональный элемент на единичных наборах с вероятностью 1 − ε вы-
дает 1, с вероятностью ε выдает 0, а на нулевых наборах элемент работает
абсолютно надежно (с вероятностью 1 выдает 0, с вероятностью 0 выдает 1).

Теорема 1. Пусть полный конечный базис содержит функцию
ϕ2(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ 1 или функцию
ϕ4(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1 ⊕ x2 ⊕ x3. Тогда в этом ба-
зисе любую булеву функцию f можно реализовать такой схемой A, что
P (A) 6 ε+ 16ε2 при всех ε ∈ (0, 1/480].

Из теоремы 1 следует, что в базисах, содержащих ϕ2 или ϕ4, любую булеву
функцию можно реализовать схемой, ненадежность которой асимптотически
не больше ε при ε→ 0.

Отметим, что 1) любая схема, содержащая хотя бы один функциональный
элемент и реализующая отличную от константы 0 функцию, имеет ненадеж-
ность, не меньше ε [4]; 2) функции xi (i ∈ N) можно реализовать абсолютно
надежно (не используя функциональных элементов). Следовательно, любую
булеву функцию f(x1, x2, ..., xn) (n ∈ N), исключая x1, x2, ..., xn и констан-
ту 0, можно реализовать схемой (см. теорему 1), которая является асимп-
тотически оптимальной по надежности и функционирует с ненадежностью,
асимптотически равной ε при ε→ 0.

Таким образом, из теоремы 1 и ранее полученных результатов [4; 5] следу-
ет, что если полный конечный базис содержит особенную функцию, то почти
любую булеву функцию f(x1, x2, ..., xn) можно реализовать асимптотически
оптимальной по надежности схемой, функционирующей с ненадежностью,
асимптотически равной ε при ε→ 0.
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Этот результат отличается от ранее известного результата для инверсных
неисправностей на выходах элементов [3], поскольку для базиса, содержащего
одну из функций ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 и не содержащего ни одну из функций мно-
жества G, доказано, что почти любую булеву функцию можно реализовать
асимптотически оптимальной по надежности схемой, функционирующей с
ненадежностью, асимптотически равной 2ε при ε → 0, т. е. в случае неис-
правностей типа 0 на выходах элементов имеем лучшую (в 2 раза) асимпто-
тическую оценку ненадежности схем.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №17-01-00451-а).
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About the reliability of circuits in the basis containing a
special function
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We consider the realization of Boolean functions by the circuits from unreliable gates in a
complete final basis B, containing a special function. We assume that all gates of a circuit
are exposed to the faults type 0 at the outputs with probability ε ∈ (0, 1/2) independently
of each other. We show that almost any Boolean function can be implemented by an
asymptotically optimal in reliability circuit functioning with the unreliability which is
asymptotically equal to ε with ε→ 0.
Keywords: unreliable functional gates, reliability and unreliability of circuit, synthesis of
circuits composed of unreliable gates.
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Применение метаэвристических алгоритмов
псевдобулевой оптимизации к поиску

линеаризующих множеств в криптоанализе
криптографических генераторов

Антонов Кирилл Валентинович1, Семенов Александр
Анатольевич2
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В статье рассматривается новый подход к построению атак типа «угадывай и опреде-
ляй» на генераторы ключевого потока, основанный на понятии линеаризующего мно-
жества. Сложность атаки для конкретного линеаризующего множества оценивается
как значение специально определённой псевдобулевой функции. Для решения зада-
чи оптимизации псевдобулевой функции реализованы метаэвристические алгоритмы
поиска: tabu search, генетический алгоритм, (1 + 1) эволюционный алгоритм, GBFS.
Приведены оценки сложности атак указанного типа, которые были построены для
поточных шифров A5/1 и ASG.
Ключевые слова: алгебраический криптоанализ, атаки из класса «угадывай и опре-
деляй», псевдобулева оптимизация, метаэвристические алгоритмы.

Понятие линеаризационного множества ввёл в 2003 году Г.П. Агибалов в
работе [1]. Атаки на криптографические функции, использующие данное по-
нятие, относятся к области, известной как алгебраический криптоанализ [2].
В алгебраическом криптоанализе задача обращения криптографической фу-
нкции сводится к поиску решения системы алгебраических уравнений над
некоторым конечным полем (чаще всего над GF (2)). Хорошо известно (см.,
например, [3]), что задача проверки совместности даже квадратичной систе-
мы уравнений над GF (2) является NP-полной. Соответственно, в любом слу-
чае при решении таких систем приходится использовать переборную стра-
тегию. Техника линеаризационных множеств, предложенная в [1], подразу-
мевает ослабление систем уравнений, кодирующих криптоанализ рассматри-
ваемой функции, до линейных систем засчёт подстановки угаданных значе-
ний некоторых переменных. Таким образом, атаки из [1] относятся к атакам
типа «угадывай и определяй» (guess and determine) [2]. В целом ряде слу-
чаев множество угадываемых бит можно подобрать так, что трудоёмкость
соответствующей атаки будет существенно ниже, чем при полном переборе
вариантов секретного ключа.

Криптографический генератор ключевого потока — это дискретная функ-
ция вида

g : {0, 1}n → {0, 1}∗, (1)
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которая задаётся некоторым эффективным алгоритмом. Рассматриваются
всюду определённые функции вида (1). Произвольный γ ∈ {0, 1}m такой,
что γ = g(α) для некоторого α ∈ {0, 1}n, называется фрагментом ключе-
вого потока длины m генератора g. С функцией (1) естественным образом
связывается функция

f : {0, 1}n → {0, 1}m, (2)
область значений (Range f) которой совпадает с множеством всех возмож-
ных фрагментов ключевого потока длины m, порождаемых генератором (1).
Задача обращения ключевого потока длиныm генератора g ставится следую-
щим образом: по известному γ ∈ Range f требуется найти такой α ∈ {0, 1}n,
что f(α) = γ.

Известно, что по алгоритму, задающему f , можно эффективно построить
систему алгебраических уравнений степени не более 2 над полем GF (2). Для
этой цели можно использовать техники сводимости, подобные тем, которые
были описаны в [4]. Пусть Ef — результирующая система и X — множество
фигурирующих в ней булевых переменных. В X выделим два подмножества:
X in,

∣∣X in
∣∣ = n и Y, |Y | = m. Переменные, образующие X in, соответству-

ют входу f , а переменные из Y — её выходу. Результат подстановки в Ef

известного γ ∈ Rangef обозначим через Ef(γ) (подстановка определяется
стандартным способом — см., например [5]).

В соответствии с [1] назовём множество X ′, X ′ ⊂ X линеаризационным,
если для любого γ ∈ Rangef и любого набора значений переменных из X ′
(используем обозначение β ∈ {0, 1}|X ′|) подстановка β в Ef(γ) даёт линейную
систему. Таким образом, если X ′ — линеаризационнное множество, то задачу
обращения произвольного γ ∈ Rangef можно эффективно свести к решению
2|X

′| систем линейных уравнений над GF (2). Известен целый ряд примеров,
когда такая атака оказывается более эффективной, чем опробование всех 2n

возможных входов рассматриваемой функции.
Приведём один пример такого типа. Речь идёт об атаке, предложенной Рос-

сом Андерсоном [6] на известный генератор ключевого потока A5/1, который
долгое время использовался для шифрования траффика в сетях сотовой свя-
зи. Данный алгоритм состоит из 3 несинхронно сдвигаемых регистров сдвига
с линейной обратной связью (LFSR, [7]), детали его работы можно найти в
многочисленных статьях, в том числе в Wikipedia. Р. Андерсон заметил, что
угадывание 53 бит (все биты первого и третьего регистров и младшие 11 бит
второго регистра) позволяет эффективно восстановить значения оставшихся
11 бит секретного ключа для любого фрагмента ключевого потока длины не
менее 64. Несложно показать, что множество Андерсона — это линеаризаци-
онное множество в смысле [1].

В настоящей работе рассматривается одно обобщение понятия линеариза-
ционного множества, которое можно построить, отталкиваясь от результатов
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статьи [8]. В этой статье были введены т. н. «инверсные множества с лазей-
ками» (Inverse Backdoor Sets, IBS). Концептуально, IBS — это (так же, как и
линеаризационное множество) множество угадываемых бит в некоторой ата-
ке типа «угадывай и определяй». Однако для решения ослабленных систем
можно использовать алгоритм A решения какой-либо NP-трудной задачи,
который работает быстро на значительной доле входов. В [8] для этой це-
ли использовались алгоритмы решения задачи булевой выполнимости (SAT).
Главная особенность описанных в [8] атак состоит в том, что не все ослаб-
ленные задачи должны быть простыми для алгоритма A. Эффективные IBS-
атаки можно строить и для ситуаций, когда простой оказывается лишь неко-
торая доля от всех возможных ослабленных задач. Мы переносим эту идею
на ситуацию, когда в роли A используется произвольный алгоритм реше-
ния линейных уравнений над GF (2) (например, метод Гаусса). Получаемое
в результате понятие отличается от понятия линеаризационного множества
требованием, чтобы система вида Ef(γ) линеаризовалась не любыми, а лишь
некоторыми наборами значений переменных из X ′.

С этой целью мы вводим специальную оценочную функцию, значения
которой оценивают долю наборов из {0, 1}|X ′|, линеаризующих системы ви-
да Ef(γ). Более точно, нам требуется оценить долю булевых векторов из
{0, 1}|X ′| подстановка которых в Ef(γ) обращает эту систему в линейную.
Если эта доля относительно велика, то мы можем повторить нашу атаку
применительно к нескольким различным выходам γ. В роли лазеек X ′ рас-
сматриваются подмножества множестваX in. КаждоеX ′ ∈ 2X

in можно задать
булевым вектором длины n, в котором единицы отмечают те переменные из
X in, которые попадают в X ′.

Рассмотрим N случайных входов функции f α1, . . . , αN , выбранных из
{0, 1}n в соответствии с равномерным распределением. Построим выходы
γ1, . . . , γN : γj = f(αj), j ∈ {1, . . . , N}. Рассмотрим произвольное множе-
ство X ′, X ′ ∈ X in. Тогда, входам αj соответствуют наборы значений пере-
менных из X ′, которые будем обозначать через βj, j ∈ {1, . . . , N}. Для вхо-
дов α1, . . . , αN рассмотрим системы Ef(γj, βj), j ∈ {1, . . . , N}: каждая такая
система получается в результате подстановки γj, βj, порождённых αj. Обо-
значим через δ долю систем вида Ef(γj, βj), которые являются линейными.
Рассуждая по аналогии с [8], можем заключить, что δ — оценка вероятности
следующего события: результат подстановки векторов γj и βj, порождённых
случайным входом αj ∈ {0, 1}n, в Ef — линейная система над GF (2). Для
фиксированного X ′ обозначим эту вероятность через pX ′.

Определение 1. В контексте задачи обращения функции (2) назовём мно-
жество X ′ линеаризующим с вероятностью линеаризации pX ′.
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Таким образом, линеаризационное множество из [1] –– это линеаризующее
множество с вероятностью линеаризации 1.

С использованием pX ′ можно построить атаку из класса «угадывай и опре-
деляй» по смыслу близкую к атакам, описанным в [8] с той лишь разни-
цей, что успехом в соответствующей последовательности испытаний Бернул-
ли считается ситуация, когда выбран такой вход α ∈ {0, 1}n, что Ef(γ, β) —
линейная система над GF (2). Трудоёмкость такой атаки оценивается через
оценку вероятности pX ′. С этой целью рассматривается специальная функция
следующего вида:

Φ : {0, 1}n → R (3)
Функция (3) задаётся следующим образом. На вход она получает про-

извольный вектор χ ∈ {0, 1}n, который задаёт множество X ′ (единицы в
χ соответствуют переменным из X in). Затем строится случайная выборка
α1, . . . , αN , по которой вычисляется величина δ. Данная величина принима-
ется за оценку вероятности pX ′, на основании которой строится оценка трудо-
ёмкости атаки из класса «угадывай и определяй», использующей множество
угадываемых бит X ′. Полученная оценка — значение функции (3).

Всё сказанное означает, что (3) — это псевдобулева функция [9]. Мини-
мальное её значение на гиперкубе {0, 1}n — это оценка трудоёмкости наибо-
лее эффективной атаки. Для минимизации (3) мы использовали следующие
метаэвристические алгоритмы: алгоритм, использующий поиск с запретами
(tabu search, [10]) в том виде, как он описан в [11]; алгоритм, использую-
щий стратегию GBFS (Greedy Best First Search, [11]), а также генетический
алгоритм в варианте, который был использован в [13].

В вычислительных экспериментах рассматривались задачи построения ли-
неаризующих множеств и соответствующих атак на следующие криптографи-
ческие генераторы: A5/1, ASG96 и ASG192 (ASG — alternating step generator).
У A5/1 анализировалось 114 бит выходного потока, у ASG92 — 112 бит, у
ASG192 — 200 бит. Лучшие результаты экспериментов приведены в следую-
щей таблице.

Таблица 1: Результаты экспериментов. GA — генетический алгоритм, TS —
tabu search

Шифр Алгоритм Мощность
множества

Сложность атаки
(число решаемых
систем ЛУ)

Вероятность

A5/1 GA 47 5.32e+15 0.0793
ASG96 GA, TS 31 6.44e+9 1
ASG192 GA, TS 65 1.11e+20 1
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Из таблицы 1 видно, что лучшие результаты показали алгоритмы GA и
TS. В случаях ASG96 и ASG192 эти алгоритмы в качестве множества X ′

построили множество переменных, которое кодирует управляющий регистр.
Данный факт соответствует известной атаке на ASG. Для алгоритма A5/1 с
использованием GA была построена атака, трудоёмкость которой примерно
в 5 раз ниже, чем у атаки Андерсона. Особо подчеркнём, что в этом случае
оценка вероятности pX ′ существенно меньше 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон-
да, проект №16-11-10046.
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О классах эквивалентности мультифункций,
порожденных частичными ультраклонами
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Найдено число классов эквивалентности мультифункций ранга 2, в частности булевых
функций, порожденных максимальными частичными ультраклонами.
Ключевые слова: мультифункция, булева функция, частичный ультраклон, класс эк-
вивалентности.

В теории дискретных функций активно исследуются мультифункции —
функции, заданные на конечном множестве A и принимающие в качестве
значений подмножества множества A. При определении суперпозиции для
мультифункций на A, где |A| = k, мы по сути имеем дело с подмножеством
множества всех функций 2k-значной логики. Заметим, что обычная суперпо-
зиция, которая рассматривается для функций многозначной логики, в данном
случае не подойдет. К настоящему времени известны два вида суперпозиции
для мультифункций [1; 2].

Пусть A = {0, 1} и F = {∅, {0}, {1}, {0, 1}}. Определим следующие мно-
жества функций:
P ∗2,n = {f |f : An → F}, P ∗2 =

⋃
n
P ∗2,n,

P2,n = {f |f ∈ P ∗2,n и |f(α̃)| = 1 для всех α̃ ∈ An}, P2 =
⋃
n
P2,n.

Функции из P2 называют булевы функциями, из P ∗2 — мультифункциями
на A.

Задача о принадлежности функций максимальным (предполным) клас-
сам является достаточно известной в теории дискретных функций, например,
для булевых функций она решена в [3]. Используя разбиение множества всех
функций на классы эквивалентности по отношению принадлежности макси-
мальным классам, можно оценить мощности всевозможных базисов, описать
все типы базисов.

В [4] описаны все максимальные частичные ультраклоны мультифункций
на A. В докладе рассматривается вопрос о принадлежности мультифунк-
ций максимальным частичным ультраклонам. Количество максимальных ча-
стичных ультраклонов, равное 12, дает верхнюю оценку числа классов раз-
биения, как мощность множества всех подмножеств множества максималь-
ных частичных ультраклонов, т. е. 212. Исследование свойств мультифункций
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позволяет понизить эту оценку. Компьютерный эксперимент установил, что
мультифункции от трех переменных дают 91 класс эквивалентности. Таким
образом, нам удалось получить следующее утверждение.

Теорема 1. Число классов мультифункций, порожденных отношением
принадлежности максимальным частичным ультраклонам, равно 91.

Если ограничиться рассмотрением подмножеств мультифункций, каждая
из которых является булевой функцией, то получается следующее утвержде-
ние.

Теорема 2. Число классов булевых функций, порожденных отношением
принадлежности максимальным частичным ультраклонам, равно 15.

Работа первого автора выполнена при поддержке РФФИ
(проект №18-31-00020).
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В работе с использованием компьютерных вычислений получены улучшенные асимп-
тотические верхние оценки сложности трехзначных функций в классе поляризованных
полиномов.
Ключевые слова: поляризованный полином, конечное поле, верхние оценки сложно-
сти.

Для произвольного элемента a некоторого кольца введем в рассмотрение
величину [a = 0], которая будет равна вещественной единице, если a = 0 в
этом кольце, и вещественному нулю в противном случае. Обозначим среднее
арифметическое непустого конечного множества S вещественных чисел как
avgS, а максимальный элемент в нем— maxS.

Пусть Fq —конечное поле порядка q. Множество невырожденных верх-
них треугольных q×q матриц над Fq обозначим Tq[q]. Если K ⊆ Tq[q], то
K⊗k = {M1 ⊗ · · · ⊗Mk |M1, . . .Mk ∈ K}, где ⊗—кронекерово произведение
матриц. Определим множество матриц P = {Pa | a ∈ Fq}, элементы кото-
рых равны

(
j−1
i−1

)
a|j−i|, где i—номер строки, а j —номер столбца матрицы Pa.

Читатель может легко убедиться, что P ⊂ Tq[q].
Каждую n-местную функцию над Fq будем отождествлять с некоторым

вектором f ∈ FNq , где N = qn. Для каждого f ∈ FNq определим величины
Z(f) =

∑
N

i=1[fi = 0] и LqK⊗(f) = qn − max{Z(M−1f) | M ∈ K⊗n}, где
K ⊆ Tq[q]. Положим также LqK⊗(n) = max{LqK⊗(f) | f ∈ FNq , N = qn}. Ве-
личину LqP⊗(f) назовем сложностью функции f в классе поляризованных
полиномов. Выбор такого термина восходит к работам [1; 2].

Для случая q = 3, то есть для случая трехзначных функций, точное значе-
ние величины LqP⊗(n) неизвестно. Наилучшие на текущий момент нижняя и
верхняя оценки были получены в работах [3] и [2] соответственно. Их можно
свести в одну формулу

⌊
3
43n
⌋
6 L3

P⊗n(n) 6
⌊

5
63n
⌋
.

В настоящей работе с привлечением компьютерных вычислений верхнюю
оценку удалось слегка уменьшить. Для начала сформулируем утверждение,
которое обобщает теорему 1 из [2].

Теорема 1. Пусть k—положительное целое, N = qk, K ⊆ Tq[q] и для лю-
бой функции f ∈ FNq выполняется avg{Z(M−1f) |M ∈ K⊗k} > β+δ[fN = 0],
для некоторых вещественных β > 0 и δ > 0. Тогда LqK⊗(kn) 6 b(1− α)qknc,
где α = β

N−δ .
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Для случая q = 3 были написаны компьютерные программы, которые
вычисляют значения β и δ при k = 2 и k = 3.

Для k = 2 были получены следующие значения: β = 14
9 , δ = 1. Тогда

α = 14
9(9−1) = 7

36 и L3
P⊗(2n) 6

⌊
29
3632n

⌋
. Таким образом, получаем асимптотиче-

скую оценку L3
P⊗(n) . 29

363n.
Для k = 3 программой были найдены следующие значения: β = 151

27 , δ = 1.
Тогда α = 151

27(27−1) = 151
702 и L3

P⊗(3n) 6
⌊

551
70233n

⌋
, что дает асимптотическую

оценку вида L3
P⊗(n) . 551

7023n.
Эти оценки улучшают ранее известные, поскольку 551

702 <
29
36 <

5
6 .

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №19–01–00200).
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В этой работе вводится понятие коммутатор-тождества конечных колец, через которое
определяется максимальное коммутатор-подкольцо. С помощью данных определений
формулируется и доказывается новый критерий о критичности некоторых конечных
некоммутативных колец.
Ключевые слова: кольцо, полиномиальное тождество кольца, критическое кольцо, абе-
лева группа

Введение

В настоящей работе сформулирован новый критерий о критичности неко-
торых некоммутативных конечных колец. Заметим, что первый пример ко-
нечного кольца, не представимого матрицами, дан Дж. Бергманом в рабо-
те [1]. Оно является кольцом эндоморфизмов.

Роль критического кольца в теории многообразий колец впервые пока-
зана в работах [6] и [5]. Далее критические кольца и алгебры изучались в
работах [2–4; 7–12]. В этой работе мы формулируем новое семейство классов
многочленов и некоторые понятия колец.

Основная часть

Прежде всего отметим следующие классические определения.

Определение 1. Пусть Z(x1, x2, . . . , xn) — кольцо многочленов от x1,
x2, . . . , xn переменных с целыми коэффициентами. Пусть S —некоторое
кольцо и f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Z(x1, x2, . . . , xn). Многочлен f(x1, x2, . . . , xn) на-
зывается полиномиальным тождеством кольца S, если f(a1, a2, . . . , an) = 0
для всех a1, a2, . . . , an ∈ S.

Определение 2. Пусть S —некоторое кольцо и g(x1, x2, . . . , xn) ∈
Z(x1, x2, . . . , xn). Если многочлен g(x1, x2, . . . , xn) не имеет полиномиально-
го тождества кольца S и является полиномиальном тождеством над все-
ми подкольцами кольца S, то кольцо S называется критическим кольцом,
а многочлен g(x1, x2, . . . , xn) называется критическим многочленом коль-
ца S.

Замечание 1. Пусть [x1, x2] = x1x2 − x2x1. Пусть J1[x1, x2] = [x1, x2],

J2(x1, x2, x3, x4)=[J1(x1, x2), J1(x3, x4)]=[x1, x2] · [x3, x4]− [x3, x4] · [x1, x2], . . . ,
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Jm(x1, x2, . . . , x2m)=[Jm−1(x1, x2, . . . , x2m−1), Jm−1(x2m−1+1, x2m−1+2, . . . , x2m)]=

= Jm−1(x1, x2, . . . , x2m−1)Jm−1(x2m−1+1, x2m−1+2, . . . , x2m)−
− Jm−1(x2m−1+1, x2m−1+2, . . . , x2m)Jm−1(x1, x2, . . . , x2m−1).

Многочлен Jm назовём m кратным коммутатор-тождеством. Из этого за-
мечания следует, что
J2(x1, x2, x3, x4) = (x1x2 − x2x1)(x3x4 − x4x3)− (x3x4 − x4x3)(x1x2 − x2x1)

или

J2(x1, x2, x3, x4) = x1x2x3x4 − x2x1x3x4 − x1x2x4x3 + x2x1x4x3−
− x3x4x1x2 + x4x3x1x2 + x3x4x2x1 − x4x3x2x1.

Теперь докажем следующую лемму

Лемма 1. Пусть S — конечное кольцо. Тогда существует некоторое крат-
ное коммутатор-тождество Jm такое, что Jm имеет полиномальное то-
ждество кольца S.

Доказательство. Если S коммутативное кольцо, то J1[x, y] = [x, y] = xy −
− yx = 0 для всех x, y ∈ S. Пусть S —некоммутативное конечное кольцо.
Пусть порядок кольца S равен |S| = p1 · p2 · . . . · pi, где p1, p2, . . . , pi—простые
числа. Докажем индукцией по i.

I. Если i = 1 или p1 —простое число и порядок кольца S равен p1, то
кольцо S является коммутативным кольцом. Поэтому J1 имеет полино-
миальное тождество кольца S.

II. Пусть k—некоторое целое положительное число. Тогда считаем, что
если i любое положительное целое число (i < k), а p1, p2, . . . , pi любые
простые числа, то существуют кратные коммутатор-тождества каждых
колец порядка p1 · p2 · . . . · pi.

III. Пусть q1 ·q2 · . . . ·qk —некоторые простые числа, S —некоторое конечное
некоммутативное кольцо, порядок S равен |S| = q1 · q2 · . . . · qk, а 0 —
нейтральный элемент кольца S. Пусть r ∈ S и r 6= 0.

T = {n1r + n2r
2 + . . .+ nmr

m : 1 6 m ∈ Z, n1, n2, . . . , nm ∈ Z}.
Тогда T имеет коммутативное подкольцо кольца S. Из теоремы Лагран-
жа группы следует, что порядок кольца T делит порядок кольца S. Пусть
|T | = qt+1 · . . . · qt > 1, 1 < t < k.

Порядок фактор кольца S/T равен S/T = q1 · qt. Из условия (II) следует,
что существует кратное коммутатор-тождество Jm кольца S/T . Из определе-
ния следует,

Jm(y1 + T, y2 + T, . . . , y2m + T ) = 0 + T для каждых y1, . . . , y2m. (1)
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Пусть a1, . . . , a2m, . . . , a2m+1 ∈ S
α = Jm(a1, a2, . . . , a2m), β = Jm(a2m+1, a2m+2, . . ., a2m+1).

Тогда из определения фактор-кольца следует
Jm(a1 + T, a2 + T, . . . , a2m + T ) = Jm(a1, a2, . . . , a2m) + T = α + T

и

Jm(a2m+1 + T, a2m+2 + T, . . . , a2m+1 + T ) =

= Jm(a2m+1, a2m+2, . . . , a2m+1) + T = β + T.

Поэтому из условия (1) следует α + T = 0 + T ∈ S/T , β + T = 0 + T ∈ S/T
или α, β ∈ T . T —коммутативное кольцо, поэтому J1(α, β) = 0 или

Jm+1(a1, a2, . . . , a2m+1
) =

= J(Jm(a1, a2, . . . , a2m), Jm(a2m+1, a2m+2, . . . , a2m+1
)) = J(α, β) = 0.

Отсюда Jm+1 имеет коммутатор-тождество кольца S. По принципу мате-
матической индукции лемма доказана.

Следствие 1. Пусть p1 · p2 · . . . · pi—простые числа, S — конечное неком-
мутативное кольцо, а порядок S равен |S| = p1 · p2 · . . . · pi. Тогда суще-
ствует положительное целое число m такое, что Jm имеет коммутатор-
тождество кольца S и 1 < m 6 k.

Определение 3. Пусть S —некоммутативное конечное кольцо. Если Jm
не имеет коммутатор-тождество кольца S, а Jm+1 имеет коммутатор-
тождество кольца S, то Jm назовём внешним коммутатор-тождеством
кольца S.

Определение 4. Пусть S —некоммутативное конечное кольцо, Jm— вне-
шнее коммутатор-тождество кольца S, а T —подкольцо кольца S. Если T
максимальное подкольцо удовлетворяет условию, что Jm имеет внешнее
коммутатор-тождество, то кольцо T назовём максимальным коммута-
тор-подкольцом кольца S.

Лемма 2 (Новый критерий критичности некоторых конечных некоммута-
тивных колец). Пусть S — конечное некоммутативное кольцо, а T —мак-
симальное коммутатор-подкольцо кольца S. Если T имеет подкольцо всех
максимальных колец кольца S и фактор-кольцо S/T имеет критическое
кольцо, то кольцо S является критическим кольцом.

Доказательство. Из определения следует, что существует Jm такое, что

a) Jm(x1, x2, . . . , x2m) = 0, для каждых x1, x2, . . . , x2m ∈ T .

b) Существуют a1, a2, . . . , a2m ∈ S такие, что Jm(a1, a2, . . . , a2m) 6= 0.
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Кроме того, из определения критического кольца следует, что существует
некоторый критический многочлен f(x1, x2, . . . , xν) кольца S/T . Пусть

g(x1, x2, . . ., x2m+ν) = f
(
Jm(x1, x2, . . . , x2m), . . .

. . . , Jm(x2m+ν−2+1, x2m+ν−2+2, . . . , x2m+ν−1)
)
.

Легко проверить, что тогда g(x1, x2, . . . , x2m+ν) имеет критическое тожде-
ство кольца S. Лемма доказана.
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О метриках многозначных логических
высказываний и приложения метрик в базах

знаний
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В статье рассматриваются модели и формулы многозначных логик, имеющие различ-
ные применения в теории моделей и базах знаний, и, в частности для записи мно-
гозначных высказываний экспертов (логической базы знаний). С использованием ме-
тодов математической логики и теории моделей для многозначных логик получены
теоремы о богатых совокупностях формул (типов) без предположения стабильности
(полной, метрической) многозначной модели, а с условием на класс ее расширений
с той же (непрерывной) теорией рассмотрены и ортогональные случаи. Далее нахо-
дятся «расстояния» на формулах (высказываниях) и степени (меры) нетривиальности
(недостоверности) формулы как мера неверности формулы на классе рассматривае-
мых многозначных моделей (возможных миров). Изучены свойства введенных рас-
стояний и мер нетривиальности (недостоверности) формул на классах многозначных
моделей. Предложены различные способы задания на классах эквивалентных формул
метрик, степеней нетривиальности (недостоверности) и установлены для них полез-
ные свойства, которые используются в алгоритмах кластеризации, построении реша-
ющих функций, распознавании образов и вопроса об эталонах в искусственном ин-
теллекте. Из этого дается описание всевозможных метрик при фиксированном классе
конечнозначных моделей фиксированной многозначной логики и/или ее ослабления
(уменьшением списка аксиом).
Ключевые слова: теория моделей, двукардинальные(богатые) формулы(типы), много-
значные модели непрерывной логики, расстояния на логических формулах –высказы-
ваниях экспертов(базы знаний), релевантные модели, метрики на классах эквивалент-
ности, меры недостоверности(нетривиальности), кластеризация, распознавание обра-
зов, искусственный интеллект.

В настоящее время изучаются теоретико-модельные метрики на множе-
ствах высказываний (базы знаний) многозначных и простейших семантиче-
ски определенных релевантных логик с помощью релевантного класса моде-
лей от переменных и их отрицаний. Решен вопрос об описании всех таких
метрик, которые получаются с привлечением конечного релевантного клас-
са моделей. Доклад посвящен также обобщению и уточнению результатов и
теорем о двукардинальных (богатых) множествах типов, доказанных ранее
в стабильном случае или с условиями стабильности, на случай многознач-
ной и многосортной теории [1–3]. Некоторые из них вошли в диссертацию
автора «Теории с покрытием и формульные подмножества» (ИМ СО РАН,
Новосибирск, 1992, 134 с.) для семейств формул, а также опубликованы в
сборнике Two cardinal theorems for sets of types in stable theory, посвященном
90-летию академика А. Д. Тайманова (Казахстан, Алма-Ата, 2007, с. 67–69),
которые были представлены в Алма-Ате и Новосибирске на ежегодных Маль-
цевских чтениях с 2006 г., в том числе к 100-летию акад. А. И. Мальцева и др.
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На случай богатых семейств типов над параметрами модели многосортной,
многозначной теории с-компактными (насыщенными, однородными) измери-
мыми и вычислимыми моделями со свойством отделимости новых элемен-
тов, реализующих вычислимые типы (над малыми подмножествами модели)
совместных с этими множествами, от элементов вложенной модели и нали-
чия реализаций в большей (с богатым семейством) модели вполне опреде-
лимых, вычислимых (стабильных) типов или неразличимых элементов. Ста-
бильность теорий не предполагается, а многие известные теоремы в обычном
случае получаются как следствия. Также дан обзор имеющихся результатов
по применению многозначных исчислений для кластеризации множеств вы-
сказываний.

Основными инструментами доказательств являются теоремы типа ком-
пактности, развитая техника современной теории моделей, вычислимости, в
частности, для логических исчислений, локальной стабильности и наличия
(даже локально) подходящих компактных измеримых (нужных малых мощ-
ностей varkappa) моделей теории со свойствами varkappa-отделимости над
реализациями семейств стабильных (определимых, рекурсивных) типов.

Продолжено изучение спектра и числа двукардинальных и предельных
моделей в классе теорий с покрытиями введенных автором. Рассмотрены во-
просы определимости систем с метрикой в наследственно конечных надстрой-
ках, и о мощностях типово определимых подмножеств и их свойств двукарди-
нальности. Интерес к этим вопросам и таким моделям имеет и прикладной
характер в поиске наиболее информативных (нетривиальных) типов (фор-
мул) прикладной теории, логических закономерностей для кластеризации и
упорядочения таких «знаний» с помощью привлечения конечных, многознач-
ных, метрических или измеримых систем и расстояний между множествами
моделей.

Все это служит для введения новых метрик на классах неэквивалентных
формул (логических высказываний экспертов или типов (совместных сово-
купностей высказываний) на измеримых подклассах измеримых, вычисли-
мых (метрических, измеримых) моделей, необходимых для разработки алго-
ритмов распознавания образов, поиска закономерностей, обнаружения ред-
ких событий и кластеризации многозначных формул-знаний в различных ло-
гиках, например Лукасевича.

В настоящее время найдены различные теоретико-модельные новые мет-
рики, разработаны методы кластеризации по метрикам для конечных мно-
жеств формул в различных логических исчислениях с привлечением раз-
личных подклассов релевантных моделей (частично совместно с аспирантом
Авиловым М.С., Фефеловой В.В., Таганашкиной Л.А.), изучены различные
индексы качества для сравнений и способы введения коллективных метрик.
Проведены, вначале с Фефеловой В.В., модельные эксперименты с помощью
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разработанной программы, поддерживающей все необходимые алгоритмы и
нахождение по найденным расстояниям кластеризаций. Показано, что кол-
лективные расстояния имеют более высокие индексы кластеризаций по срав-
нению с другими введенными метриками. В дальнейшем планируется исполь-
зование лучших кластеризаций для локальной структуризации баз знаний.
Новым шагом в приложениях наших подходов является использование раз-
личных малых конечных классов релевантных моделей, предложенных на
Мальцевских чтениях автором доклада, и взятие по ним (в конечном чис-
ле) коллективного расстояния, которое обеспечивает эффективную и опти-
мальную коллективную кластеризацию данных множеств формул. Ответ на
поставленный выше вопрос важен для полного учета различных расстояний
для небольших конечных (малых) подклассов класса релевантных моделей,
и будет использоваться в поисках лучшей из (разумных) возможных класте-
ризаций.

Теорема 1. Найдены все способы задания теоретико-модельных метрик на
формулах многозначной релевантной логики высказываний в классе конеч-
ных многозначных релевантных моделей (и при фиксированном размере N
многозначной логики).

Это позволяет проводить алгоритмы классификации таких высказываний,
уменьшает трудоемкость алгоритма согласования решений и построения ре-
шающих функций.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
№ 18-07-600-а).
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in model theory and knowledge bases, and, in particular, for recording ambiguous state-
ments of experts (logical knowledge base). Using methods mathematical logic and model
theory for multi-valued logics, theorems on rich collections of formulas (types) are obtained
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on the class of its extensions with the same (continuous)theory, orthogonal cases are
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of the formula’s infidelity on the class models under consideration (possible worlds). The
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valued logic and / or its weakening (by reducing the list of axioms).
Keywords: model theory, two-cardinal (rich) formulas (types), multivalued models of
continuous logic, distances on logical formulas–expressions of experts (knowledge bases),
relevant models, metrics on equivalence classes, measures of uncertainty(non-triviality),
clustering, pattern recognition, artificial intelligence.



32 Винокуров С.Ф., Францева А.С.

УДК 519.673

Приближенный алгоритм нахождения
сложности обратимых реализаций

расширенных кронекеровых форм булевых
функций

Винокуров Сергей Федорович, Францева Анастасия Сергеевна
Иркутский государственный университет, e-mail: servin38@gmail.com, a.s.frantseva@gmail.com

В работе продолжается исследование задачи обратимых реализаций полиномиальных
нормальных представлений булевых функций и приводится реализация алгоритма
нахождения сложности обратимых реализаций расширенных кронекеровых форм бу-
левых функций. Данные исследования представляют также теоретический интерес и
могут быть использованы для нахождения неизвестной пока оценки значения функ-
ции Шеннона сложности представлений булевых функций в соответствующем классе
обратимых реализаций.
Ключевые слова: функция Тоффоли, обратимые схемы, булевы функции, кронекерова
форма.

Обратимым представлением булевой функции f(x1, ..., xn) называется об-
ратимая функция следующего вида:

F (x0, x1, ..., xn) = (f0(x1, ..., xn), f1(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn)),

где
f0(x1, ..., xn) = x0 ⊕ f(x1, ..., xn),

fi(x1, ..., xn) = xi по всем 1 6 i 6 n;

т.е. функция F r(x0, x1, ..., xn) осуществляет следующее отображение:

(x0, x1, ..., xn) 7→ (x0 ⊕ f(x1, ..., xn), x1, ..., xn).

В работе рассматриваются следующие обратимые функции (функции
Тоффоли):

T n+1
0 (xi) : (x0, x1, ..., xi, ..., xn)→ (x0, x1, ..., x̄i, ..., xn);

T n+1
k (xi1, ..., xik, x0) : (x0, x1, .., xn)→ (x0 ⊕ xi1 · ... · xik, x1, ..., xn),

k 6 n, {i1, ..., ik} ⊂ {1, ..., n}.
Любая обратимая функция F (x0, x1, ..., xn) представляется в виде суперпози-
ции функций Тоффоли [5].

Более подробно остальные определения, а также описание построения об-
ратимых схем, реализующих обратимые функции указанного вида, можно
прочесть, например в [3]. Вид обратимой схемы (выбранная последователь-
ность элементов функций Тоффоли) зависит от вида полиномиального пред-
ставления булевой функции. В [3] рассматриваются обратимые реализации
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расширенных поляризованных полиномов Жегалкина (или ZhE-полиномов)
булевой функции.

В данной работе рассматриваются расширенные кронекеровы формы бу-
левых функций (класс EH), построение которых подробно описано с исполь-
зованием операторного подхода и введением класса двупорожденных опе-
раторных пучков в [2; 4]. Класс EH включает в себя известный класс H
кронекеровых форм.

Схематически обратимая схема, реализующая полином булевой функции,
выглядит так, как показано на рисунке 1. Внутри блока F располагаются
элементы функций Тоффоли T0 и Tk. Элементы T0 реализуют отрицания над
переменными, элементы Tk — слагаемые полинома. Одним из условий постро-
ения обратимой схемы является условие совпадения значений на выходах yi в
схеме со значениями на входах xi. Тогда с учетом вида EH-полинома булевой
функции, для его обратимой реализации требуется, в отличие от обратимой
реализации ZhE-полиномов, реализовывать отрицания каждого слагаемого
EH-полинома.

Рис. 1: Обратимая схема, реализующая булеву функцию f(x1, ..., xn)

Пусть S — обратимая схема, реализующаяEH-полином P функции f. Схе-
ма S построена в соответствии с вышеприведенными рассуждениями. В ходе
выполнения алгоритма в схеме S переставляются те ее части, что реализуют
слагаемые EH-полинома. l(S) —количество элементов функций Тоффоли T0

и Tk, составляющих схему. Тогда под сложностью обратимой реализации EH-
полиномов булевой функции будем понимать minP l(S) по всем полиномам P
класса EH, представляющим булеву функцию.

В соответствии с определением класса EH расширенных кронекеровых
форм EH-полином P предполагает две формы: кронекерову и расширенную.

На шаге 1 и 2 алгоритма используется модифицированная версия алго-
ритма точной минимизации булевых функций в классе кронекеровых форм
[1].
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Алгоритм нахождения сложности обратимых реализаций EH-полиномов
булевых функций

Входные данные: вектор булевой функции f
Выходные данные: минимальное значение Cost сложности обратимых ре-

ализаций всех EH-полиномов функции f.
По всем базисам класса кронекеровых форм H:
1. Строится кронекерова форма Fh функции f и вычисляется количество

слагаемых t.

2. Строится расширенная кронекерова форма Fe функции f и вычисля-
ется количество слагаемых s.

3. Упорядочиваются в рефлексивном порядке слагаемые формы Fh.

4. В первом слагаемом вставляется отсутствующая (-ие) переменная (-ые)
с отрицанием или без в соответствии с ближайшим следующим слагае-
мым, в котором эта переменная присутствует; в следующем слагаемом
(и по всем остальным) вставляются переменные в соответствии с преды-
дущим слагаемым.

5. Вычисляется количество n1 элементов T0 (отрицаний), необходимое для
обратимой реализации каждого слагаемого полинома Fh.

6. Для каждого слагаемого, по порядку, подбирается из оставшихся сла-
гаемых ближайшее следующее слагаемое, отличающееся в наименьшем
количестве отрицаний, необходимых для его реализации.

7. Повторяется шаг 5 и вычисляется n2.

8. Из значений n1 и n2 выбирается меньшее n.

9. Выполняются шаги 3 - 8 для формы Fe и вычисляется количество от-
рицаний m.

10. Если t + n < s + m, и t + n < Cost, то Cost = t + n. Иначе если
s+m < Cost, то Cost = s+m.

Время работы текущей реализации алгоритма для одной функции при
n = 8 равно примерно 5 секунд.

Результаты алгоритма представлены в таблицах 1–4.
В таблице 4 приведены значения сложности обратимых реализаций EH-

полиномов булевых функций, которые являются сложными в классах кроне-
керовых форм, расширенных кронекеровых форм.

Текущая реализация алгоритма тестировалась на булевых функциях при
n 6 8. Алгоритм предполагается использовать при n не более 16.
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Таблица 1: Значения сложности функций при n = 3

Сложность Количество функций
1 8
2 28
3 56
4 70
5 68
6 25

Таблица 2: Значения сложности функций при n = 4

Сложность Количество функций
1 16
2 120
3 560
4 1820
5 4592
6 10052
7 15080
8 16251
9 12736
10 3876
11 432

Таблица 3: Значения сложности функций при n = 5 (представители классов
эквивалентности по группе Джевонса)

Сложность Количество функций
1 6
2 13
3 66
4 189
5 818
6 2378
7 7815
8 18457
9 45083
10 81304
11 150874

Сложность Количество функций
12 186495
13 243675
14 201856
15 169425
16 78262
17 35027
18 5762
19 623
20 26
21 3

Таблица 4: Значения сложности Banchmarks-функций

СложностьBanchmarks-функции
n = 6 n = 7 n = 8

«сложные» в классах Hb, H [2] 34 57 102
«сложные» в классах EHb [4] 31 56 99
«сложные» в классе EH [4] 32 63 122
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In this paper, the research of the problem of reversible implementations of Boolean functi-
ons’ polynomial normal representations (exclusive-or sum-of-products expressions) conti-
nues. An implementation of the algorithm for finding the complexity of reversible implemen-
tations Boolean functions’ extended Kronecker forms is given. These researches are also
theoretical interest and can be used to find an unknown estimate of the Shannon function’s
value of the complexity of Boolean functions’ representations in the corresponding class of
reversible implementations.
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Линейные отображения, сохраняющие
матричные инварианты
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Исследуются линейные отображения, сохраняющие матричные инварианты. Получена
полная характеризация таких отображений для целого ряда инвариантов, свойств и
отношений.
Ключевые слова: матрицы, инварианты матриц, линейные отображения.

Теория отображений, сохраняющих матричные инварианты, восходит к
работе Фробениуса [1]. Для решения ряда задач теории представлений Фро-
бениусу потребовалось охарактеризовать линейные отображения комплекс-
ных матриц, сохраняющие определитель. В дальнейшем эта теория получила
уже самостоятельное развитие: в 1925 г. Шур [5] охарактеризовал линейные
отображения, сохраняющие миноры фиксированного порядка, а в 1949 г. Дье-
донне [2] охарактеризовал линейные отображения, сохраняющие множество
вырожденных матриц. На сегодняшний день теория отображений, сохраняю-
щих матричные инварианты, свойства и отношения — активно и интенсивно
развивающаяся область математики, находящаяся в центре внимания мате-
матиков во всем мире, см., например [3; 4]. Во многом это определяется как
разнообразием применяемых методов, так и целым рядом приложений. В до-
кладе будет представлен обзор данного научного направления и изложены
недавние результаты докладчика по этой теме. Планируется обсудить обоб-
щения теорем Фробениуса, Шура и Дьедонне на матрицы над кольцами и
полукольцами, отображения, сохраняющие отношения Грина, различные ин-
варианты, возникающие в теории графов, в частности, скрамблинг индекс,
индекс цикличности и др.
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[1] Frobenius G. Über die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare
Substitutionen. Sitzungsber., Preuss. Akad. Wiss (Berlin), Berlin, 1897.
P. 994-1015.
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Статья посвящена описанию формально-логического подхода к формированию, разви-
тию и оценке сформированности логических универсальных учебных действий (УУД)
в процессе предметного обучения, основанного на реализации идеи фундирования.
Определена концепция фундирования общелогических операций и базовых формаль-
но-логических операций и конструкций, в соответствии с которой выделены основные
компоненты учебной деятельности школьников в освоении предмета. Возможности
применения формально-логического подхода для оценки сформированности логиче-
ского УУД продемонстрированы на примере действия «умение доказывать».
Ключевые слова: логические универсальные учебные действия, логическое мышление,
школьное образование.

Работа посвящена поиску подхода к формированию, развитию и оцен-
ке сформированности логических универсальных учебных действий (УУД)
в процессе предметного обучения в школе и подготовке будущих учителей
к реализации этого подхода в образовательной деятельности. К логическим
УУД традиционно относят следующие мыслительные операции и логические
действия: анализ и синтез, сравнение, сериацию, классификацию, подведение
под понятие, вывод следствий, построение логической цепи рассуждений, до-
казательство, выдвижение гипотез и их обоснование [2].

Анализ существующих методологических и методических подходов, ме-
тодических и дидактических средств к формированию у обучающихся ло-
гических УУД показал, что они в основном ориентированы на неосознан-
ное использование логических действий в учебном процессе, направленном
на выполнение специально сконструированных заданий межпредметного ха-
рактера, строящихся на содержании, выходящем за рамки школьных дисци-
плин [1–3]. При анализе учебных пособий для школьников по различным
дисциплинам нами изучались формулировки определений, утверждений и
условий заданий, описаний объектов (в том числе графических), отдельные
умозаключения и цепочки умозаключений, входящие в рассуждения. Кро-
ме того, оценивалось наличие заданий, целенаправленно требующих оцен-
ки, построения и преобразования различных суждений и умозаключений.
В большей части школьных учебников, в том числе и в учебниках мате-
матики, в формулировках наблюдается однообразие и неполнота, практиче-
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ски отсутствуют задания перечисленных видов, непосредственно направлен-
ные на формирование и развитие логических УУД. Исключение составляют
учебники математики Г.В. Дорофеева, Л. Г. Петерсон, в которых есть зада-
ния некоторых указанных выше видов [4; 5]. Анализ ошибок, совершаемых
выпускниками общеобразовательных организаций на государственных экза-
менах (ОГЭ и ЕГЭ) по математике и обществознанию показал, что такой
подход к организации предметного обучения, при котором требуется неосо-
знанное выполнение логических УУД, не обеспечивает должного уровня раз-
вития логического мышления. Большая часть ошибок основана на непра-
вильном преобразовании истинных суждений и правильных умозаключений.
Наиболее часто встречаются ошибочные обращения, превращения, противо-
поставления субъекту и предикату для простых категорических суждений
и соответствующих им непосредственных умозаключений. Также часто со-
вершаются ошибки при построении суждений обратных, противоположных
и обратно-противоположных для сложных импликативных суждений и соот-
ветствующих им умозаключений. Распространено также неправомерное обоб-
щение суждений и неправильное построение отрицаний для простых и слож-
ных суждений.

Разрабатываемый нами формально-логический подход к формированию и
развитию логических УУД в процессе предметного обучения, основан на кон-
цепции фундирования логических структур и конструкций в теоретическом и
практическом содержании дисциплины. Концепция фундирования в образо-
вании была разработана В.Д. Шадриковым и Е.И. Смирновым как средство
реализации инновационных технологий в процессе подготовки учителя мате-
матики [6]. Применительно к формированию, развитию и оценке сформиро-
ванности логических УУД концепцию фундирования определим как процесс
создания условий для актуализации базовых общелогических операций и ба-
зовых формально-логических операций и конструкций в обучении дисципли-
нам школьного цикла и их теоретическому обобщению в профессиональной
подготовке учителя. Концепция фундирования общелогических операций и
базовых формально-логических операций и конструкций предполагает раз-
вёртывание в процессе обучения школьников следующих компонентов:

• определение базовых общелогических операций и базовых формально-
логических операций и конструкций, необходимых для освоения содер-
жания школьной дисциплины и развития УУД на требуемом стандар-
том уровне;

• определение уровня и этапов сформированности базовых общелогиче-
ских операций, базовых формально-логических операций и конструк-
ций, логических УУД, соответствующих содержанию школьной дисци-
плины и возрастным особенностям обучающихся;
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• определение технологии фундирования базовых общелогических опера-
ций, базовых формально-логических операций и конструкций в процес-
се предметного обучения.

Для теоретического обобщения в профессиональной подготовке учителя базо-
вых логических конструкций, их преобразований и логических УУД необхо-
димо соответствующим идее фундирования образом выстраивать курсы ме-
тодики обучения предмету, логике или математической логике, методологии
познания и других курсов методической и методологической направленности.
Кроме того, желательно в процессе изучения всех дисциплин актуализиро-
вать, по мере возможностей, базовые общелогические операции и базовые
формально-логические операции и конструкции и логические УУД, опреде-
лённые во ФГОС общего образования, содействовать самостоятельному ана-
лизу логики в школьных дисциплинах и конструированию дидактических и
методических материалов студентами в процессе научно-исследовательской
работы.

Дифференциацию по уровням усвоения базовых логических операций и
конструкций будем выстраивать с учетом возрастания сложности конструк-
ций, пользуясь аналогией с уровнями усвоения понятия, разработанными со-
ветскими психологами [6; 7].

Исследования, посвящённые формированию действий анализа, синтеза,
подведению под понятие при обучении математике, в педагогической лите-
ратуре встречаются довольно часто. Однако мы не обнаружили в них такой
конкретизации этих действий, которая бы позволила определить показатели
и критерии для оценки сформированности умения выполнять эти действия
обучающимися. Также в тех работах, которые декларируют направленность
на формирование и развитие умения доказывать, из предложенных методик
обучения и оценивания его результатов затруднительно выделить измеримые
показатели и критерии оценки сформированности этого умения.

Опишем идею определения показателей и критериев для оценки сформи-
рованности логического УУД «умение доказывать». Каждое доказательство
представляет собой цепочку умозаключений. Традиционно в формальной ло-
гике рассматриваются три вида умозаключений: дедуктивные, индуктивные
и традуктивные. Правильные дедуктивные умозаключения характеризуют-
ся тем, что из истинных посылок с необходимостью следует истинность за-
ключения. Выделим три показателя: умение оценивать правильность дедук-
тивных умозаключений, умение строить правильные дедуктивные умозаклю-
чения с заданными посылками и умение строить правильные дедуктивные
умозаключения с заданным заключением. Критерии для этих показателей
определяются типологией умозаключений по количеству и виду посылок (от
непосредственного умозаключения из простой посылки до опосредованного
умозаключения из двух и более сложных посылок) и типологией умозаклю-
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чений по виду заключения. Заметим, что критерии не предназначены для
упорядочивания логических действий по уровню сложности. Непосредствен-
ное умозаключение из одной простой посылки может оказаться сложнее, чем
построение простого категорического силлогизма из двух посылок.
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Рассматриваются композиции структур и композиции теорий для циклических плот-
ных порядков и данных структур, а также сопутствующие алгебры. Доказано, что для
любого I-группоида P , состоящего из неотрицательных меток, существует теория T с
полным типом p и правильной меточной функцией ν(p) такая, что алгебра бинарных
изолирующих формул над типом p представляется в виде композиции группоида над
циклическим плотным порядком и группоида P .
Ключевые слова: композиция структур, композиция теорий, циклический плотный
порядок, алгебра бинарных изолирующих формул

Алгебры бинарных формул изучены в серии статей как в общем случае
[1–3], так и для теорий упорядоченных структур [4–7]. В работах [8–12] рас-
сматривались различные аспекты теории циклически упорядоченных струк-
тур.

В настоящей работе мы рассматриваем композиции структур и компози-
ции теорий для циклических плотных порядков и данных структур, а также
сопутствующие алгебры.

Пусть M и N — структуры предикатных сигнатур ΣM и ΣN соответ-
ственно. Зададим композицию M[N ] структур M и N , удовлетворяющую
ΣM[N ] = ΣM ∪ ΣN , M [N ] = M ×N , а также следующим условиям:

1) если R ∈ ΣM \ ΣN , µ(R) = n, то ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ RM[N ] тогда и
только тогда, когда (a1, . . . , an) ∈ RM;

2) если R ∈ ΣN \ ΣM, µ(R) = n, то ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ RM[N ] тогда и
только тогда, когда a1 = . . . = an и (b1, . . . , bn) ∈ RN ;

3) если R ∈ ΣM ∩ ΣN , µ(R) = n, то ((a1, b1), . . . , (an, bn)) ∈ RM[N ] тогда и
только тогда, когда (a1, . . . , an) ∈ RM, или a1 = . . . = an и (b1, . . . , bn) ∈ RN .

Теория T = Th(M[N ]) называется композицией T1[T2] теорий T1 = Th(M)
и T2 = Th(N ).

По определению композицияM[N ] получается заменой каждого элемента
изM на копию структуры N .

КомпозицияM[N ] называется E-определимой, еслиM[N ] имеет ∅-опре-
делимое отношение эквивалентности E, у которого E-классы являются но-
сителями копий структуры N , образующихM[N ]. По определению каждая
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E-определимая композицияM[N ] представляется в виде E-комбинации [13]
копий структуры N с дополнительной структурой, порожденной предиката-
ми изM и связывающими элементы копий структуры N .

Заметим, что композиции сохраняют транзитивность теорий. Кроме то-
го, если композиция M[N ] является E-определимой, то теория Th(M[N ])
однозначно определяет теории Th(M) и Th(N ), и наоборот.

Пусть C — плотный циклический порядок. Соответствующая алгебра Pdco

бинарных изолирующих формул имеет четыре метки, скажем 0, 1, 2, 3, где 0
используется для x ≈ y, 1 для x < y с углами меньше π, 2 для x > y с углами
больше π, и 3 для противоположных x и y на C. Имеем u · 0 = 0 · u = {u} for
u ∈ {0, 1, 2}, 1 · 1 = 2 · 2 = {1, 2, 3}, 1 · 2 = 2 · 1 = {0, 1, 2, 3}, 1 · 3 = 3 · 1 = {2},
2 · 3 = 3 · 2 = {1}, 3 · 3 = {0}.

Пусть λ — положительный кардинал,Mλ — результат замены в C каждого
элемента на дизъюнктные антицепи A, имеющие мощность λ.

Ясно, что теория Tλ = Th(Mλ) транзитивна, т. е. имеет единственный
1-тип.

Теперь поместим изоморфные структуры N , с транзитивной теорией, на
каждую антицепь A изMλ. Полученная структура является E-определимой
композициейM1[N ], имеющей транзитивную теорию. Она может быть рас-
смотрена как вариант транзитивного размещения структур [14].

Как показано в [1; 2], каждая алгебра P бинарных изолирующих формул
фиксированного типа является I-группоидом с неотрицательными метками
и может быть реализована некоторой структурой N с транзитивной теорией,
используя подходящую синтаксическую генерическую конструкцию.

Рассматривая композицииM1[N ], получаем следующую теорему.

Теорема 1. Для любого I-группоида P, состоящего из неотрицательных
меток, существует теория T с типом p ∈ S(T ) и правильной меточной
функцией ν(p) такая, что Pν(p) = Pdco[P].

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Комите-
та науки Министерства образования и науки Республики Казахстан
(грант №AP05132546), программы фундаментальных научных исследований
СО РАН №I.1.1, проект №0314-2019-0002, и Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект 17-01-00531-а).
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В работе рассматриваются полиномиально устойчивые булевы функции. Доказано,
что бесповторные в элементарном базисе функции определенного вида являются по-
линомиально устойчивыми. Далее приведен алгоритм получения для любой полино-
миальной устойчивой функции ее представления в виде суммы таких бесповторных
функций.
Ключевые слова: булевы функции, бесповторные функции, полиномиальная устойчи-
вость.

В работе рассматриваются полиномиально устойчивые булевы функции,
введенные в рассмотрение в [1]. Напомним, что булева функция называется
полиномиально устойчивой, если её вектор совпадает с вектором её же коэф-
фициентов полинома Жегалкина при натуральном упорядочении двоичных
наборов. Например, для функции x1 ∨ x2 её вектор (0111) и вектор коэффи-
циентов её полинома Жегалкина x2 ⊕ x1 ⊕ x1x2, маска которого имеет вид
(0111) при порядке слагаемых 1, x2, x1, x1x2, совпадают.

В [1] были доказаны некоторые свойства полиномиально устойчивых бу-
левых функций. Основными являются следующие:

1. если f и g—полиномиально устойчивые, то f⊕g так же полиномиально
устойчива.

2. если функция f(x1, x2, . . . , xn) —полиномиально устойчивая, то
f(xi1, xi2, . . . , xin), где i1, i2, . . . , in перестановка индексов 1, . . . , n, так
же полиномиально устойчива.

3. если f и g—полиномиально устойчивые, то f⊗g так же полиномиально
устойчива.

Из последнего свойства следует, что бесповторная конъюнкция двух по-
линомиально устойчивых функций f(x1, . . . , xk) ·g(xk+1, . . . , xn) является по-
линомиально устойчивой.

Пример 1. Пусть f = (0111 1001), g = (0110).
Тогда f(x1, x2, x3) · g(x4, x5) = (0000 0110 0110 0110 0110 0000 0000 0110)
является полиномиально устойчивой.
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Утверждение 1. Пусть множество X = {x1, . . . , xn} разбито на подмно-
жества X1, X2, . . . , Xm так, что Xi∩Xj = ∅ при i 6= j и X1∪ . . .∪Xm = X.
Тогда бесповторная конъюнкция дизъюнкций переменных каждого класса
разбиения вида ( ∨

xi∈X1

xi

)
·

( ∨
xi∈X2

xi

)
· . . . ·

( ∨
xi∈Xm

xi

)
(1)

является полиномиально устойчивой.

Пример 2. Пусть n = 6 и X = {x1, x4} ∪ {x2, x5, x6} ∪ {x3}. Тогда функция
(x1∨x4) · (x2∨x5∨x6) ·x3 является полиномиально устойчивой, в чем можно
убедиться непосредственной проверкой.

Доказательство. Пусть дано разбиение X1, X2, . . . Xm, причём |Xi| = ni.
Построим разбиениеX ′1, X ′2, . . . X ′m, так, что первые n1 переменных x1, . . . , xn1
содержатся в X ′1, следующие n2 переменных xn1+1, . . . , xn1+n2содержатся в X ′2
и т. д. Согласно вышеупомянутому свойству 3 полиномиально устойчивых
функций и, принимая во внимание, что многоместная дизъюнкция любой
размерности является полиномиально устойчивой, получим, что для любого
j от 1 до m функция  ∨

xi∈X ′1

xi

 · . . . ·
 ∨
xi∈X ′j

xi


является полиномиально устойчивой. Возьмем j = m и переставим в этой
формуле переменные требуемым для получения исходного разбиения обра-
зом. Согласно свойству 2, при перестановке полиномиальная устойчивость
сохранится.

Далее перейдём к обоснованию утверждения о том, что любую полиноми-
ально устойчивую булеву функцию можно представить в виде суммы беспо-
вторных конъюнкций вида (1), возможно несколькими способами.

В [1] было введено обозначение для f = xif
0
xi
⊕ xif 1

xi
в виде f =

(
f 0
xi
f 1
xi

)
.

Кроме того, было показано, что любая полиномиально устойчивая булева

функция f имеет вид
(
c(f 1

xi
)

f 1
xi

)
, где c(h) = h⊕P (h), и P (h) — булева функ-

ция, вектор которой совпадает с вектором коэффициентов полинома Жегал-
кина для h при натуральном упорядочении наборов. Функция c(h) является
полиномиально устойчивой, а h принадлежит её классу.



50 Зубков О.В.

Разложим f по двум переменным:

f =

(
f 0
xi
f 1
xi

)
=


f 0 0
xixj

f 0 1
xixj

f 1 0
xixj

f 1 1
xixj

 =


c(f 0 1

xixj
)

f 0 1
xixj

f 1 0
xixj

f 1 1
xixj

 =


c(g1)
g1

g2

g3

 , где g1 = f 0 1
xixj

.

Рассмотрим функцию g =


c(g1)
g1

g1

g1

. Так как c

(
g1

g1

)
=
(
c(g1)
g1

)
, то

функция g является полиномиально устойчивой. Полиномиально устойчи-

вая функция
(
c(g1)
g1

)
= f 0

xi
зависит от переменных x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn.

Подставим в эту функцию вместо переменной xj выражение xi∨xj и получим
формулу Φ = f 0

xi
(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xj−1, xi ∨ xj, xj+1, . . . , xn). Покажем,

что эта формула реализует функцию g. Действительно, Φ0 0
xixj

= f 0 0
xixj

= c(g1),
Φ0 1
xixj

= Φ1 0
xixj

= Φ1 1
xixj

= f 0 1
xixj

= g1.
Далее рассмотрим функцию h = f ⊕ g. Так как h является суммой двух

полиномиально устойчивых функций, то и сама она полиномиально устойчи-

ва. Очевидно, что h0
xi

= 0, h1
xi

=

(
g2 ⊕ g1

g3 ⊕ g1

)
, и так как c

(
h1
x1

)
= 0, то и сама

h1
xi

тоже полиномиально устойчивая. При этом h = xi · h1
xi
.

В итоге получаем, что любую полиномиально устойчивую булеву функцию
f = g ⊕ h можно представить в виде формулы над двумя полиномиально
устойчивыми функциями меньшей размерности f 0

xi
и h1

xi
:

f = f 0 xi∨xj
xi xj

⊕ xi · h1
xi
. (2)

Утверждение 2. Любую полиномиально устойчивую функцию, за исклю-
чением тождественного нуля, можно представить в виде суммы беспо-
вторных конъюнкций вида (1), возможно несколькими способами.

Доказательство. При получении для полиномиально устойчивой булевой
функции f разложения (2) используются две полиномиально устойчивые
функции f 0

xi
и h1

xi
, размерность которых меньше исходной как минимум на

единицу. Если они являются унарными, то первое слагаемое в (2) превра-
щается в дизъюнкцию, а второе в конъюнкцию двух переменных. Оба эти
слагаемых имеют вид (1).

Если f 0
xi
и h1

xi
не унарные, то каждую из них представим в виде суммы сла-

гаемых вида (1) и подставим это представление в (2) для основной функции
f . В левой части полученной формулы вместо одной из переменных появит-
ся дизъюнкция двух переменных, в правой части формулы каждое слагаемое
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умножится на xi. И в том и в другом случае каждое слагаемое полученной
формулы сохранит вид (1).

Пример 3. Пусть f = (0110 1101 1100 1110).
f = (0110 1101 1101 1101)⊕ (0000 0000 0001 0011) = g ⊕ h.
f 0
x1

= (0110 1101) = (0110 1010)⊕ (0000 0111) = g1 ⊕ h1.
f 0 0
x1x2

= (0110) = (0111)⊕ (0001) = (x3 ∨ x4)⊕ x3x4.
g1 = (x2 ∨ x3 ∨ x4)⊕ (x2 ∨ x3)x4.
h1 = x2(x3 ∨ x4).
g = (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)⊕ (x1 ∨ x2 ∨ x3)x4 ⊕ (x2 ∨ x2)(x3 ∨ x4).
h1
x1

= (0001 0011) = (0001 0101)⊕ (0000 0110) = g2 ⊕ h2.
g2 = (x2 ∨ x3)x4.
h2 = x2(x3 ∨ x4)⊕ x2x3x4.
h = x1(x2 ∨ x3)x4 ⊕ x1x2(x3 ∨ x4)⊕ x1x2x3x4.
f = (x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)⊕ (x1 ∨ x2 ∨ x3)x4 ⊕ (x2 ∨ x2)(x3 ∨ x4)⊕ x1(x2 ∨ x3)x4⊕
⊕x1x2(x3 ∨ x4)⊕ x1x2x3x4.

Следствие 1. Любую булеву функцию можно представить в виде суммы
бесповторных конъюнкций вида (1), в каждой из которых, возможно, от-
сутствует один сомножитель.

Доказательство. Для любой булевой функции f можно построить полино-

миально устойчивую функцию
(
c(f)
f

)
, после чего реализовать её в виде

суммы слагаемых вида (1). Подставляя в этом представлении 1 на место до-
полнительной переменной, получим, что из каждого слагаемого, возможно,
удалится один сомножитель.
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Representation of polynomially stable functions by sums of
Boolean read-once functions over the elementary basis

Zubkov Oleg Vladimirovich
Irkutsk State University, e-mail: oleg.zubkov@mail.ru

The paper considers polynomially stable Boolean functions. Proved that Boolean read-once
functions over the elementary basis of a certain kind are polynomially stable. The following
is an algorithm for obtaining for any polynomial stable function its representation as a sum
of such Boolean read-once functions.
Keywords: boolean functions, read-once functions, polynomial stability.
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О сложности мультиопераций ранга k в классе
стандартных форм

Казимиров Алексей Сергеевич
Иркутский государственный университет, e-mail: a.kazimirov@gmail.com

Мультиоперации ранга k определяются как функции на множестве всех подмножеств
некоторого k-элементного множества A, при этом значения мультиоперации на на-
борах из A задаются, а на остальных наборах определяются как объединение всех
значений мультиопераций на соотвествующих наборах из A. Таким же образом опре-
деляется суперпозиция для мультиопераций. Мультиоперации являются обобщением
различных моделей неопределенности, частичных и гиперопераций. Для мультиопера-
ций можно определить стандартные формы через мультиоперацию пересечения. Для
них можно естественным образом ввести понятие сложности по количеству компонент
пересечения. Ранее была найдена сложность стандартных форм мультиопераций ранга
2 сведением к длине наикратчайшей ДНФ. В данной работе обобщается предыдущий
результат на мультиоперации ранга k.
Ключевые слова: мультиоперации, сложность, стандартные формы.

Мультиоперации ранга k определяются как функции на множестве 2A

(|A| = k), при этом значения мультиоперации на наборах из A задаются, а на
остальных наборах определяются как объединение всех значений мультиопе-
раций на соответствующих наборах из A. Таким же образом определяется
суперпозиция для мультиопераций.

Мультиоперации являются обобщением различных моделей неопределен-
ности, частичных и гиперопераций.

Для мультиопераций можно определить стандартные формы через муль-
тиоперацию пересечения. Для них можно естественным образом ввести по-
нятие сложности по количеству компонент пересечения.

Ранее [1] была найдена сложность стандартных форм мультиопераций ран-
га 2 сведением к длине наикратчайшей ДНФ. В данной работе обобщается
предыдущий результат на мультиоперации ранга k.

Отображение из An в A называется n-местной операцией на A. Через 2A

обозначим множество всех подмножеств A. Отображение из An в 2A называ-
ется n-местной мультиоперацией на A. Множество всех n-местных мультио-
пераций на A при |A| = k будем обозначать Hn

k .
Суперпозиция мультиопераций определяется следующим образом

(f ∗ (f1, . . . , fn)) (a1, . . . , am) =
⋃

bi∈fi(a1,...,am)

f(b1, . . . , bn).

Следуя [2], n-местную мультиоперацию f на множестве A={a1, a2, . . . , ak}
будем представлять как отображение

f : {20, 21, . . . , 2k−1}n → {0, 1, . . . , 2k − 1},
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используя следующую кодировку для элементов 2A:
∅→ 0; ai → 2i; {ai1, . . . , ais} → 2i1 + . . .+ 2is.

При этом n-местную мультиоперацию f можно задать вектором всех ее значе-
ний (α1, . . . , αkn), где f(2a1, . . . , 2an) = αi, если (i1, . . . , in) есть представление
числа i в системе счисления с основанием k.

Определим бинарную мультиоперацию ранга k «пересечение» ∩ следую-
щим образом: ∩(a, b) = {a}∩{b}. Далее будем использовать инфиксную фор-
му записи для пересечения. Эта мультиоперация является коммутативной
и ассоциативной, а также принадлежит любому суперклону [3], что делает
естественным использование ∩ для построения формульных представлений
мультиопераций.

Обочначим через dni,α следующие мультиоперации

dni,α = (2k − 1, . . . , 2k − 1,
i
α, 2k − 1, . . . , 2k − 1), (1 6 i 6 kn),

где α ∈ {0, . . . , 2k − 1}. В частности, d0
1,α = (α).

В [4] была введена стандартная форма мультиоперации

f(x1, . . . , xn) =
⋂
j

dj(xi1, . . . , xim),

где dj ∈ {dmi,α | 0 6 m 6 n, α ∈ {0, . . . , 2k − 1}}. Представление мультиопера-
ций стандартной формой не единственно.

Для стандартной формы Φ, имеющей вид
Φ = d1 ∩ . . . ∩ ds,

где dj ∈ {dmi,α | 0 6 m 6 n, α ∈ {0, . . . , 2k − 1}}, можно ввести понятие слож-
ности через количество компонент пересечения LSF (Φ) = s.

Для мультиоперации f ранга k сложность определяется как сложность
минимальной стандартной формы, представляющей f :

LSFk(f) = min
f=Φ

LSF (Φ).

Сложность класса всех n-местных мультиопераций ранга k (функция
Шеннона сложности мультиопераций) определяется как сложность n-мест-
ной мультиоперации с наибольшей сложностью:

LSFk(n) = max
f∈Hn

k

LSFk(f).

Для любой n-местной мультиоперации f ранга k выполняется LSFk(f)6kn.
Рассмотрим последовательность мультиопераций fn(x1, . . . , xn), которая

определяется следующим образом:
fn(a1, . . . , an) = 2k − 1− 2a, a = (a1 + . . .+ an) (mod k).

Мультиоперации из данной последовательности имеют следующую слож-
ность:
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Теорема 1. LSFk(fn) = kn.

С учетом верхней оценки сложности можно сделать следующий вывод:

Следствие 1. LSFk(n) = kn.
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On the Complexity of Standard Forms for Multioperations
of rank k

Kazimirov Alexey Sergeevich
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Multioperations of rank k are defined as functions mapping k-element set A to the set of all
its subsets. Values of a multioperation for inputs equal to one-element sets are given and
values for other sets are calculated as a union of values on one-element sets. Superposition
of multioperations is defined in the same way. Multioperation is a generalization of different
models of uncertainty, incomplete and partial operations and hyperoperations. Standard
forms representing multioperations are defined using intersection multioperation. It is
natural to define complexity of a standard form as the number of its components. This
paper generalizes previous exact bounds on complexity of n-ary multioperations of rank 2
to multioperations of rank k.
Keywords: multioperation, complexity, standard form.



56 Кириченко К.Д.

УДК 519.832.3

Анализ адаптивных алгоритмов для
повторяющихся матричных игр
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В работе рассматривается ситуация повторяющихся матричных игр двух игроков.
Предполагается, что первым игроком является компьютерная программа, второй же
игрок может принадлежать одному из двух типов: «взломщик»— игрок который зна-
ет алгоритм, реализованный в программе, и оптимально ему противодействует; «про-
стец»— игрок, который не знает оптимальной стратегии или не способен ее реализо-
вать. При этом, первый игрок не знает количество повторений игры, а также своего
противника. Ставится задача: ограничив возможный проигрыш взломщику, добиться
существенного выигрыша у простеца. Показано, что определение реакции программы
на действия противника является нетривиальной задачей. Приводится пример интуи-
тивно хорошего алгоритма оптимальная стратегия противодействия которому тем не
менее приводит к существенному проигрышу.
Ключевые слова: матричные игры, повторяющиеся игры, адаптивные стратегии.

В работе рассматривается ситуация повторяющихся матричных игр двух
игроков. Предполагается, что первым игроком является компьютерная про-
грамма, которая реализует ту или иную стратегию «угадывания» хода про-
тивника, а второй игрок не определен и, в частности, может быть человеком.
Под угадыванием хода понимается, что в реализации программы явно или
неявно присутствует вероятностная модель принятия решений противником.
При этом, игра является не совсем симметричной, а именно: первый игрок не
знает количество повторений игры, второй же игрок имеет право прервать
игру и зафиксировать выигрыш в любой момент, когда этого пожелает.

Из множества вторых игроков выделяется два подмножества, и далее
предполагается, что второй игрок может принадлежать одному из двух ти-
пов. Первым типом противников являются «простецы»— игроки, которые не
знают оптимальной стратегии или просто не способны ее реализовать. По-
следний вариант имеет место, например, когда противником является чело-
век, который не может использовать различные приспособления для генера-
ции случайных чисел и, кроме того, ограничен во времени. В этом случае
программа может, используя различные техники, обнаружить закономерно-
сти в игре противника и учесть их в своей стратегии для достижения выиг-
рыша [1; 2]. Формально это означает, что простецы действуют в соответствии
с моделью, реализованной в программе. При этом параметры модели (веро-
ятности переходов) заранее неизвестны и вычисляются программой адаптив-
но. Целью реализации программы является достижение выигрыша у любого
противника первого типа. Вместе с тем, очевидно, что такая программа бу-
дет отклоняться от равновесной стратегии, поэтому потенциально возможна
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ситуация, когда она будет проигрывать в терминах математического ожида-
ния. В частности, программа может оказаться взломана, и противник второго
типа («взломщик»), используя специально подобранную стратегию противо-
действия, сможет добиться существенного выигрыша. На действия взлом-
щика не накладывается никаких ограничений, в частности, он не ограничен
вычислительной сложностью решения задачи подбора оптимального способа
противодействия. Предположение о существовании взломщиков задает еще
одно требование к программе: размер проигрыша взломщику должен быть
ограничен некоторой не очень значительной величиной. Здесь мы допуска-
ем потенциальный проигрыш, величина которого не превосходит по порядку
логарифма от количества повторений игры.

Мы будем рассматривать алгоритмы, построенные по следующей схеме.
На первом этапе алгоритм выполняет распознавание игровой ситуации на
основе накопленной статистики ходов противника. Результатом работы ал-
горитма на этом этапе является принятие решения о том, что в настоящий
момент имеет место некоторая игровая ситуация принадлежащая конечному
множеству определенных до начала работы игровых ситуаций.

На втором этапе работы анализируются предшествующие ходы против-
ника, сделанные в этой игровой ситуации. Выполняется подсчет количества
применений противником каждой игровой стратегии ỹ = (y1, y2, . . . , ym), где
yi—количество применений игровой стратегии i в рассматриваемой игровой
ситуации. Далее некоторым детерминированным образом вычисляется век-
тор распределения вероятностей p̃ = F (ỹ).

На третьем этапе работы алгоритма случайным образом в соответствии с
распределением p̃ выбирается ход программы. При этом предполагается, что
потенциальный взломщик знает алгоритм работы программы на первом и
втором этапах работы, но не может предсказать выбор хода на третьем этапе.

Другими словами, на первом этапе работы алгоритм моделирует логику
противника, и реализация этого этапа у разных алгоритмов может разли-
чаться настолько, насколько различаются различные модели игровой логики
противников. Адекватность модели реальной игровой логике может, в част-
ности, являться целью исследований в области психологии, если в качестве
противника выступает человек. Естественным способом представления моде-
ли является вероятностный автомат. Вероятности перехода в таком автомате
изначально могут быть заданы как вероятности в точке равновесия матрич-
ной игры, а далее вычисляться адаптивно.

Однако более важным является второй этап работы алгоритма— этап при-
нятия решения об использовании предсказания хода противника. Например,
для игры «Камень, ножницы, бумага» (КНБ) пусть было сделано предска-
зание, что противник в текущей ситуации выбирает ход «камень» чаще, чем
«ножницы». Следует ли из этого, что программа должна сделать ход «бу-
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мага» учитывая, что противник мог целенаправленно подвести программу к
этому решению предшествующими ходами?

Рассмотрим пример алгоритма первого игрока для игры КНБ. Алгоритм
работает в предположении, что его противником является вероятностный
контекстный автомат с глубиной контекста r. Это означает, что состояни-
ями автомата являются подстроки символов из множества {0, 1, 2} длины r.
Считается, что автомат находится в состоянии s если запись предшествую-
щих r ходов противника образует строку s. Пусть для произвольного состо-
яния s противник ранее сделал ys1, ys2, ys3 ходов «камнем» «ножницами» и
«бумагой» соответственно, и функция F (ys1, ys2, ys3) определена следующим
образом:

F (ys1, ys2, ys3) =

{ (
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)
, ys1 + ys2 + ys3 = 0(

ys2
ys1+ys2+ys3

, ys3
ys1+ys2+ys3

, ys1
ys1+ys2+ys3

)
, ys1 + ys2 + ys3 > 0

(1)

Такой выбор функции F выглядит логичным и означает, что программа
будет выбирать ход «камень» с частотой, с которой противник ранее делал
ход «ножницы» и т. д.

Можно предположить, что потенциальный взломщик, зная функцию F ,
будет жадно ей противодействовать, что приведет к сходимости значения
функции F к точке равновесия и обеспечит счет близкий к ничейному. Одна-
ко, далее будет показано, что жадная стратегия взломщика в данном случае
не является оптимальной.

Построим стратегию противодействия указанному алгоритму следующим
образом. Выберем некоторое вещественное число φ и целое число t = 3k− 1.
Построим последовательность α̃ = α1α2 . . . α[φt], где [x] — округление числа x
до ближайшего целого.

α̃=0[φ]1[φ2]2[φ3]0[φ4]−[φ1]1[φ5]−[φ4]2[φ6]−[φ3]. . .0[φt−1]−[φt−4]1[φt]−[φt−3]2[φt]−[φt−2]0[φt]−[φt−1]

Последовательность состоит из t+ 2 блоков, причем блоки с номерами вида
3k + 1 состоят из нулей (ход камнем), блоки с номерами вида 3k + 2 состоят
из единиц (ходы ножницами), остальные блоки— из двоек (ходы бумагой).
Длина каждого блока подобрана так, чтобы суммарное количество символов
каждого вида в конце блока составляло. [φi], [φi−1], [φi−2]. Длины двух послед-
них блоков подобраны так, чтобы суммарное количество символов каждого
вида в последовательности составило [φt], а общая длина последовательности
соответственно 3[φt].

С использованием последовательности α̃ можно построить последователь-
ность ходов следующим образом. Изначально игрок делает r ходов «камнем»
(символ 0), чтобы попасть в состояние 0 . . . 0, далее при i-м попадании в неко-
торое состояние s делается ход αi.
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Рассматривая множество состояний и переходы между ними как граф де
Брейна[3] можно заметить, что построенная последовательность ходов на-
чинается и заканчивается в одном состоянии и, кроме того, проходит через
каждое состояние ровно 3[φt] раз.

Найдем математическое ожидание выигрыша второго игрока против ал-
горитма на основе контекстной модели глубины r с функцией F (1) при ис-
пользовании полученной последовательности ходов. Общее математическое
ожидание выигрыша будет складываться из математических ожиданий для
каждого состояния модели. При этом математическое ожидание выигрыша
для каждого состояния будет одинаковым, поэтому, будем искать его для
некоторого фиксированного состояния, например, s = 0 . . . 0.

E(0 . . . 0) =
∑

16i<[φ]

−i
i

+
∑

06i<[φ2]

[φ]− i
[φ] + i

+

+
∑

06i<[φ3]

[φ2]− i
[φ2] + [φ1] + i

+
t−3∑
j=1

∑
[φj ]6i<[φj+3]

[φj+2]− i
[φj+2] + [φj+1] + i

+

+
∑

[φt−2]6i<[φt]

[φt]− i
[φt] + [φt−1] + i

+
∑

[φt−1]6i<[φt]

[φt]− i
2[φt] + i

.

Данную сумму можно оценить, избавившись от округлений и заменив сум-
мы интегралами.

E(0 . . . 0) ≈
∫ φ

1

−i
i
di+

∫ φ2

0

φ− i
φ+ i

di+

∫ φ3

0

φ2 − i
φ2 + φ1 + i

di+

+
t−3∑
j=1

∫ φj+3

φj

φj+2 − i
φj+2 + φj+1 + i

di+

∫ φt

φt−2

φt − i
φt + φt−1 + i

di+

∫ φt

φt−1

φt − i
2φt + i

di =

= 1− φ− φ2 + 2φ ln(φ+ 1) +−φ3 + (2φ2 + φ)(ln(φ2 + φ+ 1)− ln(φ+ 1))+

+
t−3∑
j=1

(−φj+3 + φj + (2φj+2 + φj+1) lnφ)+

− φt + φt−2 + (2φt + φt−1)(ln(2φ2 + φ)− ln(φ2 + φ+ 1))+

− φt + φt−1 + 3φt(ln 3φ− ln(2φ+ 1)).

Предел отношения математического ожидания выигрыша к количеству ходов
будет равен

lim
t→∞

E(0 . . . 0)

3φt
=−1+

lnφ

φ(φ− 1)
+

2 lnφ

3φ
+

2φ+ 1

3φ
ln

(
2φ2 + φ

φ2 + φ+ 1

)
+ln

(
3φ

2φ+ 1

)
.

Это значение достигает максимума при φ ≈ 2.17818769, а значение предела
при данном φ приблизительно равно 0.0577026. Это означает, что выигрыш
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потенциального взломщика у приведенного алгоритма линейно зависит от
количества повторений игры и составляет примерно 0.057 на одну партию.

Этот пример показывает нетривиальность задачи определения вероятно-
сти хода первого игрока для случая, когда он пришел к выводу о неслучай-
ности ходов противника и получил обоснованные предположения о его сле-
дующем ходе. Далее будет приведен способ построения функции F , гаран-
тирующий, что потенциальный проигрыш взломщику по порядку не будет
превосходить логарифма от числа повторов игры.

Пусть программой было распознано состояние s, которое ранее встреча-
лось в игре n раз, причем была собрана статистика ходов второго игрока
ỹ = (y1, y2, yk), где yi количество применений стратегии i в состоянии s,
n =

∑k
i=1 yi. Будем вычислять вектор вероятностей p̃ = (p1, p2, pm) как набор

некоторых линейных функций от z̃.

pj =
fj1y1 + fj2y2 + ...fjkyk

n
или в матричном виде

p̃ = n−1F ỹ.

Следующая теорема указывает способ проверки правильности выбора
функции вычисления распределения вероятностей.

Теорема 1. Пусть игра задана матрицей A и функция вычисления распре-
деления вероятностей задана матрицей F такой, что матрица ATF явля-
ется симметричной, и квадратичная форма, заданная матрицей ATF , по-
ложительно полуопределена. Тогда, существует константа c такая, что
для любой последовательности длины n ходов второго игрока математи-
ческое ожидание выигрыша второго игрока удовлетворяет неравенству

E 6 c lnn.

Из данной теоремы следует, что правильным выбором функции нахожде-
ния распределения вероятностей для рассматриваемого алгоритма будет

F (ys1, ys2, ys3) =

=

{ (
1
3 ,

1
3 ,

1
3

)
, ys1 + ys2 + ys3 = 0(

ys1+2ys2
3(ys1+ys2+ys3) ,

ys2+2ys3
3(ys1+ys2+ys3) ,

ys3+2ys1
3(ys1+ys2+ys3)

)
, ys1 + ys2 + ys3 > 0

.

С учетом этого рассматриваемый алгоритм сможет выиграть у противни-
ка, играющего в соответствии с контекстной вероятностной моделью, вели-
чину, пропорциональную количеству повторений игры. При этом величина
проигрыша в случае взлома программы не превосходит логарифма от числа
повторений.
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Analysis of adaptive algorithms for repeated matrix games
Kirichenko Konstantin Dmitrievich

Irkutsk State University, e-mail: constkir@gmail.com

In this paper we consider repeated matrix games. We assume that the first player is a
computer program, and the second one can belong to one of two types: "hacker"is a
player who knows the algorithm implemented in the program and optimally counteracts it;
"simpleton"is a player who does not know the optimal strategy or is not able to implement
it. In this case, the first player does not know the number of repetitions of the game, and his
opponent as well. The problem is posed by limiting the possible value of loss to the hacker,
to achieve significant gains from the simpleton. It is shown that determining the reaction
of the program to opponent‘s actions is a non-trivial problem. An example of an intuitively
good algorithm is given, the optimal strategy for counteracting which nonetheless leads to
a significant value of loss.
Keywords: matrix games, repeated games, adaptive strategies.
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avmikhailovich@gmail.com

Исследуется сложность логических схем, реализующих булевы функций и функции
многозначной логики, в бесконечных базисах, состоящих из всех монотонных и конеч-
ного числа немонотонных функций. В качестве мер сложности рассматривается как
классическая мера, характеризующая общее число элементов в схеме, так и немонотон-
ная сложность, отражающая только число использований немонотонных элементов.
В работе дан обзор результатов авторов, обобщающих теорему Маркова об инверсион-
ной сложности булевых функций, а также представлены новые результаты в задачах,
связанных с немонотонной сложностью, и в близких задачах.
Ключевые слова: булевы функции, функции многозначной логики, логические схе-
мы, схемная сложность, немонотонная сложность, инверсионная сложность, теорема
Маркова.

Рассматривается задача о сложности реализации булевых функций и фун-
кций многозначной логики схемами из функциональных элементов (логиче-
скими схемами) в бесконечных базисах, состоящих из всех монотонных и ко-
нечного числа немонотонных функций, причем в качестве меры сложности
схем помимо классической меры, характеризующей общее число элементов в
схеме, исследуется также немонотонная сложность, отражающая только чис-
ло использований немонотонных элементов (монотонные функции «бесплат-
ны»). Для случая реализации систем булевых функций в базисе, содержащем
помимо монотонных функций только отрицание, А.А. Марковым установ-
лено точное значение немонотонной сложности (называемой в этом случае
инверсионной сложностью). В настоящей работе дан обзор результатов авто-
ров, обобщающих теорему Маркова, а также представлены новые результаты
в задачах, связанных с немонотонной сложностью, и в близких задачах.

Дадим несколько определений.
Пусть Pk — множество всех функций k-значной логики (k > 2),M — класс

всех функций из Pk, монотонных относительно порядка 0 < 1 < . . . < k − 1.
Обозначим множество {0, 1, . . . , k − 1} через Ek. Последовательность

α̃1 = (α11, . . . , α1n), α̃2 = (α21, . . . , α2n), . . . , α̃r = (αr1, . . . , αrn)

наборов из множества En
k назовем возрастающей цепью относительно по-

рядка 0 < 1 < . . . < k − 1 или просто цепью, если все наборы α̃1, α̃2, . . . , α̃r
различны и выполняются неравенства

αij 6 αi+1,j, i = 1, . . . , r − 1, j = 1, . . . , n.
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Пусть f(x1, . . . , xn) — функция k-значной логики. Упорядоченную пару
наборов α̃ = (α1, . . . , αn) и β̃ = (β1, . . . , βn), α̃, β̃ ∈ En

k , будем называть обры-
вом для функции f , если выполнены условия:

1) αj 6 βj, j = 1, . . . , n;
2) f(α̃) > f(β̃).
Обрывом для системы функций будем называть любую пару наборов, яв-

ляющуюся обрывом хотя бы для одной функции системы.
Пусть F = {f1, . . . , fm}, m > 1, — система функций k-значной логики от

переменных x1, . . . xn, а C — цепь, имеющая вид α̃1, α̃2, . . . , α̃r. Под падением
dC(F ) системы F на цепи C будем понимать число обрывов для системы F
на парах вида (α̃i, α̃i+1).

Спад d(F ) системы F определим равенством d(F ) = max dC(F ), где мак-
симум берется по всем цепям C.

Для произвольной системы функций F ⊂ Pk, k > 2, и полного в Pk бази-
са B обозначим через LB(F ) и IB(F ) обычную сложность и немонотонную
сложность системы F в базисе B, т. е. минимальное число всех элементов и,
соответственно, немонотонных элементов в схемах, реализующих систему F
в базисе B.

А.А. Марковым в 1957–1963 гг. установлено [1; 2] точное значение инверси-
онной сложности (т. е. немонотонной сложности в булевом базисеB0 =A∪{x},
где [A] = M) для произвольной конечной системы F булевых функций:

IB0
(F ) = dlog2(d(F ) + 1)e .

В 1961 г. Э.И. Нечипоруком найдено [3] точное значение инверсионной
сложности для любой булевой функции в классе схем без ветвления выходов
элементов (формул).

В 2015 г. установлена асимптотика роста немонотонной сложности произ-
вольной последовательности Fn систем булевых функций при d(Fn)→∞.

Теорема 1 ([4]). Для любого полного базиса B найдется такая константа
c(B), что для любой системы F функций из P2 выполняются неравенства

dlog2(d(F ) + 1)e − c(B) 6 IB(F ) 6 dlog2(d(F ) + 1)e .

Эта теорема дает верхнюю и нижнюю оценки немонотонной сложности
систем булевых функций, отличающиеся не более чем на константу. Однако
этот результат далек от окончательного, так как эта константа зависит от
базиса, причем для любой константы можно подобрать базис рассматривае-
мого вида и булеву функцию так, что разность верхней оценки из теоремы 1 и
реальной немонотонной сложности этой функции превосходит эту константу.

В случае реализации одной булевой функции установлено точное значение
немонотонной сложности.
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Теорема 2 ([5]). Пусть B — полный в P2 базис, ω1, . . . , ωp — все монотонные
функции базиса B, D(B) = max{d(ω1), . . . , d(ωp)}. Тогда для любой булевой
функции f выполняется равенство

IB(f) =

⌈
log2

(
d(f)

D(B)
+ 1

)⌉
.

Для того чтобы сформулировать полученные результаты о немонотон-
ной сложности в общем случае (при реализации функций k-значной логики,
k > 2), требуется ввести еще некоторые понятия.

Для произвольной функции k-значной логики f(x1, x2, . . . , xn) и произ-
вольной цепи C = (α̃1, α̃2, . . . , α̃r) наборов из En

k определим величину uC(f)

как наибольшую длину t подпоследовательности β̃1, β̃2, . . . , β̃t последователь-
ности C, удовлетворяющей условию f(β̃1) > f(β̃2) > . . . > f(β̃t).

Теперь определим инверсионную силу u(f) функции f равенством
u(f) = maxuC(f), где максимум берется по всем цепям C наборов
из En

k . Очевидно, что для любой функции f выполняются соотношения
1 6 u(f) 6 d(f) + 1, при этом если функция f не является монотонной,
то справедливо неравенство u(f) > 2.

Наконец, для базиса B функций k-значной логики равенством
u(B) = maxu(f), где максимум берется по всем функциям f из бази-
са B, введем величину u(B) — инверсионную силу базиса B.

Асимптотика роста немонотонной сложности произвольной последовате-
льности Fn систем функций k-значной логики при условии d(Fn)→∞ уста-
новлена в 2017 г.

Теорема 3 ([6]). Для любого полного базиса B найдется такая константа
c(B), что для любой системы F функций из Pk выполняются неравенства⌈

logu(B)(d(F ) + 1)
⌉
− c(B) 6 IB(F ) 6

⌈
logu(B)(d(F ) + 1)

⌉
.

Отметим, что как и в теореме 1 в теореме 3 заменить константу c(B),
зависящую от базиса, на абсолютную константу нельзя: для любого k > 2 и
для любого заданного значенияN найдется базисBN в Pk и функция gN ∈ Pk,
для которых справедливо неравенство

⌈
logu(BN )(d(gN) + 1)

⌉
− IBN (gN) > N.

Далее будем рассматривать два естественных базиса функций k-значной
логики, а именно, базисы BP = M ∪ {NP (x)} и BL = M ∪ {NL(x)}, где
NP (x) — отрицание Поста, т. е. функция x+1 (mod k), а NL(x) — отрицание
Лукасевича, т. е. функции k − 1− x.

Относительно немонотонной сложности в этих базисах в 2016 г. получен в
некотором смысле окончательный результат.

Теорема 4 ([7]). Для любой конечной системы F функций k-значной логики
справедливы равенства

IBP (F ) = dlog2(d(F ) + 1)e , IBL(F ) = dlogk(d(F ) + 1)e .
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Отметим, что теорема 4 дает возможность выписать точные значений соот-
ветствующих функцийШеннона немонотонной сложности функций и вектор-
функций в базисах BP и BL (это проделано в [7]).

Теперь рассмотрим тесно связанную с задачей о немонотоннной сложности
задачу о сложности реализации функций k-значной логики в базисах BP и
BL. Принципиальной отличительной особенностью задач изучения величин
LBP (f), LBL(f), LBP (n) и LBL(n) является бесконечность базисов BP и BL.

Справедливость естественной гипотезы о том, что величина LBL(f) растет
примерно как 2 dlogk(d(f) + 1)e, доказана в 2018 г.

Теорема 5 ([8]). Для любой функции k-значной логики f справедливы нера-
венства

2 dlogk(d(f) + 1)e − 1 6 LBL(f) 6 2 dlogk(d(f) + 1)e+ 1.

Положим

T (k, n) = (k − 1)n−
⌊

(k − 1)n

k

⌋
+ 1 = (k − 2)n+

⌈n
k

⌉
+ 1.

Легко проверить, что величина T (k, n) ровно на единицу превосходит макси-
мально возможный спад у функций k-значной логики от n переменных.

Обозначим через Rk множество натуральных чисел n, удовлетворяющих
условию: число T (k, n)− 1 является степенью числа k.

Теорема 6 ([8]). При n > k+ 2 для функции Шеннона сложности реализа-
ции функций k-значной логики (k > 2) в базисе BL верно равенство

LBL(n) =

{
2 dlogk T (k, n)e , если n ∈ Rk;

2 dlogk T (k, n)e+ 1, если n ∈ N \Rk.

Переходя к базису BP , для произвольного натурального n положим

τ(n) =


1, если 3r < n 6 4× 3r−1 для некоторого целого r;
2, если 4× 3r−1 < n 6 2× 3r для некоторого целого r;
3, если 2× 3r < n 6 3× 3r для некоторого целого r.

В 2017 г. для базиса BP с точностью до единицы установлено значение
сложности реализации произвольной функции k-значной логики (k > 3), а
также найдено точное значение соответствующей функции Шеннона.

Теорема 7 ([9]). При k > 3 для любой функции k-значной логики f , удовле-
творяющей условию d(f) > 2, справедливы неравенства

LBP (f) > 3 (dlog3(d(f) + 1)e − 1) + τ(d(f) + 1),

LBP (f) 6 3 (dlog3(d(f) + 1)e − 1) + τ(d(f) + 1) + 1.
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Теорема 8 ([9]). При k > 3 для любого натурального n > 4 для функ-
ции Шеннона сложности реализации функций k-значной логики в базисе
BP справедливо равенство

LBP (n) = 3 (dlog3 T (k, n)e − 1) + τ(T (k, n)) + 1.

При реализации в базисах BP и BL систем функций k-значной логики
справедливы похожие оценки.

Теорема 9. Для любой системы функций F = {f1, f2, . . . , fm} ⊂ Pk, k > 2,
выполняются неравенства

2 dlogk(d(F ) + 1)e − 1 6 LBP (F ) 6 2 dlogk(d(F ) + 1)e+m.

Теорема 10. Для любой системы функций F = {f1, f2, . . . , fm} ⊂ Pk, k > 3,
выполняются неравенства

3 (dlog3(d(F ) + 1)e − 1) + τ(d(F ) + 1)− 1 6 LBP (F ) 6

6 3 (dlog3(d(F ) + 1)e − 1) + τ(d(F ) + 1) +m.

Работа первого автора выполнена при частичной финансовой поддержке
РФФИ, проект №18-01-00337.
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Классификация k-значных функций на основе
аддитивных формул

Мещанинов Дмитрий Германович
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Рассматриваются функциональная система Pk функций k-значной логики и решетка
Lk по включению замкнутых относительно суперпозиции классов в Pk. Классы опи-
сываются каноническими аддитивными формулами (в виде сумм по модулю k) своих
элементов. Одно слагаемое в сумме является линейной функцией, остальные слагае-
мые зависят от делителя d числа k и определяют классы различных семейств. Для всех
k и d находятся полные системы и базисы таких классов, определяется их положение
в решетке Lk.
Ключевые слова: функциональная система, суперпозиция, решетка замкнутых клас-
сов, полиномы по модулю k, полные системы.

Пусть k > 2, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, и пусть

Pk = {f : En
k → Ek, n = 0, 1, 2. . . .}

— класс всех функций k-значной логики. Мы рассматриваем замкнутые от-
носительно суперпозиции классы в Pk, содержащие все линейные по моду-
лю k функции, и решетку таких классов как важную часть континуальной
при k > 3 решетки Lk. Анализируемые классы описываются каноническими
представлениями своих элементов в виде аддитивных формул (сумм) [1; 2],
слагаемые которых определены однозначно. В каждой такой сумме одно сла-
гаемое является линейной функцией. Мы укажем семейства таких классов,
их полные системы, канонические формулы и место классов в решетке Lk.

Введем следующие определения и обозначения.
Пусть d|k. Функция f(x̃) = f(x1, . . . , xn) из Pk, удовлетворяющая условию

ã ≡ b̃ (mod d) ⇒ f(ã) = f(b̃) (mod d),

называется d-периодической.
Будем применять обозначения:

Gd(x̃) — для d-периодической функции;
d · F (x̃) — для функции, все значения которой кратны d;
l(x̃) — для линейной функции;
A(M) — для системы функций, полной в замкнутом классе M ;
p, p1, . . . , ps, q — для простых чисел.

Введем функции:

gd(x̃) =

{
1, если x̃ ≡ 0̃ (mod d),
0, иначе, j(x̃) =

{
1, если x̃ = 0̃,
0, иначе,

χd, i(x̃) = xigd(x̃), i = 1, . . . , n; δd(x) = dbx/dc.
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Рассмотрим следующие семейства классов (всюду d|k).
1. Классы сохранения сравнения по модулю d

C(d) = {f(x̃) = l(x̃) +Gd(x̃) + d · F (x̃)}
порождаются системами

{1, x+ y, gd(x, y), d · j(x, y)}.
Если d 6= 1 и d 6= k, то класс C(d) является предполным в Pk [3].

2. Классы
C1(d) = {f(x̃) = l(x̃) + d · F (x̃)}

порождаются системами

{1, x+ y, d · j(x, y)}.
Класс C1(d) является предполным в классe C(d) в точности при k = pd [4].

3. Классы сохранения d-разностей

R(d) = {f(x̃) = l(x̃) +Gd(x̃) + d · F (x̃)},
где

d · F (x̃) =
∑

ã ∈ En
d

n∑
i=1

c1(ã, i)χd, i(x̃− ã) +
n∑
i=1

c2(i)δd(xi), (1)

c1(ã, i), c2(i) ∈ Ek, порождаются системами

{1, x+ y, χd, 1(x), dj(x, y)}.

Класс R(d) является предполным в классe C(d) в точности при k = pd [5].

4. Классы абсолютного сохранения d-разностей

L(d) = {f(x̃) = l(x̃) +Gd(x̃) +
n∑
i=1

δd(xi)}

порождаются системами

{1, x+ y, gd(x, y)}.
Класс L(d) является предполным в классe R(d) в точности при k = pd [6].

5. Классы

S(d) = {f(x̃) = l(x̃) + d ·Gd(x̃) + d · F (x̃)},
где d · F (x̃) имеет вид (1), порождаются системами

{1, x+ y, χd, 1(x)} ∪
∞⋃
n=1

{d · gd(x1, . . . , xn)}.
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При k = p2 и k = pq класс S(p) конечно-порожден и является предполным
в R(p) [4].

6. Классы
K(d) = {f(x̃) = l(x̃) + d ·Gd(x̃)}

порождаются системами

{1, x+ y} ∪
∞⋃
n=1

{d · gd(x1, . . . , xn)}.

В [7] доказана

Теорема 1. Пусть k = pq, тогда:
1) класс K(p) конечно-порожден, его базисом является система

{1, x+ y, p · gp(x)};
2) класс K(p) является предполным в классе L(p);
3) класс L является предполным в K(p) и K(q);
4) в решетке Lk имеются следующие неуплотняемые цепи замкнутых

классов:

L ⊂ K(d) ⊂ L(d) ⊂ R(d) ⊂ C(d) ⊂ Pk, d = p, q;

5) классы K(p) содержат функции, не представимые полиномами по мо-
дулю pq.

Для сравнения приведем результат из [8], имеющий место при k = p2.

Теорема 2. При k = p2 класс всех полиномов по модулю p2 есть R(p).
Решетка всех классов полиномов, содержащих L, бесконечна. Класс K(p)
бесконечно-порожден, не имеет базиса и является пределом возрастающей
цепи своих подклассов.

Для классов полиномов, содержащих L, в [6] доказана

Теорема 3. При k = p1 · · · ps все классы полиномов, содержащие L, образу-
ют решeтку, изоморфную s-мерному кубу.

В [9–11] содержатся результаты о подобной классификации частичных
функций в функциональной системе P ∗k .

С точки зрения логики функциональные системы Pk и P ∗k интересны, в
частности, тем, что они используются как интерпретации формальных тео-
рий.
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Function algebra Pk of k-valued logic functions and the inclusion lattice Lk of closed under
superposition classes in Pk are analysed. The classes are described with the use of canonical
additive formulae (modulo k sums) of their elements. One summand of each sum is a linear
function, the other terms depend on a divisor d of k, they determine various families of
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В работе рассматривается действие оператора разветвления по предикату равенства
на множестве мультифункций ранга 2. Определяются 11 предполных множеств муль-
тифункций и формулируется критерий полноты.
Ключевые слова: замыкание, предикат равенства, мультифункция, замкнутое множе-
ство, суперпозиция, критерий полноты.

Мультифункции представляют собой функции, задаваемые на конечном
множестве и возвращающие в качестве своих значений все подмножества рас-
сматриваемого множества. Оператор суперпозиции приводит к континууму
замкнутых множеств. Поэтому возникает необходимость рассмотрения опе-
раторов замыкания, которые наряду с суперпозицией содержат другие опе-
рации. К таким относится рассматриваемый оператор разветвления по пре-
дикату равенства (оператор E-замыкания) [2–5].

В работе рассматривается ESU -замыкание мультифункций, полученное
применением операции суперпозиции, основанной на объединении, и опера-
тора разветвления по предикату равенства.

Пусть E2 = {0, 1}. Множество всех мультифункций ранга 2 обозначается
как M2 и определяется следующим образом:

M2,n =
{
f | f : En

2 → 2E2
}
, M2 =

⋃
n

M2,n,

В дальнейшем не будем различать множество из одного элемента и эле-
мент этого множества. Для множества E2 будем использовать обозначение
«−» (прочерк), для пустого множества — «∗».

Пусть f(x1, . . . , xn), f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm) — мультифункции.
Суперпозиция f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) задает g(x1, . . . , xm) сле-
дующим образом: если набор (α1, . . . , αm) ∈ Em

2 , то по определению

g(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn). (1)

Будем говорить, что мультифункция g(x1, . . . , xn) получается из функций
f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn) с помощью операции разветвления по предикату
равенства, если для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n} выполняется соотношение

g(x1, . . . , xn) =

{
f1(x1, . . . , xn), если xi = xj,

f2(x1, . . . , xn), в противном случае.
(2)
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Определим ESU -замыкание множества Q ⊆M2 как множество всех муль-
тифункций из M2, которые можно получить из множества Q с помощью
операций введения фиктивных переменных, отождествления переменных, су-
перпозиции (1) и разветвления по предикату равенства (2). ESU -замыкание
множества Q обозначаем как [Q].

Введем в рассмотрение 11 множеств мультифункций:
K1 = {f | f(0, . . . , 0) ∈ {0,−}}; K2 = {f | f(1, . . . , 1) ∈ {1,−}};
K3 = {f | f(0, . . . , 0) ∈ {0, ∗}}; K4 = {f | f(1, . . . , 1) ∈ {1, ∗}};
K5 = O∗2; K6 = H2; K7 = {f | f(α̃) ∈ {∗, 1,−}};

K8 = {f | f(α̃) ∈ {∗, 0,−}}; K9 = PolR9; R9 =

(
0 1 ∗ −
1 0 ∗ −

)
;

K10 = PolR10; R10 =

(
0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 −
1 0 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗

)
;

K11 ={f | ∗∈f(0, . . . , 0)∪f(1, . . . , 1) либо f(0, . . . , 0)=0 и f(1, . . . , 1)=1}.
Где через Pol R обозначается множество функций, сохраняющих преди-

кат R. Понятие сохранения предиката функцией является стандартным [1].
Для рассматриваемых множеств справедлива лемма.

Лемма 1. Множества K1 −K11 являются ESU -замкнутыми.
Будем в дальнейшем использовать обозначение fKi

для функции, не при-
надлежащей множеству Ki (i ∈ {1, . . . , 11}).

Рассмотрим набор вспомогательных утверждений, позволяющих получить
критерий полноты.
Лемма 2. Справедливо [0, 1, fK5

, fK6
] = M2.

Лемма 3. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (10). Тогда справедливо
[g1, g2, fK5

, fK6
, fK9

] = M2.
Лемма 4. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (11). Тогда справедливо
[g1, g2, fK2

, fK5
, fK6

, fK7
] = M2.

Лемма 5. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (1−). Тогда справедливо
[g1, g2, fK2

, fK5
, fK6

, fK7
] = M2.

Лемма 6. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (00). Тогда справедливо
[g1, g2, fK2

, fK5
, fK6

, fK9
] = M2.

Лемма 7. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (∗∗). Тогда справедливо
[g1, g2, fK2

, fK5
, fK6

, fK7
] = M2.

Лемма 8. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (∗−). Тогда справедливо
[g1, g2, fK2

, fK5
, fK6

, fK7
] = M2.

Теорема. Множество мультифункций Q является ESU -полным тогда и
только тогда, когда оно не содержится целиком ни в одном из классов
K1 −K11.
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В работе рассматриваются бинарные ношения как унарные мультиоперации. Опреде-
ляются алгебры унарных мультиопераций в сигнатуре бинарные метаоперации подста-
новки и пересечения, унарная метаоперация обратимости и константные метаоперации
тождественная, пустая и полная. Изучаются тождества выполнимые в таких алгебрах.
Ключевые слова: мультиоперация, суперпозиция, алгебра мультиопераций, тожде-
ство.

Введение

Изучение свойств операций на бинарных отношениях ведется достаточно
давно. В связи с этим отметим следующие публикации [1–4]. Рассмотрению
бинарных отношений как унарных мультиопераций и исследованию алгебр
унарных мультиопераций посвящены работы [5–8].

Определение алгебр унарных мультиопераций

В этом разделе определяются алгебры унарных мультиопераций. При этом
в качестве сигнатурных операций (метаопераций) взяты: бинарные метаопе-
рации подстановки и пересечения, унарная метаоперация обратимости и кон-
стантные метаоперации тождественная, пустая и полная.

Пусть A — произвольное множество, B(A) — множество всех подмножеств
A. Отображение f множества A в B(A) называется унарной мультиоперацией
на A. Если при этом все образы одноэлементные или пустые, то f называем
квазиоперацией, если не пустые, то f называем гипероперацией, а если только
одноэлементные, то операцией.

Будем использовать следующие обозначения:

• M(1)
A — множество унарных мультиопераций на A;

• H(1)
A — множество унарных гиперопераций на A;

• P (1)
A — множество унарных квазиопераций на A;

• O(1)
A — множество унарных операций на A.
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Очевидно выполняются соотношения:

H(1)
A ⊂M

(1)
A ,P (1)

A ⊂M
(1)
A ,H(1)

A ∩ P
(1)
A = O(1)

A .

Ранг k мультиоперации определим так: k = |A|.
Определим следующие унарные мультиоперации:

• пустая мультиоперация

o(a) = ∅;

• полная мультиоперация

u(a) = A;

• тождественная мультиоперация

e(a) = {a}.

Определим следующие метаоперации на множестве унарных мультиопе-
раций: если f, g ∈M(1)

A , то

• бинарная метаоперация подстановки g в f (∗)
(f ∗ g)(a) =

⋃
b∈g(a) f(b);

• бинарная метаоперация пересечения f и g (∩)
(f ∩ g)(a) = f(a) ∩ g(a);

• унарная метаоперация обратимости (µ)
(µf)(a) = {b | a ∈ f(b)};

• константные метаоперации для мультиопераций тождественной (e), пу-
стой (o) и полной (u).

Определение 1. Алгеброй R унарных мультиопераций над множеством A

называется любое подмножество R ⊆ M(1)
A , содержащее мультиоперации

тождественную, пустую, полную и замкнутое относительно метаопера-
ций подстановки, пересечения и обратимости.

Многообразие алгебр Q1

Сигнатура: Ω =
〈
·,∧,−1 , 1,⊥,>

〉
. Обозначение: x 6 y ⇔ x ∧ y = x.

Определение 2. Многообразия Q1 задается следующей системой тож-
деств:
1. x · (y · z) = (x · y) · z;
2. x · 1 = 1 · x = x;



78 Перязев Н.А.

3. x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z;
4. x ∧ y = y ∧ x;
5. x ∧ x = x;
6. x ∧ > = x;
7. x · ⊥ = ⊥ · x = ⊥;
8. x ∧ ⊥ = ⊥;
9. (x−1)−1 = x;
10. (x · y)−1 = y−1 · x−1;
11. (x ∧ y)−1 = x−1 ∧ y−1;
12. 1−1 = 1;
13. ⊥−1 = ⊥;
14. >−1 = >;
15. x ∧ 1 = x−1 ∧ 1;
16. x 6 x · (x−1 · x);
17. x · (y ∧ z) 6 (x · y) ∧ (x · z);
18. x ∧ (y · z) 6 ((x · z−1) ∧ y) · ((y−1 · x) ∧ z).

В силу ассоциативности · и ∧ будем опускать скобки при повторении этих
операций. Также будем опускать скобки по приоритету · над ∧.

Теорема 1. В алгебрах многообразия Q1 выполняются:
1. x 6 x;
2. x 6 y, y 6 z ⇒ x 6 z;
3. x 6 y, y 6 x⇒ x = y;
4. x 6 y ⇒ x−1 6 y−1;
5. x 6 z, y 6 v ⇒ x · y 6 z · v;
6. x 6 z, y 6 v ⇒ x ∧ y 6 z ∧ v;
7. (x ∧ y) · z 6 x · z ∧ y · z;
8. x ∧ y 6 x;
9. x 6 > · x;
10. x 6 x · >;
11. > = > · x⇔ 1 6 x−1 · x;
12. > = x · > ⇔ 1 6 x · x−1;
13. x−1 · x 6 1⇒ x · (y ∧ z) = x · y ∧ x · z;
14. z · z−1 6 1⇒ (x ∧ y) · z = x · z ∧ y · z;
15. z−1 · z 6 1⇒ x ∧ y · z = (x · z−1 ∧ y) · (y−1 · x ∧ z);
16. y · y−1 6 1⇒ x ∧ y · z = (x · z−1 ∧ y) · (y−1 · x ∧ z);
17. x−1 · x 6 1⇒ x = x · x−1 · x;
18. x · x−1 6 1⇒ x = x · x−1 · x.

Теорема 2. Если R алгебра унарных мультиопераций конечного ранга, то
R ∈ Q1 (при интерпретации: · → ∗;∧ → ∩; −1 → µ; 1→ e; ⊥→ o; >→ u).
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Доклад посвящен определению понятия аксиом бесконечности для формально-логи-
ческих систем и постановке вопроса о существовании полных теорий второго порядка
с аксиомами бесконечности, в дополнение к чему показано, что основные примеры
полных эффективных теорий первого порядка не являются таковыми при расширении
их логикой второго порядка.
Ключевые слова: теория второго порядка, полнота, аксиоматизируемость, аксиома
бесконечности.

В работе ставится вопрос о существовании полных эффективно аксиомати-
зируемых теорий второго порядка с аксиомами бесконечности. Определение
языка и системы вывода для логики второго порядка дается в соответствии
с [1]. В отношении семантики рассматривается два рода моделей: стандарт-
ные (по Черчу главные) и так называемые модели Хенкина (по Черчу вторич-
ные). Для последних, как показал Хенкин, имеет место полнота дедуктивной
системы, и, как следствие, ее компактность.

1. Под аксиомой бесконечности понимается формула, не выполнимая ни
в какой конечной модели. Соответственно, отрицание такой формулы может
быть названо аксиомой конечной структуры. В действительности, не суще-
ствует абсолютного формального признака конечной и бесконечной структу-
ры, как показывают утверждения:

Предложение 1. Не существует формулы, истинной во всех конечных
структурах и только в них.

Утверждение может быть усилено:

Предложение 2. Если формула выполнима в конечной структуре произ-
вольной мощности, то она выполнима и в некоторой бесконечной струк-
туре.

Как обращение первого утверждения получаем:

Предложение 3. Не существует универсального следствия из всех аксиом
бесконечности.

Как следствие отсюда получаем существование нестандартных бесконеч-
ных структур, в том смысле, что они не имеют изоморфной множеству нату-
ральных чисел подструктуры.
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2. В языке второго порядка арифметика является конечно аксиоматизи-
руемой теорией, что позволяет формализовать ее внутреннюю интерпретиру-
емость, именно существование такой внутренней модели описывает формула:

∃N∃R∃z
(∀xN(x)∃!yN(y)R(x, y)∧∀uN(u)∀vN(v)∀wN(w)(R(u,w)∧R(v, w)→ u = v)∧
∧¬∃xN(x)R(x, z)∧∀P ((P (z)∧∀uN(u)∀vN(v)(R(v, w)→ (P (u)→ P (v))))→

→ ∀xN(x)P (x)))

Из основных результатов о неполноте формальных теорий отсюда следует,
что любая эффективно аксиоматизируемая теория второго порядка, совмест-
ная с приведенной формулой, неполна.

3. По этой причине расширения в логике второго порядка ряда известных
теорий первого порядка, таких как:

• теория плотного линейного порядка без первого и последнего элемента;

• теория вещественно-замкнутых полей;

• арифметика Пресбургера;

представляющих основные примеры полных систем, полными не оказывают-
ся. Действительно, каждая из них либо интерпретирует арифметику, либо
совместна с такой интерпретацией.

Можно показать, однако, что такие расширения консервативны. Поэтому
все полные теории с аксиоматикой первого порядка являются расширениями
полных теорий первого порядка с идентичными аксиомами.

4. Еще один ряд примеров полных теорий в случае первого порядка до-
ставляет свойство категоричности; в случае же второго порядка не имеет
смысла, как следует из утверждения:

Предложение 4. Пусть K — некоторая структура для языка второго по-
рядка. Если T — теория с аксиомой бесконечности, то она имеет модель
M, для которой существует подмножество N ее носителя M, такое что
вместе с ограничениями на него всех предикатов из M оно образует под-
структуру N, изоморфную K.

Отсюда следует, что если какая-либо теория категорична хотя бы в неко-
торой бесконечной мощности, то всякая ее модель должная содержать все
возможные подструктуры, что невозможно, если модель не главная.

Таким образом примеры эффективно аксиоматизируемых полных теорий
второго порядка можно найти только среди систем с нестандартной беско-
нечностью.
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мультифункций ранга 2
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В работе рассматривается ESI -замыкание мультифункций, заданных на двухэлемент-
ном множестве. Приводятся примеры полных множеств, формулируется и доказыва-
ется критерий функциональной полноты.
Ключевые слова: мультифункция, полнота, базис, замыкание, суперпозиция.

Наряду с классическими функциональными системами над множеством
k-значных функций (k > 2) достаточно давно изучаются системы, в ко-
торых рассматриваются обобщения функций k-значной логики: частичные
функции, мультифункции и гиперфункции — функции, заданные на конеч-
ном множестве A и принимающие в качестве своих значений подмножества
множества A, относительно оператора суперпозиции (например, [1; 2; 11]).

Оператор суперпозиции приводит, как правило, к счетной или контину-
альной классификации, поэтому вызывают интерес операторы замыкания,
которые порождают конечные классификации функций. К таким операторам
относятся, в частности, операторы параметрического и позитивного замыка-
ний, оператор E-замыкания [3–6; 8–10].

Пусть E2 = {0, 1}. Множество всех мультифункций ранга 2 обозначается
как M2 и определяется следующим образом:

M2,n =
{
f | f : En

2 → 2E2
}
, M2 =

⋃
n

M2,n,

При дальнейшем изложении мы не будем различать множество из одного
элемента и элемент этого множества. Для множества E2 будем использовать
обозначение «−» (прочерк), а для пустого множества — ∗.

Пусть f(x1, . . . , xn), f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm) — мультифункции.
Суперпозиция f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) задает мультифункцию
g(x1, . . . , xm) следующим образом: если набор (α1, . . . , αm) ∈ Em

2 , то по опре-
делению

g(α1, . . . , αm) =


⋂

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), если это пересечение не пусто;⋃
βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn), иначе.

Определенную таким образом суперпозицию будем называть I-суперпози-
цией. I-суперпозиция позволяет находить значения мультифункций на набо-
рах, составленных из элементов множества {0, 1,−, ∗}.
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Пример. Пусть мультифункция f(x, y) такая, что f(0, 0) = 0, f(0, 1) = −,
f(1, 0) = ∗, f(1, 1) = 1. Тогда f(0,−) = f(0, 0) ∩ f(0, 1) = 0 и, так как
f(1, 0) ∩ f(1, 1) = ∗, то f(1,−) = f(1, 0) ∪ f(1, 1) = 1.

Будем говорить, что мультифункция g(x1, . . . , xn) получается из функций
f1(x1, . . . , xn), f2(x1, . . . , xn) с помощью операции разветвления по предикату
равенства, если для некоторых i, j ∈ {1, . . . , n} выполняется соотношение

g(x1, . . . , xn) =

{
f1(x1, . . . , xn), если xi = xj,

f2(x1, . . . , xn), в противном случае.

Определим ESI-замыкание множества Q ⊆M2 как множество всех муль-
тифункций из M2, которые можно получить из множества Q с помощью
операций введения фиктивных переменных, отождествления переменных, I-
суперпозиции и разветвления по предикату равенства. ESI-замыкание мно-
жества Q обозначаем как [Q].

Множество гиперфункций, которое совпадает со своим замыканием, на-
зывается ESI-замкнутым классом. Множество R называется полным в M2,
если ESI-замыкание R совпадает с M2.

Множество функций, сохраняющих предикат R, обозначим как Pol R.
Далееm-местный предикат, содержащий n наборов, будем задавать матрицей
размерности m× n, в которой столбцами являются наборы из предиката.

Введем в рассмотрение следующие 9 множеств мультифункций:
K1 = {f | f(0, . . . , 0) ∈ {0, ∗}}; K2 = {f | f(1, . . . , 1) ∈ {1, ∗}};
K3 = O∗2; K4 = H2; K5 = {f | f(α̃) ∈ {∗, 1,−}};

K6 = {f | f(α̃) ∈ {∗, 0,−}}; K7 = PolR7; R7 =

(
0 1 ∗ −
1 0 ∗ −

)
;

K8 = PolR8; R8 =

(
0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ 0 1 −
1 0 0 1 − ∗ ∗ ∗ ∗

)
;

K9 ={f | ∗∈f(0, . . . , 0)∪f(1, . . . , 1) либо f(0, . . . , 0)=0 и f(1, . . . , 1)=1}.

Теорема 1. Множества K1 −K9 являются ESI-замкнутыми.

Теорема 2. Для множеств K1, . . . , K9 выполняется Ki 6⊆ Kj при i 6= j.

Будем использовать обозначение fKi
для функции, не принадлежащей

множеству Ki (i ∈ {1, . . . , 9}).

Лемма 1. Справедливо [0, 1, fK3
, fK4

] = M2.

Лемма 2. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (10). Тогда справедливо
[g1, g2, fK3

, fK4
, fK7

] = M2.

Лемма 3. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (11). Тогда справедливо
[g1, g2, fK3

, fK4
, fK5

] = M2.
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Лемма 4. Пусть g1(x) = (−−), g2(x) = (00). Тогда справедливо
[g1, g2, fK3

, fK4
, fK6

] = M2.

Теорема 3. Множество мультифункций R является ESI-полным тогда
и только тогда, когда оно не содержится целиком ни в одном из классов
K1 −K9.

Доказательство. Отождествлением переменных из функции fK9
можно по-

лучить одну из восьми следующих одноместных функций:
f 1
K9

= (−−), f 2
K9

= (00), f 3
K9

= (11), f 4
K9

= (10), f 5
K9

= (0−), f 6
K9

= (−0),
f 7
K9

= (1−), f 8
K9

= (−1).
Так как f 6

K9
(f 6
K9

(x)) = f 5
K9

и f 5
K9

(f 5
K9

(x)) = (00), f 8
K9

(f 8
K9

(x)) = f 7
K9

и
f 7
K9

(f 7
K9

(x)) = (11), то достаточно рассмотреть первые четыре случая.
Случай 1. f 1

K9
= (−−). Из функции fK5

отождествлением переменных
можно получить функцию h(x, y) такую, что на наборах (01) и (10) она при-
нимает одно из следующих четырех значений — (00), (01), (0∗), (0−).

Определим функцию t(x, y):

t(x, y) =

{
−, если x = y;

h(x, y), иначе.

Суперпозиция t(x,−) определяет одноместную функцию p(x) = (0β), где
β ∈ {0,−, 1}. Первые два случая сводятся к лемме 4. Рассмотрим оставшийся
случай: p(x) = (01).

Оператор разветвления по предикату равенства позволяет из функции
p(x) и− получить функцию (−01−), а с помощью суперпозиции— (10). Спра-
ведливость утверждения следует из леммы 2.

Случай 2. f 2
K9

= (00). Подставляя константу 0 в функцию fK1
, получим

одно из двух множеств функций: {0, 1} или {0,−}.
Для первого множества воспользуемся леммой 1. Для второго леммой 4.
Случай 3. f 3

K9
= (11). Подставляя константу 1 в функцию fK2

, получим
одно из двух множеств функций: {0, 1} или {1,−}.

Для первого множества воспользуемся леммой 1. Для второго леммой 3.
Случай 4. f 4

K9
= (10). Функция fK8

на некоторой паре противоположных
наборов возвращает одну из следующих пар — (00), (11), (0−), (−0), (1−),
(−1), (11). А это означает, что, подставляяя в функцию fK8

на соответству-
ющие места переменных функцию (10), можно получить одну из следующих
одноместных функций: (00), (11), (0−), (−0), (1−), (−1), (−−), которые лег-
ко сводятся к случаю 1.
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In this paper the ESI -closure of multifunction defined on a two-element set is considered.
Examples of complete sets are given, a criterion of functional completeness is formulated
and proved.
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В работе рассматривается вопрос минимизации мультиопераций в классе ключевых
стандартных форм. В основе работы лежит разработанный алгоритм минимизации
мультиопераций для n = 2 и n = 3 в классе ключевых стандартных форм. С по-
мощью разработанного алгоритма получены минимальные представления мультио-
пераций для n = 2 и n = 3, средняя сложность минимального представления муль-
тиопераций и количественное распределение мультиопераций по сложностям получен-
ных минимальных представлений в классе ключевых стандартных форм. Произведено
сравнение полученных результатов минимизации мультиопераций в классе ключевых
стандартных форм с минимизацией мультиопераций в классе стандартных форм.
Ключевые слова: мультиоперация, суперклон, ключевая стандартная форма, алго-
ритм, минимизация.

В работе рассматривается реализация алгоритма нахождения представле-
ния минимальной сложности для мультиопераций в классе ключевых стан-
дартных форм.

Пусть 2A — множество всех подмножеств A. Отображением из An в 2A

называется n-местной мультиоперацией над A. Множество всех n-местных
мультиопераций на A будем обозначать через HA

n . При |A| = k будем исполь-
зовать обозначение Hk

n. Мультиоперации заданные на k-элементном множе-
стве A будем называть мультиоперациями ранга k.

Определим бинарную мультиоперацию ∩ ∈ H2
k как ∩(a, b) = {a} ∩ {b}. В

дальнейшем будем использовать суффиксную форму записи ∩(a, b) = a ∩ b.
Эта мультиоперация является коммутативной и ассоциативной. Также эта
мультиоперация принадлежит любому суперклону [1], что делает естествен-
ным её использование для построений формульных представлений мультио-
пераций.

Через dni,α ∈ Hn
k обозначим следующие мультиоперации:

dni,α = (2k − 1, ..., 2k − 1, αi, 2k − 1, ..., 2k − 1), (1 6 i 6 kn),

где α ∈ {2k − 1, ..., 2k − 1}. В частности d0
1,α = (α). Если α = 2k − 1, то

используем обозначение dn, то есть dn = (2k − 1, ..., 2k − 1).
В [2] была введена ключевая стандартная форма мультиопераций

f(x1, ..., xn) =
⋂
j

dj(xj1, ..., xjm),

при котором выполняется dj ∈
〈
f, d1

1,1, ..., d
1
s,2s−1, ..., d

1
k,2k−1

〉
.



Тодиков С.И. 89

Также в [2] была введена лемма, говорящая о том, что если f ∈ Hn
k и

f 6= dn, то существует разложение по аргументу xi:

f(x1, ..., xn) = f0 ∩ f1 ∩ f2 ∩ ... ∩ f s−1
2 ∩ ... ∩ fk−1

2 ,

где в f0 аргумент xi является фиктивным, а fk−1
2 такие, что 2r−1 остаточные

по аргументу xi при r 6= s равным dn−1, при этом выполняется
f0, f

s−1
2 ∈

〈
f, d1

1,1, ..., d
1
s,2s−1, ..., d

1
k,2k−1

〉
, s ∈ {1, ..., k}.

Пример 1. Представим мультиоперацию f ∈ Hn
2 заданной векторно

f(x1, x2, x3) = (20312001) в ключевой стандартной форме.

f(x1, x2, x3) = d1
2,1(x3) ∩ d1

1,2(x2) ∩ d3
7,0(x1, x2, x3)

Также данную мультиоперацию можно представить следующим видом:

f(x1, x2, x3) = d1
2,1(x3) ∩ d1

1,2(x2) ∩ d2
2,0(x2, x3) ∩ d2

3,2(x1, x3) ∩ d2
4,1(x1, x3)

∩ d2
3,2(x1, x2) ∩ d2

4,1(x1, x2) ∩ d3
6,0(x1, x2, x3) ∩ d3

7,0(x1, x2, x3)

Как видно, представление мультиопераций в ключевой стандартной форме
не единственно.

Под минимальностью будем понимать представление мультиоперации в
виде ключевой стандартной формы с наименьшим количеством компонент
пересечения. Количество компонент пересечения в представление назовем его
сложностью.

Работа алгоритма заключается в наилучших заменах нулевых элементов
мультиоперации с помощью леммы, так как именно на этих шагах ключевая
стандартная форма дает разные сложности.

На вход алгоритма подается вектор, представляющий мультиоперацию.
На выходе алгоритма получим минимальную ключевую стандартную фор-

му, представляющую мультиоперацию и сложность её формы.
Работу алгоритма можно представить следующими шагами:
Шаг 1. Выполнить основные шаги алгоритма представления мультиопера-

ции в ключевой стандартной формы до момента замены нулевых элементов
мультиоперации, где начинает работать лемма.

Шаг 2. Если в мультиоперации нет ни одного нулевого элемента, то перей-
ти к шагу 1, иначе переходим к шагу 3.

Шаг 3. Если в мультиоперации нулевой элемент можно заменить на эле-
мент 2k−1, то производим замену. Если на данном шаге все нулевые элементы
заменяются на элементы 2k − 1, то возвращаемся на шаг 1.

Шаг 4. Если с помощью замены нулевых элементов можно построить оди-
наковую последовательность элементов в мультиоперации, то производим за-
мену, создаем последовательность и переходим к шагу 1, иначе переходим к
шагу 5.
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Шаг 5. Производим замену нулевых элементов с помощью элементов, ко-
торые получаются по остаточной мультиоперации от последней переменной
в мультиоперации и возвращаемся к шагу 1.

Для тестирования алгоритма была реализована компьютерная программа
и проведена минимизация всех мультиопераций в классе ключевых стандарт-
ных форм для n = 2 и n = 3.

Мультиоперации вида d0
1,0 и d0

1,3 являются специфическими для данного
алгоритма и найти их сложность по алгоритму невозможно, но они имеют
сложность 1, так как их представление в ключевой стандартной форме оче-
видно и сложность каждого представления равна 1. Для остальных мультио-
пераций, с помощью алгоритма, были найдены все минимальные представле-
ния и их сложности.

Полученные данные позволили определить среднюю сложность минималь-
ного представления мультиопераций в классе ключевых стандартных форм
для n = 2 и n = 3 и количественное распределение мультиопераций по слож-
ностям полученных минимальных представлений.
Laver(2) = 2, 36;Laver(3) = 4, 46; где Laver — средняя сложность минималь-

ного представления мультиопераций в классе ключевых стандартных форм.
Распределение полученных минимальных представления при n = 2 отоб-

ражено в таблице 1 и при n = 3 в таблице 2. Используем следующие обозначе-
ния: L — сложность мультиопераций; K — количество мультиопераций, име-
ющих соответствующую сложность, P — процент от числа мультиопераций.

Таблица 1

L K P

1 28 10,51%
2 122 47,76%
3 92 36,22%
4 14 5,51%

Данные результаты позволяют сравнить минимизацию мультиопераций в
классе ключевых стандартных форм с минимизацией в классе стандартных
форм [3]. Средние сложности минимального представления мультиопераций
в классе стандартных форм для n = 2 и n = 3 имеют следующие значения:
Laver(2) = 2, 36;Laver(3) = 4, 14. В таблицах 3 и 4 показаны распределения
минимальных представления при n = 2 и при n = 3 для класса стандартных
форм.

При сравнении видно, что для мультиопераций от n = 2 минимизация по-
чти совпала, а средние сложности минимального представления почти равны.
Для мультиопераций от n = 3 минимизация по сложностям совпала, но зна-
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Таблица 2

L K P

1 82 0,12%
2 1548 2,36%
3 9560 14,60%
4 22580 34,45%
5 21560 32,89%
6 8648 13,20%
7 1472 2,25%
8 86 0,13%

Таблица 3

L K P

1 24 9,45%
2 124 48,82%
3 92 36,22%
4 14 5,51%

Таблица 4

L K P

1 78 0,12%
2 1765 2,69%
3 13319 20,32%
4 28966 44,2%
5 17144 26,16%
6 3724 5,69%
7 512 0,78%
8 26 0,04%

чения P различаются, причем в классе стандартных форм он лучше. Также
видно, что средняя сложность минимального представления в классе стан-
дартных форм при n = 3 немного лучше, чем в классе ключевых стандартных
форм. Это говорит о том, что минимальное представление мультиопераций в
классе стандартных форм лучше, чем в классе ключевых стандартных форм,
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но так как класс ключевых стандартных форм является частью класса стан-
дартных форм, то получение таких результатов вполне естественно.
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Key Standard Forms
Todikov Sergei Igorevich

Saint-Petersburg Electrotechnical University «LETI», e-mail: sergeytodikov@gmail.com

This article addresses the problem of minimizing multioperations in a class of key standard
forms. The work is based on the developed algorithm for minimizing multi-operations
for n = 2 and n = 3. Using the developed algorithm, all minimal representations of
multioperations for n = 2 and n = 3, the average complexity of the minimal representation
of multiopearions and the quantitative distribution of multioperations by the minimal
complexity of the obtained minimal representation in the class of key standard forms are
obtained. The obtained results of minimizing multioperations in the class of key standard
forms are compared with the minimization of multioperations in the class of standard forms.
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Константа Сметанича и метод конечной
канонической модели
Яшин Александр Данилович

Удмуртский государственный университет, e-mail: yashin.alexandr@yandex.ru

Метод конечной канонической модели, разработанный К. Шютте, применяется к так
называемой логике Сметанича, определяющей новую логическую константу в интуи-
ционистской пропозициональной логике. Это позволяет одновременно доказать семан-
тическую полноту в классе соответствующих моделей Крипке и финитную аппрокси-
мируемость логики Сметанича.
Ключевые слова: интуиционистская пропозициональная логика, новая логическая
константа по П. С. Новикову, семантическая полнота, финитная аппроксимируемость.

В неклассических логиках для доказательства семантической полноты ис-
числений с успехом применяется так называемый метод канонических моде-
лей. Точками таких моделей обычно являются непротиворечивые множества
(или пары множеств) формул данного языка. Получаемые при этом модели
часто следует понимать в обобщённом смысле, они обычно велики (несчётны).
Далее для уменьшения размера полученных моделей применяются варианты
метода фильтрации, позволяющие получать конечные модели (финитная
аппроксимируемость).

В работе [1] К. Шютте продемонстрировал метод конечной канонической
модели для интуиционистского пропозиционального исчисления Int, позво-
ливший «одним махом» обосновать как семантическую полноту исчисления,
так и его финитную аппроксимируемость.

В работе [2] Я.С. Сметанич предложил пример исчисления, определяю-
щего новую логическую константу в Int по П.С. Новикову. Семантика этой
константы в классе конечных моделей Крипке известна автору под названием
крыша (из личных бесед автора с А.А. Мучником).

Логика Сметанича Sm формулируется в пропозициональном языке с до-
полнительной константой ϕ (имеет тот же синтаксический статус, что и кон-
станты 0 «ложь» и 1 «истина») [3]:
Sm = Int+ 1◦ : ¬¬ϕ+ 2◦ : ϕ→ (A ∨ ¬A).
Это исчисление корректно в классе конечных моделей Крипке относитель-

но интерпретации a  ϕ� max(a).
В данной работе предлагается доказательство теоремы о семантической

полноте Sm и параллельно теоремы о финитной аппроксимируемости мето-
дом конечной канонической модели.

Фиксируем формулу A0, невыводимую в Sm. Через Sub(A0) обозначаем
множество всех её подформул.
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Введём множество формул

Σ(A0) := Sub(A0) ∪ {ϕ,¬ϕ,¬¬ϕ} ∪ {¬A | A ∈ Sub(A0)}.
Множество Σ(A0) является конечным и замкнуто по подформульности.

В дальнейшем упоминание об A0 будем опускать.
Упорядоченная пара подмножеств Γ,∆ ⊆ Σ называется противоречивой

(относительно Sm), если Sm `
∧

Γ →
∨

∆; в противном случае пара назы-
вается непротиворечивой. Примером непротиворечивой пары является пара
(∅ | {A0}).

Пара (Γ | ∆) называется полной, если Γ ∪∆ = Σ.

Лемма 1. Пусть пара (Γ | ∆) непротиворечива и C — произвольная фор-
мула ϕ-языка. Тогда по крайней мере одна из пар (Γ∪{C} | ∆), (Γ | ∆∪{C})
непротиворечива.

Следствие 1. Любая непротиворечивая пара может быть дополнена до
полной непротиворечивой пары.

Полные непротиворечивые пары называемтипами. Типы обозначаем бук-
вами σ, τ , . . . , при этом σ = (σ0 | σ1). Иногда применяем наглядное изоб-
ражение σ = (. . . B, . . . C . . . | . . . D, . . .), акцентируя внимание на нужные
формулы. Заметим, что множество всех типов непусто и конечно.

Частичный порядок на множестве типов определяется по включению ле-
вых компонент:

σ 6 τ :⇔ σ0 ⊆ τ 0.

Нетрудно убедиться, что это действительно частичный порядок.

Лемма 2 (общие свойства типов). Имеют место следующие свойства ти-
пов:

(i) A ∧B ∈ σ0 ⇒ A ∈ σ0 и B ∈ σ0;
(ii) A ∧B ∈ σ1 ⇒ A ∈ σ1 или B ∈ σ1;
(iii) A ∨B ∈ σ0 ⇒ A ∈ σ0 или B ∈ σ0;
(iv) A ∨B ∈ σ1 ⇒ A ∈ σ1 или B ∈ σ1;
(v) A→ B ∈ σ0 ⇒ A ∈ σ1 или B ∈ σ0;
(vi) A→ B ∈ σ1 ⇒ найдётся τ > σ : A ∈ τ 0 и B ∈ τ 1;
(vii) ¬A ∈ σ0 ⇒ A ∈ σ1;
(viii) ¬A ∈ σ1 ⇒ найдётся τ > σ : A ∈ τ 0.

Теперь приведём свойства типов, связанные с наличием константы ϕ.

Лемма 3. ϕ ∈ σ0 ⇒ maxM(σ).
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Доказательство. Предполагаем посылку и, от противного, неверно max(σ).
Найдётся τ > σ, т. е. σ0  τ 0. Для некоторой формулы B ∈ Σ имеем B ∈ σ1

и B ∈ τ 0. Что такое B?
1. Пусть B ∈ Sub(A0). Тогда ¬B ∈ Σ.
Имеем ¬B /∈ τ 0 (иначе τ противоречив). Поэтому ¬B ∈ τ 1. ¬B ∈ σ1. Тип

σ имеет вид
σ = (ϕ, . . . | B,¬B, . . .)

и оказывается противоречивым в силу аксиомы 2◦.
2. Имеем B 6 .= ϕ (так как σ непротиворечив);
B 6 .= ¬ϕ (так как τ непротиворечив);
B 6 .= ¬¬ϕ, так как иначе σ = (ϕ, . . . | ¬¬ϕ, . . .), и σ оказывается противо-

речивым в силу X → ¬¬X ∈ Int.
3. Пусть B .

= ¬C для некоторой C ∈ Sub(A0). Изобразим типы σ < τ :

τ = (ϕ,¬C, . . . | . . . )

|
σ = (ϕ, . . . | ¬C, . . .)

Если C ∈ σ0, то C ∈ τ 0, т. е. τ противоречив.
Если C ∈ σ1, то σ противоречив по аксиоме 2◦.

Лемма 4. ∀σ∃τ > σ : ϕ ∈ τ o.

Доказательство. В силу аксиомы 1◦ ¬¬ϕ ∈ σ0 (напомним, что ¬¬ϕ ∈ Σ).
По общим свойствам типов сначала ¬ϕ ∈ σ1, затем ∃τ > σ : ϕ ∈ τ 0.

Следствие 2. max(σ)⇒ ϕ ∈ σ0.

Зададим на структуреM выделенный конус для интерпретации констан-
ты ϕ так:

Φ := {σ ∈M | max(σ)}.
Для переменных p ∈ Sub(A0) оценку наM зададим так:

σ  p :⇔ p ∈ σ0.

Лемма 5 (семантическая). Для любой формулы A ∈ Σ, для любой σ ∈M:

A ∈ σ0 ⇒ σ  A;

A ∈ σ1 ⇒ σ 6 A.
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Доказательство. Доказательство. Оба утверждения доказываются одновре-
менной индукцией по построению формулы A.

Для переменной p ∈ Σ первое утверждение следует из определения оценки
 на M, второе: из непротиворечивости типа и из p ∈ σ1 получаем p /∈ σ0,
далее по определению оценки  получаем σ 6 p.

Для константы ϕ. Если ϕ ∈ σ0, то по лемме 3 max(σ). По определению
конуса Φ имеем σ ∈ Φ, т. е. σ  ϕ.

Если ϕ ∈ σ1, то в силу непротиворечивости типов ϕ /∈ σ0. По следствию 2
имеем неверно max(σ), т. е. σ /∈ Φ, поэтому σ 6 ϕ.

Для связок ∧,∨,→,¬ шаги индукции проводятся обычным образом со
ссылкой на общие свойства типов.

Теорема 1. Если Sm 6 A0, то построенная конечная каноническая ϕ-
шкала является моделью логики Sm, опровергающей формулу A0.
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The method of finite canonical model described by K. Shchütte is applied to the Smetanich
logic which determines a new logical constant in the intuitionistic propositional logic (in
the sence of P. Novikov’s approach). This method allows to prove semantical completeness
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