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Том 15 

ЖУРНАЛ . - -
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Январь 1975 Февраль № 1 

УДК 518:519.3:62-50 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ФУНКЦИЙ ЛЯПУНОВА ДЛЯ , 
ИССЛЕДОВАНИЯ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ , 

iO. Г . ЕВТУШЕНКО, В. Р . Ж АД АН, _ 1 

(Москва ) 

Предлагается использовать некоторые обобщения метода функций 
Ляпунова для доказательства сходимости численных методов оптимиза
ции. Сформулированы и доказаны теоремы о достаточных условиях схо
димости непрерывных и дискретных схем. Приведены примеры, иллю
стрирующие применение теорем. - .; 

Теоремы второго метода Ляпунова об асимптотической устойчивости и 
их обобщения [ 1 - 8 ] применялись рядом авторов для доказательства сходи
мости алгоритмов оптимизации [ 9 ~ 1 4 ] . В данной работе с помощью метода, 
аналогичного методу функций Ляпунова, даются достаточные условия 
сходимости решений дифференциальных уравнений и их разностных ана
логов. Приведены примеры, где есть сходимость решений к множествам, 
которые не являются асимптотически устойчивыми по Ляпунову. Даны 
примеры применения полученных теорем к исследованию сходимости чис
ленных методов оптимизации. • ' 

. § 1. Основные определения 

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
(1.1) x=f(x,t), x(0)=x0r (o)=d/dt. 

Здесь f(x, i) — непрерывная ^-мерная вектор-функция, определенная в 
# = i D X / , где / ^ { О ^ ^ 0 0 } , D — некоторая открытая область из евклидова 
пространства Еп. Предположим, что в Н функция'/'(я, t) удовлетворяет ус
ловиям существования и единственности решений. Символ^ { 4 } обозначает 
бесконечную возрастающую последовательность моментов t, стремящуюся 
к бесконечности, 4 — ее k-ж элемент. Черта над символом множества обо
значает его замыкание. Последовательность {xh} называется допустимой 
относительно множества М, если каждый ее элемент принадлежит М. 
Через р(х, Q) обозначим расстояние от точки х до множества Q. В даль
нейшем будем изучать сходимость решений системы (1.1) к множеству Q, 
которое будем всюду предполагать непустым, замкнутым.; • 

Если решения системы (1.1) продолжимы при т о можно дать сле
дующие четыре определения, г 

О п р е д е л е н и е 1. Множество MI(^D положительно-инвариантно от
носительно системы (1.1), если из того, что х0^М, следует, что ее решение 
х(х0, t) для всех tpl. 
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О п р е д е л е н и е 2. Точка х^Еп есть оо-предельная точка решения 
х(х0, t) системы (1.1), если существует последовательность { 4 } такая, 
что lim х(х0, Ц)=х. Совокупность со (х0) всех со-предельных точек реше-

к~*оо 

ния х(х0, t) называется его оэ-предельным множеством. , 
О п р е д е л е н и е 3. Решения (1.1) сходятся к Й на множествеМ^О 

или сходятся в большом, если со (х0) <=£2 для любых х0^М. 
Приведенное определение эквивалентно следующему: решения (1.1) схо

дятся к й на М, если для любого £0— М и любого е > 0 существует такое 
Т(х0, е ) , что при всех t>T(x0, е) будет p(x(xQ, t), Q ) ^ e . 

В случае когда D совпадает с Еп, можно ввести 
О п р е д е л е н и е 4. Решения (1.1) сходятся к Q в целом, если 

со (х0) c:Q для любых х0^Еп. 
Определения сходимости аналогичны определениям асимптотической 

устойчивости по Ляпунову (в большом и в целом) множества Q для систе
мы (1.1) [3> 5 _ 7 - ] . Сравнивая их, приходим к выводу, что из каждого вида 
асимптотической1 устойчивости множества Q следует соответствующая схо
димость (в большом и в целом) решений (1.1). к Q. Обратное, вообще го
воря, неверно. . 

О п р е д е л е н и е 5 5. Непрерывная, неотрицательная на М функция 
v(x) положительно определена (относительно Q u a М), если v(x)=0 тогда 
и только тогда, когда x^QttM. 

О п р е д е л е н и е 6. Функция v(x) сильно положительно определена 
(относительно Q на М), если она положительно определена (относительно 
£2 на М); кроме того, для любого е > 0 можно указать Z>0 такое, что v(x)> , 
> / , когда р(х, Q ) > s , и для любого сколь угодно малого d>0 существует 
б > 0 такое, что v (x)<d, когда р(х,£2)<8. 

О п р е д е л е н и е 7. Заданную на MXI непрерывную, неотрицатель
ную функцию v(x, t) назовем положительно-определенной в пределе (от
носительно Q на М),. если для любой допустимой последовательности 1 

{xk} такой, что \т\Хъ=х, из условия l imz;(^ , 4 ) = 0 < д л я некоторой { 4 } 

следует, что я <=й. 
О п р е д е л е н и е 8. Функция v(«г, t) на ЕпХ1 допускает бесконечно 

большой низший предел, если существует функция w(x) такая, что 
w(x)<v(x, t) длнвсех t>0 и w(x)-+<*> при 

Пусть v(x,t) — дифференцируемая функция, у(х, t) =(vx(x, t), 
/Or, t))+vt(x, t) - полная производная v(x, t) в силу системы (1.1). Будем 
говорить, что функция v(x, t) удовлетворяет у с л о в и ю А, ••• если из 
limxk==x\ limv{xh, th)=0 для некоторой { 4 } следует, что limv(xh, 4 ) = 0 . 
/£->оо к->со к - ^ о о 

§ 2. Теоремы о сходимости 
Сформулируем вначале лемму, являющуюся обобщением леммы 5.1 

из [ 4 ] . , 
Л е м м а 1. Пусть v(x, t) — дифференцируемая, неотрицательная на Н 

функция, v(x, t)^0 всюду на Н и для некоторого x0^D решение х(х0, t) 
системы (1.1) продолжимо при тогда: 
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а) для любой последовательности { 4 } определен liin U(X(XQ, 4 ) , 4 ) , 

зтот предел не зависит от конкретного выбора { 4 } ; 
б) существует последовательность { 4 } такая, что lim v(x(x0, U), t:i) = 0 . 

1 г—»co 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как г;(х, £ )<0 и i;(я, 0 > . 0 на Я, то опре
делен lim и(х(х0, t), t)=v(x0). Следовательно, и для любой последователь

нее '• -
вости { 4 } выполнено утверждение а) . Предположим, что не существует 

последовательности { ^ } , для которой lim v(x(x0, U), U) =0. Тогда можно 
г->оо 

указать 6 > 0 и Г ( 6 ) > 0 такие, что v(x(x0,t),t)<—8 при t>T\8). Отсюда 
следует, что v(x(x0, t),t)—оо? Н о это противоречит неотрицательности 
я (х, t) на Я . 

Л е м м а 2. Пусть М — ограниченное множество-, решение х(х0, t) си
стемы (1.1), где х0^М, продолжимо при t-+<*> и х(х0, t)^M для всех ti^I; 
функция и(х, t) дифференцируемая, положительно-определенная в пре
деле {относительно Q на М) и удовлетворяет условию A, v(x, t)^0 всюду 
на MXI. Тогда существуют точки из Q, принадлежащие М, решение 

.х(х0, t) системы (1.1) сходится к Q. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно лемме 1, найдется последователь

ность { 4 } такая, что lim v(x(x0, 4 ) , 4) = 0 . В силу ограниченности М\ из 

последовательности {х(х0, 4 ) } можно выделить сходящуюся к х^М под
последовательность {х(х0, tki)}. Так как lim v(x(x0, tkj), thi) = 0 , то одно-

временно limv(x(x0, thi)=0. Отсюда, учитывая лемму 1, получим, 
г—>со 

что limv{x(x0, 4 ) , 4 ) = 0 для любой { 4 } . Поэтому для всякой последова-

тельности {х(х0, £,)}, сходящейся к некоторой точке х^(й(х0), будем иметь 
limv(x(x0, tj), tj—0. На основании положительной определенности v(x, t) 

—>ооС 

в пределе заключаем, что при этом x<=Q. Таким образом, решение x(xQ, t). 
сходится к й . • ' _ . 

Т е о р е м а 1. Пусть функция v(x,t) дифференцируемая, положитель
но-определенная в пределе (относительно Q на Еп)'\ удовлетворяет усло
вию А и допускает бесконечно большой низший предел, v(x, £ ) ^ 0 всюду 
наЕпХ1. Тогда решения системы (1.1) неограниченно продолжимы вправо 
и сходятся к Q в целом. . •• 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу сделанных предположений, система (1.1) 
устойчива по Лагранжу, т. е. для любого х0^Еп решение x(x0,t) продол
жимо вправо при t-^oo и \\х(х0, t) || ограничена на / . Поэтому, согласно лем
ме 2, решение х(х0, t) сходится к Q. Отсюда, в силу произвольности х0, сле
дует утверждение теоремы. 

Приведем достаточные условия сходимости в большом на множестве М. 
Через Г обозначим граничные точки М. 

Т е о р е м а 2. Пусть для системы (1.1) можно указать дифференцируе
мую функцию v(x, t) такую,, что выполняется следующее: 
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1) v(x, t) положительно-определенная в пределе (относительно Q на М) 
и удовлетворяет условию A, v(x, £ ) < 0 всюду на M X / ; 

2) если М неограниченно, то v(x, t) допускает бесконечно большой низ
ший предел; 

3) для любой допустимой сходящейся к точке из Г последовательности 
{х$ функция v(xk,t)-+o° при /с-^оо равномерно по t на любом конечном 
интервале [0, Т], Т<°°. 

Тогда решения (1.1) продолжимы вправо при t-+°° и сходятся к Q 
в большом (на М). , ' 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что множество- М положительно-инва
риантно относительно (1.1). Действительно, если бы при некотором Т ре
шение x(x0l t) пересекло границу Г, то lim v(x(x0,th), 4 ) = ° ° , что проти-

воречит неположительности v(x, t). Кроме того из условий 1) и 2) следует, 
что все решения ограничены и, следовательно, продолжимы при От
сюда на основании леммы 2 заключаем, что решения (1.1) сходятся к Q' 
на М< Заметим, что условие 3) допускает случай, когда lim х(х0, 4 ) = я е Г 

и при этом -

lim v(x(x0, tk)9 ^ ) < о о . 

В качестве примеров рассмотрим следующие два простейших урав
нения: 

(2.1) х=-1-^егх\ 

(2.2) х=-1+че-*х-'2. 

Здесь -у>0. В обоих случаях точка 0=Q не является положением равнове
сия. Во втором уравнении правые части даже не определены при "x^Q: 
Поэтому не имеет смысла говорить об устойчивости Q по Ляпунову.. 
В обоих уравнениях, однако, имеет место, сходимость решений к Q (в пер
вом — в целом, во втором — в большом на инвариантном относительно» 
(2.2) множестве # > 0 ) . В качестве функций v(x,t) для (2.1) и (2.2) возь

мем, соответственно, vt (х, t) =2x2Jr§(4^) ~'/з, vz(x, t) =х+^е~гх~\ Их про
изводные, в силу соответствующих систем, таковы: 

v, (х, t) =—4х—^efx'—3 (4уе*) ~ 7 з ^ 0 , 

v2{x, t) =— (1 — че*х-2)2—уе-*х-г<0. 

Из теорем 1 и 2 следует сходдмость решений (2.1), (2.2) к нулю. 
Используя лемму 2, можно доказать ряд хотя и более слабых, но зато ' 

более удобных для проверки условий сходимости решений (1.1). В качест
ве примера рассмотрим случай, когда Q<=M, причем допустимо, чтобы 
Q(](M\M)¥=0. ; ' . 

Т е о р е м а 3. Пусть М — ограниченное, положительно-инвариантное-
относительно (1Л) множество, функция v(x, t) дифференцируемая и удов
летворяет условию A, v(x,t)<0 всюду на MXI, функция w(x) сильно по-
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ложительно-определенная' (относительно Q на М) u'w(x)<zV(x,t) для лю
бых х<^М, Ш1. Тогда решения (1 .1) сходятся к Q на М. 

Особенно просто формулируются теоремы 1—3 в случае, автономных си
стем . 

(2 .3) x=f(x), х(0)=х0. 

Теорема 1 переходит в следующий вариант теоремы Барбашина — Кра-
совского. 

Т е о р е м а 4. Пусть f(x) удовлетворяет условию Липшица на каждом 
компактном множестве из ЕП1 функции v(x), —v (х) положительно-опреде
ленные (относительно Q на Еп) и функция v(x) бесконечно большая. Тог
да решения (2 .3) сходятся к Q в целом. 

Т е о р е м а 5. Пусть М — ограниченное, инвариантное относительно си
стемы (2 .3) множество, f(x) удовлетворяет условию Липшица на открытом: 
покрытии М\ функции v(х)ir —v(x) сильно положительно-определенные 
(относительна Q на М). Тогда решения (2.3) сходятся к Q на М. 

В приведенных теоремах можно отказаться от условия единственности 
решений, при этом надо сделать некоторые уточнения в определениях!—4.. 
Тогда от правых частей системы ( 1 . 1 ) , помимо условий, указанных в тео
ремах, следует потребовать лишь непрерывности правых частей по- х и из
меримости по t. 

§ 3. Сходимость итеративных процессов 

Рассмотрим дискретный вариант системы (1.1) 

(3.1) xs+i=xs+a(xs, ts)f(xSl ts), ts+i=ts+a(xs, ts). ' 

Индекс s указывает номер шага итеративного процесса ( 3 . 1 ) , он принимает 
значения из натурального ряда iV= { 0 , 1 , . . . } . Последовательность, задавае
мую ( 3 . 1 ) , назовем основной и обозначим {x(x0)}N, а ее*' s-и элемент — че
рез xs(x0). Символы Т, S,... обозначают бесконечные возрастающие под
последовательности N. Аналогично, {х (х0)} т — подпоследовательность 
{x(x0)}N, порожденная Т. Через со(хо) обозначим совокупность пределов-
всех сходящихся подпоследовательностей последовательности {x(x0)}N. 

О п р е д е л е н и е 9. Решения (3.1) сходятся к Q в целом (в большом 
на М), если со (х0) <=й Ух0^Еп ( У х 0 ^ М ) . 

О п р е д е л е н и е 10. Множество Mc=D является инвариантным по от
ношению к системе ( 3 . 1 ) , если из условия х^М следует, что {x(x0)}N^M.. 

В системе (3.1) возможен случай, когда на некотором шаге xs(x0)^Qi 
и f(xs, ts)=0. Тогда итеративный процесс прекращается: он сошелся к Q. 
В дальнейшем предполагается, что процесс бесконечношаговый, Справед-
лива следующая доказанная в [ 1 2 ] 

Л е м м а 3. Пусть для системы (3 .1) на множестве Н существует неот
рицательная функция v(x, t) такая, что ее первая разность, взятая в силу 
( 3 . 1 ) , u(xs,ts)=v(xs+uts+l)—v(xs,ts); неположительна на Н\ тогда для 



106 Ю. Г. Евтушенко, В. Г. Ж'адан 

.любой последовательности Т определены 

limv(xs(xQ)ts), limu(x8(x0),t8) = 0, 

^причем пределы не зависят от конкретного выбора последовательности Т. 
Используя лемму 3, можно доказать следующую теорему. 
Т е о р е м а 6. Пусть М — ограниченное, инвариантное относительно 

(3.1) множество, существует на MXI неотрицательная функция v(x,t) та
ская, что ее первая разность, в силу системы (3.1), u(x;t) отрицательно 
определена в пределе (относительно Q на М); тогда решения (3.1) сходят

ся к Q в большом (на М). 
Для многих систем, однако, условия теоремы 6 оказываются трудно 

проверяемыми. Теоремы § 2 в этом отношении оказываются значительно 
„удобней. Поэтому попытаемся найти те условия, которые вместе с усло
виями теорем предыдущего параграфа были бы достаточными для сходи
мости системы (3.1). Другими словами, пусть доказана сходимость непре
рывного варианта систем. Какие дополнительные условия надо наложить, 
чтобы имела место сходимость в системе (3.1)? Как увидим ниже, в слу
чае автономных систем связь особенно проста. 

Рассмотрим частный случай (3.1): * • ' . ' 

(3.2) 3 ? s + i = = xs~\~'Ocsf (xs, tsy, t's+i==ts~^~'CCs' 

О п р е д е л е н и е 11. Последовательность {a}N регулярная, если ео 

-элементы положительные, lim « s = 0 и 2 a s = ° ° . 
S-*oo s=0 

На функцию f(x, t) и последовательность { a } N наложим условие 

<3.3) Ит||/,(^, * в)1Ч = 0 
равномерно по х на любом компактном множестве из D. Если система (3.2) 
.автономная, то для регулярных последовательностей условие (3.3) авто
матически выполняется. 

Обозначим z=[x,t]<EEEn+u f(z)=f(x,t), p(z) =[f{z), 1]е=Е т а + 1 , v(z) = 
••=v(x,t) и vz=[vXrvt]. Функция vz(z) удовлетворяет условию Липшица, 

.если существует число L такое, что для любых zu z% имеет место 

(3.4) \\vz(Zi)^vz(z2) I K L H ^ - ^ I I . 

Воспользуемся формулой Ньютона — Лейбница 

1 
V (zs+1) — v (zs) = asv (zs) + as\^ (vz (zs + 'xasp (zs)) — vz ( z s ) , p(zs))dx. 

0 

•Здесь сохранено обозначение предыдущего параграфа: v(z) =v(x, t) = 
= (vx, f) +vt. Используя неравенство Коши — Буняковского и условие Лип
шица, получим 

а 2Ь 

ч(3.5) v (х^и W - v (х8, t8) < asv (x8,t8) + -±^- (1 + ||/ (х8, t8f). 
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Т е о р е м а 7 . Пусть f(x, t) — непрерывная по х и измеримая по t на 
ЕПХ1 вектор-функция; функция v(x,t) дифференцируемая, положительно-
определенная в пределе (относительно Q на-Еп) и удовлетворяет усло
вию A, v(x, £ ) < 0 всюду на Е71Х1; выполнены условия ( 3 . 3 ) , ( 3 . 4 ) ; после
довательность {a}N регулярная; все элементы {x(x0)}N принадлежат ком
пактному множеству МаЕп. Тогда со (х0) <=й. 

Д о к а з а т е л ь с т в о 1 . Множество со (х0) Ф0. Существует хотя бы одна 
подпоследовательность {х(х0)}т, для которой lirri г)(Хг(хо), U) = 0 . Действи-

; ' г—>оо 

тельно, в противном случае найдутся е > 0 и К>0 такие, что У(Х8(Х0), ts) ^ 
^ — е при s>K. В силу ( 3 . 3 ) , можно К выбрать настолько большим, чтобы 
<x,sL(l+\\f(xs(x0), ts) | | 2 ) < е . Но тогда из (3.5) следует, что v(xs+l(x0), ts+l)< 
-<:v(xs(xo),ts)—Eas/2. Для любого целого имеем 

. ; • g i - i 

v(xs+j(x0),ts+j)<^v(xs(x0), ts)—— 2a -̂
Z l=s 

Переходя к пределу при получим противоречие с неотрицательно
стью v: < ; ' . ' 

Из,условия теоремы следует, что одновременно 

\\mv(xi (x0),ti) = 0. 
г—»оо 

Покажем теперь (от противного), что для любой сходящейся подпосле
довательности lim и(хг (х0), U) = 0 . Пусть lim и (хг (xQ), ti) = £ > 0 для неко-

торой {х(х0)}т. Разобьем основную последовательность на две подпоследо
вательности: , I 

' {x(x0)}s=^{xs(xo): v(xs(x0),ts)<l/4}1 

{x(xo)}R={xs(x0): v(xs(xo),ts)>l/4:}. 

В последовательности {x(x0)}R выделим подпоследовательность 
{х(х0)}р, элементы которой удовлетворяют условию ^/i<v(xs(x0), £ s ) < g / 2 . 
Найдутся К^Ож 6 > 0 такие, что если XS(X0)^{X(X0)}R, S^KU ТО 
v(xs(x0), 4 ) < — 8 . В противном случае существовала бы сходящаяся подпо
следовательность {xk}, для которой lim v(xhl tk) = 0 , a lim v(xk, tk) ^ £ / 4 > 0 , 

что невозможно. Выберем Кг^К^ настолько большим, чтобы a s L ( l + 
+ 1 1 / ( я , * . ) 1 1 2 ) < 6 и a s

2 L ( l + | | / ( ^ , 4 ) l l 2 ) ^ / 2 для всех x e l , s>K2. Но тогда 
если пг^К2, хт(х0)^{х(хб)}s, то все последующие элементы основной по
следовательности принадлежат {x(x0)}sV {х(х0)}Р. Поэтому! lim v(xi(x0)1 

• . i - - > o o ' 

ti)^l/2 для {a: (xo)} r . Мы пришли к противоречию. Так как v(x,t) положи
тельно определена в пределе, то отсюда следует, что предел любой сходя
щейся подпоследовательности принадлежит Q. 

З а м е ч а н и е . Условие (3.3) можно заменить следующим: для любого ком
пактного множества М^Ёп можно указать 00 и т>0 такие, что 
-v(x, t)/\\f(x, t)W2>C для всех х^М, t^x. , " 
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Условия теоремы 7 существенно упрощаются в случае автономных: 
систем 

(3.6) ^ xs+i=xs+asf(xs). 

Л е м м а 4. Пусть функции f(x),v(x), v(x) непрерывны на Еп, функ
ции v(x), —v(x) положительно определены (относительно Qua Еп), функ
ция v(x) бесконечно большая, vx удовлетворяет условию Липшица на каж-' 
дом компактном множестве из Еп, последовательность {a}N регулярнаяf 

монотонно убывающая. Тогда для любого х0 найдется а 0 такое, что при 
всех а 0 < а решения (3.6) ограничены w содержатся в множестве М= 
= {х^Еп: v(x)^v(x0)}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий леммы следует, что М ограничено и 
содержит в себе множество Q = {x^En: v(x)<v(x0) / 2 } . Пусть Х>0 таково, 
что• U={x^En: р(х, Q)^X}czQ. Так как множество Z=M\U непустое, 
компактное, —v положительно определена, то v(x)^—e<0 для всех x^Z*. 
На основании (3.3) можно подобрать а 0 настолько малым, чтобы 

а0Ш(х)\\2<в и a0

2L\\f(x)\\2<v(x0) , Vx^Z. , 

Тогда, используя аналог формулы (3.5) для автономной системы, получим 
для xs^Z 

v(xs+1)-v(xs)^asv(xs) + ^-L\\f(xs)f<:-^<:0. 

Отсюда видно, что если xs(x0)^Z, то xs+i(x0)^M.: С другой стороны, 
если на некотором шаге xs(x0)^U, a .x8+i(xo)^U, то обязательно 
v(xs+i(x0))^v(x0) и, следовательно, х3^л(х0)<^Z. Поэтому вся последовав. 
тельность {х(х0)}N^M. ' 

Т е о р е м а 8. Пусть выполнены условия леммы 4; тогда решения (3.6) 
сходятся к Q в целом, при любых х0, если а0(х0) достаточно мало. 

Как видно из формулировки, после того как с помощью теоремы 4 
была доказана сходимость решений непрерывной системы (2.3) к й, для 
доказательства сходимости дискретного варианта (3.6) достаточно лишь 
показать, что функция vx(x) удовлетворяет условию Липшица. 

Как и в § 2 , все полученные результаты справедливы и в случае систем, 
имеющих не единственное решение. В (3.2) правая часть системы может 
быть многозначная. В этом случае 

(3.7) xs+l<Eixs+a,sf(xs,ts)=V(xs,ts,as), 

где V задает замкнутое точечно-множественное отображение из компакт
ного множества М на Ж. Символ {x(x0)}N обозначает теперь всю совокуп
ность решений системы (3.7). Формулировки теорем и ихх доказательства 
для (3.7) почти дословно повторяют приведенные выше. Непрерывный ва
риант метода описывается дифференциальным включением 

(3.8) x^j(x, t). 
Вопрос о существовании решения такой системы исследован в ряде ра

бот (см., например, [ 1 5 ] ) . 
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§ 5. Некоторые приложения 

Приведём ряд примеров доказательства сходимости численных методов 
<с помощью сформулированных выше теорем. Во всех рассмотренных ниже 

" задачах оптимизации символ Q будет обозначать множество решений, ко
торое предполагается компактным. 

П р и м е р 1. Пусть требуется найти 

{4.1) - minF(#) , G = { х Е п , Ах = 6, gj (х) > 0, у = ' 1, 2 , . . . , г}. 

Здесь F(x), --rgi(x),gr(#) — выпуклые, непрерывно дифференцируе
мые функции, А — матрица размером nXm, Ъ есть т/г-мерный вектор. Пред
полагаем, что ограничение Ах=Ь определяет (п—т) -мерное линейное мно
гообразие в Еп, множество G°={xe=G, gj(x) > 0 , / = 1 , 2 , . . . , г) не пусто и 
ограничено. 

Для решения (4.1) предлагается следующая модификация метода 
штрафных функций [ 1 6 ] : , • -

( 4 . 2 ) x=Axw—yP(x,t)=p(x,t)\ V=d/dx, 

где. , . •' • V 

Л Т — транспонированная матрица к А, х(0)=х0^С0; вектор ло выбираем 
таким образом, чтобы -4#=0. 

Функция v(x,t)=P(x,t)—F* положительно-определенная в пределе 
(относительно Q на G0) и удовлетворяет условию 3) теоремы 2. Дифферен
цируя v, в силу (4.2) получим 

г .. . . j 

,(4.3) (,•)•"<). . ; ; " ; 

Покажем, что v{x,t) удовлетворяет условию А. Пусть lim xk=x и 
/С-*оо 

lim г)(яА, tk) = 0 для некоторой { 4 } . Так как оба члена в правой части (4.3) 

отрицательны, то 

,(4.4) l i m j w ^ ) - V ^ Ы + 4 М ^ Л ) | Ы 0 . 

Здесь щ(х,г)=е-*1я?(х). Рассмотрим множество B={j : = 0 } . Оче
видно, что Й п 1 и Д ж л , : 4 ) = 0 , когда Обозначим через $и= % щ(хк, tk) 

Если допустить, что Рлг-̂ оо, то, разделив \\x(xk,th) || на рА.-й перейдя к преде
лу, получим, в силу (4.4), следующее: найдутся числа а,->0, 2 O i = l и век-

тор ^ такие, что Ц . < ^ У ^ ( ж ) — Л т 7=0,-а это противоречит условию 

Поэтому из ( 1 г ( ^ А , 4 ) } и, следовательно, из {w(xk, tk)} м'ойшо извлечь схо
дящуюся подпоследовательность. Пусть u(xks,ths)-+u\ w(xks,ths)-*w*. Оче-
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§ ( , , г ) = - л £ ^ 1 п ^ = - 7 ? 1 п П 

i = l i = l 

п 

> - ^ 1 п ( Я " 1 ^ ^ ) ) - = 0, 

• г = 1 ' . 

причем равенство имеет место только при Пусть v{x) = min g(x, z) 

Нетрудно убедиться, что v(x) — сильно положительно-определенная на G9" 
функция. Из строгой выпуклости g(x, z) по z и выпуклости Р следует, что* 
минимум функции g(x,z) по z достигается в единственной точке z(x), по
этому v(x) является дифференцируемой функцией. Вычислим производ
ную и(х) в силу (4.5), используя свойство выпуклости F(x)\ получим 

z ; = ( V x £ ( £ , z ( ^ ) , ^ 

Так как z(x)^Q, то г;<0, причем равенство имеет место только при x^Q... 
Таким образом, выполнены условия теоремы 5 и из нее следует сходимость, 
решений (4.5) к Q на G 0. 

видно^ что и / Х ) и u.j*==0, если je=B. Кроме того, из (4.4) имеем 
г ' \ 

' ."• ч V F ( 5 ; ) - ^ u / V g i ( 5 ) + A V = 0, 
• . J = I ' . • 

т. е. в х выполнены условия Куна— Танкера, достаточные для того, что
бы x e Q . Отсюда и из (4.3) следует, что lim v(xh, th) = 0 . 

- /С—s-oo 

Таким образом, выполцены все условия, теоремы 2 и решения (4.2) с х о 
дятся к Q для любых xQ^G°. \ 

П р и м е р 2. Найти min F(х), где 
?г -

F(x) —выпуклая дифференцируемая функция, градиент которой удовле
творяет условию Липшица. Для решения этой задачи, в [ 1 7 ] предложен сле
дующий метод: 

(4.5) < х({)^х{{)[(УР(х),х)/й-УР\(х)]==и;{(х)] 

г д е ' i = l , 2 , . . . , щ x(0)=z=Xo^G°={x^Gr, x{i)>0}. В [ 1 7 ] показано, что при; 
сделанных предположениях решение задачи Коши существует и единст
венно для любых x0^G°. Кроме того система (4.5) построена таким обра
зом, что множество G0 инвариантное. 

На прямом произведении множеств G°XQ определим функцию 
п , 

g (х, z) = ^ z<*> (In z® — In хЩ. 
; i = l • 

Функция g(x, z) неотрицательная. Действительно, из неравенства между 
арифметическим и геометрическим средним вытекает, что 
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П р и м е р 3. Для решения (4.1) рассмотрим дискретный вариант ме
тода (4.2): 

(4.6) xs+i=xs+a(xs, ts)p(xs, ts), ts+i=ts+a(xs,ts), x0^G°. 

Шаг a(xs, ts) выбирается таким образом, чтобы функция qs(a)=--
=P(xs-\-ap(xs, ts), ts) принимала минимальное значение и точка xs+i оста
валась при этом внутри области G. 

Вычислим первую разность функции v(x,t)=P(x,t)—F* в силу (4.6): 

и (xs+i, ts+i) ~v{Xs+i, ts+i) •—v(xs,t8) = t 

~v(xs+i, ts+i) ~hu(#s+i} ts) v(xs+i, ts) v(xsits). 

Если предположить, что F(x) и все gj{x) удовлетворяют на G вместе со 
своими градиентами условию Липшица, то можно показать, что 

щ(х8, ts) =v(xs+i, ts) —v(xs, ts)< — l/2ti (xs, ts) \\.p(xs, ts)\\2<0, 

Щ ( # s , ts) = V ( # s + 1 , ts+1) — V (^s-tl> ^s) — 

r 

= exp ( - ts) {exp [- a.(xs, ts)] - 1} ^ gf1 (x) < 0. 
7 = 1 

Здесь 
оо 

«(a: s , 4 ) < a ( ^ s , g , , ^ a ( a : s , 4 ) = o o . 

Пусть '. t 

\imxs = x, lim ts == о о и lim и (xs, ts) = 0, 

тогда lim ux (xs, ts) = 0. 

Используя сделанные предположения-можно показать, что найдется! 
подпоследовательность {xSi} такая, что lim \\p(xsl, tst)\\=0. Проводя те же» 

г—>оо 

рассуждения, что и при доказательстве примера 1, получим, что в точке х: 

выполнены достаточные условия Куна — Таккера, т. е. x^Q. Следователь
но, —u(x,t) положительно определена в пределе (относительно £2 на М)т 

поэтому, согласно теореме 6, решения (4.6) сходятся к й на G 0. 
П р и м е р 4. Рассмотрим задачу об отыскании минимума выпуклой: 

функции F(x) на Еп. Воспользуемся методом обобщенного градиента [ 1 8 ] : 

(4 .7) x,+i=xa—aaf(xa), f(x)={yz=En: (г/, z—x)^F(z)—F(x) Vz}. 

Положим v(x)=p2(x,Q)/2; тогда, используя выпуклость F{x), получим: 

v• = (/(х), х4 -V х) < F (х,) - F(*)< 0, 

v. (xs+1) < v (xs) + asv (xs) + ^ - 1 / (xs) f. 

Здесь a;.eQ, Несложно цоказать, что для всех х^Еп множество f(x) не
пусто,-компактно и выпукло, отображение f(x) полунепрерывно сверху. 
Поэтому существует по меньшей мере одно решение непрерывного ана-
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лога ( 3 .8 ) системы ( 4 . 7 ) . Выпуклая функция F(x), достигающая своего 
минимума на компактном множестве Q, является бесконечно большой. По
этому решения непрерывного варианта сходятся к Q. Функция их(х) ли
нейная, удовлетворяет условию Липшица. Согласно теореме 8, для любого 
JC0 существует й такое, что для всякой регулярной, монотонно убывающей 
последовательности^{a}JV такой, что а 0 < а , решения ( 4 . 7 ) сходятся к Q. 
Сходимость имеет место также, если отказаться от условия монотонного 
убывания a s , при этом следует считать, что И/(# ?)| | ограничена для любо
го s. Именно в такой формулировке сходимость ( 4 . 7 ) впервые была дока
зана в [ 1 3 ] (см. также [ 1 4 ] ) . 

Авторы выражают благодарность В. В. Румянцеву за внимание к рабо
те и ценные замечания. 
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