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ЖУРНАЛ 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Том 22 Март 1982 Апрель ' № 2 

УДК 519.853 

МОДИФИЦИРОВАННЫЕ ФУНКЦИИ ЛАГРАНЖА В НЕЛИНЕЙНОМ 
ПРОГРАММИРОВАНИИ 

ЖАДАН В. Г. 
( Москва) 

Описываются методы решения общей задачи нелинейного программирования с 
использованием модифицированных функций Лагранжа. Дано доказательство их схо­
димости. 

§ 1. Введение 

За последнее время большое количество работ было посвящено моди­
фицированным и обобщенным функциям Лагранжа. Укажем, например, 
на [1] —[10]. В настоящей статье вводятся три новые модифицированные 
функции Лагранжа и на их основе строятся методы решения общей задачи 
нелинейного программирования. В частности, предлагаются методы, в ко­
торых одни переменные, прямые или двойственные, отыскиваются из ре­
шения соответствующей вспомогательной задачи на безусловный экстре­
мум, а другие находятся как корни специальным образом подобранной 
системы уравнений. Впервые такой подход был применен в [6], [7]. Здесь 
он распространяется на более широкий класс методов. 

Рассмотрим общую задачу нелинейного программирования: требуется 
найти v . 

(1.1) m i n / ( я ) , s 
ж е ! 

Х={х^Еп : £(х)=0, 1= 1 , 2 , . . . , Z, g*(*)<0, . . . , rn), 

где Е{ есть i-мерное евклидово пространство, f{x), g{{x), i = l , 2 , . . . , га — 
по крайней мере, дважды непрерывно дифференцируемые функции на Еп. 
Всюду считаем, что множество ее решений X* непусто. 

Пусть £ 4(£), Ы 0 — дважды непрерывно дифференцируемые функции 
скалярного аргумента такие, что £ 2(0) =t>2'(0) = 0 и |£/(£) | ^ с А > 0 , 
£ 2 " ( £ ) ^ с 2 > 0 .для любых t. Составим для задачи (1.1) функцию Лагранжа 
вида 
(1.2) L(z)==f(x)+<p(u).g(x)>. 

Здесь z=[x, и]^Еп+т, и^Ет\ g(x) и р(и) — вектор-функции с компонен­
тами gl(x), *=1 , 2 , . . . , ттг, и рЧи)=Ыи{), 1=1 , 2 , . . . , Z, р{(и)=Ыи*)> 
i=Z+l , . . . , т; <а, ЬУ — скалярное произведение векторов а и Ъ. Функция 
(1.2) является простейшим обобщением функции Лагранжа, предложен­
ной в [11], где полагалось.'%i(t) —t, l2{t)—t2. 

Введем индексные множества J(x) ={ККт: g{{x) = 0 } , /_(#) = 
=*{1<1^т: gl{x) =0} и обозначим через /ж, Lx, Lu вектор-столбцы градиен­
тов функций f(x) и L(z), через gx, р и , L^, Luu — матрицы первых и вторых 
производных с размерами, соответственно, тХп, тХт, пХп, тХт. Мат­
рицы р и и Luu диагональные. Символ т означает транспонирование мат­
рицы. 
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О п р е д е л е н и е 1. Точка z*=[x*, и*], в которой 

(1.3) Lx(z*)=fx(x*)+gx4x*)p(u*)=Q, 

(1.4) Lu(z*)=pu(u>)g(x*)=0, , 

называется стационарной. Если, кроме того, х^Х, то она является точ­
кой Куна — Таккера. 

О п р е д е л е н и е 2. В точке х ограничения удовлетворяют условию 
регулярности, если векторы gx

l{x), i^J(x), линейно-независимы. 
О п р е д е л е н и е 3. В стационарной точке z*—[x*, ш] выполнено ус­

ловие строгой дополняющей нежесткости, если u*i=£0 для всех i<^J-(x*). 
О п р е д е л е н и е 4. В точке z=[x, й] выполнено у с л о в и е Ai, если 

<г/, Lxx(z)y)>0 для любых ненулевых у таких, что pu(u)gx(x)у=0. 
О п р е д е л е н и е 5. В точке z=[x, и] выполнено у с л о в и е А 2 , если 

<w, Luu(z)w)<0 для любых ненулевых ,w таких, что pu(u)w=0. 
Справедливы следующие легко проверяемые утверждения (см. [12]) . 
Л е м м а 1. Пусть в стационарной точке z* выполнено условие А 2 . 

Тогда — точка Куна — Таккера и е ней имеет место условие строгой 
дополняющей нежесткости. ' • • 

Л е м м а 2. Пусть в стационарной точке z* выполнены условия A t и А 2 . 
Тогда х* является изолированным локальным решением задачи (1.1). 

Введем в рассмотрение дважды непрерывно дифференцируемую на 
EiXEi функцию двух скалярных аргументов ф(£, 0), на которую наложим 
следующие требования. 

У с л о в и е Б 1 в ф*(£, 0) =^0 тогда и только тогда, когда t=0. 
У с л о в и е Б 2 ; фн (0, 0) > 0 для любого 6 е 2 ? 4 . 
У с л о в и е Б 3 . ф^е(0, 0) = 0 для любого Q^Et. 
Согласно условиям B d и Б 2 , функция ф(£, 0) для любого фиксированно­

го Q^Et имеет в точке t=0 минимум по t Простейшими примерами функ­
ций, удовлетворяющих Bi — Б 3 , являются 

ф 1 ^ , 0)=£ 2 /2 , ф 2(£, 0) ; 

Ф3(^, 0) = [ ^ a r c t g ^ - O . 5 1 n ( l + ^ ) ] ^ e , 

ф 4(*, 0 )=-е~< 2

 c h 0 . s ! 

Первые три из них строго выпуклые по I. Ниже функция ф используется 
при построении модифицированных функций Лагранжа. 

Пусть а и Ъ — векторы произвольной, но одинаковой размерности. Тогда 
через ф 1 ( а , Ъ) будем обозначать вектор-столбец с компонентами-ф*(а\ V), 
через фц(а, Ъ) — диагональную матрицу, /-й диагональный элемент кото­
рой равен Ц)а(а\ Ъэ). Символ / будет употребляться для обозначения еди­
ничных матриц. 

§ 2. Двойственные методы 

Составим модифицированную функцию Лагранжа 

тп 
(2.1) G(x, и, o)=L(x, и)+о V ф ( £ , и % , и),и% 
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где о — положительный параметр. По своим свойствам функция (2.1) наи­
более близка к обобщенной функции Лагранжа, предложенной в [6] , [7] . 
Основное отличие состоит в том, что по-разному учитываются ограниче­
ния типа неравенств. Здесь главное внимание обращается не на требо­
вание допустимости а на условие дополняющей нежесткости 
(1.4). 

Если функция ф такова, что фе(0, 6 ) = 0 для любого в^Еито стацио­
нарные точки функции L (z) являются одновременно стационарными точ­
ками функции G(z, а ) . Однако в общем случае это неверно. Из условий 
(1.3), (1.4) следует лишь, что Gx(z, о) '=0. 

Рассмотрим вспомогательную задачу безусловной минимизации: 

(2.2) G{x(u,o),u, О) = min G (Я, а, О ) . ' 

Когда ее решение х(и, о) существует, то необходимо, чтобы 

(2.3) Gx(-x, и, o)=Lx(x, u)+ogx

T(x)pu(u)q)i(Lu(x, и), и)=0 

при х=х(и, а ) . 
Л е м м а 3. Пусть в стационарной точке z*=[a;*, и*] выполнено усло­

вие A t . Тогда можно указать константу о*>0 такую, что при о > о . для всех 
и из некоторой окрестности S(u*, а) точки и* существует изолированное 
локальное решение х(и, о) задачи (2.2), удовлетворяющее условию 
х\и*, а)=х*. Функция х(и, о) непрерывно дифференцируема на S(u*, о). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Точка z* удовлетворяет (2.3). Более того, соглас­
но лемме Финслера (см. [13]), матрица 

(2.4) G**(z*, G)=Lxx(z*)+agx

T{x*)pu(u*)q)il{0, u*)pu(u*)gx{x*) 

положительно определена при о достаточно больших, о>о*. Тогда, по тео­
реме о неявной функции, можно указать окрестность S{u*, а) точки и* 
такую, что на S(u*, а) существует непрерывно дифференцируемая функ­
ция х(и, а ) , определяемая уравнением (2.3) и принимающая при и=и* 
значение х*. Так как всегда можно выбрать S(и*, а) настолько малой, что­
бы при u^S(u*, а ) , х=х(и, о) матрица Gxx(x, и, о) оставалась положитель­
но-определенной, то х(и, о) является решением задачи (2.2). Лемма до­
казана. 

Обратимся теперь к задаче отыскания корней системы 

(2.5) q>i(Ltt(s(tt, о), в ) , гг)=0. 

Из (2.3) видно, что, решив (2.5), получим стационарные точки функции 
L\z). 

Применим для решения (2.5) метод простой итерации: 

(2.6) u8+l=u8+a(f)l(Lu(x8, и8), us), 

где х8=х(и8, о), а — некоторый шаг. 
Т е о р е м а 1. Пусть в стационарной точке £.=[х*, и*] выполнены ус­

ловия Ai и А2, матрица L^z*) не вырождена, ограничения в х* удовлетво­
ряют условию регулярности. Тогда можно указать ^ > 0 и а (о) такие, что 
для любого а>(? и всех 0 < а < а ( а ) процесс (2.6) локально сходится к и* 
со скоростью геометрической прогрессии. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Согласно теореме Островского (см., например, 
[14]) , процесс (2.6) локально сходится к и* со скоростью геометрической 
прогрессии, если отображение Q(u)=^u+a(pl(Lu(x(u1 о), и), и) дифферен­
цируемо в и* и спектральный радиус р матрицы Qu{u*) удовлетворяет 
условию \ • • 

(2.7) 9(Ои(и.))<1> 

Проверим это неравенство и оценим интервал значений а, для которых 
оно имеет место. В силу леммы 3, если о взято достаточно большим, о>о . , 
то функция х {и, а) определена на некоторой окрестности S(u*, о) и не­
прерывно дифференцируема на ней. Подставляя х(и, о) в (2.3) и диф­
ференцируя получившееся тождество по щ находим 

.1 . • . . • 

dx(u, о) ' ., , ч ч „ / / ч 
г — = —•.Gxx-i{x(u,a),n,a)Gxu{x(u,-a).,u,o). 

du 
Вычислим теперь матрицу Qu(u*): 

(f dx(uo,o) 1 
Qu{и.) = /+афц(0 , и.) jLuu(zo) +Lux(z>) — — 1 = 

=/+афц {Luu--pugxGxx-ig0?pu [I+Q<puLuu]}. 

Здесь и ниже для сокращения записи опускаются аргументы матриц, 
поскольку считается, что все они вычислены при х=х*, и=и*. Введя обо­
значения %=а/о, R=pugxGxx~1 gx

TPu, приходим к 

Qu(u*) = ( i — а ф н Д ) ( / + О ф ц £ и и ) . 

Матрица ф н = ф н ( 0 , ш) положительно определена. Пусть ф1^2 — корень 
квадратный из нее, Я = ф 1 1

, / 2 7 ? ф ц , / 2 , Еии—Ц)цЧ2Ьии(рн

42. Справедливы представ­
ления 1 

/ - а ф 1 1 Л = ф ц , / 2 ( / - ^ ) ф 1 7 / 2 , / + 0 ф 1 1 ^ и = ф 1 1

, / 2 ( / + а Г и и ) ф 7 1 / а , 
используя которые, преобразуем Qu(u*) к виду ' 

< ? u ( ^ ) ^ i i , / 2 [ ( l - x ) / + x W ] ? 1 T , / 2 , 

где W==(I-GR)(I+oruu). 
С помощью формулы Шермана — Моррисоыа — Вудбери (см. [14]) най­

дем выражение для матрицы W. Поскольку Lxx(z*) — неособая матрица, то 
из (2.4) следует 

Gxri=Lxx-i-aL^gx

Tpu(pii

lir(I+^^ 

Отсюда, если обозначить:Z=<pu

i l2pugxLx\r igxTPuq>ii ,% получим 

(2.8) I-GR=I-GZ+G2Z (I+GZ) ~LZ= (I+GZ) ~\ 

Таким образом, W=(I+GZ)'1 (I+GEUU)I:. 

Пусть p, — собственные значения матрицы Qu(u*), v— собственные зна­
чения матрицы W. Последние могут быть найдены из решения характе­
ристического* уравнения 

(2.9) • |Т7- .у / |=0 . 
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Так как матрицы фц , / а, фц / з неособые, то, на основании теоремы о про­
изведении определителей, числа р являются одновременно собственными 
значениями матрицы (1—x)/+xW, следовательно, они связаны с числами 
v соотношением 

(2.10) p = l + x ( v - l ) . 

Матрица I+aZ неособая, матрица I+GEUU при о достаточно большом также 
будет неособой. Поэтому собственные значениям не изменятся, если 
умножить матрицу из (2.9) последовательно на I+aZ и на (1+оЕии)~1. 
Получим, что должно выполняться уравнение \U— г ) / |=0 . Здесь U=(I+ 
+ G £ U M ) - 1 ( / + O Z ) , T 1 = 1 / V . 

Предположим для простоты, что множество J(x*) состоит из первых к 
индексов, к^1. Тогда матрица U представима в виде 

о : п, I 
где Bi=I+aZJ, Zj — левая верхняя подматрица матрицы Z размера кХк, 
Bz — диагональная матрица размера т—к с диагональными элементами 

[ 1 + а £ 2 " ( 0 ) Ф „ ( 0 , 0)gk+i(x*)]-\... 

. [1+ои'(0)у<Л0,0)Г(х*)]-\ 

Согласно известному свойству матриц подобного типа, множество харак­
теристических чисел матрицы U состоит из к характеристических чисел 
матрицы Bi и т—к характеристических чисел матрицы В2. Обозначим их 
последовательно ц\ . . . , rf, r f + 1 , . . . , r j m . Так как обе матрицы Bi и В2 

симметричны, то все rf, K i ^ m , вещественны. 
Понятно, что г) г ==[1+о| 2

/ / (0)ф^(0, 0)gi(x*)]~i, А)<г<ттг, поэтому при 
о > 0 и 

а < 2 ( У (0) ф,, (0,0) max [-gl (^)ir 1 

все соответствующие | р , г | < 1 . 
Оценим первые к из собственных значений рЛ Имеем г] г=1+аА/, 

< К / с , где V — собственные значения матрицы Zj. Отсюда и из (2.10) 
получаем 

Если все А/ положительны, то | р г | < 1 для любых а > 0 и а < 2 а . В против­
ном случае это неравенство имеет место, когда, например, о>—2/Х*, а < о . 
Здесь X* — минимальное по модулю отрицательное АЛ 

Таким образом, условие (2.7) действительно выполняется. Для этого 
достаточно взять 

{ a., Xmin>0, 

max (а., —2 A . } , A, m i n <0, 
\2.11), 

а (о) = min {а, 2 {g2" (0) Ф „ (0,0) max [-g1 (х$Г% 

Теорема доказана. 

file:///2.11
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Обсудим вопрос о величине шага а в ( 2 . 6 ) . Для эффективной работы 
метода желательно, чтобы а был близок к верхней оценке а (о). Однако 
из-за наличия в точке х* неактивных ограничений оценка может стать 
низкой. Увеличить значение а (о), как видно из ( 2 . 1 1 ) , можно за счет 
выбора функции ср, а именно, следует воспользоваться такой функцией ср, 
у которой производная фь (0 , 0) мала. Отметим также, что если в точке х* 
все ограничения активные, то а можно полагать в точности равным а. 
Этот случай реализуется, например, когда в задаче ( 1 . 1 ) отсутствуют огра­
ничения типа неравенств!. 

Применяя для нахождения корней системы ( 2 . 5 ) метод Ньютона, при­
ходим к итеративному процессу 

( 2 . 1 2 ) us+i=us—A-1(BS, o)cpl(Lu(xs, us), us). 

Здесь 
ё • -

Л (в, о) = — ф!(Lu (х (в, а), и), и). 
аи 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены предположения теоремы 1 и матрица 
А(в , о) в окрестности точки и* удовлетворяет условию Липшица. Тогда 
существует а > 0 такое, что для всех о > а процесс ( 2 . 1 2 ) локально сходится 
к и* с квадратичной скоростью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Достаточно показать, что матрица Л (в*, о) не 
вырождена. Воспользовавшись обозначениями, введенными при доказа­
тельстве предыдущей теоремы, получим 

Л ( в . , а ) = ф 1 1 ( 0 , и*) ^Luu(z*)+Lux(z.) ~ ^ ^ " ] = 

= ( 7 -офцД) ф 1 1 : £ и и - ф и # = ф 1 1 1 / 2 [ (I-GR) ЕИИ-R ] фи 7 '. 
Отсюда видно, что Л (в*, о) будет невырожденной, если не вырождена мат­
рица в квадратных скобках (обозначимте D). Согласно ( 2 . 8 ) , 

D= (I+aZ) -*Гии — - [ / - (I+oZ) -1 ], 
а 

или, если умножить ее на 7+oZ, 

<Y={I+eZ)D^Zuu-Z. 

Считая, что множество J(x*) состоит из первых к индексов, представим 
матрицу Y в виде 

у = II Cl 
о 

о 
"с2 

где Ci=—Zj, С2 — диагональная матрица размера т—к с диагональными 
элементами | А " ( 0 ) ф « ( 0 , 0)gk+i(x*), • • • s 1 2 , , ( 0 ) ф „ ( 0 , 0)gm(х.). В силу сде­
ланных предположений, обе матрицы С4 и С 2 не вырождены. Поэтому вся 
матрица Y также не вырождена. Поскольку Y — произведение невырожден­
ной матрицы на D, то D не вырождена. Теорема доказана. 

Возможны разнообразные варианты метода ( 2 . 1 2 ) , например, матрицу 
Л _ 1 ( в 5 , О ) МОЖНО пересчитывать не на каждом шаге, а лишь на некоторой 
выделенной подпоследовательности номеров, и т. д. 
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§ 3 . Прямые методы 

Рассмотрим два других метода решения задачи (1.1), близких по иде# 
к (2.6), (2.12), но использующих обратную зависимость двойственных пе­
ременных от прямых. По аналогии с двойственными методами назовем их 
прямыми. 

Составим модифицированную функцию Лагранжа 

(3.1) Н (х, щ т) ==L (х, и) —т ^ ф (LJ (#, и), х?), 

где т — положительный параметр. Ранее частные случаи функции (3 .1) 
рассматривались в [8] , [10]. 

Подобно (2.1), при переходе от функции L(z) к функции H{z, т) из; 
условий стационарности (1.3), (1.4) сохраняется только одно, а именно-
второе. ' 

Ниже покажем, что при определенных предположениях в окрестности 
точки I . G L существует решение и(х, т) вспомогательной задачи макси­
мизации 

(3.2) Ш(х,и(х,т),т) = max Н(х,и,т). 
иеЕт 

Вообще говоря, оно может быть не единственным. Для конкретного выде­
ленного решения и(х, т) положим А(х) = {l<i^m'. и{(х, х)¥=0}. 

Л е м м а 4. Пусть в стационарной точке z*=[£*, ш] выполнено условие 
А 2 и ограничения в х* удовлетворяют условию регулярности. Тогда при 
т > 0 для всех х иг некоторой окрестности S(x*, т) точки х* существует изо­
лированное локальное решение и(х, т) задачи (3.2) такое, что и(х*, т) = 
=и*. Для этого решения А ( # ) = Д (x*)=J-(x*). Функция и(х, т) непрерыв­
на дифференцируема на S (х*, т ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим систему уравнений 

(3.3) Ни(х, и,.х)=ри{и) [g(x)—Tgx(x)(pi{Lx(x1 и), х) ] = 0 . 

Точка z* удовлетворяет ей. Далее имеем 

Huu(z*, %)=Luu(z*)—rpu(u*)gx(x*)yii(0,x*)gx

T(x*)pu(u*). 

Пусть для простоты множество J(x*) состоит из первых к индексов, k^L 
Обозначим через p u

J (и) левую верхнюю диагональную подматрицу матри­
цы ри(и) размера к, через gx

J(х) — матрицу gx(x), у которой выброшены 
последние пг—к строк. Тогда матрица HUu (z*, т) представима в виде 

(3.4) Я . Л ^ ^ ) = | - - " Т ^ " Л -
0 

о 

где Ni(z*) =puJ{u*)gx

J(x*)ф11(0, x*)[g/{x*)]Tpu

J(x*), N2(z*) - диагональ­
ная матрица размера m—к с диагональными элементами \ 2 " ( 0 ) \ g h + i (х*),.. . 
. . . , h"(0)gm(x*). Понятно, что N2(z*) — отрицательно-определенная мат­
рица. . 

Введем векторы fe, hi, дг, положив 

6 = { [ Ф ( ( ( 0 , z. 1)] V . . , [ ф ! ( (0 , х.")]Ч>У, 
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дрЧш) 
hi = " §* (*•), (8 V , . . . , № ) т , 2 , . . . , fe. 

о и 
Из условия регулярности ограничении следует линейная независимость 
векторов дг, i = l , 2 , . . . , к. Действительно, если допустить противное, то 
найдутся коэффициенты d u . . . , dh, не все равные нулю и такие, что 

24=tdiqi=Q. Но это означает, что 

k 

Ф«(0,х.О j ^ W = 0 , / - 1 , 2 , . . . , п , 

или : 
ft ' . - • - - - ' • - • 

г = 1 

Последнее равенство неврзможно, поскольку векторы hu.. ,,hk коллине-
арны векторам gx(x*)r..., gx

h(x*). Таким образом, Ni(z*) — матрица 
Грамма для^ линейно-независимых векторов qu ..., qk и, следовательно, 
является положительно-определенной. Вся матрица Huu(z*, х) будет отри­
цательно-определенной для любого т > 0 . Поэтому, по теореме о неявной 
функции, в некоторой окрестности х* система (3.3) определяет однознач­
ным образом непрерывно дифференцируемую функцию й?(#, т) такую, 
что и (х*, т) =ш. 

Наряду с (3.3) рассмотрим ее подсистему, состоящую из первых к 
уравнений: 
(3.5) . Ри{и) [gJ(x)-xgx

J'{x)<$i(Lx{x, uJ, uk+i(x, т ) , . . . 

...,йт(х, т ) ) , ! г ) ]=0 -
Здесь gJ (x) и uJ — векторы, содержащие только первые к компонент, со­
ответственно, векторов g(x) и и; й1(х, т ) , i=k+l,..., т,— функции, тож­
дественно равные нулю. Якобиан этой системы по переменным uJ, вычис­
ленный в точке [х*, u*J]^En+h, есть определитель матрицы Ni (z*), умно­
женный на —т. Следовательно, он не равняется нулю при т > 0 . Применяя 
снова теорему о неявной функции, приходим к выводу, что система (3.5) 
определяет однозначным образом непрерывно дифференцируемые функ­
ции й1(х, т ) , .1=1, 2 , , . . , к, такие, что\й 1(х*, х)=и*\ 

Вектор-функция й(х, x) = [ui(х, т ) , . , . . ,йт(х, т)] удовлетворяет всей 
системе (3.3) и, в силу единственности й (х, х), совпадает с ней вблизи 
Кроме того, на основании необходимых условий локального экстремума 
функция и{х, т) также может быть найдена при посредстве (3.3). Поэто­
му для любого т > 0 существует окрестность S{x*, х) точки х* такая, что 
и(х, х)=й(х, х) при x^S(x*, т ) . Отсюда заключаем, что для этого реше­
ния А (х) Д (х*) =/_ (х*). Лемма доказана. ' ' ч 

Рассмотрим теперь задачу отыскания корней системы 
(3.6) q>i(Lx(x, и(х, т ) ) , х)=0. 

Для ее решения применим итеративный процесс 4 ) 

(3.7) х8+1=хв—$<р1(Ьх(ха, и,У, х3)у 

где us=u(xs, т ) , р — некоторый шаг. 
4 ) Метод предложен совместно с А. И. Голиковым. 
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Т е о р е м а 3. Пусть в стационарной точке z*=[x*, и*\ выполнены ус­
ловия AiV А 2 и ограничения в х* удовлетворяют условию регулярности. 
Тогда для любого т > 0 можно указать J3 (т) такое, что для всех 0 < р < р ( т ) 
процесс (3.7) локально сходится к х* со скоростью геометрической про­
грессии. 

Д о к а з а т е л ь с т в о будем проводить с помощью теоремы Остров­
ского. Покажем, что отображение F(x)=x—p<p1(La;(^, и(х, т ) ) , х) диффе­
ренцируемо в х* ж спектральный радиус р матрицы Fx{x*) удовлетворяет 
условию 

(3.8) p{Fx(x.))<l. 

Дифференцируемость отображения F(x) в х* следует из непрерывной 
дифференцируемое™ функции и(х, т) в некоторой окрестности S(x*, т ) , 
установленной в лемме 4. Если подставить и(х, т) в (3.3) и продифферен­
цировать получившееся тождество по х, то получим 

dw(x, т) 
dx 

- = - Пии'1 (х, и (х, т ) , т) Них (х, и (х, т ) , т) . 

Из представления (3.4) вытекает 

Я „ - 1 ( г , т ) = - [ ^ 1 1 ( г . ) + Ж 2 ( г . ) ] , 

где 

"6"" 

0 

О о 

о 

Обе матрицы M±(z*) и M2(z*) неотрицательно определены. Кроме того,, 
в силу условия (1.4) матрица M2(z*)pu(u*) нулевая. Поэтому 

du(x*, т) 
Mi(z.).pu(u.)gx(x.) [7 -тфц(0 ,xJLxx i z* ) ] . 

du(x*, т) 

dx т 

Вычислим теперь матрицу Fx(x*): , 

Рх(х*)=1-$Ц)п(0,х.) [bxx(z*)+gx

T(x.)pu(u<) 

= 7 - Р ф и ^Lxx + ^gx

rpuMipugx(I-xq)iiLxx) j . 

]= 

Здесь и ниже считается, что матрицы, в которых опущены аргументы, вы­
числены при х=х*, и=и*. Введя обозначения х = р / т , P=gxTPuMipugx, по­
лучим 
(3.9) ^ ( ^ ) = ( 1 - н ) / + > с ( / - ф 1 1 ^ ) ( / - т ф 1 1 ^ ) . 
С помощью разложений 

/ - ф 1 1 Р = ф 1 1

, / 2 ( / - - Р ) ф н , / а , ф ц , / 2 ( / - т Г х л : ) ф 1 1

 / а , 

где Р'=ч>цч*Р(рцу% Lxx=4>iihLxx<f>ii

4% ф1/^ — квадратный корень из матрицы 
Фц (0, х*), выражение (3.9) приводится к 

Fx(x.)=^l[(i-K)I+xV\^. 

Здесь У = ( / - Р ) ( 7 - т О . 
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Оценим собственные значения р матрицы Fx(x*). Проводя рассужде­
ния, почти дословно повторяющие сделанные при доказательстве теоре­
мы 1, убеждаемся, что р связаны с собственными значениями v матри­
цы V соотношением (2.10). Согласно определению, числа v удовлетворяют 
равенству 

(3.10) Vy=vy, 

где у — собственный вектор матрицы V. 
Займемся изучением (3.10). Будем поступать аналогично тому, как 

это делалось при доказательстве леммы; 5.4 из [15]. Пусть v j — произволь­
ное собственное значение из набора v, yj — соответствующий ему собст­
венный вектор, Умножив равенство (3.10) поочередно на Р и на 
I—P, получим 

(3.11) V i V = 0 , Ц-Р) (I-xrxx).yi=vi(I-P)y*. 

Возможны два случая.: 
1. Ру*Ф0. Тогда v j =0 . Подставляя это значение v j в (2.10), получаем 

р/=1—х. Отсюда заключаем, что | р / | < 1 , если х < 2 . 
2. Pyj=0, и, стало быть, (3.11) можно переписать в виде (1—Р)Х 

Х(7—тГмх) (7—P)y j=v jy\ т. е. vj является одновременно собственным зна­
чением матрицы Т=.(1—Р) (1—тЕхх) (I—P). Эта матрица симметричная, и, 
значит, ее собственные значения и собственные векторы вещественны. 
Имеем 

(3.12) vKy\ yi)=<y\:Tyj>=<y\ yjy-x<yj, Lxxyj>. 

Но поскольку равенство PyJ=0 возможно тогда и только тогда, когда 
Pugxq)iiyj=0, то, согласно условию A t , 

(3.13) ( ^ - 1 ) < ^ > = - т < г Л W > < 0 . 

Из (2.10) и (3.13) следует, что p j < l , когда т > 0 , [5>0. Кроме того, на ос­
новании (3.12) получаем 

.<у>Л1-.Р)Гю(1-Р)у>> ^ 4 

V 3 = l — Т • : : > 1 —ТСО., 

где со* — максимальное собственное значение матрицы (1—Р)Ехх(1—Р). 
Поэтому p j^l—хсо*>—1, если р<2/со*. Суммируя все сказанное, приходим 
к выводу, что условие (3.8) выполняется для любых ,т>0 и [}<J}(T) = 
= 2 min {т, 1/со*}. Теорема доказана. 

Как видно из выражения для (3(х), йри решении задачи (1.1) методом 
(3.7) параметр т надо подобрать таким образом, чтобы выполнялось не­
равенство т<1/со. , ибо в этом случае, взяв (1 близким к р (т ) , можно до­
биться, чтобы отношение; р/т, которое фактически определяет скорость 
перемещения в пространстве х, стало наибольшим. Однако брать т слиш­
ком малым, как свидетельствует опыт численных расчетов, не следует. 

Рассмотрим теперь аналог метода (2.12). Применение метода Ньютона 
к решению уравнения (3.6) приводит к схеме 

(3.14) £e+i=se—Г_1(д^, x)q)i(Lx(xs, us), xs), 
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где 
d 

Г V = — Ф1 (Lx, (х, и:(яг, т ) ) , х). 

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены предположения теоремы 3 и матрица 
Т{х, х) в окрестности точки х* удовлетворяет условию Липшица. Тогда 
существует ? > 0 такое, что для всех 0 < т < ? процесс ( 3 . 1 4 ) локально схо­
дится к х* с квадратичной скоростью. 
> Д о к а з а т е л ь с т в о . Сохраняя обозначения, введенные при доказа­
тельстве предыдущей теоремы, вычислим матрицу Г (ж., т ) : 

, Г ( Я . > т ) - ф „ ( 0 , х . ) [ ^ в ( 2 . ) + ^ ( 2 . ) ^ ^ . ] = 

1 1 

= ф и ^ ) ф и ^ х х + ф11Р=ф11 1 / 2 Я(т)фн \ 
Т 

щеК(х) = (1-Р)Гхх+Р/х. 
Пусть, как и в доказательстве леммы 4, множество J(x*) состоит из 

первых к индексов. Тогда ^ = £ 2 Т ( Ш Т ) - ^ , Q=pu

JgxJq>1ti и> следовательно, 
JP и 7—JP — матрицы проектирования на линейное подпространство, натя­
нутое на векторы qu . . . , qk и на его ортогональное дополнение. Отсюда, 
используя условие А 4 и свойства матриц проектирования, с помощью лем­
мы Финслера (см. [ 1 3 ] ) убеждаемся, что симметричная матрица К(х) + 
+Кт(х) при-достаточно малых т положительно определена. Поэтому сама 
матрица К(х) также положительно определена и, стало быть, Т(х*, х) не 
вырождена. 

Таким образом, выполнены условия, гарантирующие локальную схо­
димость с квадратичной скоростью метода ( 3 . 1 4 ) . Теорема доказана. 

При решении ( 1 . 1 ) предложенными методами основной объем вычис­
лений падает на решение вспомогательных задач ( 2 . 2 ) , ( 3 . 2 ) . Поэтому 
если размерность п вектора х меньше числа ограничений m, то выгоднее 
применять двойственные методы. Напротив, в случае, когда п существен­
но превышает т, более эффективными оказываются прямые методы. При 
решении задач, в которых числа п и т незначительно отличаются друг от 
друга, можно использовать как прямые, так и двойственные методы. Од­
нако если вычисление значений функций f(x) и g{x) трудоемко, то неко­
торое предпочтение можно отдать прямым методам, поскольку они требу­
ют меньшего количества обращений к вычислению значений функций по 
сравнению с двойственными. 

§ 4. Нахождение седловых точек 

Комбинируя функции ( 2 . 1 ) и ( 3 . 1 ) , построим модифицированную 
функцию Лагранжа, которая строго выпукло-вогнута в окрестности точек 
Куна — Таккера. Для этой цели нам потребуются новые условия. 

У с л о в и е Б 4 . ф * ( £ , 8)=0 тогда и только тогда, когда £ = 0 или 0 = 0 . 
У с л о в и е Б 5 . ф«(0, 0 ) > О для любых 6 = ^ 0 , ф«(0, 0)=0. 
У с л о в и е Б 6 . ф е ( 0 , 0 ) = О , ф е е ( 0 , 0 ) < О для любых Q^Ei. ' 
Для всех рассмотренных выше функций ф г ( £ , . 0 ) , г = 1 , 2, 3, 4, усло­

вие Б 6 выполняется. Приведем примеры функций ф ( £ , 0 ) , для которых вы-
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полняются Б 3 — Б 6 : 
*202 i 2 ( c h 0 - l ) 

Ф 5 ( * , е ) = ~ , ; Ф

6 ( * , е ) - / 2

 ; 

Ф7 (*, 6 ) = [ t arctg * — ^ - l n ( i+f) ] у . 

Составим модифицированную функцию Лагранжа: 

( 4 . 1 ) 0 ( i , B l 1 [ ) = i ( * , B ) - T f ^ < p ( i « , ( J ! , B ) , i , ) + 

, m 

Здесь 'f — положительный параметр, ф и я|э — произвольные функции, удов­
летворяющие, соответственно, условиям Б 4 — Б 3 и Б 3 — Б 5 , обе функции 
ф и ф удовлетворяют Б 6 . 

О п р е д е л е н и е 6 . В стационарной точке z*= [х*, и*] выполнено 
усиленное условие строгой дополняющей нежесткости, если uj¥=0 для 
всех i^J(x*). 

Т е о р е м а 5. Пусть в стационарной точке z*=[x*, и*] выполнены ус­
ловия А 4, А 2 и усиленное условие строгой дополняющей нежесткости. 
Пусть, кроме того, ограничения в х* удовлетворяют условию регулярно­
сти. Тогда существует у > 0 такое, что для всех 0 < ^ < у точка z* будет 
строгим локальным седлом функции ( 4 . 1 ) . 

Согласно этой теореме, модифицированная функция (4 .1) обладает 
важным свойством, которое позволяет использовать известные методы 
отыскания седловых точек (сд. [ 1 6 ] ) для нахождения решения зада­
чи ( 1 . 1 ) . Укажем среди них градиентный метод и метод Ньютона: 

(4.2) х8+1=^х8—аФх(х8, us, 4), и8+1=и8+аФи(х8, и8, 4), 

(4.3) . z . + 1 = z . - 0 „ ^ 1 ( z . f if)®.(z., iif), 

где Ф х, Ф и , Ф2 — вектор-градиенты функции Ф по соответствующим ком­
понентам, Ф 2 2 — матрица вторых производных, а — некоторый шаг. 

Т е о р е м а 6 . Пусть f(x), g{x), р(и) — трижды непрерывно диффе­
ренцируемые функции и выполнены Предположения теоремы 3. Тогда су­
ществует у > 0 такое, что для всех 0 < ^ < у метод (4.2) при а достаточно 
малом локально сходится к z* со скоростью геометрической . прогрессии. 
Если, кроме того, матрица ®zz{z, 4) удовлетворяет условию Липшица 
в окрестности точки z*, то метод (4.3); локально сходится к z* с квадратич­
ной скоростью. 

По сравнению с методами, предложенными в предыдущих параграфах, 
методы (4.2), (4.3) обладают определенным преимуществом, так как от­
падает необходимость решать трудоемкие вспомогательные задачи (2.2) 
или (3.2). Однако имеются и недостатки. Во-первых, возрастает число 
переменных. Во-вторых, процесс (4.2) является, по существу, методом 
с «малым» шагом, в котором а нельзя брать большим. В третьих, методы 
(4.2), (4.3) требуют знания производных функций f(x) и g(x) более вы-
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сокого порядка/Улучшить характеристики сходимости методов (4.2), (4.3) 
можно, применяя подходы, описанные в [ 1 7 ] . 

В заключение автор выражает признательность Ю. Г. Евтушенко за 
внимание к работе и сделанные замечания. 
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