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ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Т о м 3 6 , 1 9 9 6 № 7 

У Д К 519.6 :519 .852 

© 1 9 9 6 г. Ю.Г. ЕВТУШЕНКО, В.Г. Ж А Д А Н 

(Москва) 

Д В О Й С Т В Е Н Н Ы Е Б А Р Ь Е Р Н О - П Р О Е К Т И В Н Ы Е 
И Б А Р Ь Е Р Н О - Н Ь Ю Т О Н О В С К И Е М Е Т О Д Ы ДЛЯ З А Д А Ч 

Л И Н Е Й Н О Г О П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я 1 ) 

Рассматривается двойственная задача линейного программирования. Для ее решения пред
лагаются барьерно-проективные и барьерно-ньютоновские методы. Дается обоснование 
сходимости непрерывных и дискретных вариантов методов, и приводятся оценки скорости 
сходимости. 

В в е д е н и е 

В п о с л е д н е е в р е м я , о с о б е н н о п о с л е о п у б л и к о в а н и я с т а т ь и [1], м н о г о в н и м а н и я уде
л я е т с я м е т о д а м в н у т р е н н е й т о ч к и для р е ш е н и я з а д а ч л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я . 
Б ы л и р а з р а б о т а н ы ц е л ы е к л а с с ы м е т о д о в , о с н о в а н н ы е на и д е я х п р о е к т и р о в а н и я , 
м а с ш т а б и р о в а н и я и ц е н т р а л ь н о г о пути . П о д р о б н ы й о б з о р т а к и х м е т о д о в с о д е р ж и т с я 
в [2] . Б о л ь ш и н с т в о п р о е к т и в н ы х м е т о д о в в н у т р е н н е й т о ч к и , т а к и х к а к м е т о д К а р м а р -
к а р а и л и а ф ф и н н ы й м а с ш т а б и р у ю щ и й м е т о д ( а .м .м . ) ( см . , н а п р и м е р , [ 3 ] - [ 8 ] ) , 
п р е д н а з н а ч е н ы д л я р е ш е н и я з а д а ч л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я в с т а н д а р т н о й и л и в 
с п е ц и а л ь н о й к а н о н и ч е с к о й ф о р м е . В [8] , [9] р а с с м а т р и в а л и с ь т а к ж е в а р и а н т ы а . м . М ; , 
п о з в о л я ю щ е г о р е ш а т ь д в о й с т в е н н у ю з а д а ч у , в к о т о р о й д о п у с т и м о е м н о ж е с т в о 
з а д а е т с я о г р а н и ч е н и я м и типа н е р а в е н с т в а . 

А в т о р ы на п р о т я ж е н и и р я д а л е т [10]—[15] р а з в и в а л и и н о й п о д х о д к п о с т р о е н и ю 
ч и с л е н н ы х м е т о д о в , о б л а д а ю щ и х с в о й с т в а м и м е т о д о в в н у т р е н н е й т о ч к и . Э т о т подход 
о с н о в а н на и с п о л ь з о в а н и и с ю р ъ е к т и в н ы х о т о б р а ж е н и й , и о н п о з в о л я е т с т р о и т ь 
м о д и ф и к а ц и и т а к и х и з в е с т н ы х м е т о д о в н е л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я , к а к м е т о д 
п р о е к ц и и г р а д и е н т а и м е т о д Н ь ю т о н а д л я р е ш е н и я з а д а ч в ы п у к л о г о и о б щ е г о 
н е л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я , в к о т о р ы х среди о г р а н и ч е н и й и м е ю т с я м н о ж е с т в а 
" п р о с т о й с т р у к т у р ы " . В [13] э т и м е т о д ы н а з в а н ы , с о о т в е т с т в е н н о , б а р ь е р н о -
п р о е к т и в н ы м и и б а р ь е р н о - н ь ю т о н о в с к и м и . И х в а р и а н т ы , п р е д н а з н а ч е н н ы е д л я 
р е ш е н и я з а д а ч л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я , п р и в е д е н ы в [14] . П р и с п е ц и а л ь н о м 
в ы б о р е с ю р ъ е к т и в н о г о п р е о б р а з о в а н и я и н а ч а л ь н ы х п р и б л и ж е н и й б а р ь е р н о -
п р о е к т и в н ы й м е т о д из [14] с о в п а д а е т с а .м.м. [3]. 

Ц е л ь н а с т о я щ е й с т а т ь и - п р и м е н и т ь у к а з а н н ы й подход для р е ш е н и я д в о й с т в е н н о й 
з а д а ч и л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я и р а з р а б о т а т ь т е м с а м ы м с е м е й с т в о д в о й с т в е н -

] ) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(код проекта 96-01 -01047). 
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н ы х б а р ь е р н о - п р о е к т и в н ы х и б а р ь е р н о - н ь ю т о н о в с к и х м е т о д о в . С ю р ъ е к т и в н ы е п р е 
о б р а з о в а н и я п р и м е н я ю т с я в д а н н о й р а б о т е д л я о с в о б о ж д е н и я о т т р е б о в а н и я 
н е о т р и ц а т е л ь н о с т и д о п о л н и т е л ь н ы х д в о й с т в е н н ы х п е р е м е н н ы х . 

О с н о в н а я и д е я п о с т р о е н и я а л г о р и т м о в и з л а г а е т с я в § 1. З д е с ь с п р и в л е ч е н и е м 
у с т о й ч и в о г о м е т о д а п р о е к ц и и г р а д и е н т а [16] с т р о и т с я д в о й с т в е н н ы й б а р ь е р н о - п р о е к -
т и в н ы й м е т о д . И с с л е д у ю т с я н е п р е р ы в н ы й и д и с к р е т н ы й в а р и а н т ы м е т о д а , и в ы я с 
н я е т с я в л и я н и е вида п р е о б р а з о в а н и я на л о к а л ь н у ю сходимость . 

В § 2 р а с с м а т р и в а ю т с я два других б а р ь е р н о - п р о е к т и в н ы х м е т о д а , п о л у ч а ю щ и х с я 
п р и и с п о л ь з о в а н и и и н ы х , о т л и ч н ы х о т п р и в е д е н н ы х в § 1 ф о р м п р е д с т а в л е н и я 
д в о й с т в е н н о й з а д а ч и . П о к а з ы в а е т с я , ч т о в к а ч е с т в е ч а с т н о г о случая к э т и м в а р и а н т а м 
м е т о д о в п р и н а д л е ж и т а .м.м. из [9]. 

В § 3 и с с л е д у е т с я г л о б а л ь н а я с х о д и м о с т ь о д н о г о из м е т о д о в п р и с п е ц и а л ь н о м в ы 
б о р е ш а г а спуска . Н а к о н е ц , в § 4 п р е д л а г а е т с я д в о й с т в е н н ы й б а р ь е р н о - н ь ю т о н о в с к и й 
м е т о д . П р и о б о с н о в а н и и с х о д и м о с т и м е т о д о в п р и м е н я е т с я т е о р и я у с т о й ч и в о с т и 
Л я п у н о в а . 

§ 1. У с т о й ч и в ы й в а р и а н т д в о й с т в е н н о г о м е т о д а 

Р а с с м о т р и м з а д а ч у л и н е й н о г о п р о г р а м м и р о в а н и я 

(1.1) m i n c ^ , X = { x G l R n : Ax = b,x^On}. 1 

хеХ 

З д е с ь с е с т ь « - м е р н ы й в е к т о р , Ъ е с ть га-мерный в е к т о р , А - м а т р и ц а р а з м е р а га х п 
п о л н о г о р а н г а , в к о т о р о й га < л , с и м в о л ;0„ о б о з н а ч а е т н у л е в о й « - м е р н ы й в е к т о р . 
С т о л б ц а м и м а т р и ц ы А я в л я ю т с я га-мерные в е к т о р ы ah i е { 1 , 2 , « } . 

Д в о й с т в е н н о й к (1.1) будет з а д а ч а 

(1.2) maxfcV U = {ueUm: v =с-Ати^Оп]. 
ueU 

В с ю д у н и ж е п р е д п о л а г а е т с я , ч т о р е ш е н и я о б е и х з а д а ч (1.1) , (1.2) с у щ е с т в у ю т и ч т о 
м н о ж е с т в о U0 = {ие Um: v = с-Ати > 0п] не пусто . ' 

В з а д а ч е (1.2) и м е ю т с я о г р а н и ч е н и я т и п а н е р а в е н с т в а . Ч т о б ы о с в о б о д и т ь с я о т них, 
в о с п о л ь з у е м с я п о д х о д о м , о с н о в а н н о м на с ю р ъ е к т и в н о м п р е о б р а з о в а н и и п р о с т р а н с т в . 
Д л я и с х о д н о й з а д а ч и (1.1) он п р и м е н я л с я в [14] . В в е д е м в р а с с м о т р е н и е н е п р е р ы в н о 
д и ф ф е р е н ц и р у е м у ю « - м е р н у ю в е к т о р - ф у н к ц и ю (p(yv), о п р е д е л е н н у ю на Ш'\ у к о т о р о й 

з а м ы к а н и е о б р а з а в с е г о п р о с т р а н с т в а Шп с о в п а д а е т с н е о т р и ц а т е л ь н ы м о р т а н т о м IR+. 

Д л я п р о с т о т ы с ч и т а е м , ч т о э т а ф у н к ц и я и м е е т п о к о м п о н е н т н ы й вид 

9 ( w ) = [ 9 1 ( w 1 ) , . . . , 9 " ( w ' 0 ] T . 

П у с т ь wl = \ | / ' ( i /) - ф у н к ц и я , о б р а т н а я к (p'(wO- О н а с у щ е с т в у е т п о к р а й н е й м е р е в 
т е х т о ч к а х vl = (p'(wO, где ipl(wl) * 0. О б о з н а ч и м 

e(iy) = [e 1 (^ 1 ) , . . . , ew] T , см^ош), 

где 

е<(1/*) = (у"(1/))2, Y(vl) = Ф ' ' ( ' ) ) » 1 ^ i л, 

D(y) - д и а г о н а л ь н а я м а т р и ц а с /-м д и а г о н а л ь н ы м э л е м е н т о м , р а в н ы м у . 
Н а п р е о б р а з о в а н и е (p(w) н а л о ж и м два условия . 
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У с л о в и е 1. Ф у н к ц и и 6 ' (V) , 1 ^ / ^ п, о п р е д е л е н ы и н е п р е р ы в н ы в н е к о т о р о й 

о к р е с т н о с т и Ш+ и 0 ' ( i / ) = 0 в т о м и т о л ь к о т о м с л у ч а е , к о г д а и1 = 0. 

У с л о в и е 2 . Ф у н к ц и и 0 ' ( i / ) , 1 ^ / ^ я , н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м ы в н е к о 

т о р о й о к р е с т н о с т и м\. и 0 ' (0) > 0. 
У к а ж е м п р о с т е й ш и е п р и м е р ы п р е о б р а з о в а н и я (p(w) с с о о т в е т с т в у ю щ и м и и м ф у н к 

ц и я м и 0( f ) и м а т р и ц а м и G(v): 

(1.3) <p(w) = - i -D (w)w, 9 ( i / ) = i / , G(v) = D(v), 
4 

(1.4) (?(w) = e~w, Q(v) = D(v)v, G(v ) = D2(v ) . 

З д е с ь с и м в о л e~w о б о з н а ч а е т в е к т о р - ф у н к ц и ю с к о м п о н е н т а м и e~w\ 1 ^ / ^ п. У с л о 
в и е 1 в ы п о л н я е т с я д л я о б о и х п р е о б р а з о в а н и й (1.3) и (1.4) , у с л о в и е 2 - т о л ь к о д л я 
п е р в о г о из них. 

С п о м о щ ь ю п р е о б р а з о в а н и я cp(w) з а д а ч а (1.2) м о ж е т б ы т ь сведена к с л е д у ю щ е й : 

(1.5а) maxb T w, 

(1.56) cp(w) - с + Ати = 0 И . 

П р и м е н и м д л я е е р е ш е н и я у с т о й ч и в ы й в а р и а н т м е т о д а п р о е к ц и и г р а д и е н т а [16] . О б о 
з н а ч а я ч е р е з 

L(u, w,x) = bTu - ;c T ((p(w) - с + Ати) 

ф у н к ц и ю Л а г р а н ж а для з а д а ч и (1.5) , п р и х о д и м к с и с т е м е о б ы к н о в е н н ы х д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й 

(1.6) , du I dt = L M ( M , W , X ( M , W ) ) , dw I dt - Lw(u,w,x(u,w)), 

в к о т о р о й з а в и с и м о с т ь x(u, w) находится из р е ш е н и я с и с т е м ы л и н е й н ы х у р а в н е н и й : 

(1.7) Lxu(u,w,x)w + Lxw(u,w,x)w = -%Lx(u,w,x), т > 0. 

Т а к к а к и = (pwcb, т о в п р о с т р а н с т в е в е к т о р о в z = [и, v] е Um+n м е т о д (1.6) , (1.7) при

н и м а е т вид 

(1.8а) duldt = b-Ax{z), dvldt = -G{v)x{z), 

(1.86) <3)(v)x(z) = ATb + "C(v + ATu-c), 

где Ф(и) = G(v) + АТА. О б о з н а ч и м v{u) - с - Ати, 
Л е м м а 1. Пусть преобразование (p(w) удовлетворяет условию 1. Тогда Ф(и(и)) -

неособая матрица для любого и е £/ 0 . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу условия 1, м а т р и ц а G(v(u)) п о л о ж и т е л ь н о о п р е д е 

л е н а на UQ. М а т р и ц а АТА я в л я е т с я м а т р и ц е й Г р а м а и, с л е д о в а т е л ь н о , н е о т р и ц а т е л ь н о 
о п р е д е л е н а . П о э т о м у вся м а т р и ц а Ф(и(и)) п о л о ж и т е л ь н о о п р е д е л е н а . 

Л е м м а 2 . Пусть выполнено предположение предыдущей леммы. Пусть, кроме 
того, тонка и е U представима в виде 

(1.9) м = Е а - м - , а - > 0 , 1 ̂  j^s, £ а у = 1 , 
. 7 = 1 7 = 1 
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где Up 1 =̂  j ^ s, - угловые точки множества U.. Тогда если то крайней мере одна 
точка Uj, не вырождена, то Ф{и(и)) - неособая матрица. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . М а т р и ц а Ф ( ^ ) , где v = и(и), б у д е т н е о с о б о й , е с л и удастся 

п о к а з а т ь , ч т о р а в е н с т в о 

(1.10) Ф{у)х = G(v)x± АТАх = ®п 

и м е е т м е с т о в т о м и т о л ь к о т о м случае , к о г д а Г = 0„. 
Д е й с т в и т е л ь н о , у м н о ж а я (1.10) с л е в а на х*9 п о л у ч а е м 

(1.11) J T O ( i 4 J r + r I ^ T A J = 0 . 

Т а к к а к о б а ч л е н а в (1.11) н е о т р и ц а т е л ь н ы , т о д о л ж н о в ы п о л н я т ь с я 

(1.12) jFG(iOJc = 0 , JcMMJc^O. 

О б о з н а ч и м 

Sj = {\^i^n: a?uj=c% S=(]Sj, 
j=V 

Е с л и S = 0, т о v > 0„, и и з п е р в о г о р а в е н с т в а (1.12) п о л у ч а е м , ч т о х = 0„. Р а с с м о т 
р и м т е п е р ь с л у ч а й , к о г д а S Ф 0 . Н е о г р а н и ч и в а я о б щ н о с т и , м о ж н о с ч и т а т ь , ч т о S = 
= {1 , 2 , . . . , к]. П у с т ь В - п о д м а т р и ц а м а т р и ц ы А, с о с т а в л е н н а я из п е р в ы х к с т о л б ц о в А, 
N - п о д м а т р и ц а А, с о с т а в л е н н а я и з о с т а в ш и х с я п - к с т о л б ц о в . В с о о т в е т с т в и и с 
р а з б и е н и е м А п р е д с т а в и м т а к ж е в е к т о р ы Г и v к а к JT= [xBl.%], г/ = [ % , % ] . Т а к к а к п о 
к р а й н е й м е р е о д н а у г л о в а я т о ч к а Uj не в ы р о ж д е н а , т о к ^ т и м а т р и ц а В и м е е т 
п о л н ы й р а н г . К р о м е т о г о , с о г л а с н о (1 .9) , в ы п о л н я е т с я ив = % % > Qn_h И з п е р в о г о 
р а в е н с т в а (1.12) т о г д а следует , ч т о xN = 0n_k. П о э т о м у в т о р о е р а в е н с т в о (1.12) сводится 

к хвВТВхв = 0 . Н о э т о о з н а ч а е т , ч т о Вхв = 0 W . П о с к о л ь к у В - м а т р и ц а п о л н о г о р а н г а , 
т о о т с ю д а следует , ч т о х 5 = 0* и, с т а л о б ы т ь , у в е к т о р а х все к о м п о н е н т ы р а в н ы н у л ю . 

С л е д с т в и е 1. Е с л и у г л о в а я т о ч к а и м н о ж е с т в а U я в л я е т с я н е в ы р о ж д е н н о й , т о 
Ф(у(и)) - н е о с о б а я м а т р и ц а . 

С л е д с т в и е 2. П у с т ь все у г л о в ы е т о ч к и о г р а н и ч е н н о г о м н о ж е с т в а U не в ы 
р о ж д е н ы . Т о г д а Ф(и(и)) - н е о с о б а я м а т р и ц а для л ю б о г о и е U. 

В в е д е м м н о ж е с т в а 

(1.13) W= {ve Ш»: v=v(u), us К 7"}, V = {ve Rn: v=v(u), ue Щ. 

Е с л и м н о ж е с т в о U я в л я е т с я в ы п у к л ы м м н о г о г р а н н и к о м со в с е м и н е в ы р о ж д е н н ы м и 
у г л о в ы м и т о ч к а м и , т о , с о г л а с н о у т в е р ж д е н и ю следствия 2, у м а т р и ц ы Ф(у) с у щ е с т в у е т 
о б р а т н а я , к о г д а v е V. В с и л у н е п р е р ы в н о с т и о н а будет с у щ е с т в о в а т ь и в н е к о т о р о й 
о к р е с т н о с т и V. Д л я т о ч е к и из э т о й о к р е с т н о с т и и м е е м 

(1.14) х(и, V) = [G(v) + A*AYlWb + ф + А*и - с)1 

П о д с т а в л я я (1.14) в (1 .8а) , п р и х о д и м к д р у г о й ф о р м е записи м е т о д а (1.8): 

duldt - b - A[G(v) + ATA]-l[ATb + x(v + ATu - c)), 

dvldt = -CKu)[G(v) 4- ATA]-l[ATb + x(v + ATu - c)l 

П у с т ь [u{t, z 0 ) , v{t, z0)] - р е ш е н и е с и с т е м ы (1 .8a) , у д о в л е т в о р я ю щ е е н а ч а л ь н о м у 

у с л о в и ю u(t, z 0 ) = и 0 , v(t, ZQ) = % zl = [ M J , О б о з н а ч и м y(w, i/) = с - А т и - у. У с л о в и е 

(1 .86) м о ж н о з а п и с а т ь в виде 

dy(u, v)/dt = yl(u,v)u + yl{u, v)v = -ту. 

2 Ж В М и М Ф , № 7 
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О т с ю д а следует , ч т о с и с т е м а (1.8а) и м е е т п е р в ы й и н т е г р а л 

(1.15) с — ATu(t, z 0 ) - v(t, z0) = (C-ATUQ - ио)ег*. 

Т а к и м о б р а з о м , с - ATu(t, z 0 ) - v(t, z 0 ) —> 0„ п р и / —> +°°. К р о м е т о г о , в д о л ь т р а е к т о р и й 
с и с т е м ы , с о г л а с н о (1 .86) , в ы п о л н я е т с я 

(1.16) bT^- = bT(b- Ax(z)) = \\b - Ax(zf + xT(z)AT(b - Ax(z)) = 
at 

= \\b - Ax(z)f + xT(z)G(v )x(z) + T X T ( Z ) ( C - A Tw - u ) . 

И з в т о р о г о у р а в н е н и я (1.8a) следует , ч т о е с ли п р е о б р а з о в а н и е ф(н>) у д о в л е т в о р я е т 
у с л о в и ю 1, т о к а ж д а я к о м п о н е н т а в е к т о р а v{t, z 0 ) не м е н я е т з н а к . П о э т о м у е с л и 
v0 > О, т о и в д о л ь всей т р а е к т о р и и v(t, z 0 ) > 0. О т с ю д а с у ч е т о м т о г о , ч т о y(u(t, z 0 ) , 
v(t, z 0 ) ) = 0,j п р и y(u0, v0) = 0 Л , п о л у ч а е м , ч т о в с л у ч а е , к о г д а и0 е U> м о ж н о о с в о б о д и т ь с я 
о т у р а в н е н и я д л я v и т е м с а м ы м у п р о с т и т ь систему (1.8а) . В м е с т о (1.8) п р и х о д и м к 
(1 .17а) duldt = b - Ах(и), 

(1 .176) [G(Kw)) + ATA]x(w) = ATfe, 

где w(0, и0) = UQ e U. Д л я д а н н о й с и с т е м ы в м е с т о (1.16) с п р а в е д л и в а ф о р м у л а 

bT — = \\b - Ax(u)f + xT(u)G(v (и))х(и) ^ 0, 
dt 

т . е . ц е л е в а я ф у н к ц и я д в о й с т в е н н о й з а д а ч и (1.2) м о н о т о н н о в о з р а с т а е т н а д о п у с т и м о м 
м н о ж е с т в е . М е т о д (1.17) б ы л в п е р в ы е п р е д л о ж е н в 1977 г. в [11] . 

П р и м е н я я м е т о д Э й л е р а д л я и н т е г р и р о в а н и я с и с т е м ы (1.8), п о л у ч а е м 

(1 .18а) uk+l = uk + акф - Ахк), v M = vk- akG{vk)xh 

(1 .186) [G(vk) + ATA]xk = ATb + x(vk + ATuk - c). 

С о о т в е т с т в е н н о , д л я с и с т е м ы (1.17) и м е е м 

,(1.19) uM = uk + ak(b-Axk), [G(vk) + ATA]xk = ATb, vk=v(uk). 

О б а э т и в а р и а н т а м е т о д а р е ш а ю т п р я м у ю и д в о й с т в е н н у ю з а д а ч и (1 .1 ) , (1 .2) 
о д н о в р е м е н н о . 

Т е о р е м а 1. Пусть и и* являются невырожденными решениями, соответ
ственно, задан (1 .1) , (1.2) и v* = f * ( w j - Пусть, кроме того, преобразование (p(w) 
удовлетворяет условиям 1 и 2 . Тогда верно следующее: 

а) тонка zl = . [ « * , vl] является асимптотически устойчивым положением 
равновесия для системы (1.8); 

б) решения u(t, z 0 ) , v(t, z 0 ) системы (1.8) локально экспоненциально сходятся к 
точке z*, а соответствующая функция x(z(t, z 0 ) ) сходится к х*; 

в) существует а * > 0 такое, что для любого фиксированного 0 < < а * 
последовательность {[uk, vk]}, генерируемая процессом (1 .18) , локально сходится к z* 
с линейной скоростью; соответствующая последовательность {хк} сходится к х * ; 

г) решения u(t, щ) системы (1.17) локально экспоненциально сходятся к и* на U, а 
соответствующая функция x(u(t, и0)) сходится к х*; 

д) существует такое а* > 0, что для любого фиксированного 0 < а* < а* 
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последовательность {ик,}> генерируемая процессом (1.19), локально сходится к и* на 

U с линейной скоростью; соответствующая последовательность {хк} сходится 
К X*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С о с т а в и м у р а в н е н и е в в а р и а ц и я х для с и с т е м ы (1.8): 

5й = - Л Э ^ ) 5 м + Э х ( г . ) 6 у 

D(e(vt)mx*) + G(vt) 
dx(zt) 

dv 
5v 

и л и в м а т р и ч н о м виде , введя о б о з н а ч е н и е dzT = [5м т , 5i / T ] : 

5z = - Q ( z , ) 5 z . 

З д е с ь 

'хАФ;1АТ Аф-Лх1п-0(ё(и*))Щх<)1 

_TG(vt)<&;lAT [In -G(p*)<i>?]D(fi(v.))D(x*) + xG(v.)Ф;1 _ 
(1.20) 

где Ф» = G(v«) + АТА, 1п - е д и н и ч н а я м а т р и ц а п о р я д к а п. П р и в ы ч и с л е н и и м а т р и ц ы 

(1.20) б ы л и и с п о л ь з о в а н ы с о о т н о ш е н и я , с л е д у ю щ и е из (1.86): 

[G(v) + ATA]?4^ = XAT, 
du 

D(Q(v ))D(x) + [G(v) + АТА]^^-
dv 

= XL 

П р е д п о л о ж и м д л я о п р е д е л е н н о с т и , ч т о б а з и с т о ч к и jc» с о с т о и т из п е р в ы х m 

с т о л б ц о в м а т р и ц ы А. Т о г д а д л я в е к т о р о в х», f. и м а т р и ц A, G{vt) и м е ю т м е с т о 

п р е д с т а в л е н и я 

х* , v* = 
-

, v* = , A = [BN], G(vt) = ^ mm ®md 

°dm GN . 

В В N N N 

где х* > 0 W , 14 = 0 m , x* = O4, u*>0d,d = n- m\ GN - D(Q(v*,)) - п р а в а я н и ж н я я к в а д р а т н а я 

п о д м а т р и ц а м а т р и ц ы G(f*) п о р я д к а d, - н у л е в а я м а т р и ц а р а з м е р а kxs. 

Т а к к а к п р и с д е л а н н о м п р е д п о л о ж е н и и 
~ВТВ BTN 
NTB GN + NTN 

т о на о с н о в а н и и ф о р м у л ы Ф р о б е н и у с а п о л у ч а е м 

~B-l[Im + NG-N

lNT](BTTl -B~lNG-N

l 

-G-N

lNT(BTyl 

О т с ю д а в ы т е к а е т , ч т о 

Ф : ] А Т = 

dm 

2* 
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С п о м о щ ь ю э т о г о с о о т н о ш е н и я м а т р и ц у Q м о ж н о п р и в е с т и к виду 

(1.21) Q- а. D(e(v?))D(x?) 0md 

<2э 

где вид м а т р и ц Q2 и Q3 н е с у щ е с т в е н . 

И з (1 .21) с л е д у е т , ч т о м а т р и ц а Q и м е е т п с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й , р а в н ы х т , и т 

с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й 6 ' ( 0 ) J C I , 1 ^ / ^ т. П о с к о л ь к у п р е о б р а з о в а н и е ф(и>) у д о в л е т в о 

р я е т у с л о в и ю 2, т о все о н и с т р о г о п о л о ж и т е л ь н ы . П о э т о м у , по т е о р е м е Л я п у н о в а о б 

у с т о й ч и в о с т и п о п е р в о м у п р и б л и ж е н и ю , п о л о ж е н и е р а в н о в е с и я ( т о ч к а z*) я в л я е т с я 

а с и м п т о т и ч е с к и у с т о й ч и в ы м , а р е ш е н и я с и с т е м ы (1.8) л о к а л ь н о э к с п о н е н ц и а л ь н о схо
дятся к z*. 

С х о д и м о с т ь д и с к р е т н о г о в а р и а н т а (1.18) для д о с т а т о ч н о м а л ы х п о с т о я н н ы х сле 

дует из т е о р е м ы 2.3.7, п р и в е д е н н о й в [12]. 

Т а к к а к р е ш е н и я с и с т е м ы (1.17) п р и щ е U с о в п а д а ю т с с о о т в е т с т в у ю щ и м и р е ш е 

н и я м и б о л е е о б щ е й с и с т е м ы (1.8) , е с л и в п о с л е д н е й п о л о ж и т ь щ - v(u0)r т о р е ш е н и я 

(1 .17) л о к а л ь н о э к с п о н е н ц и а л ь н о с х о д я т с я к и* на U. П о т о й ж е п р и ч и н е п о с л е 

д о в а т е л ь н о с т ь {ик}у г е н е р и р у е м а я п р о ц е с с о м (1 .19) , л о к а л ь н о с х о д и т с я к и* на U. 

Т е о р е м а д о к а з а н а . 

О б о з н а ч и м ч е р е з Г | * и г | * н а и б о л ь ш е е и н а и м е н ь ш е е с о б с т в е н н ы е з н а ч е н и я 

м а т р и ц ы Q: 

ц т , т ; Г|* = m a x х, m a x 6 ' (O)jci Г|* = m m Т, m i n 9 ' (0)4 

П р о в о д я с т а н д а р т н ы е р а с с у ж д е н и я (см. [12]) , м о ж н о п о к а з а т ь , ч т о ф и г у р и р у ю щ а я 
в у т в е р ж д е н и и в ) в е л и ч и н а а * = 2/ц*. П р и э т о м с к о р о с т ь с х о д и м о с т и б у д е т 
н а и б о л ь ш е й , е с л и в (1.18) ш а г и в з я т ь р а в н ы м и ос*. = 2 / (Г| . + Г|*). Т о г д а для в ы п о л н е н и я 
у с л о в и я | | zk - z* И) ^ е д о с т а т о ч н о с д е л а т ь 1п(е/Ц z* - z 0 | | ) /1п^ и т е р а ц и й , г д е q = 
= ( П * - Г 1 * ) / ( т 1 * + % ) . 

Д л я т о г о ч т о б ы о п р е д е л и т ь п р а в у ю ч а с т ь в с и с т е м е (1 .17а ) , н е о б х о д и м о н а й т и 
в е к т о р х(и) и, с л е д о в а т е л ь н о , р е ш и т ь систему п л и н е й н ы х у р а в н е н и й . Е с л и и е U0, т о 
м а т р и ц а G(v(u)) н е в ы р о ж д е н а и м о ж н о в о с п о л ь з о в а т ь с я ф о р м у л о й Ш е р м а н а -
М о р р и с о н а - В у д б е р и для о п р е д е л е н и я о б р а т н о й м а т р и ц ы : 

[G(v) + ATA]~l = G-\v)[In - Л т (4 + AG-\v)A^AG-\v)l 

О т с ю д а п р и х о д и м к с и с т е м е 

(1.22) 
du 
dt 

[ / д а +AG" 1 <Ии)М тГЧ u(t,0) = u0 eU0. 

Л о к а л ь н а я с х о д и м о с т ь м е т о д а (1 .22) и е г о д и с к р е т н о г о в а р и а н т а к р е ш е н и ю з а д а ч и 
(1.2) на U0 о п я т ь ж е следует и з б о л е е о б щ и х у т в е р ж д е н и й б) и г ) т е о р е м ы 1. 

О т м е т и м т а к ж е , ч т о у с л о в и е (1 .86) в м е т о д е (1.8) м о ж н о б ы л о б ы з а м е н и т ь на л ю 
б о е д р у г о е , о б е с п е ч и в а ю щ е е с т р е м л е н и е к о м п о н е н т в е к т о р а у(и, v) к н у л ю . 
Н а п р и м е р , в м е с т о (1 .86) м о ж н о б ы л о в з я т ь 

[G(v) + ATA]x(z)=ATb + TD(v + A7u г>0. 
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Т о г д а с и с т е м а (1.8) в м е с т о (1.15) и м е л а б ы п е р в ы й и н т е г р а л 

с - ATu(t, z 0 ) - v(t, z 0 ) = D~l(c - Атй0 - v 0 + xt)(c - ATu0 - v0). 

У т в е р ж д е н и е т е о р е м ы 1 п р и э т о м п о л н о с т ь ю с о х р а н я е т с я . 

§ 2 . Д р у г и е в а р и а н т ы д в о й с т в е н н ы х б а р ь е р н о - п р о е к т и в н ы х м е т о д о в 

С о г л а с н о с д е л а н н о м у п р е д п о л о ж е н и ю , р а н г м а т р и ц ы А р а в е н m и е е н у л ь -
п р о с т р а н с т в о и м е е т р а з м е р н о с т ь d-n-m. П у с т ь Р - т а к а я м а т р и ц а п о л н о г о р а н г а , 
ч т о АРТ = 0md. Т а к к а к с т р о к и м а т р и ц ы Р л и н е й н о н е з а в и с и м ы , т о о н и о б р а з у ю т базис 
в н у л ь - п р о с т р а н с т в е м а т р и ц ы А. Е с л и [ м а т р и ц а А п р е д с т а в и м а в б л о ч н о м в и д е 
А = [В N], где к в а д р а т н а я м а т р и ц а В не в ы р о ж д е н а , т о в к а ч е с т в е Р м о ж н о в з я т ь , 
н а п р и м е р , м а т р и ц у 

О п р е д е л е н и я (1.13) м н о ж е с т в W и V с п о м о щ ь ю м а т р и ц ы Р м о ж н о п е р е п и с а т ь в виде 

W= {ve Un:P(v-c) = Od}y V = \ve [R": P(v-c) = Od}. 

П у с т ь xe Un - п р о и з в о л ь н ы й в е к т о р , у д о в л е т в о р я ю щ и й у с л о в и ю Ах = b. Т о г д а 

m a x f c T M = m a x х т А т и = m a x x T ( c ^ - v ) = xTc- m i n x T v . 
ueU ueU v eV . v eV 

С л е д о в а т е л ь н о , р е ш е н и е д в о й с т в е н н о й з а д а ч и (1.2) м о ж е т б ы т ь з а м е н е н о р е ш е н и е м 
э к в и в а л е н т н о й з а д а ч и м и н и м и з а ц и и 

(2.1) min xTv. 
v eV 

У с т о й ч и в ы й в а р и а н т б а р ь е р н о - п р о е к т и в н о г о м е т о д а из [14] , п р и м е н е н н ы й к з а д а ч е 
(2.1), п р и в о д и т к ф о р м у л а м 

(2.2а) dv/dt = -G(v)[x-PTx(v)]y 

(2.26) PG{v)F*x(v) = PG(v)x + хР(с - v). 

В т е х т о ч к а х v е Ш'\ где м а т р и ц а PG(v)PT н е о с о б а я , р а з р е ш а я у р а в н е н и е (2 .26) , полу 
ч а е м 

x(v) = [PG(v)P4~l[PG(v)x + хР(с ^ v)l 

О б о з н а ч и м H{v) - Gxl2(v). К р о м е т о г о , в в е д е м в р а с с м о т р е н и е п р а в у ю п с е в д о о б р а т 
н у ю м а т р и ц у (РН)+ = (PH)T(PGPT)~l и м а т р и ц у п р о е к т и р о в а н и я ( Р # ) # = {РНУРН. Т о г д а 
м е т о д (2.2) м о ж н о з а п и с а т ь в с л е д у ю щ е й п р о е к т и в н о й ф о р м е : 
(2.3) dv!dt = H[x(Pm^c-v)-(In-(PH)#)Hxl 

П е р в ы й в е к т о р , с т о я щ и й в к в а д р а т н ы х с к о б к а х , п р и н а д л е ж и т н у л ь - п р о с т р а н с т в у 
м а т р и ц ы А Я - 1 , в т о р о й в е к т о р п р и н а д л е ж и т п р о с т р а н с т в у с т р о к м а т р и ц ы А Я - 1 . И м е ю т 
м е с т о ф о р м у л ы 

Pdvldt = ХР(С - V), Р(С - V(t, V 0 ) ) = Р(С - Ц))£ГТ<, 

о т к у д а видно , ч т о v(t, v0) п р и б л и ж а е т с я к м н о ж е с т в у W п р и t —> «>. 

Р = -N(BTT 
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Е с л и v0 е V 0 , где V0 = {v G V: v > 0 „} , т о (2.3) о б л а д а е т с в о й с т в а м и м е т о д а внут
р е н н е й т о ч к и ; ц е л е в а я ф у н к ц и я х*и(и0, t) м о н о т о н н о у б ы в а е т и v(t, v0) е V0 д л я всех 
t ^ 0. В э т о м с л у ч а е м е т о д (2.3) м о ж е т б ы т ь п е р е п и с а н в виде 

(2.4) dv/dt = -G(v)[In-P4PG(v)P*)-lPG(v)]x, v0eV0. 

Т е о р е м а 2 . Пусть выполнены предположения теоремы 1. Тогда верно следую
щее: 

а) тонка v* является асимптотически устойчивым положением равновесия для 
системы (2.2); 

б) решения системы (2.2) локально экспоненциально сходятся к точке 14; 
в) существует такое а* > 0, что для любых постоянных 0 < щ < а* дискретный 

вариант метода 

Vk+i = vk~o.kG(vk){x -РТхк), хк = x(vk), 

локально сходится к v*c линейной скоростью. 

Д о к а з а т е л ь с т в о э т о й т е о р е м ы а н а л о г и ч н о д о к а з а т е л ь с т в у т е о р е м ы 1, 
т о л ь к о т е п е р ь у м а т р и ц ы Q будет d с о б с т в е н н ы х з н а ч е н и й , р а в н ы х т, и т с о б с т в е н н ы х 

з н а ч е н и й , р а в н ы х &(0)х*, 1 ^ / ^ т. В ы б о р в е к т о р а х в (2.1), т а к и м о б р а з о м , н е в л и я е т 

на с к о р о с т ь сходимости . 
Т а к к а к д л я с и с т е м ы (2.4) и м е е т м е с т о р а в е н с т в о Pv= 0, т о в е к т о р и в д а н н о м 

м е т о д е п р и н а д л е ж и т н у л ь - п р о с т р а н с т в у м а т р и ц ы Р, к о т о р о е с о в п а д а е т с п р о с т р а н 
с т в о м с т р о к м а т р и ц ы А. П о э т о м у наряду с (2.4) и м е е т м е с т о п р е д с т а в л е н и е 

(2.5) и=А^Х 

д л я н е к о т о р о г о в е к т о р а X е Шт. Е с л и v > 0 / 2 , т о п о с л е у м н о ж е н и я о б е и х ч а с т е й р а в е н 
ства (2.6) на м а т р и ц у AG~l(v) с у ч е т о м т о г о , ч т о v и м е е т вид (2.4), п о л у ч а е м 

(2.6) X = -[AG-l(v)AT]-lAx =-[AG-l(v)AT]~lb. 

П о д с т а в л я я (2.6) в (2.5), п р и х о д и м к другой ф о р м е з аписи м е т о д а (2.4): 

(2.7) dv/dt = -A4AG-\v)AT]-lb, v0eV0. 

В п р о с т р а н с т в е п е р е м е н н ы х и м е т о д (2.7) п р и н и м а е т вид 

(2.8) du/dt=[AG-\v(u))AT]-lby и0е U0. 

Е с л и в о с п о л ь з о в а т ь с я п р е о б р а з о в а н и я м и (1.3) и (1.4), т о из (2.8) п о л у ч а е м , с о о т в е т 
с т в е н н о , 

(2.9) du/dt=[AD-\v(u))A4-lb, и0е £/0, 

(2.10) duldt = [AD-2(v(u))A4~lb, щ е Щ. 

Ф о р м у л а (2 .10) с о в п а д а е т с н е п р е р ы в н ы м в а р и а н т о м д в о й с т в е н н о г о а .м.м. , п р е д л о 
ж е н н о г о в [9] . 

К а к с л е д у е т из у т в е р ж д е н и я т е о р е м ы 2 , р е ш е н и я с и с т е м ы (2.2) л о к а л ь н о э к с п о 
н е н ц и а л ь н о с х о д я т с я к = v(u*) на м н о ж е с т в е V. П о э т о м у р е ш е н и я с и с т е м ы (2.9) 
т а к ж е л о к а л ь н о э к с п о н е н ц и а л ь н о сходятся к м. на м н о ж е с т в е U0. 

Е с л и р а с с м о т р е т ь д и с к р е т н ы й а н а л о г м е т о д а (2.9) 

(2.11) и м = ик + ak[AD-x(vk)ATYlb, и0 е U0, 

где vk = u(wfc), т о , с о г л а с н о [12] , из э к с п о н е н ц и а л ь н о й с х о д и м о с т и н е п р е р ы в н о г о ва-
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р и а н т а (2.9) с л е д у е т л о к а л ь н а я с х о д и м о с т ь и т е р а т и в н о г о п р о ц е с с а (2.11) с л и н е й н о й 
с к о р о с т ь ю к для д о с т а т о ч н о м а л ы х п о с т о я н н ы х ак. 

Е щ е о д и н в а р и а н т д в о й с т в е н н о г о б а р ь е р н о - п р о е к т и в н о г о м е т о д а п о л у ч а е т с я , е сли 
п р е д с т а в и т ь (1.2) к а к задачу с 2п о г р а н и ч е н и я м и т и п а р а в е н с т в а : 

(2 .12а) m a x bTu, 

(2 .126) c-ATu-v = OfV 

(2.12в) v -(p(vv) = 0,2. 

О б о з н а ч и м z T = [ит, vT, wT] и с о с т а в и м для (2.12) ф у н к ц и ю Л а г р а н ж а 

L ( z , J C , у ) = bTu + хт(с - Ати-v) + у т (и - ф(и>)). 

А н а л о г о м м е т о д а (1.6) для з а д а ч и (2.12) я в л я е т с я 

(2.13) й=1и =b-Ax(zl v =Ц, =y(z)-x(zl w = Lw=-4>l(w)y(z), 

где з а в и с и м о с т и x(z) и y(z) находятся из условий 

(2.14) Lxuu + Lxvv + Lxww = -xLx, Lyuu + Lyvv + Lyww = -xly. 

В п е р е м е н н ы х u,vnp = ф(и>) система (2.13), (2.14) м о ж е т б ы т ь п е р е п и с а н а в виде 

(2.15а) duldt = b-Ax(z), dvldt = y(z) - x(z), dpldt = -G(p)y(z), 

(2.156) (In + ATA)x(z)-y(z) = ATb-x(c-ATu-v\ 

( 2 . 1 5 B ) (In + G(p))y{z)^x(z) = x(p-v\ : . • ' 

где z T = [wT, vT, рт]. О т с ю д а , е с л и в з я т ь /?5 = v0, т о в д о л ь всей т р а е к т о р и и z(t, z 0 ) в ы 

п о л н я е т с я p(t, z 0 ) = v(t, z 0 ) и из (2 .15в) следует , ч т о y(z) = [In + G(p)]~{x(z). П о э т о м у в 

э т о м с л у ч а е м е т о д (2.15) у п р о щ а е т с я : в м е с т о (2.15) и м е е м 

(2.16а) duldt = b-Ах(и, v), dv/dt = -G(v)[In + G(v)]~lx(uf v), 

(2.166) {G(v)(l +G(v))~l +, ATA}x(u, v) = ATb — x{c — ATu — v). 

К р о м е т о г о , е с л и д о п о л н и т е л ь н о п р е д п о л о ж и т ь , ч т о и0 = v(u0), т о v(t, z 0 ) = v(u(t, z 0 ) ) и 
м е т о д (2 .16) с п о м о щ ь ю ф о р м у л ы Ш е р м а н а - М о р р и с о н а - В у д б е р и на м н о ж е с т в е U0 

п р и н и м а е т вид 

(2.17) duldt = {In + A[In + G-l(v(u))]AT}^bt и0е UQ. 

Л о к а л ь н а я сходимость м е т о д а (2.17) и е г о д и с к р е т н о г о в а р и а н т а 

Щ+\ = Щ + Щ{1п + A[In + G-\v(uk))]AT}-[b 

д л я с л у ч а я , к о г д а и0 е t / 0 , G(v) = D{v) и| ш а г о^ п о с т о я н н ы й и д о с т а т о ч н о м а л ы й , 
с л е д у е т из а с и м п т о т и ч е с к о й у с т о й ч и в о с т и т о ч к и [м*, v*, /?*], где /?* = v* = ф(и>*), д л я 
б о л е е о б щ е й с и с т е м ы (2.15). 

§ 3 . Г л о б а л ь н а я с х о д и м о с т ь м е т о д о в 

Р а с с м о т р и м в о п р о с о г л о б а л ь н о й сходимости м е т о д а (2.11) на м н о ж е с т в е U0. 
П р е д п о л о ж и м , ч т о з а д а ч а (1.1) т а к о в а , ч т о 

(3.1) Аё=от, | ; 
где е* = [ 1 , ... , 1] е R' 2. С ч и т а е м т а к ж е , ч т о в з а д а ч е (1.2) с у щ е с т в у е т е д и н с т в е н н о е 
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р е ш е н и е и*. Т о г д а о б я з а т е л ь н о С=стё>0. П у с т ь v*=v(u*) и = {i е {1 ,2 , . . . , п}\ 

:и * > 0 } . В в е д е м в р а с с м о т р е н и е ф у н к ц и ю Л я п у н о в а 

(3.2) F(u) = X ! / i [ l n i / i - l n i / ' " ( « 0 ] . 

Ф у н к ц и я F(u) о п р е д е л е н а , н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м а и н е о т р и ц а т е л ь н а на м н о 

ж е с т в е Ux = {и е U: v\u) > 0, ie 7 ^ } . Д е й с т в и т е л ь н о , т а к к а к , с о г л а с н о (3.1), 

(3.3) J,vi=eTu*=eTv(u) = eTc = C>0, 

т о из н е р а в е н с т в а м е ж д у с р е д н и м а р и ф м е т и ч е с к и м и с р е д н и м г е о м е т р и ч е с к и м 
следует , ч т о д л я л ю б о г о ие U\ 

• г . -\vllC 
vl(u) „л „ vl(u) 

F(u) = -C I - ^ l n — V ^ = - C l n П —У1 

^ _ C l n X ^ = 0, 

п р и ч е м р а в е н с т в о в о з м о ж н о в т о м и т о л ь к о т о м с л у ч а е , к о г д а и = и*. 

В ы ч и с л и м п р о и з в о д н у ю ф у н к ц и и (3.2) в силу с и с т е м ы (2.9). И м е е м 

(3.4) • dF{u)ldt = FT

uu = v*D-l(v(u))AT[AD-\v(u))AT]-lb. 

О б о з н а ч и м 

р{и) = [AD-l(v(u))AT]-lb, х(и) = D-lv(u))ATp(u). 

Т а к о п р е д е л е н н ы й в е к т о р х(и) у д о в л е т в о р я е т р а в е н с т в у Ах(и) = Ь. К р о м е т о г о , с о г л а с 
но (3.1), xT(u)v(u) = егАтр(и) = 0. П о э т о м у 

хт(и)с = xT(u)(v(u) + Ати) = итАх(и) = Ьти. 

О т с ю д а и из (3.4) п о л у ч а е м 

(3.5) dF(u)ldt = vlx(u) = хт(и)(с - Ати*) = Ьти - Ьти* ^ О, 

п р и ч е м р а в е н с т в о в о з м о ж н о т о л ь к о тогда , к о г д а и = и*. 
Д л я п р о и з в о л ь н о г о щ е UQ о б о з н а ч и м Q=\ue U\. F(u) ^ F(u0)}. Э т о м н о ж е с т в о 

к о м п а к т н о , т а к к а к , в силу (3 .3) , к о м п а к т н о м н о ж е с т в о V, а с л е д о в а т е л ь н о , и м н о 
ж е с т в о U. К р о м е т о г о , м н о ж е с т в о Q не с о д е р ж и т у г л о в ы х т о ч е к U, з а и с к л ю ч е н и е м 
м*. И з н е р а в е н с т в а (3.5) следует , ч т о u(t, щ) е Q д л я всех t ^ 0 . 

П о л о ж и м 

(3.6) K = 1 „ f < ^ i f > . 
ueQ F(u) 

Т о г д а на о с н о в а н и и (3.5) и (3.6) п о л у ч а е м , ч т о 

F{u{t,u0))^F(u0)e-K\ t^0. 

Л е м м а З . Пусть в задаче (1.2) существует единственное невырожденное реше
ние и*. Тогда для величины К имеет место оценка 

file://-/vllC
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(3.7) ^ ^ l - e x p [ - F ( « 0 ) / C ] m i > 0 , 
F(U0) 1 ; 

где Sj = bT(u* - Uj), Uj-смежная с w* вершина многогранника U, 1 ^ j ^ т. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В в е д е м п е р е м е н н ы е z = и - и*. В э т и х п е р е м е н н ы х ф у н к 

ция F{u) и ф о р м у л а (3.6) для о п р е д е л е н и я в е л и ч и н ы К п р и н и м а ю т вид 

z e & F(Z) 

где Qj = { Z G Z ; F ( Z ) ^ F ( « Q ) } , Z = {zeRm: ATz^v*}. Ф у н к ц и я F(z) в ы п у к л а n o z на 

Qi- И м е е м F ( 0 ) = 0 и F ( z ) > 0, (b, z) < 0 для всех z e Z, z * 0m. П о э т о м у для л ю б о й т о ч -

к и z е S = {z е Q 1 # ' ( z ) = F (w 0 ) } и л ю б о г о 0 < о* ^ 1 в ы п о л н я е т с я F(az)^ <xF(z). 

О т с ю д а следует , ч т о 

(3.8) А=—— ^ \ К = - m a x ( b , z). 
F(az) F(z) F(u0) zesv 

Т о ч к а z'= 0 я в л я е т с я в е р ш и н о й м н о г о г р а н н и к а Z. П у с т ь Zj - д р у г и е в е р ш и н ы э т о г о 
м н о г о г р а н н и к а , с м е ж н ы е с ней , и пусть ру - р е ш е н и е у р а в н е н и я 

(3.9) X v i l n ( l - P ^ ) + F ( « o ) « 0 , -

где qtj - afz 7- / V * . П о с к о л ь к у F(zj) = т о Q <(},•< \ . И м е е м 

(3.10) m a x ( b , z ) = m a x p ( £ > , z . ) = - min (З.̂ у. < 0. 
zeS l^j^n • J l^j^m 3 J 

Т а к к а к ATZj Щ i/*, т о <fy ^ 1 для всех / ujf y п р и ч е м по к р а й н е й м е р е для о д н о г о 
индекса / в ы п о л н я е т с я = 1. П о э т о м у 

l n ( i - p ^ ) ^ l n ( l - l 3 y ) 

и, с л е д о в а т е л ь н о , л ю б о е р е ш е н и е Р7 у р а в н е н и я (3 .9) , 1 ^ j ^ т , у д о в л е т в о р я е т 
н е р а в е н с т в у Ру ^ р , где р - р е ш е н и е у р а в н е н и я 

l n ( l ^ p ) I ^ i + F ( W o ) = 0. 

О т с ю д а 

(3.11) p ^ l - e x p h F ( « 0 ) / C ] . 

И з (3.8), (ЗЛО) и (3.11) п р и х о д и м к о ц е н к е (3.7). Л е м м а д о к а з а н а . 
О б о з н а ч и м 

\±(и) = m a x х1(и). 

В е л и ч и н а \х(и) > 0 для л ю б о г о и Е U0. Д е й с т в и т е л ь н о , е с л и \i(u) ^ 0, т о х(и) ^ 0„, 
п р и ч е м х1(и) < 0 х о т я б ы для о д н о г о индекса /. Т о г д а для л ю б о г о а > 0 в ы п о л н я е т с я 
ах(и) ^ 0п< ё~. П о с л е у м н о ж е н и я э т о г о н е р а в е н с т в а на м а т р и ц у D(v(u)) п о л у ч а е м 
aA^[ADA(v)AT]-lb ^ t/(w), и л и 

(3.12) АЦи + a[AD-l(v)AT]-lb] ^ с. 
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Т а к и м о б р а з о м , в е к т о р и + a[AD~l(v)AT]~lb п р и н а д л е ж и т м н о ж е с т в у U д л я л ю б о г о 
а > 0, ч т о п р о т и в о р е ч и т о г р а н и ч е н н о с т и м н о ж е с т в а U. И з (3.12) с л е д у е т т а к ж е , ч т о 
в е л и ч и н а l/ | i(w) я в л я е т с я в е р х н е й г р а н и ц е й для а , п р и к о т о р о й и + <хх(и) е U. 

Т е о р е м а 3 . Пусть шаг ак в (2.11) выбирается из условия 

(3.13) 0 < а * = уД1(и*), 0 < у < 1 . 

Тогда для любого и0 е U0 существует такое О < у(%) < 1, что для всех О < у ^ у(и0) и 
k ^ О имеет место оценка 

(3.14) F(uM)^F{uk){\-0.5akK), 

где величина К определяется согласно (3.6). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В ы ч и с л и м и з м е н е н и е ф у н к ц и и (3.2) з а о д и н ш а г и т е р а 
т и в н о г о п р о ц е с с а . И м е е м 

(3.15) F(uk+l) = - I i/jln 
ieJ? 

1 -
aj(uk+akpk-u*) 

N iej; 
= F(uk)- I ^ l n ( l - a ^ ) . 

ieJ? 

З д е с ь pk - p(uk), xk = x(uk). О б о з н а ч и м 

(3.16) A ( w , a ) = a _ 1 £ v[m[l-a'jc(w)], a > 0 . 

Р а з л а г а я в р я д п р а в у ю ч а с т ь (3.16), п о л у ч а е м 

а А(и,а) = -и*х(и) X 
2/ e 7f [1-авЧи)л'(и)] 2 ' 

где 0 ^ &(и) ^ 1, / е У^. О т с ю д а и из (3.5) п р и х о д и м к н е р а в е н с т в у 

Y ^ , . /г_«,. .м2 (3.17) A ( w , a ) ^ bT(u* -и)-
2 ( 1 - 7 ) ^ ( 1 1 ) ^ lvl[xl(u)Y9 

с п р а в е д л и в о м у д л я л ю б о г о a ^ y/[i(u). 

О б о з н а ч и м 

r(u) = \i(u)bT(u* - и) 1 vl{x\u))2 

-1 

г = inf г(и) 
. ueQ 

и п о к а ж е м , ч т о Г > 0. Э т о н е р а в е н с т в о д е й с т в и т е л ь н о и м е е т м е с т о , е с л и и н ф и м у м 
д о с т и г а е т с я в т о ч к е и е Q, не с о в п а д а ю щ е й с и*. П о к а ж е м , ч т о и в с л у ч а е , к о г д а 
с у щ е с т в у е т т а к а я с х о д я щ а я с я к т о ч к е п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {us}, ч т о г = l im r(us), 

о п я т ь F> 0. 
т-т т г В Nl В (TDrn N 

П у с т ь д л я о п р е д е л е н н о с т и т о ч к а и* т а к о в а , ч т о v* = [v*, u*J , где v* е. Um, v* е 
В N 

е Rd,v* = 0 m , v* >0d. Т о ж е с а м о е р а з б и е н и е будем и с п о л ь з о в а т ь д л я п р о и з в о л ь н о г о 
в е к т о р а v(u), а т а к ж е для м а т р и ц ы А - [BN]. О б о з н а ч и м Гв(и) = BD~l(vB(u))BT, TN(u) = 
= ND~l(vT(u))NT. Т а к к а к В - н е в ы р о ж д е н н а я м а т р и ц а , т о для всех ие UQ 

Г(и) = AD-l(v(u))AT = Тв(и) + TN(u) = Тв(и)[1 + (Гв(и)У1Гм(и)]. 
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ПОЭТОМУ ; 

I - i ( i 4 ) = { / - (TB(u))-]TN(u) + [ ( Н и ) ) - 1 ^ ! ! ) ] 2 - ..Жв(и)У1 = (Гв(и)Ух + Ф(И) , 

где || Ф(и) || = о(\\ и-и* | |) . О т с ю д а п о л у ч а е м 

хв(и) = D-WFCPW^b + D- 1 ( i^) i5 T 0(w)fe = J C / + ф^и), 

J C ^ ( H ) = о-1(и")мтг-\и)ь = ф2(и),; 

ц ( м ) = m a x jci + ф3(и), 

| | ф Д М ) | = 0 ( | и - ^ | ) , / = 1,2,3. 

П у с т ь п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь us -» u*,us е U0. Е с л и г = 0, т о г(м 5 ) < 1 д л я д о с т а т о ч н о 

б о л ь ш и х s. Н о из т о г о , ч т о || xN(u) || = 0 ( | | и — и . | |) , п о л у ч а е м 

i ^ i ( j c 4 « ) ) 2 = ^ - w . | ) , 

и, с т а л о б ы т ь , н е р а в е н с т в а r(us) < 1 п р и бблыыих s не м о г у т и м е т ь м е с т а . П о л у ч е н н о е 
п р о т и в о р е ч и е п о к а з ы в а е т , ч т о Г > 0. 

Т а к к а к г > 0, т о найдется т а к о е д о с т а т о ч н о м а л о е 0 < у(и0) < 1, ч т о 

y ( l - Y ) - V ( " ) IvU/wf^y^-u) 

д л я всех 0 < у ^ у(и0) и и е Q. П о э т о м у д л я э т и х и, у и а ^ y/ | i (w), с о г л а с н о (3 .17) , 
А(и, а) ^ Ьт(и* - и)/2. О т с ю д а и и з (3 .15) , у ч и т ы в а я н е р а в е н с т в о Ьт(и* - и) ^ KF(u), 
п р и х о д и м к и с к о м о й о ц е н к е (3.14), ч т о и з а в е р ш а е т д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . 

О б о з н а ч и м 

В(и0)= m a x т а х х ' ( м ) , oc(w0 l) = Y / В(и0). 

Т о г д а е с л и ш а г ос* в ы б и р а е т с я из у с л о в и я (3 .13) , т о ak ^ ос(м 0 ) д л я л ю б о г о к ^ 0 . 

П о э т о м у наряду с (3.14) и м е е т м е с т о н е р а в е н с т в о 

(3.18) F ( W , + 1 ) ^ F ( M , ) ( l - 0 . 5 a / 0 , 

где 0 < a ^ ос(м 0 ) . С п о м о щ ь ю (3.18) м о ж н о о ц е н и т ь ч и с л о ш а г о в , н е о б х о д и м ы х для 
п о п а д а н и я п р о ц е с с а (2 .11) в н е к о т о р у ю о к р е с т н о с т ь т о ч к и м*. Н е р а в е н с т в о (3 .18) 
с о х р а н я е т с я и для процесса (2.11) с п о с т о я н н ы м ш а г о м ак = а ^ a (%). 

§ 4 . Д в о й с т в е н н ы й б а р ь е р н о - н ь ш т о н о в с к и й м е т о д 

Е с л и п о д с т а в и т ь в ы р а ж е н и е из (1.176) для х(и) в условие д о п у с т и м о с т и , т о п р и д е м к 

с л е д у ю щ е м у уравнению.: 

(4.1) Ь-Ах(и) = 0. 

П р и м е н и м д л я р е ш е н и я (4.1) м е т о д Н ь ю т о н а . Е г о н е п р е р ы в н ы й в а р и а н т п р и в о д и т к 
с и с т е м е 

(4.2) А(и)^ = Ах(и)-Ь, 
dt 

где А(и) - п о л н а я п р о и з в о д н а я п о и в е к т о р - ф у н к ц и и - Ах(и). 
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Д и ф ф е р е н ц и р у я т о ж д е с т в о (1.176) п о и, п о л у ч а е м 

• dx 
-D(Q(v ))D(x)AT + (D(Q(v )) + A M ) — = 0. 

du 

П о э т о м у 

Л ( и ) = -A[D(Q(v (и))) + A M ] " 1 D(8(y («)))£>(x(u))A\ 

и е с л и э т а м а т р и ц а н е о с о б а я , т о м е т о д (4.2) м о ж е т б ы т ь п е р е п и с а н в виде 

(4.3) *L = [A[D(Q(v (и))) + A M ] " 1 D(Q(v (u)))D(x(u))ATTl [b - Ax(u)]. 
dt 

JI e м м a 4 . Пусть решения и и* обеих задач линейного программирования (1.1) 

и (1.2) не вырождены, выполнены условия 1 и 2 . Тогда матрица А(и*) неособая. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . П р и = ц*(и*) в ы п о л н я е т с я (D(6(u*)) + А т А)х* = АТЬ и м ы 

и м е е м х(и*) = х*. П р е д п о л о ж и м д л я о п р е д е л е н н о с т и , ч т о б а з и с т о ч к и х* о б р а з у ю т 

п е р в ы е m с т о л б ц о в м а т р и ц ы А. Т о г д а и м е е т м е с т о п р е д с т а в л е н и е А = [BN], где В -
к в а д р а т н а я н е о с о б а я м а т р и ц а . У ч и т ы в а я , ч т о в э т о м с л у ч а е 

A[D(Q(v*)) + А Т А ] - 1 = [(ВТУ1 | 0 Ы ] , 

п о л у ч а е м 

(4.4) A(n . ) = (B T)- 1D(e(i/f)D(jc?)B. 

В с е к в а д р а т н ы е м а т р и ц ы , в х о д я щ и е в п р а в у ю ч а с т ь (4 .4) , не в ы р о ж д е н ы , п о э т о м у 
м а т р и ц а Л(м*) н е о с о б а я . 

У т в е р ж д е н и е л е м м ы 4 д а е т в о з м о ж н о с т ь с ф о р м у л и р о в а т ь т е о р е м у о л о к а л ь н о й 
с х о д и м о с т и м е т о д а (4.3) и е г о д и с к р е т н о г о в а р и а н т а 

(4.5) и м = uk + [A[D(Q(v к)) + A M ] " 1 D(e(v k))D(xk) А т Г 1 (b - Ахк), 

где ик = v(uk), хк = х(ик). 
Т е о р е м а 4 . Пусть выполнены предположения леммы 4 . Тогда точка и* 

является асимптотически устойчивым положением равновесия для системы (4 .3) . 
Если, кроме того, матрица А(и) удовлетворяет условию Липшица в некоторой 
окрестности и*, то последовательность \ик), генерируемая процессом ( 4 . 5 ) , 
локально сходится к м* с квадратичной скоростью. 

В и д м е т о д а (4.3) н е с к о л ь к о у п р о щ а е т с я , е с л и в к а ч е с т в е ф(н>) и с п о л ь з у е т с я п р е о б 

р а з о в а н и е (1.3): 

duldt = [A[D(v(u)) + A T A ] " 1 D0c (w))A T ] - 1 ; [b - Ах(и)]. 

Е г о д и с к р е т н ы й в а р и а н т а н а л о г и ч е н (4.5). 
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