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Для задачи.линейного программирования рассматривается прямо-двойственный метод Нью
тона, в котором текущие точки могут принадлежать границам допустимых множеств, В тех 
случаях, когда ньютоновская система для нахождения направлений перемещения является 
недоопределённой, для выбора ньютоновских направлений предлагается решать вспомога
тельную линейную задачу дополнительности. Исследуются основные свойства итеративного , 
процесса. ' > ъ 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время методам решения задач линейного программирования, особенно относя
щимся к классу методов внутренней точки, уделяется много внимания. Выл предложен ряд 
алгоритмов, из которых наиболее эффективными оказались прямо-двойственные методы, 
аппроксимирующие так называемый "центральный путь" [ 1 Н Щ В [14], [15] рассматривался 
прямо-двойственный алгоритм, в котором для определения направлений перемещений методом 
Ньютона решалась система равенств, описывающих условия оптимальности для доставленной 
задачи, Шаги как в прямом, так и в двойственном пространствах выбирались на основе наиско
рейшего спуска, однако выход на границы допустимых множеств не разрешался. В [16] данный 
метод был обобщен на случай общей задачи линейного программирования, в которой присутст
вуют двусторонние ограничения. \ 

В настоящей работе рассматривается предельный вариант метода [15], когда возможен выход 
на границы допустимых множеств. При этом для простоты предполагается, что шаги в прямом 
и двойственном пространствах совпадают и что все точки итеративного процесса являются до
пустимыми. В качестве функции, на основе минимизации которой определяется шаг, использу
ется разность значений целевых функций в прямой и двойственной задачах. Так как выход на 
границы допустимых множеств может привести к недоопределенности системы уравнений для 
нахождения ньютоновских направлений, то для выбора конкретных направлений предлагается 
решать вспомогательную линейную задачу дополнительно 

Постановка задачи и основные обозначения, используемые в работе, даются в разд. 2L В 
разд, 3 описывается общая ньютоновская итерация. При этом рассматривается как регулярный 
случай, когда матрица ньютоновской системы является невырожденной, так и нерегулярный -
когда она вырождена, В последнем случае формулируется специальная линейная задача допол
нительности, на основе решения которой определяются единственные направления. Общие 
свойства ньютоновских направлений исследуются в разд. 4. Наконец, в разд, 5 описывается чис
ленная схема метода. Показывается, каким образом процесс ведет себя при попадании в верши
ны допустимых множеств, Рассматривается частный случай процесса, когда начальная пари то
чек совпадает с неоптимальной парой вершин. 

' 1 П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И • :" 

Пусть требуется решить задачу линейного программирования 

miner1*, - Ах - /?. x>0Hi ( (1) 

где их-векторы-столбцы из л-мерного евклидова пространства Шп> А есть (т х я)-матрйца пол-
— . - . . — - а- / ' s ' ' 

! ) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (коды проек
тов 96-01-01047 и 96-15-96124). 

2 Ж У Р Н А Л В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь Н О Й М А Т Е М А Т И К И И М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Й Ф И З И К И том 39 № 1 1999 



18 ЖАДАН 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ [ том 39 № 1 1999 

ного ранга, в которой т < я, 0„ - нулевой n-мерный вектор. Двойственной к (1) является задача 

max bTu, с-АТи >0п. / (2) 
Обозначим через X и U множества допустимых точек в задачах (1) и (2): 

X = {х 6 UI: Ах = b}, U = {и е ОТ: v(u)>On}, 

где Un

+ - неотрицательный ортант U" и v(w) = с -АТи. Пара точек [х, и] е Хх [/называется допу
стимой. Если, помимо того, х > 0„, v(u) > 0„, то такая допустимая пара называется внутренней. 

Всюду ниже предполагается, что множества X и U не пусты. Считается также и нигде специ
альным образом не оговаривается, что обе задачи (1) и (2) не вырождены, т.е. не вырождены все 
вершины допустимых множеств X и U. Из сделанных предположений вытекает, что задачи (1) и 
(2) имеют единственные оптимальные решения:** и и*, являющиеся вершинами, соответствен
но, множеств X и U. Пара [х*, и*] называется оптимальной. 

Введем дополнительный набор обозначений, которым будем пользоваться в дальнейшем. 
Любым допустимым точкам х е X, и € U поставим в соответствие индексные множества 

* JB{x) = {л: х[>0}, JN(x) = {i: х1 = 0}, 
i i (3) 

JB(u) = {/: v (и) = 0}, JN(u) = {/: v (u) > 0}. , - & 
Кроме того, рассмотрим их всевозможные пересечения: 

В В N N 

JB(x,u) = J (х) П JB(u), / у у ( * , и) = J (х) n JN(u), (4) 
JB

N(x,u) = JB(x) сл J N{u), JN

B(x,u) = JN(x) n J B(u). x . (5) 
Пусть ai есть i-и столбец матрицы А. В соответствии с разбиением множества всех индексов 

[1 in] на подмножества (3) разобьем также матрицу А на подматрицы Ав, AN

y Ав й AN, включив в 
них те столбцы ah индексы которых принадлежат, соответственно, множествам JB(x), JN(x) и 
JB(u), Jj^u). Символами А д , AJJJ, AB

N и Ав будем обозначать подматрицы матрицы А , составлен

ные из столбцов с индексами, соответственно, из множеств JB

B{x, и\ JN

N(x, w), JB

N(x, и) и JB(x,u). 

Аналогичные разбиения будем использовать и для л-мерных векторов. Например, хв - часть 

вектора *, содержащая компоненты х1 с индексами / из множестве JB

B(x, и), vB

N - часть вектора 
в \ • 

у = v(w), составленная из компонент с индексами из JN(x, и). 
Обозначим через |7| число элементов в индексном множестве Положим также d = л - т . Из 

предположения о невырожденности обеих задач (1) и (2) вытекают неравенства 

\jB(x)\>m, \jN(x)\<d, \JB(u)\<m, \JN(u)\>d, (6) 
имеющие место в произвольной допустимой паре точек [х, и]. Поэтому 

\jl(x, и)\ < т, \ j u ( x , u)\<d, \jB(x, и)\ < mm{m,d}. (7) 
Кроме того, если [х, и]- внутренняя пара точек, то ' 

\jB

N{x, и)\ = п, \jB(x,u)\ = |y^(x, w)| = \jB(x,u)\'= 0 . x .. • (8) 

При выполнении строгого равенства \JB

B(x, и)\ = т точка и является вершиной множества U. 

Аналогично, при выполнении строгого равенства \JN(x,u)\ = Сточках является вершиной мно
жествах. ч

 4 

Лемма 1. Пусть [х, и] - допустимая пара точек. Тогда имеют место следующие утвержде-
ним. • 1 

1) [х, и] является оптимальной парой в том и только том случае, когда 

\jB

B(x, и)\ = т, \JN(X, и)\ = d, \jB

N(x, и)\ = \jN

B(x, и)\ - 0; 
в 

2) [лс, и] отлична от оптимальной пары в том и только том случаекогда \J.N (х, и)\ > 0; 
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3) [х, и] является неоптимальной парой, состоящей из вершин, соответственно, множеств 
Хи в том и только том случае, когда \ JN

B (х, и)\ > 0. 
Доказательство. Докажем только последнее утверждение. Предположим, что вершина х мно

жества X и вершина и множества U образуют неоптимальную пару точек [х, и]. В этом случае 

\JB(x)\ = га и \JB(u)\ - га. Если допустить, что множество JB (х, и) пусто, то JB(u) - JB

B{x,u). Но по

скольку х - невырожденная вершина множества X, то \JB(x)\ = га. Поэтому JB(x) = JB

B (х, и) = J$(u). 

Так как при этом обязательно JB

N(x, и) '= 0 , то наосновании утверждения 1) леммы приходим к 
выводу, что [х, и] - оптимальная пара. Данное утверждение противоречит сделанному допуще
нию. Лемма доказана. ,, 

Предположение о невырожденности задач (1) и (2) приводит также к тому, что в любой допу
стимой паре точек [х, и] матрицы Ави Ав имеют полные ранги, причем ранг матрицы Ав равен 

т . Отсюда следует, что подматрицы и также имеют полные ранги. 

3. НЬЮТОНОВСКАЯ ИТЕРАЦИЯ 

Для того чтобы пара точек [х, и] е [R+ х U была решением задач (1) и (2), необходимо и до
статочно, чтобы 

У ' : D(x)v(u) = 0 П , _ (9) 

Ах = Ъ, ^ (10) 

где через D(x) обозначена диагональная матрица с вектором х на диагонали. 
Если для решения системы уравнений (9), (10) применить метод Ньютона с переменным ша

гом, то получим следующие формулы перехода из текущей точки [х, и] в новую точку [х , w ]: 

х = х + осДх, й = и + аДм, (11) 

где а > 0. Векторы приращений Ах и Aw удовлетворяют следующей системе линейных уравне
ний: У ' '• • V 

W(x, и) 

Матрица W(x, и) в (12) имеет вид 

W(x, и) = 

Ах D(x)v(u) 
Аи_ Ъ-Ах 

(12) 

D(v(u)) -D(x)A 
—A 0 m m 

(13) 

Здесь и ниже 0 Ь - нулевая матрица размера k х s, крышечка над матрицей используется для обо
значения ее транспонирования. 

Обозначим через Wx(x, и) квадратную подматрицу матрицы W(x, и), получающуюся вычерки

ванием из нее строк и столбцов, индексы которых принадлежат множеству JB(x, и). Если мно

жество JB (х, и) пусто, то считаем, что Wx(x, и) совпадает с W(x, и). 

Лемма 2. Для любых допустимых пар [х, и] матрица W{(x, и) является нёособой. 

Доказательство. Предположим для определенности, что JN

N(x,u) = {1, 2 , . . . , / } , JB

N = {г+ 1, ... 

г + s} и JB(x, и) = {г + s•+ 1 , г + s + t], где г + s + t<n. Тогда матрица WY(x, и) имеет вид 

W{(x, и) = 
w , W2(x, и) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 1 1999 2* 
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где 

ЖАДАН 

W2(X; U) -• 

Отсюда следует, что 

/>(v") 

о , 

Ав 

о . 

о„. гл/ В \ ' \ В 

-£>(хя)А/? 

detW,(i , w) = detW 2(x, и) v'(u): (14) 
/ <Ё JN(X, U) 

После умножения первой строки матрицы W2(x, и) слева на AB

ND~\vB

N) и сложения ее с по
следней строкой приходим к матрице 

W2(X, и) =* D(vB

N) 

P(t + m)s 

Wo 

где 

W3(x, и) - On 

-А" в-

-D(xB)AB 

- Г 
- w 9 -

W3(x, и) 

0, 

(15) 

-AyVD(xyy) 
Г := A^D(%)D (v y v)A^ v. 

Так как det W2 (х, и) - det W2(x, и), то из (14) и (15) получаем, что 

detW^jc, и) - detW3(jc, и) f][ v\u). 

Поэтому Wx{x, и) будет неособой матрицей в том и только том случае, когда неособой является 
матрица W3(x, и). . \ 

Рассмотрим сначала случай, когда JB

B (х, и) - 0 , ТогДа W3(x, и) = Г. Так как при этом пред
положении обязательно 7fi(x) = JB

N(x, и), то матрица Ав

н имеет полный ранг, равный ms поэтому 
матрица Г неособая. 1 ' к 

Перейдем-теперь к случаю, когда JB(x, и) Ф 0 . Для доказательства невырожденности матри
цы W3(x, и) убедимся, что линейная система W3(x, u)z - 0 имеет только нулевое решение. Исполь
зуя для вектора z разбиение z = [хв, и ], записываем эту систему в более подробном виде: 

D(xB

B)ABu - 0, Авхв + Ги - 0. (16) 

В ' 1 — 

Пусть s - ранг матрицы Ав. Если s = га, то, согласно первому равенству (16), и = 0. Второе 
равенство (16) тогда переходит в Ав

в хв

в = 0„ следовательно, х'в - 0, ' ,, . 

Предположим теперь, что s<m. Так как Ад - матрица полного ранга, то число столбцов в ней 

равно s. Кроме того, на основании (16) имеем й = Hq, где H-mx (т - s) - матрица, составленная 

из векторов произвольного базиса нуль-пространства матрицы An (ортогонального дополнения 

пространства столбцов матрицы Ав), q - некоторый вектор из Шт \ Поэтому второе равенство 

(16) можно переписать в виде THq + Ав

в хв

в - 0 или (после его умножения слева на матрицу Н) 

HTHq а 0. (17) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 1 1999 
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Число столбцов матрицы 'ANH, равное т - s, не больше числа строк. Действительно, в про-
в в 1 

тивном случае имели бы т - \JB (х, и)\ > \JN(х, и)\. Поэтому 

. \jB(x, и)\ + |У^(Х, и)\ - \j'\x)\ < га, ' 

что противоречит (6). Таким образом, ранг матрицы ANН не превышает т - $. Убедимся, что он 
/ч В ' * в 

равен га - s. Пусть это не так. Тогда столбцы матрицы AN Н линейно зависимы, т.е. ANHH = 0 для 

некоторого ненулевогр вектора h е R m s . Поэтому ненулевой вектор Hh, принадлежащий нуль-
~ЛВ ' ' *в 

пространству матрицы Ав, принадлежит одновременно нуль-пространству матрицы AN, т.е. он 

принадлежит нуль-пространству матрицы А , что невозможно из-за того, что ранг А равен т. 
' л В ' Л' 1 

Так как столбцы матрицы AN Н линейно независимы, то матрица Грама Н ГН не вырождена 
и из (17) получаем, что q - 0. Тогда на основании (16) имеем хв = 0. Таким образом, z = 0 и, сле
довательно, W3(x, и) - неособая матрица. Лемма доказана. 

Определение 1 . Допустимая пара точек [х, и] называется регулярной, если JB (х, и) = 0 . В про
тивном случае пара [х, и] называется нерегулярной. 

Используя утверждение леммы 2, приходим к следующему результату. 
I Теорема 1 . Матрица W(x, и) является неособой в том и только том случае, когда пара [х, и] 

регулярна. 
Из (8) следует, что все внутренние пары точек являются регулярными. Кроме того, согласно 

утверждению 1) леммы 1, оптимальная пара также регулярна. Если пара точек [х, и] нерегуляр
на, то система (12) является недоопределенной, т.е. число неизвестных больше числа уравнений. 

Рассмотрим произвольную допустимую пару точек [х, и] и обозначим 
пв = \jB(x,u)\i nN

N = |/д1(х, и)\, 

nN = \JN(x, u)\, nB = \JB(x,u)\. 

(Система (12) в этой nape точек запишется в виде 

D(VN)&XN-D(XN)ANAU = -D(x°N)v°N, • (18) 

' ' D(vN

N)AxN

N = 0 „, ' „ V (19) 
/ ' " ' . ' • n N • 

D(xB

B)AB

BAu . 5 = 0 „, ~ (20) 

А^Ахд T -А^Дх^ - t -A^Ax^ - f ABAxB = 0 m . (21) 

Эта система состоит из п + га - пв уравнений. Рассмотрим возможные случаи ее решения в зави

симости от числа индексов в множестве JB(x, и). 1 

Случай 1: пв =т. Тогда обязательно [х, и] является регулярной парой точек и, в силу полноты 

ранга матрицы А | , ИЗ (18)—(21) получаем 

Аи = 0 Щ , Дх^ == 0 ; , Дх^ - -xB

N, Ахв

в = (Ав

в) ХAB

NxB

N. '(22) 

Заметим, что точка и является вершиной допустимого множества U. 

Случай2: 0 < п\ < га. Предполагая заданным Ахв , разрешаем систему (18)-(21) относительно 

Ахв

в, AxB

N, AxN

N и Аи. Пусть (S^ ) 1 - ортогональное дополнение подпространства SB

B, порожден- * 

ного столбцами матрицы Ав, и пусть Н - матрица, составленная из векторов произвольного ба

зиса в (Si)1. Так как ранг матрицы Ав равен пв, то из (19), (20) получаем, что AxN

N == 0 и Аи = Hq, 
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где q е R S , s = га - пв. Из (18), (21) с учетом того, чтЬ wB

N > 0, приходим к более простой системе 
, в " из га + nN уравнении: 

А В , ^ВЛ \В в ЛВА В ЛВА В ANA N rv 
AxN-(GN)ANHq = -xN,ABAxB + ANAxN + ABAxB = Onir 

где . 

GB

N = Dm{xB

N)D-m{vB

N). 

Разрешая ее относительно га + nB

N переменных Ахв, Ахв и q, получаем 

. . . q = {HTHfH(Alxl-AN

BAxN

B), (23) 

А В / ^ В \ 2 л В Г\/ А В В A N Л N\ В •/<SA\ 

AxN = (Gyy) ANQ(ANxN-ABAxB)-x-N, (24) _ 

Ахв = (AB

BAB

B) 1 AB

B(I -TQ)(AB

NxB

N - ABAxB). (25) 

Здесь, и далее / - единичная матрица, 

Г = AB

N(GB

N)2AB

N, Q = Н{НТН)'н, (26) 

причём из доказательства леммы 2 следует, что НГН-неособая матрица. 
Обозначим Ъл - Ъ - АвАхв . В произвольной точке хе X имеет место равенство 

Авхв

в + AB

NxB

N = Ъ. (27) 
/ч В • 

Тогда, поскольку Н Ав = 0, из (23)-(27) получаем 
Аи•=' Qbu - - (28) 

- AxB

N = (GB

N)2AB

NQbx-xB

N, AxN

N = 0 N , (29) 

• AxB

B = CAlAB

B)~'AB

B{I-TQ)bx-xB

B^ . (30) 

Случай 3: nB = 0. Тогда JB(x) - JB

N(x, и), поэтому/матрица A^ состоит из га линейно независи
мых столбцов. Решение системы (18)—(21) имеет вид 

Аи = Qx(AB

NxB

N-ABAxB), (31) 

Л В f ^ B \ 2 ' A B S ^ / АВ В A N A N \ В A N П / Т " > \ 

Ахдг = . ( G y v ) ANQ\(ANxN- АвАх,в) -xN, AxN = 0 (32) 
В В 2 * В — 1 

Здесь 2 i = (AN(GN) Ayv) . Матрица Qx совпадает с Q в том случае, когда Я - матрица базиса во 

всем пространстве и, следовательно, является невырожденной квадратной матрицей порядка 

га. Из (31) и (32) с учетом равенства AB

NxB

N = b получаем < 
Аи = Qxbx, AxB

N = {GB

N)2AB

NQxb\-xB

N, AxN

N = 0 N. 

В дальнейшем решение системы (18)—(21)' для всех трех случаев будем записывать в виде (28)-
в

 ч

 в 

(30), считая, что матрица Q является нулевой, если пв - га, и совпадает с Qb если пв - 0. В по
следнем случае отпадает надобность в пересчете вектора хв

в. ^ 
Изменение компонент вектора v(w), соответствующее изменению (28) вектора и, равно Av = 

, .= - A Aw, или (в более подробной записи) 

AvB

B = -AB

BQbx = 0, AvB

N = -AB

NQbx, . (33) 

Л Д ; ^ = r - A e G f r , , AvN

N = -ANQbx.\ : (34) 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 1 1999 
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Так как в текущей точке - О* vB = 0, то первое равенство совместно с равенством Дх# = 0 
, N В •• ' • , • • 

означает, что компоненты векторов-Хд, и vB остаются равными нулю. 
Согласно утверждению теоремы 1,Всли допустимая пара точек [х, и] является регулярной, то 

система (18)—(21) имеет единственное решение. Если нет - то она имеет множество решений и 
выбор конкретного решения из этого множества зависит от выбора вектора Ахв . Распорядимся 

этим вектором таким образом, чтобы приращение A vN

B вектора vN

B было неотрицательным. 

Согласно (34) имеем AvN

B = £lAxN

B -р; где Q, = Ав QAB,p -ABQb. Отсюда приходим к неравен
ству / ,' 

Av1^ = QAx^-p>0 /v . (35) 

Так как матрицы Г или Я ГЯ, входящие в матрицу Q, являются матрицами Грама, составленны
ми для линейно независимых столбцов, то симметричная матрица Q, неотрицательно определе
на. На самом деле имеет место более сильное утверждение. 

Лемма 3. В любой допустимой нерегулярной паре точек [х, и] матрица £1 положительно оп
ределена. ; • • 

Доказательств'©. Прежде всего отметим, что если множество JN

B (х, и) не пусто, то обязатель-
в • >. - . но пв < га. -

Пусть 0 < пв

в < т , и пусть / = nN

B. Возьмем произвольный ненулевой вектор z е Ш* и обозначим 

w = HAN

B z. Вектор w Ф 0, ибо иначе ненулевой вектор Ав z был бы ортогонален столбцам матри-

цы Я. Так как эти столбцы образуют базис в нуль-пространстве матрицы А#, то это означает, 

что вектор ABz принадлежит пространству столбцов матрицы Ав

в, являющемуся ортогональ-
i ~в • • ' ' ' 

ным дополнением нуль-пространства Ав. Поэтому столбцы матрицы Ав линейно зависимы, что 
невозможно, поскольку, в силу невырожденности двойственной задачи, матрица Ав ш^еет пол

ный ранг. Отсюда с учетом положительной определенности матрицы Я Т Я получаем, что 

{z, Oz) = (w, (HYH)~xw) > 0. Таким образом, матрица Q, также положительно определена. 

В случае, когда пв

в = 0, матрица Q имеет вид Q, = Ав Q{ AN

B и неравенство (z, Qz) = (Ад z, Q\ AN

B z) > 

> 0 вытекает из полноты ранга матрицы А в . Лемма доказана. \ 

В случае, когда множество JN

B (х, и) состоит из одного индекса, матрица О, является положи

тельным числом. Если р < 0, то из (35) видно, чтр при Ахв = 0 выполняется A v J > 0. Если р > 0, 

то, полагая Ахв = р / 0 , будем иметь AyN

B = 0. Таким образом, всегда существует неотрицатель

ное решение неравенства (35), удовлетворяющее условию AxN

BAvN

B = 0 . Покажем, что такое 

свойство имеет место и при большем количестве индексов в множестве JB(xru). Ниже через (•, •) 
обозначено евклидово скалярное произведение. 

Теорема 2. Пусть выполнены предположения леммы 3. Тогда существует единственное не
отрицательное решение Дх^ системы линейных; неравенств (35), удовлетворяющее условию 

(AxB,AvB) = 0. (36) 
Доказательство, Составим функцию • ! 

f(AxB) = ^(AxN

B, QAxN

B)- (р, Ахв). 

Так как О - положительно-определенная матрица, то эта квадратичная функция сильно выпук-
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щ. Поэтому существует единственное решение задачи 

• 4 min ДЛхв). ; ' Q7) 
, AxN

B > О 

В силу необходимых условий минимума, в этом решении выполняются соотношения 
V У/(д4) * ш х ^ - Р > о , (V/(A4),A4) = о. 

Отсюда приходим к утверждению теоремы.. 
Объединяя (35) и (36), получаем линейную задачу дополнительности 

О Д 4 ^ > 0 , А х ^ О , (QAxs-p, Ахв) f 0. (38) 

Из неравенства (6) следует, что 

\jB

B(x, ц)\ + \jB(x, и)\ < га, \jB

B(x, и)\ + \jB

N(x, и)\ > га. •* (39). 

Поэтому V . \ 

. ; *•' \jN

B(x,u)\<\jB

N(x,u)\. (40) 

Таким образом, размерность линейной задачи дополнительности (38) не превосходит числа ин
дексов в множестве JB

N (х, и) и, согласно неравенству (7), не больше максимального из двух чисел 

mnd. Из (39) следует также, что она не превышает размерность нуль-пространства матрицы Ав. 
Отметим также, что, в силу единственности решения (37), задача (38) также имеет единственное 
решение, поэтому независимо от того, является пара [х, и] регулярной или нет, направления Ах 
и Аи определяются единственным образом. ' ( , • 

4. СВОЙСТВА Н Ь Ю Т О Н О В С К И Х Н А П Р А В Л Е Н И Й 

Приведем простейшие свойства ньютоновских направлений Ах и Аи, которые вытекают не
посредственно из их определений (28)-(30). 

Лемма 4. Пусть в регулярной паре [х, и] точка и является вершиной множества {]. Тогда 
Аи = 0, ' . • ч , .'" ' 

Доказательство/Так как и ^ вершина £/, то имеет место равенство \JBiu)\ за га. Но JB(u) -
В N N В В 

= Jв (х, и) и Jв (х, и), и поскольку Jв (х, и) = 0 , то JB(u) щ Jв (х, и). Следовательно,, | Jв (х, и)\ = га. 
Поэтому на основании (22) получаем, что Аи = 0. 

Определение 2. Задача (1) сильно невырожденна, если вектор Ъ не принадлежит никакому 
подпространству пространства Rm, порожденному менее чем т столбцами матрицы Д. 

Лемма 5, Пусть задача (1) сильно невырожденна. Тогда в любой допустимой паре [х, и] если 
Аи = 0, то и - вершина множества U. 

Доказательство. Согласно (28) имеем Аи = Я ( # Г # ) - 1 Я Ь\ - 0, Так как столбцы матрицы Я ли-

нейно независимы, то (НТН)~1НЬ{ 0 й, следовательно, НЬ^ = 0, вектор ЪЛ принадлежит нуль-

пространству матрицы Я , совпадающему с пространством столбцов матрицы А#. Но тогда для 

некоторого z е Я " выполнено соотношение 

AB

Bz + AN

BAxN

B = b. , . (41) 

Матрица Ав состоит из не более чем га столбцов, Если их меньше га, то равенство (41) противо
речит предположению о сильной невырожденности задачи (1). Если же их число равно га, то это 
означает, что га линейно независимых столбцов Ав являются базисом вершины и допустимого 
множества U. 

Лемма 6, Пусть в регулярной паре [х, и] точка х является вершиной множества X Тогда 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 1 1999 
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Доказательство. Так как х - вершина, то столбцы матрицы Ав = [Ав

в, AN] линейно независи
мы. Тогда на основании, равенства 

' ' Д ^ ^ Х ^ О . , (42) 

вытекающего из (21) и (29), получаем, что Ахв

в О, Дх^ R Q. Таким образом, Дх s= О, 

Оиределеиие 3. Задала (2) сильно невырожденна, если не существует и е Rm, для которого бо
лее чем т компонент вектора v{u) равны нулю. 

Лемма 1о Пусть задача (2) сильно невырожденна. Тогда в любой допустимой паре [х, и] если 
Дх =г 0, то х - вершина множества X. 

Доказательство. Так как, по лемме 2, матрица W,(x, и) является неособой, то система (18)—(21) 

при Ахв з? 0 имеет единственное решение относительно остальных переменных. Но в этом слу
чае она переходит в i 

л В. А В В 

. АвЛи 0, AN&U' ~. vN. . . . . (43) 

Покажем, что число столбцов в матрице Ав = [А^, AB

N] равно т. Действительно, если бы их 
было меньше т , то система (43) имела бы неединственное решение и, следовательно, неединст
венное решение имела бы система (18)-(21). Если число уравнений в (43) больше т , то сущест
вование ее решения равносильно существованию такого вектора и е Мт, что Ав(й - и) = 0 и 
^ в ~ в * в ~ в ~ ^ в ~ в в ~ ~ 
AN {и - и) = vN. Но Ав(й - и) = -vB(u)9 AN {и - и) ~ vN - vN(u), Таким образом, в точке и е 

е R m более чем т компонент вектора v{u) равны нулю, что противоречит предположению о 
сильной невырожденности двойственной задачи (2). Лемма доказана. 

Согласно (18) имеем D^X{XN)AXN + D ~ ] ( V N ) A V n -~е, где е - вектор со всеми компонентами, 
равными единице. Из формул (29), (33) следует также, что 

. < Д Х ^ , А 4 ) * ^{QTQb.-QAlxlb,). (44) 

Из (34) и (44), учитывая равенства QTQ ~ Q, QAB

NxB

N - Qb и (36), получаем , , 

<Дх*,&vB

N) - (QAN

BAxi b{) ~ -<Дх£, AvN

B) * 0. ' (45) 
Таким образом, (Дх, Av) = 0, т.е. сохраняется ортогональность направлений Дх и Av, имеющая 
место для внутренних пар. 

Введем в рассмотрение вектор-функцию \|/(х, и) и функцию V(x, и), положив 

, , Щх,и) ^,Dm(x)Pm(v(u))e, V(x,u) ||\|/(х, w)||2, (46) 

где |Н| - евклидова норма в Ш". Как известно (см., например, [7]), существует взаимно однознач
ное соответствие между компонентами вектора \|/ и точками множества X х [/, На множестве 
X хU функция V(x, и) неотрицательна' и 

V{x,u) == (с, х)-(Ь, и). , / (47) 
Условие (9) в точке [х*, и*] е X х £/эквивалентно тому, что V(x*, и*) - 0. 
{ Вычислим изменение функции У(х, и) при переходе из пары точек [х, и] в новую пару [х , и], 
определяемую формулой (11), Имеем . . 

V(x,U) - X V (и) + X V (и) « с, + с 2 (Х Ф с 3 а 2 , 
i G JN{x, и) • • i e JB(x, u) i 

где , : " . 

• •^> '= Y(x, u), • . 

c2 ш (vB

N,AxB

N) 4* f v $ = -V^(x, и), ' ' 

. c 3 - - (Дх*, Av*> + (AxB,AvB). 
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A, = - (V*, ( / ' -P)V| /*> " <"> ( / - P , ) A M ( / - ^ ) . 

Матрица / - P i есть матрица ортогонального проектирования на подпространство (SB) . От
сюда следует, что 

' ( / - Р , ) A B

N G B

N ( I - P ) y B

N = Я ( Я Я ) " 1 ^ / - ^ ( ^ Z j ) " 1 ^ ) ^ . - 0„. 
Поэтому, в силу неотрицательной определенности матрицы ортогонального проектирования 7 - Р, 
получаем 

д, = - < < ( / - р . ) ^ ) < о . ' (56) 
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Из (45) вытекает, что съ = 0. Следовательно, изменение функции V(x, и) не зависит от выбора век
тора Ахв и 

V(x,u) = (l-a)V(x,u). (48) 
Поэтому для наибольшего уменьшения значения функции V(x9 и) шаг в (11) следует'брать мак
симально возможным при условии, что новая пара точек [х , и ] остается допустимой. 

Теорема 3. Пусть задана (1) сильно невырожденна. Тогда в любой допустимой паре точек 
[х, и] имеет место неравенство 

( й , Д и > > 0 , (49) 
причем равенство возможно лишь в том случае, когда и - вершина множества U. 

Доказательство. Из (28) с учетом (34) получаем 

(b,Au) = (b,Qbx) = {bbQbx) + {AN

BAxlQbx) = (fo,, Qfe,) + (Ах^, А & Ь - А ^ М ) = 
= {bbQbx)-{AxlAvN

B) = (buQbx) = {Hbb(HYH)~X Hbx). 

Так как матрица НТНявляется положительно-определенной, то из (50) следует, что (Ь, Аи) > 0. 

Это неравенство переходит в равенство, если НЬ{ = 0 . Но тогда Аи = 0 и, по лемме 5, получаем, 
что и - вершина множества U. 

Теорема 4. Пусть задача (2) сильно невырожденна. Тогда в любой допустимой паре точек 
[х, и] имеет место неравенство 

( с , А х ) < 0 , (51) 
причем равенство возможно лишь в том случае, когда х -вершина множества X. 

Доказательство. На основании (29), (30) имеем (с, Ах) = А{ + А 2, где 

Д , = - (с", л-"> + (& {A'U'id ' - VQ)b) + (4, (Gtt

N)2AH

NQb), 

А 2 = (св,Ахв)-(св(АвАв) AB{I-TQ)ABAxB) - {cN, (GN) ANQABAxB). ' • „ . 
Воспользуемся равенствами 

( ^ В . 8 , л8 8 г^8.,,8 / с о \ 

св = Ави, cN = vN + ANu, X n - GN\\fN. , (52) 
Из последних двух следует, что 

<4>4> = 1МГ+ (u,AB

NGB

NyB

N). (53) 
Обозначим -

ZB

N = GB

NAB

NH, , (54) 

- Р = ZB

N(ZB

NZB

N)~LZB

N, Р , = АВ

В(АВ

ВАВ)~\АВ

В. : \ (55) 

Аналогично (53) получаем 

(с*, (GB

N)2AB

NQAB

NxB

N) = (cB

N, GB

NP\\fB

N) = 

= (GB

Nv% PyB

N) + ( a , A*G*P ¥ *> = <Л|& P ¥ * > + <n, AB

NGB

NPyB

N). 
Тогда 
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На основании (52) имеем также 

А 2 = (и, 4л4> - <„, / > , ( / - Г0)л£д4> - (4. (G'^AlQA^- (и, Г ^ Л л ^ = 

= <„, (/ - /',)(/- ГО)Л*АХЬ - (vl (б1,гдк^«д4>- , -
Но 

( / • - Р , ) ( / - Г 0 Л ^ А . 4 = H(HH)~,ff(I-rQ)A^xs

tt' = 0,„. 

следовательно, i 

Д 2 = -<^*-%> : QAB^XB) = -(b,QABAxB) = -(p,AxN

B). 

Отсюда, с учетом (38), приходим к | 

А 2 = -(Ах в,ИАх . (57) 

так как, по лемме 3, матрица Q положительно определена. 
Из (56) и (57) окончательно получаем 

(с, АЛ-) = - | (I - + < A.v*, И Д л $ ] < 0. (58) 

Равенство нулю в (58) возможно только в том случае, когда AxN

B = 0 и P\\fN = \|/#, т.е. когда век
тор \|/* принадлежит подпространству, порожденному столбцами матрицы ZB

N. Но тогда из (29), 
(52) и (55) получаем 

А В уг^В г* В В В В В г\ / 

.AxN - GNPyN-xN = G,v\|/,v-.v,v = 0, 
в в в в в в 

поэтому равенство Л вАхв + ANAxN ==0 переходит в АвАхв = 0,из которого,-в силу линейной не
зависимости столбцов матрицы\ Ав, следует, что Ахв = 0 . Отсюда приходим к выводу, что 
равенство в (58) возможно толькб при Ах = 0. Из утверждения леммы 7 следует, что х есть вер
шина множества X. Лемма доказана. , 

Заметим, что если в регулярной паре [х, и] точка и является вершиной множества £/, то обя
зательно имеет место равенство (Ь, Аи) = 0. Точно так же если х является вершиной X, то Ах = 0. 

5. О П И С А Н И Е МЕТОДА 
Предположим, что задана начальная допустимая пара точек [х 0, м 0], и пусть на к-й итерации 

получена допустимая пара точек [хк, ик]. На следующей, (к + 1)-й итерации определяем новую па
ру точек: 

•'**+ч = хк + акАхк> ык+л = uk + akAuk. . . (59) 
Здесь приращения Ас^ И Аик вычисляются по-формулам (28)-(30) при х = хк9 и = ик, причем если 
JB (хк9 ик) Ф0, то неотрицательное приращение Ахв выбирается таким образом, чтобы оно было 
решением линейной задачи дополнительности (38). Шаг ак полагается равным 

ак = тах{ос > 0: хк + аАхк G X, ик + аАик е £/}. (60) 
Итерации ведутся до тех пор, пока не будет выполнено условие V(xk, ик) == 0. 

Введем индикаторные векторы ув и yN, определив их как 

у8 = e + D~\xB)AxB, yN'= -D~\vN)AvN. .. (61) 

По смыслу они совпадают с индикаторным вектором Тапиа, используемом в прямо-двойствен
ных методах внутренней точки [17], Согласно (29), (30), (33) и (34) имеют место представления 

у в

в = D - , ( x ^ ) ( A ^ ^ , A ^ ( / - r e ) b 1 , ..." (62) 

,.yB

N = D-\vB

N)AB

NQbl9 - \ (63) 

yN

N = D~\vN

N)AN

NQbx. '-. \ (64) 
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Используя векторы ув и yN, формулы (11) пересчета компонент векторов хв и vy-мбжно перепи
сать в виде 

хв = D(xB)[e + a(y8 ^е)], vN = D(vN)[e-~ayN]9' (65) 

где vN = Удг(й). 

Пусть / е JB

N (х, и). Из (65) следует, что если 0 < у1 < 1, то компоненты х1 и v! векторов JC и v 
убывают с ростом шага а, Если у1 > 1, то убывает только компонента v ' , а компонента х1 возра
стает. Если у1 < О, то, наоборот, х1 убывает, a vl возрастает. Обозначим через ув минимальную 
компоненту вектора ув, через у % - максимальную компоненту вектора yN. Тогда 

' " а к = min {[ 1 - y * ] ~ V [ ^ C b (66) 

Здесь [а]+ =R гпах[0, а] , векторы ув и yN вычислены в паре точек [хк, ик]. ' 

Определение 4. Степенью неоптимальности допустимой пары точек [х, и] называется число 
индексов в множестве JB

N(x, и). ' < 

Если степень неоптимальности пары точек [х, и] равна нулю, то, по лемме 1, и] - оптималь
ная пара. Степень неоптимальности любой другой допустимой пары строго положительна, Сте
пень неоптимальности внутренней пары точек наибольшая и равняется п. Согласно определени
ям множеств индексов (4), (5), суммарная размерность граней, которым принадлежат точки х и 
и, равна разности между степенью неоптимальности пары [х, и] и числом индексов в множестве 

JN

B (х, и). Поэтому данная размерность максимальна, когда пара [х, и] регулярна,/ 

Нерегулярные пары [х9 и] степени неоптимальности единица состоят из вершин допустимых 
множеств Хш U, Регулярные пары той же степени состоят из таких точек, одна из которых яв
ляется вершиной допустимого множества, а другая принадлежит р?бру. 

Из формул для нахождения ньютоновских направлений Ахк, Аик из правила выбора шага щ 
следует, что ч . 

Jы(хк> Цк) С2 JN(xk+ \ , Uk+ i) KJ Jв(Хк+ \ , Uk+ \ ) Jд/(х^+ i, Uk+ \ ) , ' 

' */в(*к> Uk) S= Jв(Х1с+ \> Uk+ \ ) ^ Jв(Хк+\> Uk+\)> 

Ju{xh Uk)|C Jjv(xk+ ,, Uk+ j ) U Js(xk+ 1» uk+ l ) > V ' 

J B(^h Uk) 5= Jp(Xk+b Uk+ l ) ^,^в(Хк + 1* uk+\) ^ ^ / v ( X & + !> Uk+\)' 

Отсюда приходим к выводу, что на каждой итерации имеет место включение 
4 ' Л(хк+\>ик+\)^К(Хьик)^ к - 1,2, . . . . (67) 

Таким образом, если на некоторой к-п итерации индекс / выводится из множества JB

N (хк, ик), т.е. 

/ g 4fe +b%+.i)' то обратно попасть в множество JB

N на какой-нибудь последующей итераций 
он не может. Другими словами, степень неоптимальности не возрастает в ходе итеративного 
процесса. В дальнейшем те итерации, на которых происходит уменьшение степени неоптималь
ности пары точек [хк, ик], будем называть цктивными. Имеет место следующий результат, вы
текающий непосредственно из включения (67). 

Теорема 5, Для любых допустимых начальных пар [х 0, w0] метод (59) находит решения обе
их задач линейного программирования (1) и (2) не более чем за п активных итераций. 

Отметим, что если итерация не является активной, то следующая пара точек обязательно бу
дет нерегулярной. Поэтому если пара [хк+ь ик + ]] оказалась регулярной, то произошла активная 
итерация. Так как размерность вспомогательной линейной задачи дополнительности (38), кото
рую приходится решать в нерегулярной паре точек, не превышает степень неоптимальности 
данной пары, то в ходе итеративного процесса максимально возможная размерность таких вспо
могательных задач может лишь убывать, 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ . том 39 № 1 1999 
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Лемма "8; Пусть [xkiuk] - регулярная допустимая пара, и пустъ^почка ик является вершиной 
допустимого множества 0, не совпадающей с оптимальной вершиной и*. Тогда новая пара 
[хк+ J, ик-+ J является нерегулярной и 

^в(Хк+ 1> Uk+\) G Jв(ХЬ Ык)>> Jи(Хк+ \ > ик+\) ^ Jы(хЬ Ук)- , 

Доказательство, Так как | J#(%)| - m и i # ( х ь ик) = 0 , то i#(t/*) - i f (л*> w )̂, |У# (%, %)| - т . По
этому, на основании формул (22), 

Aw ^ 0, Ахдг =
 -^-Хд/, Ахв — ( А # ) АдгЛСдг. 

Отсюда сразу получаем, что % + 1 Кроме того, выполняется равенство АУД) = 0. Следователь
но, уд, - 0. 

Вычислим у в . Из равенства (27) после его умножения на матрицу (А й ) получаем 

л') + ( Л " ) 'л£.\* = ( Л « ) '/>• 

Таким образом, Ахв « ( А д ) Ь- хв и, на основании (61), ув - D~\xB){AB) b. 

Так как столбцы матрицы A f i образуют допустимый базис в двойственной задаче (2,), причем 
не являющийся базисом оптимальной точки, то они не могут одновременно быть базисом допу
стимой вершины множества X (в силу предположения о невырожденности обеих задач (1) и (2)). 

Поэтому среди компонент вектора (Ав) 1 b найдется по крайней мере одна отрицательная и у* *= 

= у1"", где i% € JB

B(xh ик)> Поскольку в этом случае, согласно (66), - (1 - у* )~] < 1, то в новой 

точке хк+[ стать равными нулю могут лишь компоненты х1

к+,, индексы которых принадлежат 

множеству Jl

B(xk, щ). 

Лемма 9, Пусть выполнено предположение о сильной невырожденности задачи (1). Пусть, 
кроме того, допустимая пара [xkiuk] такова, что точка ик является неоптимальной вершиной 
множества £Л Тогда за конечное число шагов либо произойдет активная итерация, либо про
цесс (59) покинет данную вершину. , ' 

*Доказательство от противного. Предположим, что все последующие итерации являются не
активными и ц¥ = ик при s > L Тогда пары [xs> wv] оказываются нерегулярными и множества ин-

в • ' \ 
дёксов JB{us)b JN{us) и JN{xs, us) не меняются от итерации к итерации, т.е. JB(us) ~ JB{uk), /дЛЛ) = 

= JN(uk), JB

N (xS9 us) - JB

N (хк> ик)> Отсюда, в частности, следует, что (х у ) и5) - JN

N(xk> ик). 

Из предположения Aus- 0 при s> к вытекает также, что на всех этих итерациях НЬХ~ 0, т.е. 
вектор Ь{ принадлежит подпространству, порожденному столбцами а{ матрицы А с индексами 

/ е j \ (xv, us). Кроме того, согласно (29), выполнено Axfj -,-xB

N, поэтому 
• . • •; .v -1 . ' • _ 

\XS?N * П ( 1 ~ а М& > (68) 

Имеет место представление i х 

1 h = 2 < ? = '•]£ ад, (69) 
ее %) . ' ' б »*:» 

В В " 

где.,^ - 1. Так как ./д, (x v, MV). ~ JN (хкУ ик)ь то на основании (68) на всех последующих итерациях по
лучаем , 

' . ' . 6 ^ £ + г, - П ^ 0 ^ , ( 7 0 ) 
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Обозначим через у= {хе X: х1 - 0, / е J n

n (xk, ик)} грань множества X размерности (d - ко
торой принадлежит точка хк. Из неизменности Множества индексов J^(xs, us) следует, что и все 
последующие точки xs также принадлежат данной грани, причем находятся на ее границе. Пусть 
ij е JB(xk)J = 1, 2 , г , и пусть ^ есть грань (точнее - подгрань грани) у, определяемая как 

'/*„...,/,= {xey:xj = 09/=1,2, , . . - , г} . 

В ходе итераций в прямом пространстве происходит переход с одной такой грани на другую. Так 
как число данных граней конечно, то можно выделить по крайней мере одну грань, на которой 
точки из последовательности {xs\ оказываются дважды. Предположим, для определенности, 
х 5 | е Z/it , и xh е liit , , где s2 > sA > к. При этом, не умаляя общности, можно считать, что. j 

и xS2 принадлежат относительной внутренности грани //h;.'/fl-r. Тогда JB(xsr и ) - JB

B(xs^ uSi) -

- JB

B. Поскольку все пары [xs,, us] при s > к являются нерегулярными, то число индексов в множе-

стве Jв меньше, чем т. \ 

Из предположения о сильной невырожденности задачи (1) следует, что вектор Ъ не может 
быть представлен линейной комбинацией менее чем т столбцов матрицы А. Поэтому векторы 

щ (ье JB)nq линейно независимы и разложение (70) при s = s} и s = s2 единственно. Но t > zSi 

на основании (70), что не может иметь места. Таким образом, за конечное число шагов либо про
изойдет активная итерация, либо на неактивной итерации процесс (59) покинет вершину ик. Лем
ма доказана. 

Аналогичные результаты имеют место для вершин множества X. 
Лемма 10. Пусть [хк;ик] - регулярная допустимая пара, и пусть точка хк является вершиной 

допустимого множества X, не совпадающей с оптимальной вершиной х*. Тогда новая пара 
[хк + ь и к + 1] является нерегулярной и 

JB(XIC+]> U k + \ ) ^ JN(Xh Uk)i ^ы(Хк+ 1? Uk+ l ) = ^ ( Х Ь и к ) - \ f 

Лемма 11, Пусть выполнено предположение о сильной невырожденности задачи (2). Пусть, 
кроме того, допустимая пара [хк, ик] такова, что точка хк является неоптимальной вершиной 
множества X. Тогда за конечное число шагов либо произойдет активная итерация, либо про
цесс(59) покинет данную вершину. 

Рассмотрим частный случай процесса (59), когда начальная пара [х 0 , и0] имеет степень 
неоптимальности, равную единице. При этом предположении любая активная итерация приво
дит к тому, что преобразованная пара будет оптимальной. Поэтому процесс будет протекать как 
последовательность неактивных итераций, которая может прерваться только получением опти
мальных решений. На неактивных итерациях все пары, за исклкэчением, быть может, началь
ной, являются нерегулярными и текущие точки являются вершинами допустимых множеств. 
Покажем, что при этом происходит попеременное движение то в прямом, то в двойственном 
пространствах. , 

в 
В нерегулярных парах [л^, ик] степени неоптимальности единица множество JB(xkruk) состоит 

В N '. ' ' ' ~ 

из т - 1 индексов, а множества JN (хк, ик) и JB (хк, щ) - из одного индекса. На выбор ньютоновских 
направлений Ахк и Аик основное влияние оказывает решение вспомогательной задачи (38), раз
мерность которой равна единице. Поэтому либо AvB > 0 и Axf • = 0, либо A = 0 и Ахв > 0; это 
зависит от того, какое значение (положительное или отрицательное) принимает величина 

_ h)(b,h) _ vB

N{aB; h) . : . • • 
Р " в, в :<2 ~ / В м ' W U 

xN{aN, h) \aN, n) 
, „ ^ „ ^ А В N В 

где h - ненулевой вектор, ортогональный ко всем столбцам матрицы Ав,и ав, aN - единствен

ные столбцы, составляющие матрицы AN

B и AB

N соответственно. , • • • 
ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 39 № 1 1999 
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• Лемма 12. Пусть степень неоптимальности нерегулярной пары точек [х, и] равняется еди
нице. Тогда если Ахв > 0 , то Аи = 0т и, наоборот, Ах = 0п, если Ахв = 0. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда р > 0 и, следовательно, Ахв > 0. Из (38) 
имеем \. 

(aN,h) (b,h) 
ZAXD — 

Поэтому 

B (aN

B,h) (aN

B, h) 

, , \ {brh) N 

b l = b ~ 7 ~ ^ T \ a B 

и, стало быть, (A, bx) = 0. Отсюда получаем, что Аи = 0 Ш . 

Допустим теперь, что р "< 0 и число Дхд = 0 является решением задачи (38). Тогда, согласно 
(21) и (29), имеет место равенство 

АВ

вАхв

в + AB

NAxB

N = 0. 

Так как х - вершина множества X, то столбцы матрицы А 5 = [Ав

в, AN] линейно независимы. По-
В В ' 

этому Ахв = 0, AxN = 0. Отсюда с учетом (29) получаем, что Ах = 0. Лемма доказана. 
Случай, когда/7 = 0, невозможен, поскольку при этом предположении, согласно (71), (ав , К) = 0 

и, следовательно, вектор aN

B принадлежит подпространству SB

B .Поэтому столбцы at (i е JB{u)), 
образующие базис вершины м, являются линейно-зависимыми, что противоречит предположе
нию о невырожденности задачи (2). ; 

Пусть пара [хк, щ] степени неоптимальностй единица является нерегулярной. Тогда xk и uk -
вершины своих допустимых множеств. Предположим для определенности, что точка xk принад
лежит ребру 1(хк, ик) допустимого множества ^определяемому условием 

1{хь ик) = {хе Х.х = 0, ie JN

N(xhuk)}. s 

У данного ребра может быть не более двух вершин, одна из которых совпадает с точкой хк. Если 

ребро ограничено (не является крайним лучом), то имеется другая вершина х. Если х не совпа

дает с оптимальным решением х* в задаче (1)*то у точки х одна из компонент х = 0, где / е 

е JB

B(xk, ик). Кроме того, обязательно xj > 0, где j - единственный индекс, содержащийся в мно

жестве JN

B (хк9 ик). 

В случае когда на к-й итерации Ахв > 0, согласно утверждению леммы 12, имеем ик+, = щ и 

хк+! = х . Так как Дх^ = 0,тО движение в х-пространстве происходит по ребру 1(хк-, ик). На следу
ющей, (к н- 1)-й итерации обязательно меняется ик+1 й остается прежним хк+ {. Действительно, 
иначе опять движение в прямом пространстве происходило бы по ребру 1(хк, ик) из одной верши
ны в другую, т.е. из точки хк+1в точку хк. Но, в силу теоремы 4, при переходе из хк в хк+ j проис
ходит убывание значения целевой функции (с, х). При обратном переходе происходило бы ее 
возрастание, что противоречит опять же утверждению теоремы 4. 

Аналогичные рассуждения приводят к тому, что если на к-й итерации Ах^ = 0 и Аик Ф 0, то на 
следующей итерации Ахк+Л Ф 0 и Аик + л = 0. Таким образом, происходит попеременное движение 
в прямом и двойственном пространствах по вершинам, причем с убыванием значений целевой 
функции в прямой задаче (1) и возрастанием - в двойственной (2). 

Теорема 6. Пусть начальная пара [х 0, и0] совпадает с парой вершин допустимых множеств 
X и U. Тогда за конечное число итераций будет получена оптимальная пара. 

Доказательство. Результат теоремы вытекает непосредственно из приведенных выше рас
суждений, так как число вершин конечно. , 
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Если начальная пара [х 0, и0] имеет степень неоптимальности, равную двум, то все последую
щие точки хк и ик до тех пор, пока не произойдет активная итерация, принадлежат либо ребрам 
допустимых множеств, либо являются их вершинами, причем любую неоптимальную вершину 
процесс покидает самое большее в течение двух последовательных итераций. В [18] показано, 
что если т о ч к и х 0 я и0 принадлежат ребрам допустимых множеств, прилегающим к оптимальным 
вершинам, то метод находит решение за одну или две итерации. 
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