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Рассматривается линейная задача полуопределенного программирования. Для ее решения
предлагается двойственный аффинно-масштабирующий метод, в котором все текущие ите-
рации принадлежат допустимому множеству. Более того, допускается выход на границы до-
пустимого множества. Метод является обобщением на задачи полуопределенного програм-
мирования одного из вариантов двойственного аффинно-масштабирующего метода, разра-
ботанного ранее для задач линейного программирования. Библ. 11.

Ключевые слова: линейная задача полуопределенного программирования, двойственный аф-
финно-масштабирующий метод, наискорейший спуск.
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ВВЕДЕНИЕ
Задача полуопределенного программирования является задачей оптимизации на конусе сим-

метричных положительно полуопределенных матриц. Теории и методам решения таких задач
уделяется много внимания. В частности, были разработаны прямые, двойственные и прямо-
двойственные аффинно-масштабирующие методы их решения (см. [1]).

В [2] был предложен один из вариантов двойственного аффинно-масштабирующего метода,
в котором шаг брался достаточно малым и фиксированным. В настоящей работе рассматривает-
ся допустимый вариант этого метода, когда как начальная итерация, так и все последующие ите-
рации принадлежат допустимому множеству. В отличие от метода из [2] здесь шаг на каждой ите-
рации выбирается максимально возможным при условии, что последующая итерация остается в
допустимом множестве. Так как в этом случае возможен выход на границу допустимого множе-
ства, то предлагаются специальные модификации правых частей в методе, позволяющие дви-
гаться вдоль границы, а также перескакивать с одной граничной грани на другую. Идея данных
модификаций аналогична той, которая раньше использовалась для разработки двойственного
мультипликативно-барьерного метода с наискорейшим спуском для задач линейного програм-
мирования (см. [3]). При попадании в крайние точки допустимого множества метод может вести
себя как симплекс-метод, если направление, уводящее траекторию с минимальной грани, берет-
ся из сопряженной грани. Различные варианты симплекс-метода для полуопределенного про-
граммирования предлагались, например, в [4], [5].

Приведем некоторые обозначения, которые понадобятся в дальнейшем. Единичная матрица
порядка n обозначается как In. Нулевой n-мерный вектор и нулевая (m × n)-матрица обознача-
ются соответственно как 0n и 0mn. Символ ⊗ между матрицами означает их произведение по Кро-
некеру.

Если М – квадратная матрица порядка n, то символом vec M обозначается прямая сумма ее
столбцов, т.е. вектор-столбец длины n2, в котором последовательно один под другим располага-
ются столбцы матрицы М. Для симметричных матриц вводится вектор-столбец hvec M. В него
также помещаются последовательно сверху вниз столбцы матрицы М, но не полностью, а только
их нижние части, начинающиеся с диагонального элемента. Аналогичным образом определяет-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 01-08259), а также при содействии Программы
РАН I. 33 П и Программы ведущих научных школ (НШ-8860.2016.1).
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ся вектор-столбец svec M. От hvec М он отличается только тем, что все элементы, не стоящие на
диагонали матрицы М, при помещении в svec M умножаются на . Как вектор hvec М, так и век-
тор svec М имеют длину, равную n-ому “треугольному числу”: nΔ = n(n + 1)/2.

Для перехода от вектора vec M к вектору hvec M и для обратного перехода используются спе-
циальные элиминационные и дуплицирующие матрицы (см. [6], [7]). Элиминационная матрица
+n для каждой квадратной матрицы М порядка n совершает преобразование +nvec М = hvec М.
Напротив, дуплицирующая матрица $n для каждой симметричной матрицы М порядка n осу-
ществляет обратное преобразование $nhvec М = vec М. Матрица +n имеет размер nΔ × n2, матри-
ца $n – размер n2 × nΔ. Обе матрицы +n и $n являются матрицами полного ранга, равного nΔ.

Матрица +n полуортогональная, т.е. . Кроме того, +n$n = .
Пусть En – квадратная матрица порядка n, все элементы которой равны единице. Пусть, кро-

ме того, D2 – диагональная матрица, порядка nΔ, на диагонали которой располагается вектор
svec Еn. Наряду с матрицами +n и $n в дальнейшем будем пользоваться также матрицами  =

= D2+n и  = .
Таким образом, если М – симметричная матрица порядка n, то

Для матриц  и , сохраняется свойство:  = .

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Пусть Sn – пространство симметричных матриц порядка n, и пусть  – конус в Sn, состоя-
щий из положительно полуопределенных матриц. Внутренность , обозначаемая , состоит
из положительно определенных матриц и также является конусом. В дальнейшем используются
дополнительно неравенства М ≽ 0 или М ≻ 0, чтобы указать на принадлежность квадратной мат-
рицы М соответственно конусам  или . Пространство Sn конечномерное, его размерность
равна nΔ.

Скалярное (внутреннее) произведение между двумя матрицами L и М одного размера опреде-
ляется как след матрицы LтM и обозначается через

где lij и mij – (ij)-e элементы матриц L и M соответственно. Если L и М – две положительно полу-
определенные матрицы из Sn, то обязательно L • М ≥ 0. Более того, L • М = 0 в том и только в
том случае, когда LM = ML = 0nn.

Рассмотрим линейную задачу полуопределенного программирования в стандартной форме:
найти

 (1)

где матрицы С, X и Аi, 1 ≤ i ≤ m, принадлежат пространству Sn, вектор b = (b1, … , bm)т ∈ ℝm нену-
левой. Двойственной к (1) является задача

 (2)

в которой u ∈ ℝm и V ∈ Sn. Угловые скобки указывают на обычное евклидово скалярное произ-
ведение в конечномерном векторном пространстве. Предполагается, что задачи (1) и (2) имеют
решения и что матрицы Ai, 1 ≤ i ≤ m, линейно независимы.
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Пусть

 (3)

Обозначим через ^D допустимое множество в двойственной задаче (2), т.е.

Проекциями ^D на пространство ℝm и конус  являются множества

соответственно. Через  будем обозначать внутренность множества , через  – его
границу.

Из предположения о существовании решений задач (1) и (2) следует, что система равенств и
неравенств

 (4)

обязательно имеет решение.
Обозначим через X ∘ V симметризованное произведение матриц X и V из Sn, т.е. матрицу X ∘ V =

= (XV + VX)/2. Для симметричных матриц X ≽ 0 и V ≽ 0 равенство X ∘ V = 0nn возможно в том и
только в том случае, когда XV = VX = 0nn. Поэтому первое равенство в (4) может быть заменено на
следующее:

 (5)
Запишем равенство (5) и второе и третье равенства из (4) в векторном виде:

 (6)

Здесь и ниже через !vec обозначается (m × n2)-матрица, строками которой являются векторы
vec Ai, 1 ≤ i ≤ m. Более того, в силу известной формулы

 (7)
справедливой для любых матриц А, В и С, для которых определено произведение ABC, получаем,
что

 (8)
где V⊗ = [V ⊗ In + In ⊗ V]/2 – кронекеровская сумма матрицы V.

Учтем далее симметричность матриц. Тогда из (6) и (8) следует, что система равенств (6) мо-
жет быть представлена в виде

 (9)

В (9) через  обозначена матрица  = , через !svec – (m × nΔ)-матрица со строками
svec Ai, 1 ≤ i ≤ m. Система условий оптимальности (9) является стандартной для пары взаи-
модвойственных задач (1) и (2) и используется при построении многих методов решения линей-
ных задач полуопределенного программирования.

Отметим также, что согласно условиям (4), если положительно полуопределенные матрицы
 и  являются решениями задач (1) и (2), то матрицы  и  коммутируют между собой. По-
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этому  = QD( )Qт,  = QD( )Qт для некоторой ортогональной матрицы Q и для диагональ-
ных матриц D( ) и D( ), на диагоналях которых расположены собственные значения матриц

 и  соответственно. Собственные векторы таких матриц, соответствующие положительным
собственным значениям, определяются столбцами матрицы Q, причем опять же из-за первого
равенства в (4) они находятся в разных подпространствах, ортогональных друг другу. Если  +
+  > 0n, то решения называются строго дополнительными.

2. ИТЕРАЦИОННЫЙ ПРОЦЕСС И ОСНОВНОЕ АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ
Наша цель состоит в том, чтобы построить численный метод решения двойственной задачи (2), в

котором точки итерационного процесса принадлежали бы допустимому множеству , вклю-
чая граничные точки . Будем строить его как итерационный процесс решения системы урав-
нений, получающейся из условий оптимальности (9) в пространстве двойственной переменной u:

 (10)

где u0 ∈ , αk – некоторый положительный шаг перемещения. Алгоритмическое отображение
&(u) определяет направление перемещения, причем его вид зависит от того, является ли точка u
внутреннней или граничной.

Рассмотрим сначала случай внутренней точки u. Для нахождения &(u) преобразуем равен-
ства, входящие в условия оптимальности (9), таким образом, чтобы они зависели только от u.
Для этого умножим второе равенство из (9) на матрицу  и сложим его с первым равенством.
В результате получим линейное уравнение относительно svec X

 (11)

где Φ(V) =  + .
В случае, когда матрица Φ(V) неособая, разрешая уравнение (11), находим

 (12)
Таким образом, чтобы удовлетворить условию (11), в качестве X = X(V) может быть взята такая
симметричная матрица, у которой соответствующий вектор svec X имеет вид (12).

Введем понятие невырожденной точки u ∈ , следуя [8]. Оно определяется через невырож-

денность точки [u, V] ∈ ^D. Предположим, что ранг матрицы V = V(u) ∈  равен s. Тогда, если
положить r = n – s, то V может быть представлена в виде

 (13)

где Н – ортогональная матрица, θi > 0, r < i ≤ n. Если s < n, то V принадлежит границе конуса .
Касательное подпространство к подмножеству матриц ранга s, для которых справедливо (13),
имеет следующий вид (см. [9]):

Пусть далее 5A – подпространство в Sn, порожденное матрицами Ai, 1 ≤ i ≤ m.
Определение 1. Точка u ∈  называется невырожденной в двойственной задаче (2), если

7V(u) + 5A = Sn.

Точка u ∈  будет невырожденной в том и только в том случае, когда выполняется неравен-

ство m ≥ rΔ. Поэтому заведомо любая точка из  будет невырожденной. Имеет место следую-
щее утверждение (см. [2]).

Утверждение 1. Пусть точка u ∈  является невырожденной и пусть V = V(u). Тогда матрица
Φ(V) неособая.
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Ниже предполагается, что задача (2) невырожденная, т.е. все точки из  невырожденные.
Тогда матрица Φ(V) неособая для любого V ∈ .

Если воспользоваться равенством (3), связывающим u и V, то зависимость X(V) переходит в
следующую: Х(u) = X(V(u)). После подстановки svec X(u) во второе равенство из (9) получаем си-
стему m уравнений относительно m переменных:

 (14)

Требуется найти такую точку u ∈ , которая удовлетворяла бы уравнению (14) и для которой
соответствующая матрица Х(u) была бы положительно полуопределенной.

Утверждение 2. Пусть точки [u, V(u)] и X = Х(u) допустимы. Тогда они являются решениями со-
ответственно задач (2) и (1). Кроме того, u – решение системы (14).

Доказательство. Покажем, что в этом случае выполняются условия оптимальности (9). В са-
мом деле, из допустимости точки X следует равенство svec X = b и, стало быть, равенство

svec X = b. Но тогда равенство (11) сводится к следующему: svec X = . Таким
образом, выполняются все условия, входящие в (9), откуда с учетом положительной полуопреде-
ленности матриц X и V(u) получаем, что X и [u, V(u)] – решения соответственно задач (1) и (2).
То, что u является решением системы (14), следует из представления (12) для вектора svec X.
Утверждение доказано.

Следующее утверждение является в некотором смысле обратным по отношению к утвержде-
нию 2.

Утверждение 3. Пусть [ , ], где  = V( ), есть решение двойственной задачи (2), и пусть  –
решение прямой задачи (1). Тогда  удовлетворяет системе (14) и Х( ) = .

Доказательство. Так как  и [ , ] – решения задач (1) и (2), то для них выполняются усло-
вия оптимальности (9), из которых выводим, что имеет место равенство

Но матрица, стоящая в левой части этого равенства, есть не что иное, как матрица Φ( ) из (11).
При предположении о невырожденности двойственной задачи она неособая. Поэтому решение
этой системы единственно. Отсюда заключаем, что svec X( ) = Φ–1(V( )) b = svec . Сле-
довательно,

Таким образом,  удовлетворяет системе (14). Утверждение доказано.
Для решения системы (14) могут применяться различные численные методы решения систем

нелинейных уравнений, в частности, метод простой итерации. Согласно этому методу итерации
проводятся по рекуррентной схеме (10), в которой &(u) совпадает со следующим отображением
(левой частью равенства (14)):

 (15)

Если будет найдено u ∈  такое, что Х(u) ≽ 0, то тем самым будет найдено решение обеих задач (1)
и (2).

В случае, когда u ∈ , выражение для &0(u) можно несколько упростить. Действительно,

тогда V = V(u) ≻ 0. Отсюда следует, что и  ≻ 0. Поэтому можно обратить матрицу Φ(V) с помо-
щью формулы Шермана–Моррисона–Вудбери:

После подстановки данного выражения в (15) приходим к выводу, что &0(u) может быть записано
как

 (16)
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Для &0(u), когда u ∈ , справедливо еще одно представление. Воспользуемся снова разло-
жением V = HD(θ)HT, где H – ортогональная матрица, θ – вектор собственных значений. По-
скольку V ≻ 0, то θ > 0n. Ортогональная матрица H задает ортонормированный базис в ℝn. Мат-

рица Аi в этом базисе записывается как  = HтAiH. Обозначим через  матрицу размера m × nΔ,

строками которой являются векторы svec , 1 ≤ i ≤ m.
Лемма 1. Имеет место равенство

 (17)

Доказательство. Согласно формуле (7) vec(HтAiH) = (Нт ⊗ Hт)vec Ai. Отсюда ( )т =

= (Hт ⊗ Hт) . Поэтому

Переходя от векторов vec Аi к векторам svec Аi, получаем с учетом того, что матрицы Ai симметрич-

ные,  =  или, после транспонирования,  = .
Так как (Н ⊗ Н)т = Нт ⊗ Нт, то отсюда следует (17). Лемма доказана.

Обозначим через Θ = D⊗(θ) кронекеровскую сумму матрицы D(θ), где θ берется из разложе-
ния V = HD(θ)Hт. Матрица Θ диагональная. Обозначим также через θ⊗ ее диагональ, через  –
вектор  = . Введем в рассмотрение диагональную матрицу  порядка nΔ с вектором  на
диагонали. Для этой матрицы, как можно проверить, справедливо представление  = .
Если θ > 0n, то  > , следовательно, матрица  будет положительно определенной.

Утверждение 4. Пусть u ∈ , и пусть для матрицы V = V(u) имеет место разложение V =
= HD(θ)Hт. Тогда

 (18)

Доказательство. Из разложения V = HD(θ)Hт следует, что кронекеровская сумма V⊗ может
быть записана в виде

т.е.  = . Но для любой квадратной матрицы М справедлива формула
(см. [6])  = , а, стало быть, и формула

 (19)
Поэтому

 (20)
У нас Θ = D⊗(θ) является кронекеровской суммой. Следовательно, выполняется равенство

 = . Отсюда вытекает, что наряду с (20) справедливо представление

Но тогда с помощью формулы  = , имеющей место для
любой неособой матрицы М (см. [6]), получаем

После подстановки выражения (17) с учетом формулы (19) приходим к равенству

Здесь учтено также, что  = .
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ЖАДАН

Найдем теперь выражение для матрицы . Примем во внимание, что
все столбцы матрицы  соответствуют прямым суммам столбцов симметрич-
ных матриц. Тогда, используя (17), получаем

Таким образом,

Отсюда и из (16), поскольку матрицы D2 и  диагональные, приходим к (18). Утверждение дока-
зано.

Замечание 1. Зависимость матрицы W(u) от вектора u в (18) опосредованная через матрицу V = V(u) и
через разложение V = HD(θ)Hт.

Уточним теперь вид итерационного процесса (10) в случае строго внутренних точек uk. В ка-

честве стартовой точки u0 в (10) берем точку u0 ∈ . Шаг αk на каждой итерации подбираем та-

ким образом, чтобы последующая точка uk + 1 оставалась бы в множестве . Тогда рекуррент-
ная схема (10) с учетом представления (18) для отображения &0(u) принимает вид

 (21)

где матрица  определяется через собственные значения матрицы V(uk).
Положим Δuk = uk + 1 – uk. Согласно (21)

 (22)

в любой точке uk ∈ . Таким образом, метод (21) является релаксационным.
В [2] было доказано при стандартных предположениях о невырожденности обеих задач (1) и

(2) и строгой дополнительности их решений, что метод обладает локальной сходимостью при до-
статочно малом постоянном шаге αk.

3. АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ &1(u)
Из формулы (22) следует, что чем больше берется шаг αk, тем больше возрастает значение це-

левой функции в двойственной задаче. Единственным ограничением является только принад-
лежность следующей точки uk + 1 допустимому множеству . Но выбор шага из условия наи-
большего увеличения значения целевой функции в (22) может привести к тому, что точка uk + 1

окажется на границе ∂  множества . В этом случае формула (16) для определения значе-
ния отображения &0(u) в этой точке становится неприемлемой и надо использовать более общее
выражение (15). Однако и это более общее выражение не очень годится для использования в ите-
рационном процессе (10), поскольку, например, может выводить за пределы допустимого мно-
жества  или “застревать” в точках, не являющихся решением задачи (2). В связи с этим рас-
смотрим другое отображение &1(u), которое лишено, по крайней мере, первого недостатка.

Предположим, что u является граничной точкой множества  и V = V(u). Тогда обязательно
s = rank V < n. Считаем для определенности, что для V справедливо разложение (13). Обозначим
через θ = [θ1, …. θn]т вектор собственных значений V и запишем его как θ = [θB, θN]т, где θB = 0r,
θN > 0s. Матрицу H также можно разбить на две подматрицы: H = [НB HN]. Матрица НB состоит из
первых r столбцов H, a HN – из последующих s столбцов H.

В соответствии с данным разбиением матрицы H пространство Sn можно разложить на два
линейных подпространства  и , первое из которых  состоит из таких матриц М ∈ Sn, у
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которых правый нижний блок нулевой. Второе подпространство , напротив, состоит из мат-
риц М, у которых только правый нижний блок порядка s может содержать ненулевые элементы.
Эти два подпространства ортогональны друг другу, и любую матрицу М ∈ Sn можно представить
как М = М1 + М2, где М1 ∈ , M2 ∈ .

Обратимся к матрице V и запишем ее в блочном виде как

где диагональные блоки VBB и VNN имеют порядки r и s соответственно. Разлагая V в сумму двух

матриц VB и VN, где VB ∈ , VN ∈ , имеем

Ниже нас будет интересовать не сама матрица V, а матрица VH = HтVH. Для данной мат-
рицы VH получаем: VH =  + , где

 (23)

Аналогично разбиению матрицы VH можно разбить и все остальные матрицы: ХH = НтХН,
СH = НтСН и  = HтAiH, 1 ≤ i ≤ m. Например, XH =  + , где

Условия оптимальности (4), а именно условие комплементарности и условие допустимости
для прямой задачи, могут быть записаны как

 (24)

 (25)

Нетрудно видеть, что если матрица XH окажется такой, что для нее выполняются равенства (24),
(25) и при этом  ≽ 0,  ≽ 0, то X ≽ 0 и, согласно утверждению 2, X – решение прямой задачи (1),
а V вместе с соответствующим u – решение двойственной задачи (2).

Потребуем дополнительно, чтобы  ≽ 0 и  ≽ 0. Тогда с учетом (23) условие (24) распада-
ется на два равенства:

 (26)

причем первое равенство в силу того, что  = 0nn, заведомо выполняется как тривиальное. За-

меним второе равенство в (26) симметризованным матричным произведением  ∘  = 0 и за-
пишем его в векторной форме:

 (27)

Положим далее для сокращения записи nN = sΔ, nB = nΔ – sΔ. Кроме того, первые компоненты
векторов типа svec в количестве nB штук будем обозначать как svecB, а последующие компоненты

в количестве nN штук – как svecN. Так как svecB  = , то равенство (27) сводится к более про-
стому

 (28)

где , – правая нижняя квадратная подматрица порядка nN матрицы . Матрица 
диагональная ненулевая, причем полного ранга. Обозначим ее .

n
NS

n
NS

n
BS

,BB BN

NB NN

V V
V

V V
⎡ ⎤= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

n
BS

n
NS

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

0 0
, , .

0 0
BB BN rr rs

B N B N
NB ss sr NN

V V
V V V V V

V V

H
BV H

NV

⎡ ⎤= = = = ⎢ ⎥θ⎣ ⎦

т т 0 0
0 , .

0 ( )
rr rsH H

B B nn N N
sr N

V H V H V H V H
D

H
iA H

BX H
NX

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

т т

тт

0 0
, .

00
rr rsB B B NH H

B N
sr N NN B ss

H XH H XH
X X

H XHH XH

0,H H H H
B B N NX V X V• + • =

, , , 1 .H H H H i
i B B i N NA X A X b i m• + • = ≤ ≤

H
BX H

NX

H
BX H

NX

0, 0,H H H H
B B N NX V X V• = • =

H
BV

H
NX H

NV

Δ

⊗ =�( ) svec 0 .H H
N N nV X

H
NX 0

Bn

⊗ =�( ) svec 0 ,
N

H H
N N N N nV X

( )H
N NV ⊗
� ( )H

NV ⊗
� ( )H

N NV ⊗
�

NΘ�



1256

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 56  № 7  2016

ЖАДАН

Пусть  – (m × nB)-матрица, строками которой являются векторы svecB , 1 ≤ i ≤ m. Ана-

логично, пусть  – (m × nN)-матрица, строками которой являются векторы svecN . С по-
мощью этих матриц равенства из условия допустимости (25) можно записать в виде

 (29)

Умножим (29) слева на матрицу ( )т. Тогда приходим к равенству

 (30)

Умножим опять равенство (29) слева на матрицу ( )т и сложим получившееся равенство с (28).
В результате имеем

 (31)

Будем решать систему уравнений (30) и (31) относительно неизвестных svecB  и svecN .
Система (30), (31) есть система nΔ-линейных уравнений относительно nΔ неизвестных. В матрич-
ном виде она записывается как

 (32)

Если матрица системы

 (33)

неособая, то решение системы единственное и может быть выражено через подматрицы матри-
цы Φ.

Пусть блоки матрицы Φ обозначаются следующим образом:

где Φ12 =  и

Так как  ≻ 0, то матрица Φ22 положительно определенная, поэтому вся матрица Φ будет не-
особой, если дополнение по Шуру 4 матрицы Φ22 также будет неособой матрицей. Имеем со-

гласно определению 4 = Φ11 – . Кроме того, согласно формуле Шермана–Моррисо-
на–Вудбери

 (34)

где через GN обозначена матрица

 (35)

Выясним условия, при которых матрица 4 неособая. Предварительно введем новое определе-
ние.

Определение 2. Точка u ∈  называется сильно невырожденной, если y матрицы , где
Н – ортогональная матрица из разложения (13) для V(u), столбцы линейно независимы, т.е.

 имеет полный ранг по столбцам.
Непосредственно из определения 2 следует, что если точка u сильно невырожденная, то обя-

зательно nB ≤ m. В случае, когда все точки из  сильно невырожденные, о задаче (2) будем го-
ворить как о сильно невырожденной.
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Утверждение 5. Пусть точка u сильно невырожденная. Тогда она невырожденная.

Доказательство. Размерность подпространства  ⊂ Sn равна nB. Отсюда в силу того, что ранг

по строкам матрицы  совпадает с ее рангом по столбцам nB, получаем, что матрицы , …, 

порождают все подпространство . Тем более подматрицы  =  матриц АHi, В, 1 ≤ i ≤ m,
порождают пространство . А это условие является необходимым и достаточным для того, что-
бы точка u ∈  была невырожденной (см. [8]). Утверждение доказано.

Утверждение 6. Пусть точка и сильно невырожденная. Тогда 4 – неособая матрица.

Доказательство. Подставляя соответствующие выражения для матриц Φ12 и , получаем

Но

Таким образом,

 (36)

Из (36) видно, что матрица 4 будет положительно определенной, если столбцы матрицы
 линейно независимы, т.е. когда  имеет полный ранг по столбцам. Утверждение до-

казано.
Утверждение 7. Пусть точка u ∈  сильно невырожденная. Тогда матрица Φ–1 имеет блочный вид

 (37)

с блоками

 (38)

 (39)

 (40)

причем Ψ12 = .
Доказательство. Воспользуемся формулой Фробениуса. Согласно этой формуле

причем для 4 справедливо выражение (36).
Проведем необходимые выкладки, учитывая (34) и (35). Вычислим сначала

Подставляя данное выражение, получаем
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Таким образом, имеем

что совпадает с (40).
После проведения дальнейших вычислений получаем выражения (38) и (39). Доказательство

утверждения завершено.

Определим теперь векторы svecB  и svecN . Чтобы их представить в более простом виде,
введем обозначения

 (41)

Принимая во внимание представление (37) матрицы Φ–1, после соответствующих выкладок
получаем

С помощью введенных обозначений (41) вектор svecN  можно записать как

Для вектора svecB  получаем аналогичным образом

или, опять используя введенные матрицы,

 (42)

После подстановки найденных svecB  и svecN  в левую часть равенства (29) приходим к
тому, что данная левая часть имеет вид

Так как GNWN = GN(Im + GN)–1 = Im – WN, то само равенство (29) запишется следующим образом:

 (43)

оно фактически является системой m уравнений относительно m переменных – компонент век-
тора двойственных переменных u.

Поскольку точка u ∈ ∂  взята произвольной, то понятно, что в общем случае векторы

svecB  и svecN  не удовлетворяют равенству (29) и получается невязка. Теперь делать один
шаг методом простой итерации, чтобы устранить невязку, мы должны не разрешая уравнение (14), а
разрешая уже уравнение (43). В качестве алгоритмического отображения &(u) в итерационном
процессе (10) брать не &0(u), а следующее отображение:

 (44)

являющееся левой частью уравнения (43). Снова обратим внимание, что на самом деле в правой
части (44) от u зависит только диагональная матрица , составленная с помощью собственных
значений матрицы V(u) и входящая в матрицы WB и WN.
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4. НАПРАВЛЕНИЕ ИЗ МИНИМАЛЬНОЙ ГРАНИ

Исследуем свойства отображения &1(u) в точках u ∈ ∂ . Обратимся сначала к минимальной
грани множества , содержащей точку V = V(u). Согласно определению (см., например, [10]),

минимальная грань конуса , проходящая через точку V ∈ , определяется как

где 5(V) – пространство столбцов матрицы V.
Обозначим далее через 9D множество 9D = {V ∈ Sn : V = V(u), u ∈ ℝm}. Множество 9D аффин-

ное. Так как допустимое множество  является пересечением конуса  и 9D, тo минималь-

ная грань множества  есть пересечение минимальной грани Γmin(V; ) и аффинного множе-
ства 9D, т.е. имеет вид

Утверждение 8. Пусть u ∈ ∂ , и пусть для матрицы V = V(u) справедливо представление (13)
с ортогональной матрицей Н. Тогда направление Δu = &1(u) в u-пространстве определяет направле-

ние ΔV =  в V-пространстве, которое принадлежит минимальной грани Γmin(V; ).

Доказательство. Согласно формуле (44), задающей отображение &1(u), направление Δu ока-
зывается таким, что

 (45)

т.е. матрица  при движении вдоль направления Δu не меняется. Может меняться только мат-
рица , но это и означает, что в V-пространстве движение происходит только в минимальной
грани Γmin(V; ), которой принадлежит точка V = V(u). Утверждение доказано.

Для матрицы V = V(u), для которой справедливо разложение (13), пространство столбцов
5(V) совпадает с пространством столбцов матрицы HN. Согласно утверждению 8 при движении

вдоль направления Δu = &1(u) может измениться только матрица .
Рассмотрим вопрос о том, какие точки из ∂  могут оказаться неподвижными для отобра-

жения &1(u), т.е. такими, что &1(u) = 0m.
Лемма 2. Пусть точка u ∈ ∂  сильно невырожденная. Тогда и будет неподвижной точкой

отображения &1(u) в том и только в том случае, когда вектор b принадлежит линейному подпро-

странству, порожденному столбцами матрицы .
Доказательство. Матрица WN является положительно определенной, следовательно, суще-

ствует квадратный корень  из нее. С учетом этого обстоятельства отображение &1(u) можно
записать также как

 (46)

где  = ,  = .
Матрица, стоящая в квадратных скобках в (46), есть матрица ортогонального проектирова-

ния. Она проектирует на ортогональное дополнение к подпространству +B, порожденному

столбцами матрицы . Поэтому &1(u) = 0m в том и только в том случае, когда вектор  при-

надлежит подпространству +B, т.е. когда выполняется равенство b =  для некоторого λ ∈ .
Лемма доказана.

Граням множества  ⊂ Sn соответствуют грани множества  ⊂ ℝm, причем их размерно-
сти совпадают. Минимальная грань Γmin(V; ) нулевой размерности является крайней точкой
множества . Точка u ∈  будет крайней точкой , если крайней будет соответствующая
точка V(u). Для того чтобы точка V(u) из  была крайней, необходимо и достаточно, чтобы
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матрицы , 1 ≤ i ≤ m, были линейно независимы. Отсюда следует неравенство на ранг мат-
рицы V(u), a именно m ≤ nB (см., например, [10]). Сильно невырожденная точка может оказаться
крайней только тогда, когда m = nB. Это накладывает определенное ограничение на количество
равенств в задаче (1). Крайние точки u ∈ , в которых m = nB, в дальнейшем называются регу-
лярными, в противном случае, когда m < nB, они называются нерегулярными.

Утверждение 9. Пусть u ∈  является сильно невырожденной регулярной крайней точкой .
Тогда u – неподвижная точка отображения &1(u).

Доказательство. Так как u – крайняя точка, то строки матрицы  линейно независимы.
Это означает, что матрица  имеет ранг m и ее столбцы в количестве m штук порождают про-
странство ℝm. Поэтому обязательно вектор b принадлежит подпространству, натянутому на
столбцы матрицы . По лемме 2 это означает, что u – неподвижная точка отображения &1(u).
Утверждение доказано.

Замечание 2. Если крайняя точка u ∈  нерегулярная, то она заведомо не может быть сильно невы-

рожденной. В этом случае столбцы матрицы , которых более чем m штук, по-прежнему порождают
все пространство ℝm и вектор b может быть выражен в виде линейной комбинации этих столбцов, причем,

возможно, неединственным способом. Пусть b =  для некоторой матрицы . Но тогда,

полагая  нулевой матрицей, получаем, что векторы svecB  и svecN  = 0r удовлетворяют основно-
му уравнению (29).

Далее рассматриваем случай только регулярных крайних точек.
Утверждение 10. Пусть u – сильно невырожденная регулярная крайняя точка  и матрица

 = (u) положительно полуопределенная. Тогда и вместе с V(u) есть решение двойственной за-
дачи.

Доказательство. При сделанных предположениях согласно утверждению 9 u является непо-
движной точкой отображения &1(u). Поэтому по лемме 2 вектор b принадлежит пространству

столбцов матрицы ( ), которая, поскольку nB = m, есть квадратная неособая матрица. Тогда
можно указать такую матрицу XH ∈ Sn, что у соответствующего вектора svec XH последние nN ком-

поненты все нулевые. При этом выполняется ( )svecBXH = b, т.е. ХH = . Понятно, что в
этом случае векторы svecBXH и svecNXH =  будут решениями системы (32), которое всегда един-
ственное.

Матрица ХH =  положительно полуопределенная, как и матрица VH. Кроме того, имеем
ХH • VH = 0. Поэтому в силу условий оптимальности (4) пара положительно полуопределенных
матриц X и V = V(u) будет решениями соответственно задач (1) и (2). Утверждение доказано.

Если сильно невырожденная точка u ∈  не является неподвижной точкой отображения
&1(u), то можно сдвинуться из этой точки с помощью направления Δu, задаваемого этим отобра-
жением, причем с увеличением значения целевой функции в двойственной задаче (2).

Утверждение 11. Пусть сильно невырожденная точка u ∈  не является неподвижной точкой
отображения &1(u). Тогда 〈b, &1(u)〉 > 0.

Доказательство следует из представления (46) для отображения &1(u).

В заключение этого раздела отметим, что если точка u вутренняя, т.е. u ∈ , то матрица НN сов-
падает со всей матрицей H, матрица НB при этом пропадает. Это приводит к тому, что отображе-
ние &1(u) переходит в отображение &0(u) вида (16).

5. АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ &2(u)
Направление Δu, задаваемое отображением &1(u), обладает важным свойством: оно не выво-

дит за пределы допустимого множества . Однако согласно утверждению 8, если траектория
определяется только этим отображением, то она остается в некоторой грани , даже если эта
грань не содержит решение задачи. Поэтому нужно более универсальное направление, которое
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позволило бы покидать такие грани. Рассмотрим один возможный подход к построению данного
направления.

Считаем, что u является сильно невырожденной граничной точкой множества . Считаем

также, что для V = V(u) справедливо разложение (13). Обратимся к вектору svecB  из (42). Ему

соответствует симметричная матрица  порядка n, принадлежащая подпространству  ⊂ Sn.
У этой матрицы svecN  = . Кроме того, для , как для каждой симметричной матрицы,

справедливо разложение  = QD(η)Qт или  = , где ηi и qi ∈ ℝn – соответственно

собственные значения и собственные векторы матрицы . Ортогональная матрица Q состав-
лена из собственных векторов qi, 1 ≤ i ≤ n, вектор η ∈ ℝn – из собственных значений. Но тогда в
силу формулы (7)

Напомним также, что для вектора svecB  справедливо выражение (42).
Возможны два случая, зависящие от наличия или отсутствия отрицательных собственных

значений у матрицы .

Утверждение 12. Пусть все собственные значения матрицы  неотрицательные. Тогда  яв-
ляется блочно-диагональной матрицей с неотрицательно определенным левым верхним блоком.

Доказательство. Поскольку  есть симметричная матрица окаймления, то при наличии у
нее ненулевых внедиагональных блоков у нее обязательно имелись бы собственные значения
разных знаков (см., например, [11]). Поэтому случай, когда все собственные значения неотрица-
тельные, возможен только тогда, когда внедиагональные блоки нулевые, а левый верхний блок
является неотрицательно определенной матрицей. Утверждение доказано.

Обратимся теперь ко второму случаю, когда у матрицы  имеются отрицательные собствен-
ные значения. Пусть собственное значение ηj < 0 и пусть qj – соответствующий этому отрица-
тельному собственному значению собственный вектор. Введем в рассмотрение матрицу единич-
ного ранга

где  – верхняя (nB × n2)-подматрица матрицы . Аналогично,  – левая (n2 × nB)-подмат-

рица матрицы .
Зададимся некоторым σ > 0 и добавим Tj в матрицу (33) системы линейных уравнений (32),

поместив ее в левую верхнюю блочную подматрицу. Теперь матрица (33) принимает вид

а сама система (32) перепишется следующим образом:

 (47)

Решение системы (47) с такой матрицей отличается от ее решения с исходной матрицей (33).
Вместо матрицы 4 вида (36) появится матрица

обращая которую с помощью формулы Шермана–Моррисона–Вудбери, получаем
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Здесь с(σ) обозначает константу:

Введем еще одно обозначение: Pj = . Тогда отображение &1(u) трансформируется в

Если, упрощая запись, положить  = , то получаем, что

 (48)

Утверждение 13. Пусть точка u ∈ ∂  является сильно невырожденной. Пусть, кроме того, у

матрицы  существует собственный вектор qj, соответствующий собственному значению ηj < 0.
Тогда отображение &2(u) определяет направление перемещения Δu = &2(u) в u-пространстве, кото-

рому соответствует направление  =  в подпространстве , равное

 (49)

где Qj = .

Доказательство. Проведем векторизацию матрицы  относительно первых nB компонент:

svecB  = &2(u) или, поскольку справедливо представление (48) и равенство (45),

 (50)

У вектора svec  последние nN компоненты нулевые. Поэтому

С учетом этого равенства, а также равенства  = ηj, имеем

 (51)

Из (50) и (51) приходим к выводу, что справедлива формула (49). Утверждение доказано.

Следствие 1. Если матрица Qj принадлежит грани (VH; ), то  – положительно полу-
определенная матрица.

Доказательство. Так как пространство столбцов 5(VH) матрицы VH является подпростран-
ством  = {y ∈ ℝn : yi = 0, 1 ≤ i ≤ r} пространства ℝn, то сопряженная грань (VH; ) состоит
из матриц, у которых пространство столбцов совпадает с подпространством  = {y ∈ ℝn : yi = 0,
r < i ≤ n}. Поэтому, если Qj ∈ (VH; ), то обязательно у вектора qj последние s компонент ну-
левые. Отсюда следует, что матрица Qj является блочной диагональной матрицей, у которой
только левый верхний блок порядка r ненулевой, причем, как нетрудно видеть, этот блок будет
положительно полуопределенной матрицей. Таким образом, матрица  согласно формуле (49)
также будет положительно полуопределенной матрицей. Следствие установлено.

Так как &1(u) = 0m в любой сильно невырожденной регулярной крайней точке u ∈ , то, со-

гласно (48), &2(u) =  в таких точках.
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Модифицированное направление Δu, задаваемое отображением &2(u), является комбиниро-
ванным, в нем сочетается направление, лежащее в минимальной грани, и направление, выводя-
щее за пределы этой грани. Величина c(σ) играет роль весового коэффициента.

6. ВЫБОР ШАГА И СХОДИМОСТЬ ИТЕРАЦИОННОГО ПРОЦЕССА
Рассмотрим вопрос о выборе шага в итерационном процессе (10), в котором

Этот выбор осуществляется на основе идеологии наискорейшего спуска и, разумеется, зависит
от используемого в точке u конкретного отображения &i(u), i = 0, 1, 2. Поскольку, как уже отме-

чалось, отображение &1(u) переходит в отображение &0(u), когда u ∈ , то фактически нам до-
статочно проанализировать только два случая: &(u) = &1(u) и &(u) = &2(u). Брать отображение

&1(u) или &2(u), определяется наличием или отсутствием у матрицы  отрицательных соб-
ственных значений.

Формуле пересчета (10) соответствует формула пересчета слабых двойственных переменных
VH(u) в пространстве Sn, а именно,

 (52)

Шаг αk берется максимально возможным при условии, что матрица Vk + 1 будет положительно
полуопределенной. Это приводит к наибольшему возрастанию значения целевой функции в
двойственной задаче (2) на текущей итерации.

Пусть каждая из матриц Аi разбита на четыре блока

где порядки диагональных блоков  и  равны соответственно r и s.

Наряду с разбиением матриц Ai разобьем матрицы ,  и . Матрица  в текущей
точке uk ∈ ∂  имеет следующий блочный вид:

где  – вектор, составленный из положительных собственных значений матрицы Vk = V(uk).

Представим матрицу-приращение  как

в которой ΔΩNB = (ΔΩBN)т и

 (53)

Утверждение 14. Пусть uk ∈ ∂ , и пусть &(uk) = &1(uk). Тогда

 (54)
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где ΔΩNN – матрица, имеющая векторное представление

 (55)

Доказательство. Если в качестве алгоритмического отображения &(u) берется отображение
&1(u), то в силу (45) ΔΩBB = 0rr и ΔΩBN = (ΔΩNB)т = 0rs. Вид матрицы ΔΩNN опять же следует из об-
щих формул пересчета (52) матриц VH. Утверждение обосновано.

В случае, когда точка uk ∈ ∂  является крайней, возможен переход в новую точку. При этом

из формулы (54) видно, матрица  будет оставаться положительно полуопределенной при αk
достаточно малом. Максимально возможный шаг αmax (именно он берется в конечном счете в ка-

честве αk) определится из условия, при котором у симметричной матрицы D( ) – αΔΩNN какое-
то собственное значение становится равным нулю. Найти αmax можно, например, используя кон-
груэнтное приведение двух симметричных матриц, одна из которых положительно определена к
диагональному виду.

Рассмотрим теперь случай, когда в качестве отображения &(u) берется отображение &2(u).
Утверждение 15. Пусть uk ∈ ∂ , и пусть &(uk) = &2(uk). Тогда можно указать  > 0 такое,

что Vk + 1 ≽ 0 для любого 0 < αk ≤ .
Доказательство. Разобьем вектор qj, входящий в отображение &2(u), на два подвектора:

Тогда согласно (49) ΔΩBB = c(σ)ηj ( )т и ΔΩBN = (ΔΩNB)т = c(σ)ηj ( )т. Векторное представ-
ление (55) матрицы ΔΩNN заменяется на следующее:

 (56)

Положим βj = –c(σ)ηj > 0. Беря &(uk) = &2(uk), получаем

где матрица ΔΩNN определяется своим векторным представлением (56). Правая нижняя матрица
 = D( ) – αkΔΩNN будет оставаться положительно определенной при αk достаточно малом.

Поэтому вся матрица  будет положительно полуопределенной, если дополнение по Шуру
матрицы , т.е. матрица

,

также будет положительно полуопределенной.
Полагая, что

 (57)

получаем, что

 (58)

Таким образом, матрица  также остается положительно полуопределенной при  достаточ-
но малом. Отсюда делаем вывод, что можно указать  > 0 такое, что вся матрица  при 0 < αk ≤ 
будет положительно полуопределенной. Утверждение доказано.

Замечание 3. Согласно (57) и (58) матрица  заведомо будет положительно полуопределенной при

любом αk > 0, если вектор qj такой, что  = 0s. Это соответствует случаю, когда матрица Qj принадлежит

грани ( ; ), являющейся сопряженной по отношению к грани Γmin( ; ). Данная грань
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( ; ) определяется первыми r единичными ортами пространства ℝn, образующими ее простран-
ство столбцов.

Покажем, что итерационный процесс (10) позволяет при определенных дополнительных
предположениях относительно задачи попасть из любой стартовой точки u0 ∈  в некоторую
окрестность $( ) решения задачи (2) – точки , где уже можно применять основное отображе-
ние (15). Как уже отмечалось, итерационный процесс с основным отображением &(u) обладает
локальной сходимостью при использовании постоянного достаточно малого шага αk. Считаем
также, что при использовании отображения &2(u) берется тот собственный вектор qj, который

соответствует максимальному по модулю отрицательному собственному значению матрицы .
Предположим, что для решения  прямой задачи (1) и решения [ , ] двойственной задачи (2)

выполнено условие строгой дополнительности. Тогда  – единственное решение двойственной
задачи (2) (вместе с соответствующей слабой двойственной переменной ). Положим 8f =
= {u ∈  : 〈b, u〉 ≥ f}. Если  – оптимальное значение целевой функции в двойственной задаче,

то можно указать  <  такое, что  ⊆ $( ).

Мы скажем, что двойственная задача (2) b-согласована, если для любого u ∈  вектор b

принадлежит пространству столбцов соответствующей матрицы  в том и только в том слу-
чае, когда u – крайняя точка .

Теорема 1. Пусть двойственная задача (2) сильно невырожденная и b-согласованная. Пусть, кро-
ме того, точка u0 ∈  такова, что множество , где f0 = 〈b, u0〉, ограничено. Тогда можно ука-
зать номер K ≥ 1 такой, что uk ∈  при k ≥ K.

Доказательство. Предположим, что итерационный процесс (10) генерирует бесконечную по-
следовательность точек, ни одна из которых не принадлежит множеству . Так как множество

 ограничено, то у последовательности {uk} существуют предельные точки. Пусть  → , где

 ∉ . Пусть, кроме того,  = V( ) →  и  = , где  – ортогональная матрица.
Считаем для общности, что направление перемещения Δuk = uk + 1 – uk определяется отобра-

жением &2(u), вычисленным в соответствующих точках uk. Так как матрица WN = WN(u) положи-

тельно полуопределенная, то отображение &2(u) можно представить в виде &2(u) = [Ψ1(u) +

+ c(σ)Ψ2(u)] b с матрицами

в которых  = .
Обе матрицы Ψ1(u) и Ψ2(u) симметричные и положительно полуопределенные, первая из них

является матрицей ортогонального проектирования. Все матрицы, входящие в Ψ1(u) и Ψ2(u),

включая их самих и матрицы (u), ограничены по норме в некоторой окрестности точки .
Отсюда следует, что длина шагов  не может стремиться к нулю, т.е. они ограничены снизу не-
которым положительным числом. Кроме того, последовательность значений целевой функции
{bтuk} – монотонно возрастающая и ограниченная сверху числом bт . Поэтому

 (59)

Предположим далее, что подпоследовательность { } выбрана такой, что у всех соответству-
ющих матриц  = V( ) ранг один и тот же, равный s1. Это приводит к одинаковым разбиениям

матриц ХH на подматрицы  и , вторая из которых обязательно нулевая. Более того, по-
скольку инвариантные подпространства близких по норме матриц близки друг к другу, то можно
считать, что  → .
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Согласно (59) в предельной точке  должно выполняться Ψ1( )WN( )b = 0m. Из этого равен-
ства следует, что вектор WN( )b принадлежит нуль-пространству матрицы Ψ1( ), совпадающему

с пространством столбцов матрицы , т.е. b = λ. Но тогда по лемме 2 точка  – крайняя
точка множества .

При сделанном предположении о сильной невырожденности задачи крайняя точка  мо-
жет быть только регулярной. Отсюда следует, что решение основной системы (32) сводится
к отысканию m-мерного вектора svecB , удовлетворяющего системе линейных уравнений

 = b с неособой квадратной матрицей . Вектор svecN  берется нулевым.

Но точка  не является решением задачи, поэтому у матрицы  имеется отрицательное соб-
ственное значение.

Так как собственные значения симметричных матриц непрерывны но Липшицу, то и у мат-
риц , вычисленных в точках  достаточно близких к , также будут отрицательные соб-
ственные значения. Это приводит к тому, что при , достаточно близких к , значение целевой
функции в двойственной задаче (2) возрастает на величину, ограниченную снизу положитель-
ным числом. В результате на некоторой итерации должно стать 〈b, 〉 > 〈b, 〉, что невозможно.
Поэтому uk ∈  при k достаточно больших. Теорема доказана.

Замечание 4. В силу произвольности выбора уровня  можно утверждать, что итерационный процесс (10)
сходится глобально на множестве .
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