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ВЫРОЖДЕННЫЕ АФФИННЫЕ АЛГЕБРЫ ГЕККЕ И ЯНГИАНЫ 
В.Г. Д ринфел ь д 

1. В работе [1] в связи с исследованием квантового уравнения Янга — Бакстера 
введен новый класс алгебр Хопфа — янгианы. Если а — конечномерная простая алгеб
ра Ли над С, а c^„^^ — структурные константы а в базисе {Z^}? ортонормированном от-̂  
носительно некоторого инвариантного скалярного произведения, то янгиан А (обозначае-^ 
мый У (а)) порождается как ассоциативная алгебра с единицей, алгеброй а и образую
щими / ^ с определяющими соотношениями [/̂ ,̂ / ] = ^;,MV*^V' [«^Я' I'^pi' '^'^^^ ~~ '^^ ' '*̂ pi» 
^vll = ^Xlxva^Y i^a ' ^P' ^Y^' f̂ *̂ ?̂ ' '̂ M-'' f̂ '̂ «^sl] + [[«^r, -^s], U%^ «̂M-̂ l == (^Xjivapv^rsv + 
+ «r.va(3Y%v)Ka' -^p' *̂ Y '̂ ^^^ 

1 
^xp.vaPY"" 24 ^̂ ĉxî M.̂ j'̂ VY/f̂ ij/, {^1, лгз, xz) = ^ ^i"^/fc-

Коумножение A: F (a) ~* F (a) 0 У (a) имеет вид A {I^ = I^^i~\-i^I^^ 
1 

A (7^) == / ^ (Э 1 + 1 (Э «̂ j, +~2~^? |̂Liv^v ® ^u- Изучение конечномерных неприводимых пред
ставлений Y (а) представляет большой интерес, так как каждому такому представлению 
соответствует квантовая i?-матрица [1]. 

Пусть теперь а = §1 (N), а в качестве скалярного произведения в а взято Тг ( ^ У ) . 
Приведем аналог для У (§1 (iV)) теоремы Г. Вейля о связи между представлениями ^Х {N) 
и Sr^i. Роль Srn играет при этом алгебра Л ^ , порожденная групповой алгеброй С [Sm\ 
PI элементами т/^,. . ., Ут ^ определяющими соотношениями gyi = yg^i^g, g ^ Sm, и 

Здесь и в дальнейшем символы (i, / , /с), (у, А:) и т. п. обозначают циклы в Зщ- Положим, 
W = (С^)®^. Скажем, что представление У (§1 (TV)) имеет вес т , если его ограничение на 
§>1 {N) — сумма неприводимых представлений, каждое из которых входит в W. Определим 
Рг : gl (N) -^ E n d И^ формулой pi (/^) о̂^ (g) . . . 0 Хт=х^ 0 . . . 0 Xi_i (g) I^xi (g) д:|+1 0 . . ^ 
• . .Q9 ^ m * 

Т е о р е м а 1. 1) Пусть -М — молулъ над Л ^ , Уд̂ - = ikf (go W. Тогда[существует 
rn 

гомоморфизм п: У (§1 (iV)) —» End Fjy^ такой, что тс (1^) {х (^ w) = х(^} ^ pi (1^) w, 
i=l 

т 
п ( /^) {x0w) = 2 ^г^ ® Pi (^р,) "̂  ^/^^ X ^ М, W ^ W, При N "> т функтор М -̂> V-^ 

i=r.i 
является эквивалентностью между категорией А^-модулей и категорией представлений 
У (g( (N)) веса т. 

2) Для любых I, т существует гомоморфизм ii ^: Л/ 0 А ^ —^ ̂ l-i-m^ индуцирующий 
естественное вложение Si X Sm ~^ ^^l+m ^ такой, что 

1-\~т I 

yj(S>'^^yj + — 2 J (Ь ^)' ^ ^yj'-^yj+i "• "2" JLJ(^' ' ^)-
fe=Z4-l fe=l 

Если Р и Q — модули над Ai и А^ соответственно, а М — модуль над Aij^yyii индуцирован^ 
ный модулем Р ^ Q с помощью ii^rm ^0 У (§1 {М))-модуль F j ^ канонически изоморфен Vp 0 
0 VQ {структура У (§( {Ы))-модуля в Vp (^ VQ вводится с помощью Л) . 

m 

Положим Wfe = 2//,. — — ^ s g n ( A ; —Z).(A;, / ) . Тогда [их, Uj] = 0. Кроме того, если 
1=1 

положить S]^ = {к, /t + 1) е iS^i, то uj^sj^ — ^fc^/r+i + ^^ Щ+\Ч'=^8]^и]^ — 1, ujs/f = si^Uj при 
/ г^ /с, А: -f 1. При этом ii^rn (Щ 0 1) = Щ, Ч,т (1 ® ^̂ /с) = Щ+1' 

2. Обозначим через ^ ^ алгебру Гекке группы GL {т, Qp) по отношению к подгруп
пе Го (р) = {(ttij) е GL (т, Zp) I aij е pZp при i > / } . И. Н . Бернштейн и А. В. Зелевин-
с к и й д о к а з а л и (см. [3 ,4 ] ) , что . ^ ^ п о р о ж д а е т с я алгеброй С [aj^, х^^,. . ., х^, х'^] и обра-
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дующими Т]^, 1 < / с < т — 1, с определяющими соотношениями (Т^^ — р) [Т]^ + 
4- 1) = О, Tj^Tk^i Ти = Г;,+1 Г^П^+ь Г,,Г; - TjT^ при I А: - 7 I > 1' ^/с^/г = ^№+1 -
=-(/?— 1)^/с+1, /̂с+1 /̂с = й̂:-з:̂ /г + (Р — 1) ^Ь+ъ ^jTii = T^xj при / :f= /с, /с + 1. Если поло
жить xii = 1 — {р — ^)щ, разделить каждое соотношение на максимально воз
можную степень р — 1, а затем формально положить р = 1, то получится Л^^. 
Поэтому из теоремы 1 и известных утверждений о̂  связи между представлениями ^ ^ и 
представлениями GL (т, Qp) (см. [2, 5, 6]) вытекает следуюп1;ая система аналогий: 
конечномерные представления Y {§1 {N)) веса т аналогичны слабо разветвленным 
допустимым представлениям GL (ттг, Q^); «скручивание» представления GL (т , Qp) 
с помош;ью неразветвленного квазихарактера Q* аналогично «скручиванию» представ
ления Y (§1 (iV)) с помош;ью автоморфизма / ^ i-> /^ , J^ н-> /̂ ^ + al^, а е С; тен
зорное произведение представлений Y {U (N)) аналогично параболическому индуциро
ванию; квантовая Л-матрица аналогична стандартному сплетающему оператору между 
двумя представлениями GL (Z-f- т, Qp), полученными параболическим индуцированием 
из представлений GL (Z, Qp) и GL {т, Qp). 

Поскольку приведенное выше описание ^ ^ обобщено И. Н. Бернштейном на произ
вольные расщепимые полупростые алгебраические группы над Qp (см. [3, 4]), то и конст
рукция вырождения Jt^rn обобщается на алгебры Гекке, соответствующие произвольным 
аффинным группам Вейля. Однако в общем случае неясно, что играет роль У {U (N)), 

3. Существует гомоморфизм /: Л ^ —> С [S-^], тождественный на о771 И такой, что 

t/k ^-^ "о" У (̂% /) (/ тесно связан с гомоморфизмом У (̂ 1 (N)) -^ UU {N), построенным в тео-

реме 9 работы [1]). Автор не знает, можно ли получить / как предел при р —* 1 некото
рого гомоморфизма из .^гп в алгебру Гекке группы S^n-

4. Пусть р — представление конечной группы G в векторном пространстве V над 
С, и пусть на V заданы кососимметричные билинейные формы ag, g ^ G. Рассмотрим ал
гебру А, порожденную алгеброй С [G] и пространством V с определяющими соотношения
ми gvgr^ = р (g)i;, gre G, i; е F, а также [i;i, ^2] = 5 j ;̂? (̂ î» 2̂)*̂ »̂ î? V2 ^. F/Любой элемент 

Л представим в виде ^g*^ (bg), bg е Sym* F, где ф — естественное отображение Sym*F-* 
g^G 

^^ Л, Скажем, что набор {ag} допустим, если такое представление единственно. Нетрудно 
доказать, что для этого необходимо и остаточно, чтобы сь^а^-х (р {h) î i, р {h)vc^ = ag (и^, v^) 
и чтобы из неравенств р (g) г^ id, ag ф О следовало, что Кег ag ^= V^ и Со dim F^ = 2, 
где F^ = {v^ V \p{g) V = v}. В частности, если G= Smi а р — стандартное представление 
S^n в С^, то допустимый набор {fl̂ } единствен с точностью до пропорциональности и дает
ся формулой (1). Если G — конечная группа Кокстера, а а — ее естественное представление, 
'^о размерность пространства допустимых наборов {ag} равна ^ j ^ ^ ^ (̂ » [V^ (^ (L) — 1)]), 

L 
где L аробегает множество классов 6^-эквивалентности подпространств коразмерности 
2 в F, а п (L) — число, зеркал, содержащих L. 

Результаты [7] и настоящей статьи позволяют надеяться, что аналогично связи меж
ду Л ^ и У (й (N)) существует связь межу J^^?! и квантованными аффинными алгебрами 
Каца—Муди типа А^ (квантованные алгебры Каца — Муди введены независимо в [8 и 1]). 

Автор благодарит А. В. Зелевинского за ценные советы. 
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