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В математической теории управления важную роль играет множество дости-
жимости управляемого объекта D(x0, T ), где x0 — начальное состояние управ-
ляемого объекта при t = 0, T > 0 — время движения этого объекта (см., напри-
мер, [1]). Знание D(x0, T ) или его оценки при T > 0 позволяет, например, оценить
динамические возможности управляемого объекта, что представляет интерес для
различных приложений. В литературе известно несколько постановок задач оце-
нивания D(x0, T ) (см., например, [2–4]). Отметим, что в линейном случае для
описания множества D(x0, T ) и его оценок можно с успехом применять аппарат
опорных функций (см., например, [5]).
В этой работе мы будем заниматься оцениванием D(x0, T ) сверху по включе-

нию. Рассмотрим управляемый объект (см. [1]) вида

ẋ = f(x, u), x(0) = x0, (1)

где x ∈ Rn, n ≥ 1, u ∈ Rr, r ≥ 1, u ∈ U , U — компакт из Rr. На нелинейную функ-
цию f(x, u) накладываются обычные требования гладкости (см., например, [1]).
Отметим, что одна из первых оценок сверху для множества D(x0, T ) была по-
строена в [6] в виде шара с центром в нуле. Другой общий подход к оцениванию
сверху D(x0, T ) c помощью функций V (x) ляпуновского типа изложен в рабо-
те [4]. При таком подходе важно удачно подобрать подходящую функцию V (x).
Тут могут помочь многочисленные результаты по классической теории устойчи-
вости неуправляемых систем (см., например, [7]). В работе [8] было использовано
свойство Важевского квазимонотонного неубывания векторной функции для по-
лучения покоординатных оценок сверху для изучаемого множества D(x0, T ).
Приведем два примера, иллюстрирующих сказанное.
Пример 1. Рассмотрим двумерный управляемый объект вида

ẋ1 = x2, ẋ2 = g(x1, x2) + u, x(0) = x0, (2)

где g(x1, x2) — непрерывно дифференцируемая функция на R2, u ∈ [p, q], p < q.
Предположим, что частная производная gx1 неотрицательна на R2 и выполнено
неравенство x2g(x1, x2) ≤ c(1 + |x|2) при x ∈ R2, где c — некоторая неотри-
цательная константа. Отметим, что из наложенных на функцию g требований
вытекает, что векторная функция h(x1, x2) c компонентами x2, g(x1, x2) является
квазимонотонно неубывающей в смысле Важевского. С помощью результатов [8]
обосновывается следующий факт: для векторов z, принадлежащих множеству
достижимости D(x0, T ), выполняются векторные неравенства

ξ(T ) ≤ z ≤ η(T ), (3)
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где ξ(t) — решение задачи Коши

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = g(ξ1, ξ2) + p

с начальным условием ξ(0) = x0, η(t) — решение задачи Коши

η̇1 = η2, η̇2 = g(η1, η2) + q

с начальным условием η(0) = x0. Напомним, что u ∈ [p, q]. Векторные неравен-
ства (3) обеспечивают покомпонентные оценки векторов z ∈ D(x0, T ). Они опре-
деляют прямоугольник P (T ), содержащий множество достижимости D(x0, T ).
Нетрудно видеть, что среди всех содержащих множество D(x0, T ) прямоуголь-
ников со сторонами, параллельными осям координат, построенный прямоуголь-
ник P (T ) имеет наименьшую площадь.
Пример 2. Рассмотрим двумерный управляемый объект (см. [7, с. 66])

ẋ1 = x2, ẋ2 = −g(x1)− h(x2) + u, x(0) = x0, (4)

где функции g(x1), h(x2) непрерывно дифференцируемы на R1, u ∈ [p, q], причем
p < q. Рассмотрим функцию Ляпунова вида (см. [7, с. 66])

V (x1, x2) =
x2
2

2
+

∫ x1

0

g(s) ds. (5)

Потребуем выполнения неравенств g(x1)x1 ≥ 0 для всех x1 из R1, h(x2)x2 ≥ 0
для всеx x2 из R1. При сделанных предположениях функция V (x1, x2) непрерыв-
но дифференцируема и неотрицательна на R2. Используя выкладки из [7, с. 66],
для непрерывно дифференцируемой функции v(t) = V (x1(t), x2(t)), где x1(t),
x2(t) — компоненты решения задачи Коши (4), соответствующего произвольно-
му непрерывному управлению u(t) ∈ [p, q] и начальному условию x(0) = x0,
получаем на [0, T ] неравенство

v̇(t) ≤ x2(t)u(t) ≤ rv(t)1/2, (6)

где r = 21/2 max(|p|, |q|).
Поставим в соответствие этому неравенству уравнение сравнения

ẇ = r|w|1/2 (7)

c начальным условием

w(0) = V0 = V (x1(0), x2(0)). (8)

Можно обосновать, что для максимального решения w̃(t) задачи Коши (7), (8)
при t ∈ [0, T ] справедлива формула

w̃(t)1/2 = V
1/2
0 +

rt

2
. (9)

Теперь с помощью известной теоремы сравнения (см. [9, с. 40, теорема 4.1])
получаем при t ∈ [0, T ] неравенство вида v(t) ≤ w̃(t). Отсюда, используя опреде-
ление функций V (x1, x2), v(t), получаем при t ∈ [0, T ] неравенство

|x2(t)| ≤ b(t) = 21/2
(

V
1/2
0 +

rt

2

)
. (10)
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При выводе оценки (10) мы считали, что допустимое управление u(t) непре-
рывно на [0, T ]. Можно обосновать, что и для измеримых допустимых управлений
u(t) неравенство (10) имеет место. Используя первое из уравнений системы (4), на
основании сказанного мы получаем при произвольных допустимых измеримых
управлениях u(t) оценку вида

|x1(T )− x1(0)| ≤
∫ T

0

b(s) ds. (11)

Таким образом, с помощью неравенств (10), (11) возникает оценка сверху по
включению множества достижимости для управляемого объекта (4) в виде пря-
моугольника со сторонами, параллельными осям координат.
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Мы рассматриваем рынок, на котором действует большое число инвесторов,
управляющих собственным портфелем ценных бумаг, состоящим из рискового
актива и банковского депозита. Каждый инвестор решает задачу о максимизации
общей для всех HARA-функции полезности от капитала портфеля к некоторому
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