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Asymptotic homology in sub-Riemannian geometry

Andrei Agrachev

SISSA, Trieste, Italy & MIAN, Moscow, Russia

agrachev@sissa.it

Sub-Riemannian manifold is a connected Riemannian manifold equipped with a
nonholonomic vector distribution Δ ⊂ TM . Admissible curves are integral curves of
the distribution: γ : [0, 1]→ M is admissible if γ̇ ∈ Δγ(t), 0 ≤ t ≤ 1. Any two points
of M are connected by an admissible curve.

Moreover, given q0, q1 ∈ M , the embedding of the space of admissible curves
ΩΔ(q0, q1) connecting q0 with q1 in the space of all curves Ω(q0, q1) connecting the
same points is a homotopy equivalence (both spaces are endowed with the topology
of W 1,p, where 1 ≤ p <∞).

In other words, any continuous family of curves connecting q0 with q1 is homotopic
to a family of admissible curves, where the boundary points q0, q1 are kept fixed during
the homotopy.

This picture changes drastically if we restrict the length of the curves. The
homotopy types of the spaces Ωr(q0, q1) = {γ ∈ Ω(q0, q1) : length(γ) ≤ r} and
Ωr

Δ(q0, q1) = {γ ∈ ΩΔ(q0, q1) : length(γ) ≤ r} are very different for arbitrarily large
finite r, where the difference is detected in large dimensions. Actually, any continuous
map φ : Sn → Ω(q0, q1) is homotopic to a map φΔ : ΩRn

Δ (q0, q1) for some Rn, where
Rn →∞ as n→∞.

This is a homotopic analogue of a well-known fact: any curve can be uniformly
approximated by an admissible curve but the lengths of the approximating admissible
curves go to infinity as they tend to the non-admissible one.

If M = Rn, then Ωr(q0, q1) is contractible for large enough r, while Ωr
Δ has a rich

interesting topology. In this talk, I am going to demonstrate this phenomenon by
an explicit computation of the asymptotics of the homology groups of Ωr

Δ(q0, q1) as
r →∞ for a class of step 2 distributions Δ.

Оптимальность эйлеровых эластик

в нильпотентных субримановых задачах
∗

А. А. Ардентов

ИПС им. А.К. Айламазяна РАН, Переславль-Залесский, Россия
aaa@pereslavl.ru

Рассматриваются следующие четыре нильпотентные субримановы задачи: три
левоинвариантные задачи на группах Гейзенберга, Энгеля, Картана, а также
нелевоинвариантная задача в плоском случае Мартине. Все рассматриваемые

∗Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 22-11-00140.
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задачи имеют геометрическую интерпретацию в виде обобщения задачи Дидоны.
Решения задаются с помощью дуг эластик Эйлера.

Обобщенная субриманова задача для этих случаев формулируется следующим
образом:

q̇ = u1X1 + u2X2, q ∈M ∼= R
n,

q(0) = q0, q(T ) = q1,

l(q(·)) =
∫ T

0

√
u2
1 + u2

2 dt→ min.

В случае Гейзенберга решения суть прямые и окружности (простейшие эла-
стики). Решениями для плоского случая Мартине являются прямые и инфлекси-
онные эластики. Для групп Энгеля и Картана все семейство эйлеровых эластик
дает решения (прямые и окружности, инфлексионные, неинфлексионные и кри-
тические эластики).

Время разреза известно для каждой из задач. Конечное время разреза удобно
описать в терминах периода эластики. Представлено описание времени разреза
для каждой из рассмотренных задач в виде функции от формы эластики.

Исследование опирается на ряд работ [1–3].

Список литературы
1. Agrachev A., Bonnard B., Chyba M., Kupka I. Sub-Riemannian sphere in Martinet at
case // ESAIM: COCV. 1997. V. 2. P. 377–448.

2. Ardentov A.A., Sachkov Yu.L. Cut time in sub-Riemannian problem on Engel group
// ESAIM: COCV. 2015. V. 21, No. 4. P. 958–988.

3. Ardentov A., Hakavuori E. Cut time in the sub-Riemannian problem on the Cartan
group // ESAIM: COCV. 2022. V. 28, No. 12.

О нелокальных теоремах об обратной функции

и их приложениях
∗

А. В. Арутюнов, С. Е. Жуковский

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Россия
arutyunov@cs.msu.ru, s-e-zhuk@yandex.ru

Пусть X,Y — банаховы пространства, F : X → Y — заданное отображение.
Рассмотрим уравнение

F (x) = y (1)

относительно неизвестного x ∈ X и параметра y ∈ Y . Всюду далее будем предпо-
лагать, что отображение F дифференцируемо по Фреше в каждой точке x ∈ X .
Производную отображения F в точке x ∈ X будем обозначать через F ′(x).

∗Исследование первого автора выполнено при поддержке гранта Российского научного фон-
да (проект №22-11-00042). Исследование второго автора выполнено при поддержке гранта
Президента Российской Федерации (проект МД-2658.2021.1.1).
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Обратной (правой обратной) функцией для уравнения (1) называется отобра-
жение G : Y → X, которое каждому значению параметра y ∈ Y ставит в соответ-
ствие решение G(y) уравнения (1), т.е.

F (G(y)) ≡ 0, y ∈ Y.

Классические теоремы об обратной функции носят локальный характер, т.е.
гарантируют существование решения G(y) для значений параметра y из неко-
торой окрестности заданной точки y0 ∈ Y . Нами получены достаточные усло-
вия существования непрерывной неявной функции G, определенной на заданном
подмножестве в пространстве Y . Отметим, что аналогичные известные ранее
результаты (см., например, [1, 2]) справедливы в предположении, что линейный
оператор F ′(x) является обратимым или имеет непрерывный линейный правый
обратный оператор при любом x ∈ X . Приводимая ниже теорема об обратной
функции не содержит таких априорных предположений.

Обозначим через L(X,Y ) пространство линейных непрерывных операторов
A : X → Y . Через covA обозначим константу Банаха линейного оператора A ∈
∈ L(X,Y ), т.е.

covA := sup{α ≥ 0: BY (α) ⊂ AB(1)}.

Здесь BY (α) — замкнутый шар в пространстве Y с центром в нуле радиуса α. Из
теоремы Банаха об открытом отображении следует, что covA > 0 тогда и только
тогда, когда AX = Y .

Положим
a(t) := inf{covF ′(x) : x ∈ BX(t)}, t ≥ 0.

Основной результат исследования состоит в следующем. Пусть заданы числа
R ∈ (0,+∞) ∪ {+∞} и ε > 0 и отображение F является достаточно гладим,
F (0) = 0. Если

(1 + ε)R ≤
∫ +∞

0

a(t) dt,

то существует непрерывное отображение G : BY (R)→X такое, что F (G(y))≡
≡ y, y ∈ BY (R), и имеет место неравенство∫ ‖G(y)‖

0

a(t) dt ≤ (1 + ε)‖y‖ ∀ y ∈ Y.

Приведенные достаточные условия существования неявной функции примене-
ны к исследованию ряда задач. Получены условия существования точки совпаде-
ния гладкого накрывающего отображения и вполне непрерывного отображения
банаховых пространств. Частично эти результаты опубликованы в [3].

Список литературы
1. Царьков И.Г. О глобальном существовании неявной функции // Мат. сб. 1993.
Т. 184, №7. C. 79–116.

2. Rheinboldt W. Local mapping relations and global implicit function theorems // Trans.
Amer. Math. Soc. 1969. V. 138. P. 183–198.

3. Арутюнов А.В. Жуковский С.Е. Глобальная и полулокальная теоремы о неявной
и об обратной функции в банаховых пространствах // Мат. сб. 2022. Т. 213, №1.
C. 3–45.
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Об одной задаче оптимального управления

с асимптотическим концевым ограничением
∗

С. М. Асеев

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва, Россия
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,

Москва, Россия
aseev@mi-ras.ru

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления (P ):

J(x(·), u(·)) =
∫ ∞

0

e−ρtg(x(t), u(t)) dt→ max, (1)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), x(0) = x0, (2)

u(t) ∈ U, (3)

lim
T→∞

sup
t≥T

h(x(t)) ≥ 0. (4)

Здесь x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m, U — непустой выпуклый компакт из R
m, ρ ≥ 0 —

параметр дисконтирования. Предполагается, что x0 ∈ G, где G — заданное от-
крытое множество в Rn. Функции f : G × U → Rn, h : G → R1 и g : G × U → R1

предполагаются непрерывными вместе с производными fx(·, ·), hx(·) и gx(·, ·) на
множествах своего определения. Кроме того, предполагается, что для любого
x ∈ G функция g(x, ·) : U → R1 вогнута.

В качестве допустимых управлений в задаче (P ) рассматриваются все измери-
мые по Лебегу функции u : [0,∞)→ Rm, удовлетворяющие ограничению (3). Для
произвольного допустимого управления u(·) соответствующая ему траектория
x(·) есть локально абсолютно непрерывное решение задачи Коши (2), опреде-
ленное в G на некотором конечном или бесконечном интервале [0, τ), τ > 0.
Будем считать, что для любого допустимого управления u(·) соответствующая
траектория x(·) определена в G на всем интервале [0,∞). Траекторию x(·) будем
называть допустимой в задаче (P ), если для нее выполняется асимптотическое
ограничение (4). В этом случае пара (x(·), u(·)) допустимая. Оптимальность па-
ры (x∗(·), u∗(·)) понимается в сильном смысле, т.е. (x∗(·), u∗(·)) — оптимальная
допустимая пара, если функционал J(x∗(·), u∗(·)) сходится и его величина мак-
симальная на множестве всех допустимых пар.

Будем считать выполненными следующие условия.
(A1) Правая часть управляемой системы (2) аффинна по управлению, т.е.

функция f(·, ·) имеет вид

f(x, u) = f0(x) +
m∑
i=1

fi(x)u
i, x ∈ G, u ∈ U,

где все функции fi : G→ Rn непрерывно дифференцируемы.
∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №19-11-00223).
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(A2) Существует такая функция ω : [0,∞)→ R1, что ω(t)→ +0 при t→∞
и для любой допустимой пары (x(·), u(·)) имеем∣∣∣∣∣

∫ T ′

T

e−ρtg(x(t), u(t)) dt

∣∣∣∣∣ ≤ ω(T ), 0 ≤ T ≤ T ′.

Пусть u(·) — допустимое управление, а x(·) — соответствующая ему траек-
тория. Обозначим через Y(x,u)(·) и Z(x,u)(·) нормированные в нулевой момент
фундаментальные матричные решения линейных систем

ẏ(t) = fx(x(t), u(t))y(t) и ż(t) = − [fx(x(t), u(t))]
∗
z(t)

соответственно.
В силу сделанных предположений существует такая непрерывная функция

M : [0,∞)→ (0,∞), что для любого допустимого управления u(·) и соответству-
ющей ему траектории x(·) имеем ‖Y(x,u)(t)‖ ≤M(t), t ≥ 0. Положим

m(t) = min
s≥0 : |s−t|≤1

1

1 +M(s)
, μ(t) =

ω(t)

m(t)
, t ≥ 0.

Следующие условия характеризуют доминирование дисконтирующего множите-
ля в функционале (1), регулярность асимптотического ограничения (4) и управ-
ляемость системы (2) относительно ограничения (4).

(A3) (i) Справедливо равенство limt→∞ μ(t) = 0;
(ii) существуют такая функция ν : [0,∞) → R1, ν(t) → +0 при t → ∞, что

для любой допустимой пары (x(·), u(·)) справедлива оценка∥∥∥∥∥
∫ T ′

T

e−ρs[Z(x,u)(s)]
−1gx(x(s), u(s)) ds

∥∥∥∥∥ ≤ ν(T ), 0 ≤ T ≤ T ′.

(A4) Существуют такие постоянные ε0 > 0, γ0 > 0 и γ1 > 0, что для любого
x ∈ G, удовлетворяющего неравенству |h(x)| ≤ ε0, имеем γ0 ≤ ‖hx(x)‖ ≤ γ1.

(A5) Существует такая постоянная ε1 > 0, что если для соответствующей
допустимому управлению u(·) траектории x(·) в момент τ ≥ 0 выполняется
неравенство h(x(τ)) ≥ −ε1, то, переопределив в случае необходимости управ-
ление u(·) на интервале [τ,∞), всегда можно считать, что пара (x(·), u(·))
является допустимой в задаче (P ).

Функцию Гамильтона–Понтрягина H(·, ·, ·, ·, ·) и гамильтониан H(·, ·, ·, ·) зада-
чи (P ) определим стандартным образом:

H(t, x, u, ψ0, ψ) = 〈ψ, f(x, u)〉+ ψ0e−ρtg(x, u),

H(t, x, ψ0, ψ) = sup
u∈U

H(t, x, u, ψ0, ψ),

где t ≥ 0, x ∈ G, u ∈ U , ψ0 ∈ R
1, ψ ∈ R

n.
Доказательство следующего результата дано в работе [1].
Теорема. Пусть выполняются условия (A1)–(A5) и (x∗(·), u∗(·)) — опти-

мальная допустимая пара в задаче (P ). Тогда существуют такие не обращаю-
щиеся одновременно в нуль число ψ0 ≥ 0 и вектор ξ ∈ Rn, что выполняются
следующие условия.
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(i) Функция ψ : [0,∞)→ Rn, определенная равенством

ψ(t) = Z∗(t)ξ + ψ0Z∗(t)

∫ ∞

t

e−ρt[Z∗(s)]
−1gx(x∗(s), u∗(s)) ds, t ≥ 0,

является локально абсолютно непрерывным решением системы

ψ̇(t) = −Hx(t, x∗(t), u∗(t), ψ
0, ψ(t))

и справедливо условие максимума

H(t, x∗(t), u∗(t), ψ
0, ψ(t))

п.в.
= H(t, x∗(t), ψ

0, ψ(t)).

(ii) Выполняется условие стационарности гамильтониана

H(t, x∗(t), ψ
0, ψ(t)) = ψ0ρ

∫ ∞

t

e−ρsg(x∗(s), u∗(s)) ds, t ≥ 0.

(iii) Выполняется включение

ξ ∈ Ls
t→∞

{
[Z∗(t)]

−1N∗(t)
}
.

Здесь Z∗(·) — нормированное в нулевой момент времени фундаментальное мат-
ричное решение системы

ż(t) = −f∗
x(t, x∗(t), u∗(t))z(t),

многозначное отображение N∗(·) определяется равенством

N∗(t) =
⋃
λ≥0

{λhx(x∗(t))} , t ≥ 0,

а множество Lst→∞
{
[Z∗(t)]

−1N∗(t)
}
— верхний топологический предел много-

значного отображения t �→ [Z∗(t)]
−1N∗(t) при t→∞:

Ls
t→∞

{
[Z∗(t)]

−1N∗(t)
}
=

{
ζ ∈ R

n : ∃{tk}∞k=1, lim
k→∞

tk =∞, ∃{λk}∞k=1, λk ≥ 0,

ζ = lim
k→∞

λk[Z∗(tk)]
−1hx(x∗(tk))

}
.

Список литературы
1. Асеев С.М. Принцип максимума для задачи оптимального управления с асимпто-
тическим концевым ограничением // Тр. ИММ УрО РАН. 2021. Т. 27, №2. С. 35–48.
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Необходимые условия первого и второго порядков

для траектории локального инфимума

в оптимальном управлении

Е. Р. Аваков, Г. Г. Магарил-Ильяев

Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Россия
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,

Москва, Россия
eramag@mail.ru, georgii.magaril@math.msu.ru

Рассматривается стандартная задача оптимального управления

f0(x(t0), x(t1))→ inf, (1)

ẋ = ϕ(t, x, u(t)), u(t) ∈ U для п.в. t ∈ [t0, t1], (2)

f(x(t0), x(t1)) ≤ 0, g(x(t0), x(t1)) = 0, (3)

где U — подмножество Rr, отображение ϕ : R×Rn×Rr → Rn, функция f0 : R
n×

×Rn → R и отображения f : Rn×Rn → Rm1 и g : Rn×Rn → Rm2 удовлетворяют
стандартным предположениям гладкости.

Для этой задачи вводится понятие траектории локального инфимума (опре-
деленное ранее в работе авторов [1]), которое обобщает понятие оптимальной
траектории. Напомним это определение.

Функция x(·) ∈ AC([t0, t1],R
n) — допустимая траектория для управляемой

системы (2), (3), если найдется такое u(·) ∈ L∞([t0, t1],R
r), что пара (x(·), u(·))

удовлетворяет условиям (2) и (3).
Рассмотрим множество всех допустимых траекторий для управляемой систе-

мы (2), (3) как подмножество пространства C([t0, t1],R
n) с индуцированной из

этого пространства метрикой.
Допустимая траектория x̂(·) называется оптимальной траекторией в зада-

че (1)–(3), если она доставляет локальный минимум функционалу f0 на множе-
стве всех допустимых траекторий для управляемой системы (2), (3).

Стандартное определение того, что пара (x̂(·), û(·)) доставляет сильный мини-
мум (или является оптимальны процессом) в задаче (1)–(3), равносильно тому,
что x̂(·) — оптимальная траектория в этой задаче.

Следующее определение дает обобщение понятия оптимальной траектории.
Определение. Функция x̂(·) ∈ C([t0, t1],R

n) называется траекторией ло-
кального инфимума в задаче (1)–(3), если она доставляет локальный минимум
функционалу f0 на замыкании в C([t0, t1],R

n) множества допустимых траекто-
рий.

Если минимум глобальный, то говорим о траектории глобального инфимума.
Понятно, что значение f0 на траектории глобального инфимума совпадает с

точной нижней гранью f0 по всем допустимым траекториям.
Легко видеть, что если x̂(·) — оптимальная траектория в задаче (1)–(3), то

x̂(·) — траектория локального инфимума в этой задаче. С другой стороны, если
функция x̂(·) — траектория локального инфимума в задаче (1)–(3) и допустима,
то x̂(·) — оптимальная траектория в данной задаче.
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Как видно, траектория локального инфимума не является, вообще говоря, до-
пустимой траекторией, а является лишь равномерным пределом таковых. Опти-
мальная траектория может не существовать, но существования траектории ло-
кального инфимума, очевидно, вполне достаточно для приложений. Кроме того,
условия существования траектории локального инфимума существенно слабее
стандартных условий, гарантирующих существование оптимальной траектории.
Таким образом, класс задач, где существует траектория локального инфимума,
значительно шире класса задач, где существует оптимальная траектория.

Для траектории локального инфимума выводятся необходимые условия перво-
го и второго порядков (условия первого порядка получены в [1], условия второго
порядка будут опубликованы в [2]). Если траектория локального инфимума явля-
ется, в частности, оптимальной траекторией, то полученные необходимые усло-
вия содержат классический принцип максимума Понтрягина (см. [3]) и известные
необходимые условия оптимальности второго порядка (см., например, [4]), но
также и другие соотношения, которые (как будет показано на примерах) могут
давать дополнительную информацию об оптимальном процессе. В этом смысле
доказанные результаты усиливают принцип максимума Понтрягина и известные
условия оптимальности второго порядка.

Если траектория локального инфимума не является оптимальной траектори-
ей, то полученные необходимые условия представляют собой инструмент для на-
хождения траекторий, “подозрительных” на траекторию локального инфимума,
который применяется во многом так же, как принцип максимума Понтрягина и
условия второго порядка для нахождения процессов, подозрительных на опти-
мальность.

Отметим также, что полученные результаты усиливают, в частности, и клас-
сические необходимые условия сильного минимума в вариационном исчислении
(уравнение Эйлера и условие Вейерштрасса).
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A mean field type control system is a mathematical model of a system of many
interacting similar agents trying to achieve a common goal. The mean field approach
implies the study in the limit case when the number of agents tends to infinity while
the agents interact via some external media. This leads to the study of evolution of
the probability measure describing the distribution of agents. It can be regarded as
a phase variable for the mean field type control system. In the talk we will restrict
our attention to the case when the dynamics of each agent is given by an ordinary
differential equation

d

dt
x(t) = f(t, x(t),m(t), u(t)). (1)

Here t stands for the time, x(t) describes the state of the agent at time t, u(t) is the
control of the agent, while m(t) is a current distribution of agents.

Notice that the mean field type control theory finds applications in the control of
systems of autonomous vehicles and drones. Recently, the mean field type control
theory was used for the analysis of machine learning.

The talk will deal with the survey of modern approaches to the mean field type
control theory. Primarily, we will consider only mathematical aspects of this field of
science.

The first point we will discuss in the talk is the formal definition of open-loop strate-
gies and the corresponding evolution of distribution of agents. It can be performed
in three ways.

First, one can choose a probability space (Ω,F , P ) with non-atomic measure P and
label the agents within the elements of Ω. Assuming that the motion of each agent
obeys

d

dt
x(t, ω) = f(t, x(t, ω),m(t), u(t, ω)),

we claim that, for each t and every measurable Y ⊂ Rd,

m(t, Y ) = P{ω ∈ Ω: x(t, ω) ∈ Y }.

This definition refers to the so called Lagrangian approach. In many cases it is
convenient to choose Ω equal to the product of the space of initial agents’ states and
the space of controls.

Finally, let us mention the Eulerian approach, which implies that the decision
maker chooses a strategy u(t, x), while m(t) satisfies in the sense of distribution the
continuity equation

∂

∂t
m(t) + div

(
f(t, x,m(t), u(t, x(t)))m(t)

)
= 0.

Based on [5] and [7], we will discuss the equivalence between the aforementioned
definitions.
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The second point is the feedback formalization. In this case, we assume that
the decision maker has information on the current distribution of agents and uses
it to form a control. Additionally, we will adopt the Krasovskii–Subbotin approach
which assumes stepwise constant controls. The results of [3] show that this feedback
formalization is equivalent to the open-loop one.

One of the key questions within control theory is the optimal control problems
and characterization of their solutions via dynamic programming. For simplicity, we
will consider the case when all agents try to minimize the terminal payoff given by
σ(m(T )), where T is a final time and m(T ) stands for the final distribution of agents.
Certainly the dynamics is given by (1). We describe the dynamic programming for this
mean field type optimal control problem. Additionally, we will discuss a link between
the mean field type optimal control problem and the Hamilton–Jacobi equation in
the space of probability measures that takes a form

∂ϕ

∂t
+H(t,m,∇mϕ) = 0, ϕ(T,m) = σ(m).

Here ϕ is a value function, i.e., it assigns to an initial time and a probability corre-
sponding to the initial distribution of agents the optimal outcome. Further, ∇mϕ
stands for the derivative w.r.t. the measure variable. Recall [8] that one should
understand the solution of the Hamilton–Jacobi equation in the minimax/viscosity
sense and define it via tools of nonsmooth analysis such as directional derivatives or
sub/superdifferentials. We will use the approaches of [2, 4, 6, 7] to introduce the
nonsmooth analysis in the space of probability measures, define a minimax/viscosity
solution to the Hamilton–Jacobi equation in the space of probabilities and provide
the link between this concept and the solution of the mean field type optimal control
problems.

The last part of the talk will deal with the approaches to the numerical scheme
for the mean field type optimal control problem. The most promising way relies on
the lattice approximations, which reduces the original control problem in the space of
probability measures to the finite-dimensional control problem. We will give a short
introduction to this technique and discuss the corresponding approximation rate.
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We consider the equation
∂u

∂t
= Au+ v(t, x) (1)

in the region Δ = (0,∞) × D, where D ⊂ Rd has Lyapunov boundary ∂D and
A is a uniformly elliptic differential operator of order 2N in the variable x (see [1]).
System (1) is studied with the conditions

u(0, x) = ϕ(x), Mu(t, s) = 0, |v(t, x)| ≤ v0, (2)

where ϕ(·) ∈ L2([0, T ] × D) and M is a differential operator of order less than 2N .
It is known that the solution of problem (1), (2) exists in the Sobolev space W2,1(Δ)
(see [1]). A function v(·, ·)|[0,T ] is called an admissible control if u(T, x) ≡ 0. An

admissible control v̂(·, ·)|[0,T̂ ] is called optimal if T̂ ≤ T for any admissible control

v(·, ·)|[0,T ]. It is known that the optimal control exists [2]. But a problem of finding
it remains open, in contrast to optimization problems for fixed time intervals. Using
the Fourier method, F.L. Chernous’ko reduced the time-optimal problem (1), (2) to
an infinite system of the form

u̇k(t) = −λkuk + vk (3)

such that the control parameters satisfy the inequality

sup
x

∣∣∣∣∑
k

vkϕk(x)

∣∣∣∣ ≤ v0, (4)

where ϕk(·) is the system of eigenfunctions of the operator A(x) (k = 1, 2, . . .).
Problem (3), (4) still remains difficult. In this talk we discuss the finite-dimensional

approximations of problem (3), (4) (k = 1, 2, . . . , n) for the case of the heat equation
on a rod, x ∈ R, A = ∂2/∂x2 (see [3, 4]).
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Рассмотрим линейную управляемую автономную систему

x′ ∈ Ax+ U, x(0) = 0, (1)

где x ∈ Rn, A ∈ Rn×n, U ⊂ Rn — выпуклый компакт.
Рассматривается множество достижимости системы (1) в момент времени

t > 0, т.е. множество

R(t) =
{
x(t) : x′(s) ∈ Ax(s) + U для п.в. s ∈ [0, t]

}
=

∫ t

0

eAsU ds. (2)

Интеграл от многозначной функции в правой части (2) может пониматься в смыс-
ле Аумана или Римана [1, гл. IV].

Пусть M ⊂ Rn — выпуклый компакт. Решается одна из следующих теоретико-
множественных задач.
Задача 1. Пусть T > 0 и R(T ) ∩M �= ∅. Для момента времени t ∈ [0, T ]

выяснить, верно ли, что R(t) ∩M �= ∅?
Задача 2. Пусть T > 0 и R(T ) �⊂ M . Для момента времени t ∈ [0, T ] выяс-

нить, верно ли, что R(t) ⊂M?
Задача 3. Пусть T > 0 и R(T ) ⊃ M . Для момента времени t ∈ [0, T ] выяс-

нить, верно ли, что R(t) ⊃M?
Основой для работы с множеством достижимости традиционно является ап-

проксимация множества достижимости, главным образом с помощью опорной
функции [2]. Аппроксимировав R(t) и M на сетке единичных векторов с помо-
щью внешних многогранных аппроксимаций, можно свести решение указанных
задач 1–3 к решению задач линейного программирования. Однако указанный
подход применим в пространстве небольшой размерности. Так, на современных
персональных компьютерах аппроксимировать с удовлетворительной точностью
указанные множества получается для размерностей n ≤ 5.

В докладе планируется обсудить ряд стереотипных условий, которые обеспе-
чивают решение задач 1–3 в пространствах достаточно большой размерности

20



(n ≥ 5), где удовлетворительная аппроксимация с помощью опорных функций
или как-либо еще невозможна.

Приведем результат для задачи 1.
Потребуем, чтобыR(t) было сильно выпуклым множеством с радиусом Rt (т.е.

пересечением замкнутых шаров радиуса Rt). Пусть M = M0 + Br(0), где M0 —
сильно выпуклое множество с радиусом R0.

Рассмотрим для фиксированного t ∈ [0, T ] множество Z(t) = R(t) + (−M0).
Множество Z(t) сильно выпукло с радиусом R = Rt + R0, как сумма сильно
выпуклых множеств [3, гл. 3]. Очевидно, что равенство R(t) ∩M = ∅ можно
переформулировать так: расстояние от нуля до Z(t) более r > 0. Если это вер-
но, то 0 /∈ R(t) + (−M). Напомним, что опорной функцией множества Z ⊂ Rn

в точке p ∈ Rn называется f(p) = s(p, Z) = supz∈Z(p, z). На языке опорных
функций последний вопрос сводится к решению следующей задачи: для функции
f(p) = s(p, Z(t)) = s(p,R(t)) + s(p,−M0) найти

min
‖p‖=1

f(p) = J. (3)

Если J < −r, то расстояние от нуля до Z(t) более r. Если J ≥ −r, то рас-
стояние от нуля до Z(t) не более r > 0 и, значит, 0 ∈ M(t) + (−M). Заметим,
что f ′(p) = R(t)(p) + (−M0)(p) =

∫ t

0
(eAsU)(p) ds + (−M0)(p), где для выпук-

лого компактного множества X и вектора p опорный элемент обозначен через
X(p) = {z ∈ X : (p, z) = s(p,X)}.

Положим S1 = {p ∈ Rn : ‖p‖ = 1} и S = {p ∈ S1 : f(p) ≤ 0}, где f — функция
из (3).
Теорема 1. Пусть в задаче (3) выполнено неравенство −2r ≤ J < 0 и вы-

брана точка p1 ∈ S. Положим L = maxz∈Z(t) ‖z‖, и пусть число λ выбрано из
условия 0 < 2λ < min{1/R, 1/L}. Рассмотрим итерационный процесс

pk+1 =
pk − λf ′(pk)

‖pk − λf ′(pk)‖
.

Тогда последовательность {pk} сходится к единственному решению p∗ зада-
чи (3) с линейной скоростью (со скоростью геометрической прогрессии):

f(pk+1)− f(p∗) ≤ q · (f(pk)− f(p∗)),

‖pk+1 − pk‖ ≤
√
2λ(f(p1)− f(p∗)) · qk/2,

q = 1− λ|J |
2Lλ+ 2

∈ (0, 1).

Пример 1. Рассмотрим для наглядности трехмерный численный пример.
Пусть в системе (1) матрица A имеет вид жордановой клетки

A =

⎛⎝−1.3 1 0
0 −1.3 1
0 0 −1.3

⎞⎠ .

Пусть U — отрезок с концами в точках (0, 0,±1), M = B0.6((0.8, 0.5, 1)), M0 =
= B0.2((0.8, 0.5, 1)) т.е. r = 0.4. Рассматривается вопрос, верно ли, что R(t)∩M =
= ∅ в момент времени t = 2.
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На рисунке слева изображено множество R(2) и шары M и M0. Значение J
функционала из (3) равно J = −0.451648 . . . < −r, т.е. пересечение пусто. Справа
показана линейная скорость убывания (по функции) градиентного метода из тео-
ремы 1 для шага λ = 0.5. По горизонтальной оси отложено количество итераций
градиентного метода. Линейная сходимость (правая часть рисунка) практически
не зависит от выбора начальной точки итераций p1 ∈ S.

Список литературы

1. Половинкин Е.С. Многозначный анализ и дифференциальные включения. М.: Физ-
матлит, 2014.

2. Althoff M., Frehse G., Girard A. Set propagation techniques for reachability analysis
// Annu. Rev. Control Robot. Auton. Syst. 2021. V. 4, No. 1. P. 369–395.

3. Половинкин Е.С., Балашов М.В. Элементы выпуклого и сильно выпуклого анали-
за. 2-е изд., испр. и доп. М.: Физматлит, 2007.

О задачах оптимального граничного управления

колебаниями струны с условиями на функции состояния
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Исследованиям задач управления и оптимального управления колебательны-
ми процессами (как распределенными, так и граничными воздействиями) посвя-
щены многочисленные работы, в частности [1–4]. Весьма важны краевые зада-
чи управления, в которых наряду с классическими краевыми условиями заданы
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также многоточечные промежуточные условия, которые могут быть как локаль-
ными, так и нелокальными. Исследованиям таких задач посвящены, в частности,
работы [3–5].

В настоящей работе для уравнения колебания струны с заданными началь-
ными и конечными условиями рассматриваются шесть задач оптимального гра-
ничного управления с заданными различными промежуточными условиями на
значения функции прогиба и скоростей точек струны. Для всех задач по единой
схеме предложен конструктивный подход построения оптимального гранично-
го управления колебаниями струны. Проведены вычислительный эксперимент и
анализ полученных результатов.

Пусть состояние распределенной колебательной системы (малые поперечные
колебания натянутой струны), т.е. отклонения от состояния равновесия, описы-
ваются функцией Q(x, t), 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T , которая подчиняется при 0 < x < l
и t > 0 волновому уравнению

∂2Q

∂t2
= a2

∂2Q

∂x2
(1)

с начальными и конечными условиями

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), (2)

Q(x, T ) = ϕT (x) = ϕm+1(x),
∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x) = ψm+1(x) (3)

и граничными условиями

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = 0, (4)

Q(0, t) = μ(t), Q(l, t) = ν(t), (5)

где функции μ(t) и ν(t) — граничные управления. В уравнении (1) a2 = T0/ρ, где
T0 — натяжение струны, ρ — плотность струны.

Пусть в некоторые моменты времени tk (k = 1, . . . ,m),

0 = t0 < t1 < . . . < tm < tm+1 = T,

заданы промежуточные значения функции прогиба и значения скоростей точек
струны

Q(x, ti) = ϕi(x), 0 ≤ x ≤ l, i = 1, . . . ,m, (6)

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(x), 0 ≤ x ≤ l, j = 1, . . . ,m, (7)

Q(x, ti) = ϕi(x), 0 ≤ x ≤ l, i = 2α− 1, α = 1, . . . ,
m

2
, (8)

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=tj

= ψj(x), 0 ≤ x ≤ l, j = 2α, α = 1, . . . ,
m

2
. (9)

В условиях (8) и (9) предполагается, что m — четное число.
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Пусть заданы следующие функционалы:[∫ T

0

μ2(t) dt

]1/2

, (10)

[∫ T

0

(μ2(t) + ν2(t)) dt

]1/2

. (11)

Предполагается, что Q(x, t) ∈ C2(ΩT ), где ΩT = {(x, t) : x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ]},
и ϕi(x) ∈ C2[0, l], ψj(x) ∈ C1[0, l]. Предполагается, что все функции таковы, что
выполняются соответствующие условия согласования [3, 4].

В работе для уравнения (1) с начальными (2) и конечными (3) условиями на
промежутке времени [0, T ] рассматриваются следующие задачи.

I. Задача граничного оптимального управления колебаниями струны смеще-
нием левого конца при закрепленном правом конце с заданными значениями:
• функции прогиба в промежуточные моменты времени ((1)–(4), (6), (10));
• скоростей точек струны в промежуточные моменты времени ((1)–(4), (7),

(10));
• функции прогиба и скоростей точек струны в разные промежуточные мо-

менты времени ((1)–(4), (8)–(10)).

II. Задача граничного оптимального управления колебаниями струны смеще-
нием двух концов с заданными значениями:

• функции прогиба в промежуточные моменты времени ((1)–(3), (5), (6), (11));
• скоростей точек струны в промежуточные моменты времени ((1)–(3), (5), (7),

(11));
• функции прогиба и скоростей точек струны в разные промежуточные мо-

менты времени ((1)–(3), (5), (8), (9), (11)).
Для всех шести задач по единой схеме предложен конструктивный подход к

построению оптимального граничного управления колебаниями струны. Схема
построения граничных управлении заключается в следующем: исходные задачи
с неоднородными граничными условиями сводятся к задачам управления распре-
деленными воздействиями с нулевыми граничными условиями. Далее с помощью
метода разделения переменных и методов теории оптимального управления ко-
нечномерными системами с многоточечными промежуточными условиями [5, 6]
для произвольного числа n первых гармоник построены оптимальные граничные
управления, которые представляются в явном аналитическом виде. Полученные
результаты иллюстрируются на конкретных примерах.
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Об одной задаче оптимального граничного управления

неоднородной колебательной системой с заданной

скоростью точек в промежуточный момент времени
∗

В. Р. Барсегянa, С. В. Солодушаb,c

aИнститут механики НАН Армении, Ереванский государственный
университет, Ереван, Армения

bИнститут систем энергетики им. Л.А. Мелентьева СО РАН,
Иркутск, Россия

cИркутский государственный университет, Иркутск, Россия
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Задачи управления и оптимального управления колебательными процессами,
описываемые волновыми уравнениями, имеют значительный теоретический ин-
терес и возрастающее практическое значение [1–5]. Моделирование динамических
систем с промежуточными условиями и управление ими являются активно разви-
ваемым направлением в современной теории управления [3–6]. Задачам управле-
ния и оптимального управления разнородных распределенных систем посвящена,
в частности, работа [2]. В этой работе (и других работах того же автора и его уче-
ников) введены и изучены формулы типа Даламбера. Это научное направление
пока еще недостаточно исследовано.

В данной работе исследуется задача оптимального граничного управления
для одномерного волнового уравнения, состоящего из двух разнородных участ-
ков. При этом предполагается, что время прохождения волны по каждому из
участков одинаково. Управление осуществляется смещением одного конца при
закрепленном другом конце с заданными начальными, конечными условиями и
заданным значением скоростей точек системы в промежуточный момент време-
ни. Критерий качества задан на всем промежутке времени. Предложен подход
аналитического построения оптимального граничного управления.

Рассмотрена задача оптимального граничного управления кусочно однородной
колебательной системой (состоящей из двух участков −l1 ≤ x ≤ 0 и 0 ≤ x ≤ l) с
заданной скоростью точек в промежуточный момент времени.

∗Исследование С.В. Солодуши выполнено в рамках государственного задания Министер-
ства науки и высшего образования Российской Федерации (проект FWEU-2021-0006, тема
AAAA-A21-121012090034-3).
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Пусть состояние (продольные колебания) стержня (или поперечные колебания
струны) описывается функцией Q(x, t), −l1 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T , а отклонение от
состояния равновесия подчиняется следующему волновому уравнению:

∂2Q(x, t)

∂t2
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a21

∂2Q(x, t)

∂x2
, −l1 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ t ≤ T,

a22
∂2Q(x, t)

∂x2
, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ t ≤ T,

(1)

с граничными условиями

Q(−l1, t) = u(t), Q(l, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (2)

и с условиями сопряжения в точке x = 0 соединения участков

Q(0− 0, t) = Q(0 + 0, t), a21ρ1
∂Q(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0−0

= a22ρ2
∂Q(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0+0

, (3)

где ai =
√
ki/ρi — скорость прохождения волны по участкам, ρi = const — плот-

ность, ki = const — модуль Юнга, i = 1, 2. Предполагается, что длины l1 и l
участков выбраны так, что время прохождения волны по участку −l1 ≤ x ≤ 0
совпадает с временем прохождения волны по участку 0 ≤ x ≤ l, т.е. a2l1 = a1l.

Пусть заданы начальные (при t = t0 = 0) и конечные (при t = T ) условия

Q(x, 0) = ϕ0(x),
∂Q(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= ψ0(x), −l1 ≤ x ≤ l, (4)

Q(x, T ) = ϕT (x),
∂Q(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ψT (x), −l1 ≤ x ≤ l. (5)

Пусть также в некоторый промежуточный момент времени t1 (0 = t0 < t1 <
< t2 = T ) задано промежуточное значение скоростей точек в виде

∂Q

∂t

∣∣∣∣
t=t1

= ψ1(x), −l1 ≤ x ≤ l. (6)

В формуле (2) функция u(t) — управляющее воздействие (граничное управле-
ние). Предполагается, что Q(x, t)∈C2(ΩT ), где ΩT = {(x, t) : x∈ [−l1, l], t∈ [0, T ]},
и ϕ0(x), ϕT (x) ∈ C2[−l1, l], ψ0(x), ψ1(x), ψT (x) ∈ C1[−l1, l]. Предполагается также,
что все функции таковы, что выполняются условия согласования [3, 4].

Требуется найти такое оптимальное управление u0(t), 0 ≤ t ≤ T , под воздей-
ствием которого колебательное движение системы (1) из заданного начального
состояния (4) переходит в конечное состояние (5) и которое обеспечивает выпол-
нение условия (6) и минимизирует функционал∫ T

0

u2(t) dt. (7)

Для решения задачи переходим к новой переменной ξ, что приводит к сжатию
или растяжению отрезка −l1 ≤ x ≤ 0 относительно точки x = 0. При этом отре-
зок −l1 ≤ x ≤ 0 переходит в отрезок −l ≤ ξ ≤ 0. Для функции Q(ξ, t) получим на
отрезках равной длины одинаковые уравнения с соответствующими условиями
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для (3)–(6) относительно новой переменной. Решение исходной задачи сведено к
задаче оптимального управления колебательным движением, описываемым неод-
нородным уравнением с нулевыми граничными условиями и минимизируемым
функционалом (7).

Используя метод разделения переменных и учитывая промежуточные и конеч-
ные условия, применяя подходы, приведенные в работах [3, 4, 6], получаем, что
искомая функция управления u0(t), 0 ≤ t ≤ T , для каждой гармоники должна
удовлетворять некоторым интегральным соотношениям и доставлять минимум
функционалу (7). Далее на основе метода проблем моментов [6, 7] для произволь-
ного числа первых гармоник построено аналитическое выражение для искомого
оптимального граничного управления и соответствующей функции состояния.
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Об интегральном тождестве

для бигармонической задачи с препятствием

К. О. Бесов

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва, Россия
kbesov@mi-ras.ru

В работе [1] рассмотрена задача минимизации функционала

J(v) =

∫
Ω

(
1

2
|Δv|2 − fv

)
dx

на замкнутом выпуклом множестве

K =
{
v ∈ H2

0 (Ω): v ≥ φ п.в. в Ω
}
, H2

0 =

{
v ∈ H2(Ω): v|∂Ω =

∂v

∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 0

}
,
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где Ω — ограниченная область в Rd с липшицевой границей ∂Ω и единичной
внешней нормалью ν, f и φ — заданные функции такие, что f ∈ L2(Ω), φ ∈ C2(Ω)
и φ(x) ≤ const · (dist(x, ∂Ω))2 для x ∈ Ω (последнее условие гарантирует, что
множество K непусто).

Введем еще пространствоH(Ω, divDiv) = {y ∈ L2(Ω;M
d×d
sym ) : div Div y ∈ L2(Ω)}

функций со значениями в пространстве симметричных (d× d)-матриц.
Для (единственного) решения u ∈ K сформулированной выше задачи в [1]

получено следующее интегральное тождество.
Теорема 1 [1]. Для любой функции y∗ ∈ H(Ω, divDiv) такой, что

divDiv y∗ ≥ f, (1)

и любой функции v ∈ K справедливо тождество

μ(v) + μ∗(y∗) =
1

2
‖∇∇v − y∗‖2L2

+

∫
Ω

(div Div y∗ − f)(v − φ) dx, (2)

где

μ(v) =
1

2
‖∇∇(u− v)‖2L2

+ μφ(v)

— мера отклонения функции v от точного решения u,

μφ(v) =

∫
{u=φ}

(div Div∇∇u− f)(v − u) dx−
∫
Γu

[Div∇∇u · νΓu ](v − u) ds,

[ · ] — скачок соответствующей величины на границе Γu между областями
{u = φ} и {u > φ},

μ∗(y∗) =
1

2
‖p∗ − y∗‖2L2

+ μ∗
φ(y

∗)

— мера отклонения функции y∗ от точного решения p∗ сопряженной задачи,

μ∗
φ(y

∗) =

∫
{u>φ}

(div Div y∗ − f)(u− φ) dx.

Далее с помощью оценки расстояния в L2(Ω) от произвольной функции y∗ ∈
∈ H(Ω, divDiv) до множества функций из H(Ω, divDiv), удовлетворяющих усло-
вию (1), в работе [1] выводится следующая оценка.
Теорема 2 [1]. Для любых функций y∗ ∈ H(Ω, divDiv) и v ∈ K и произ-

вольного числа β ∈ (0, 1] имеем
1− β

2

(
‖∇∇(u − v)‖2L2

+ ‖p∗ − y∗‖2L2

)
+ μφ(v) + μ∗

φ(y
∗) ≤M(v, y∗, β),

где

M(v, y∗, β) =
1

2
(1 + β)‖∇∇v − y∗‖2L2

+
3

2β
C2

F‖(f − divDiv y∗)+‖2 +

+

∫
Ω

(div Div y∗ − f)(v − φ) dx,

CF — константа из неравенства Фридрихса для области Ω, ( ·)+ = max{0, ·}.
Мы показываем, что на самом деле теорема 1 справедлива для любых функ-

ций y∗ ∈ H(Ω, divDiv) (т.е. ограничение (1) можно снять) и любых функций
v ∈ H2(Ω) (а не только для v ∈ K). Таким образом, мы получаем усиление обеих
теорем 1 и 2.
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Оптимальное управление

гибридной моделью Маркова–Дубинса

А. С. Бортаковский

МАИ, Москва, Россия
asbortakov@mail.ru

Рассматривается задача быстродействия для управляемой динамической си-
стемы, описывающей плоское движение с ограниченным ускорением. Траектории
движения предлагаемой модели отличаются от путей Маркова–Дубинса [1, 2],
траекторий машин Айзекса, Ридса–Шеппа [3] и других [4, 5] неограниченной
кривизной, т.е. допускаются повороты на месте. Такая модель точнее описыва-
ет возможности некоторых видов дорожных машин и летательных аппаратов.
Другая особенность модели состоит в том, что изменение угловой скорости про-
исходит при постоянной линейной скорости, а изменение линейной скорости —
при нулевой угловой. Поэтому в процессе управления происходят переключения
модели движения, а размерность системы меняется. Для решения задачи быстро-
действия применяются необходимые условия оптимальности гибридных систем
переменной размерности [6].
Постановка задачи. Пусть на промежутке времени [0, T ] прямолинейное

движение системы управления описывается уравнениями

ẋ(t) = v(t) sin(γ), ẏ(t) = v(t) cos(γ), v̇(t) = u(t), (1)

а повороты — уравнениями

ẋ(t) = V sin(γ(t)), ẏ(t) = V cos(γ(t)), γ̇(t) = ω(t), ω̇(t) = ε(t). (2)

В этих уравнениях x, y — плоские координаты положения объекта управления;
γ — угол направления движения (вперед), отсчитываемый от положительного
направления оси абсцисс; v, u — линейные скорость и ускорение, а ω, ε — угло-
вые скорость и ускорение соответственно. Управление осуществляется выбором
ускорений u и ε, удовлетворяющих ограничениям |u(t)| ≤ U , |ε(t)| ≤ E , где U
и E — заданные максимальные значения ускорений. В моменты переключений
координаты x, y, γ, v непрерывны, а ω = 0.

Начальное состояние системы задано:

x(0) = x0, y(0) = y0, γ(0) = γ0, v(0) = v0, ω(0) = ω0.

Конечное состояние может задаваться по-разному, в зависимости от постановки
задачи. Для задачи попадания в точечную цель фиксировано только конечное
положение (xT , yT ) объекта управления:

x(T ) = xT , y(T ) = yT ; (3)
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для задачи попадания в цель с заданным конечным направлением движения к ра-
венствам (3) добавляется условие γ(T ) = γT и, быть может, еще условие ω(T ) = 0;
для задачи остановки объекта в заданном положении к равенствам (3) добавля-
ется требование v(T ) = 0. Возможны и другие комбинации конечных условий; в
частности, может быть задано конечное состояние (x(T ), y(T ), v(T ), γ(T ), ω(T )).

Требуется найти наименьшее время T и оптимальный процесс, на котором это
время достигается, т.е. решить задачу быстродействия.

В постановке задачи возможны дополнительные условия, отражающие осо-
бенности прикладных задач. Это естественное ограничение линейной скорости:
v(t) ∈ [0, V ] при t ∈ [0, T ], где V — заданная величина максимальной линейной
скорости. Менее естественно выглядит ограничение V− ≤ v(t) ≤ V+, где V− ≤ 0,
V+ ≥ 0, допускающее отрицательные значения линейной скорости. Такие значе-
ния скорости формально следует понимать как движение назад (задний ход).
Метод решения. Количество и моменты переключений допустимых дви-

жений (1) и (2) заранее не заданы, а определяются в процессе минимизации.
Заметим, что число координат векторов состояния в (1) и (2) разное, поэто-
му поставленная задача относится к задачам быстродействия гибридных систем
переменной размерности. Для ее решения применяются соответствующие необ-
ходимые условия оптимальности [6], которые позволяют установить типичные
оптимальные управления. Оптимальные траектории составляются из типичных
участков. Поэтому задача сводится к конечномерной минимизации — нахожде-
нию оптимальных моментов переключений движений (1), (2). Затем при помощи
необходимых условий проверяется оптимальность полученной траектории.
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Дифференциальные уравнения С.П. Новикова

и полиномиальные гамильтоновы динамические системы
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Классическое уравнение Кортевега–де Фриза оказалось в центре внимания со-
временных исследований благодаря его фундаментальной роли в изучении нели-
нейных волновых процессов в средах с малой дисперсией.

В периодических задачах теории нелинейных волн и солитонов Новиков (1974)
ввел дифференциальные уравнения, ассоциированные с иерархией КдФ, и пока-
зал, что они приводят к иерархиям конечномерных динамических систем, инте-
грируемых в абелевых функциях на якобианах гиперэллиптических кривых. По-
сле публикации его работы [1] естественно возникла задача о явном построении
скобок Пуассона, относительно которых эти системы являются гамильтоновыми.

Известна связь динамических систем Новикова с системамиШтеккеля из клас-
сической гамильтоновоймеханики. В наших работах с Михайловым (см. обзор [2])
эта связь была развита.

В докладе будет дано построение иерархии полиномиальных гамильтоновых
динамических систем в C

2N с канонической скобкой Пуассона для каждого цело-
го числа N и любого полинома F (x, y), ∂yF (x, y) �= 0. Будет описано полиноми-
альное преобразование пространства C2N , которое приводит полученные дина-
мические системы к системам Новикова, интегрируемым в гиперэллиптических
функциях, ассоциированных с многомерными сигма-функциями, и будет дана
явная формула скобки Пуассона, индуцированной этим преобразованием.
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Generalized solutions of boundary value problems

for general quasi-linear PDEs
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Let Ω ⊂ Rn be an arbitrary bounded domain with a smooth boundary ∂Ω, L =∑
|α|≤m aα(x)D

α be some differential operation with smooth complex j × k matrix

coefficients aα(x), L+ be the formally adjoint differential operation. Let L0 and L+
0
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be the minimal operators. M. Vishik introduced the following conditions:

The operator L0 : D(L0)→ Lj
2(Ω) has a continuous left inverse. (1)

The operator L+
0 : D(L+

0 )→ Lj
2(Ω) has a continuous left inverse. (2)

He proved that these conditions are necessary and sufficient for the existence of a solv-
able expansion LB : D(LB)→ Lj

2(Ω) (i.e., D(L0) ⊂ D(LB), ∃L−1
B : Lj

2(Ω)→ D(LB)).
L. Hörmander proved these conditions for any scalar operator with constant coeffi-
cients in a bounded domain; for the case of scalar operators

L(x,D) = P 0(D) +
∑
i

Ci(x)P
i(D), Ci ∈ C∞(Ω), P i ∈ C[ξ], (3)

of the real principal type with order P i ≤ m− 1, |∇P 0(ξ)| �= 0 if ξ �= 0, and also for
the case of operators of constant strength of the form (3) with P i ≺ P 0 and analytical
Ci, conditions (1), (2) follow from the results of G. Gudmundsdottir.

We shall consider the equation

L+ALu = f (4)

with some continuous (linear or nonlinear) operator A : Lj
2(Ω)→ Lj

2(Ω).
The function u ∈ D(L0) satisfying the integral identity 〈AL0u,Lv〉 = 〈f, v〉 for

every function v ∈ (C∞
0 (Ω))k will be called a generalized solution of the Dirichlet

problem in the domain Ω for equation (4) with f ∈ D′(L0). This is equivalent to
the equation L′

0AL0u = f . The Dirichlet problem will be called well-posed if there
exists a continuous inverse operator M : D′(L0)→ D(L0) to the operator L′

0AL0. Let
P : Lj

2(Ω)→ ImL0 be the orthoprojector.

Statement. The generalized Dirichlet problem for equation (4) is well-posed if and
only if condition (1) is fulfilled and the operator PA : ImL0 → ImL0 is a homeo-
morphism.

Example. Let L = � = ∂2/∂x1∂x2 and A be the Nemytsky operator given by
means of a function (Au)(x) = ϕ(x, |u|)u, where the function ϕ is bounded, satisfies
the Carathéodory condition and ϕ(x, t)t−ϕ(x, s)s ≥ m(t− s) for t ≥ s, m > 0. Then
condition (1) is fulfilled in every bounded domain and the Dirichlet problem for the
equation �A�u = f is well-posed in such a domain. If the smooth boundary does
not contain segments of characteristics, then the inclusion u ∈ D(L0) means that
u|∂Ω = u′

ν|∂Ω = 0 almost everywhere on ∂Ω. Instead of � one could consider any
other scalar operator with property (1) and obtain the same conclusion.

The statements of other boundary value problems are analogous. For references
see [1].
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Дифференциальная игра сближения–уклонения:

альтернативная разрешимость и проблема релаксации
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Рассматривается нелинейная дифференциальная игра (ДИ) на конечном про-
межутке времени с заданными целевым множеством (ЦМ) и множеством, опреде-
ляющим фазовые ограничения (ФО) игрока I, заинтересованного в сближении с
ЦМ. В случае, когда оба упомянутых множества замкнуты в обычной топологии
пространства позиций, а функция в правой части управляемого дифференциаль-
ного уравнения локально липшицева по фазовой переменной, Н.Н. Красовским
и А.И. Субботиным была доказана [1] фундаментальная теорема об альтерна-
тиве, позволившая [2] установить существование седловой точки в позиционных
стратегиях для типичных функционалов качества. В работе [3] А.В. Кряжимский
распространил альтернативу Красовского–Субботина на случай системы, не удо-
влетворяющей условию Липшица по фазовой переменной. В настоящем исследо-
вании при некоторой коррекции классов стратегий установлена [4] альтернатива
в случае, когда множество, определяющее ФО, имеет замкнутые временны́е сече-
ния (само это множество может не быть замкнутым), а система соответствует [3].
Само получающееся альтернативное разбиение пространства позиций определя-
ется конструктивно с использованием метода программных итераций (МПИ) в
реализации [5].

Исследуется вопрос о релаксации игровой задачи сближения. При этом допус-
кается замена ЦМ и множества, определяющего ФО, замкнутыми окрестностями
в двух различных топологиях пространства позиций (во втором случае использу-
ется произведение дискретной топологии временно́го промежутка и нормируемой
топологии фазового пространства), причем размеры окрестностей могут быть
разными (исходная постановка погружается в семейство релаксированных за-
дач). Каждой позиции сопоставляется наименьшее значение параметра, имеюще-
го смысл размера окрестности ЦМ, для которого при пропорциональном ослаб-
лении ФО игрок I, заинтересованный в сближении, может еще гарантировать
его осуществление. На этой основе реализуется функция позиции, для построе-
ния которой указан новый вариант МПИ, действующий в пространстве функций
позиции. При этом искомая основная функция является неподвижной точкой
оператора, реализующего итерационную процедуру, экстремальной в порядко-
вом смысле. Кроме того, показано, что для каждой позиции значение основной
функции является ценой ДИ на минимакс-максимин специального функционала,
учитывающего как эффекты, связанные с приближенными осуществлением на-
ведения на ЦМ, так и эффекты, связанные с приближенным соблюдением ФО.
Указано свойство, гарантирующее стабилизацию итерационной процедуры как
для конкретной позиции игры, так и в целом, т.е. как элемента функционального
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пространства. Установлено свойство непрерывной зависимости основной функ-
ции при изменении параметра приоритетности в вопросах наведения на ЦМ и
соблюдения ФО.

В рассматриваемом общем случае ДИ существенно использование обобщенных
управлений, определяемых в виде борелевских мер на произведении конечномер-
ных компактов, одним из которых является промежуток времени, и имеющих
лебеговскую проекцию (маргинальное распределение в виде сужения меры Лебе-
га) на σ-алгебру борелевских подмножеств упомянутого промежутка. В качестве
управляющих процедур игрока, заинтересованного в сближении (игрок I), ис-
пользовались многозначные квазистратегии (неупреждающие стратегии) [4, 5],
которые могут быть реализованы [6] в схеме управления с поводырем. Управ-
ляющие процедуры игрока-уклониста (игрок II) определялись [7] в виде трипле-
тов, компонентами каждого из которых являлись чистая позиционная стратегия,
стратегия коррекции, отвечающая за управление моментами коррекции форми-
руемых управлений, и натуральное число, определяющее ограничение на число
возможных коррекций. В ДИ сближения–уклонения квазистратегия, разрешаю-
щая задачу сближения, определяется конструктивно (см. [5, разд. 10]) в терминах
предела процедуры на основе МПИ [5, разд. 6]. Структура стратегии-тройки,
разрешающей задачу уклонения, указана в [7, 8] (см. [8, § 7]).

Список литературы
1. Красовский Н.Н., Субботин А.И. Альтернатива для игровой задачи сближения //
ПММ. 1970. T. 34, №6. C. 1005–1022.

2. Красовский Н.Н., Субботин А.И. Позиционные дифференциальные игры, М.: На-
ука, 1974.

3. Кряжимский А.В. К теории позиционных дифференциальных игр сближения–
уклонения // ДАН СССР. 1978. T. 239, №4. C 779–782.

4. Ченцов А.Г. Дифференциальная игра сближения–уклонения: альтернативная
разрешимость и построение релаксаций // Диф. уравнения. 2021. T. 57, №8.
С. 1116–1141.

5. Ченцов А.Г. Метод программных итераций в игровой задаче наведения // Тр.
ИММ УрО РАН. 2016. T. 22, №2. C. 304–321.

6. Кряжимский А.В., Ченцов А.Г. О структуре игрового управления в задачах сбли-
жения и уклонения. Деп. в ВИНИТИ, №1729-80, Ин-т математики и механики УНЦ
АН СССР, 1979.

7. Ченцов А.Г. Итерации стабильности и задача уклонения с ограничением на число
переключений // Тр. ИММ УрО РАН. 2017. T. 23, №2. C. 285–302.

8. Ченцов А.Г. Итерации стабильности и задача уклонения с ограничением на число
переключений формируемого управления // Изв. ИМИ УдГУ. 2017. T. 49. C. 17–54.

34
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Модели типа уравнения Колмогорова–Пискунова–Петровского–Фишера по-
явились в первой половине прошлого века в связи с возникшими потребностями
анализа эволюции распределенных популяций или любого распределенного воз-
обновляемого ресурса, в динамике которых следует учитывать диффузию [6, 7].
Задачи анализа влияния на эту динамику эксплуатации ресурса в контексте или
извлечения максимального дохода, или сохранения биоразнообразия в случае по-
пуляций только усилили интерес к этой тематике.

Мы рассматриваем это уравнение в дивергентной форме

pt = (α(x)px)x + a(x)p− b(x)p2, (1)

где p = p(x, t) — плотность ресурса в точке x области его распределения в мо-
мент времени t, а функции α, a и b характеризуют диффузию ресурса, показа-
тели его возобновления и насыщения им среды соответственно. Эти показатели
непрерывно зависят от точки этой области, но не зависят от времени. Область
распределения ресурса будем считать n-мерным тором, показатель насыщения b
положительным и отделенным от нуля некоторой константой b0 > 0, а матри-
цу α положительно определенной с элементами, имеющими производные, удовле-
творяющие условию Гёльдера с некоторым положительным показателем. Такие
условия наложены на показатели насыщения и диффузии в работе [4], некоторые
утверждения из которой используются при доказательстве результатов.

Эксплуатация ресурса состоит в постоянном и импульсном отборе его плотно-
сти. Первый из них добавляет в правую часть уравнения (1) слагаемое −u(x)p с
измеримым управлением u, удовлетворяющим ограничению 0 ≤ U1(x) ≤ u(x) ≤
≤ U2(x) с некоторыми измеримыми ограниченными функциями U1 и U2, U1 �= U2,
— ограничениями на управление. Импульсный отбор происходит периодически,
при нем в ареале распределяется имеющееся усилие E для отбора ресурса или его
часть с измеримой плотностью r = r(x) (= плотность усилия), которая всюду
на торе удовлетворяет условию R1(x) ≤ r(x) ≤ R2(x) с некоторыми неотрица-
тельными ограниченными измеримыми функциями R1, R2, R1 �= R2. Такие плот-
ности усилия (или управления выше) называются допустимыми. Отметим, что∫
Tn r(x) dx ≤ E. После выбора допустимой плотности усилия r с периодом T > 0

отбирается доля ресурса q(x) = 1− e−γ(x)r(x), где неотрицательная непрерывная
(или измеримая) функция γ отвечает за возможную сложность обнаружения или
извлечения ресурса в точке.

После очередного импульсного отбора эволюция плотности ресурса до следую-
щего отбора доставляется решением задачи Коши для изучаемого уравнения (1)
при постоянном отборе с начальными данными — оставшейся частью плотности

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект №19-11-00223)
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ресурса после импульсного отбора. Учитывая, что эти начальные данные, вообще
говоря, лишь измеримы, как и коэффициенты a, b и управление u, возникает есте-
ственный вопрос определения этого решения и его связи с начальными условия-
ми. Под таким решением будем понимать функцию, лежащую в W 1,0

2 (Tn× (0, τ))
при любом конечном τ > 0 и удовлетворяющую равенству∫

Q∞

(−pηt + αi,jpxiηxj ) dx dt −
∫
Tn

pη|t=0 dx =

∫
Q∞

[(a− u)p− bp2]η dx dt, (2)

где QT = Tn× (0,∞), для любой дифференцируемой функции η с ограниченным
носителем (см. [3, гл. I, формула (3.23)]).

Целью непрерывного и импульсного отборов является получение максималь-
ного среднего временно́го дохода в натуральном виде, т.е. если к моменту τ эти
отборы дали такой доход объемов соответственно Pu(τ) и Pr(τ), то нужно решить
задачу оптимизации

lim
τ→∞

1

τ
(Pu(τ) + Pr(τ)) → max, (3)

выбирая допустимую стратегию отбора — пару из допустимых управления и
плотности усилия. Решение такой задачи доставляет оптимальную эксплуатацию
ресурса в долгосрочной перспективе.

Мы показываем, что существует допустимая стратегия отбора, доставляющая
решение задачи (3) при подходящей начальной плотности популяции. Такую
стратегию будем называть оптимальной. Этот результат аналогичен получен-
ным в [1, 2, 5], но отличается от них смешанной формой отбора и, как следствие
этого, постановкой задачи.

В условиях, наложенных на коэффициенты уравнения (1), любое решение это-
го уравнения с ненулевыми неотрицательными начальными данными ограниче-
но и при t → ∞ равномерно по тору стремится к предельному стационарному
распределению p∞ = p∞(x), либо нулевому, либо положительному [4]. Появле-
ние постоянного допустимого отбора сохраняет это свойство решений [5], только
предельное стационарное распределение будет зависеть от выбора допустимого
управления u, т.е. p∞ = p∞,u(x). Учитывая, что в силу неотрицательности рас-
сматриваемых решений и неотрицательности допустимого управления решения
для уравнения без постоянного отбора являются суперрешениями для уравнения
с таким отбором, всюду на торе имеем p∞,u(x) ≤ p∞(x).
Предложение 1. Для любой допустимой стратегии отбора и любого не-

отрицательного начального распределения ресурса значение функционала в (3)
корректно определено и не превосходит

∫
Tn p∞(x)[u(x) + q(x)/T ] dx.

Замечание 1. В последней оценке функцию p∞ можно заменить на кон-
станту M = maxx∈Tn p∞(x), которую несложно оценить. Действительно, распре-
деление p∞ почти всюду должно иметь вторую производную и удовлетворять
уравнению (α(x)px)x = −a(x)p + b(x)p2, правая часть которого положительна
для достаточно больших значений p. Следовательно, максимумы распределения
p∞ не могут принимать таких значений в силу положительной определенности α.
Таким образом, для оценки значения M достаточно потребовать положительно-
сти правой части этого уравнения при p = M , что дает следующее подходящееM :

M := max
x∈Tn

|a(x) − U1(x)|
b0

.
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В силу предложения 1 и замечания 1 множество значений функционала в (3)
по всем допустим стратегиям отбора ограничено. Следовательно, есть точная
верхняя грань Fmax этих значений.

Теорема. Существует допустимая стратегия отбора, доставляющая зна-
чение Fmax функционала в (3), если начальное распределение ресурса не меньше
его предельного распределения p∞ без постоянного и импульсного отборов.
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Задачи с фазовыми ограничениями привлекали внимание специалистов с са-
мого начала развития теории оптимального управления (см., например, [1]). При
этом, как хорошо известно, обобщение принципа максимума Понтрягина на эти
задачи было сопряжено со значительными трудностями, поскольку здесь мы
имеем дело с бесконечным (континуальным) числом ограничений неравенства,
а необходимые условия экстремума в них содержат меру. Известные способы до-
казательства принципа максимума (ПМ) технически довольно сложны и вряд ли
доступны широкому кругу читателей. Поэтому вопрос о более простом и ясном
доказательстве остается актуальным.
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Стандартный способ получения ПМ состоит во введении так называемых
игольчатых вариаций управления, предложенных Э. Макшейном и применяв-
шихся В.Г. Болтянским и Л.С. Понтрягиным [1] для доказательства ПМ в так на-
зываемой понтрягинской задаче, не содержавшей фазовых ограничений. Одна-
ко в случае наличия таких ограничений аппарат обычных игольчатых вариаций
вряд ли возможно использовать, ибо уже производная соответствующей траекто-
рии x(t) по ширине иголки будет разрывной функцией. Более удобным (и техни-
чески простым, но нетривиальным) аналогом игольчатых вариаций являются так
называемые вариации v-замены времени. Они были предложены А.Я. Дубовиц-
ким и А.А. Милютиным еще в 1965 г. [2] и систематически использовались ими
для доказательства ПМ в общей задаче оптимального управления, включающей
как фазовые, так и смешанные ограничения.

Идея v-замены состоит в переходе от исходного времени t к новому времени τ ,
при котором исходное время t = t(τ) становится еще одной фазовой переменной,
подчиненной уравнению dt/dτ = v(τ), где v(τ) ≥ 0 есть произвольная измеримая
ограниченная функция, которая трактуется как еще одно управление. Принципи-
альный момент состоит здесь в том, что эта замена не взаимно однозначна (там,
где v(τ) = 0), и по этой причине малые вариации управления v(τ) порождают
немалые (так называемые понтрягинские) вариации исходного управления u(t).
Реализация этого приема в общем случае требует, однако, привлечения глубоких
фактов теории функций действительного переменного.

В конце 1990-х годов А.А. Милютин предложил использовать упрощенный
вариант v-замены, с кусочно постоянной функцией v(τ). Этим способом он до-
казал принцип максимума для общей задачи с концевыми ограничениями, но
без фазовых. В случае кусочно постоянной функции v(τ) ее вариации порож-
дают по сути дела те же игольчатые вариации исходного управления u(t), но
с некоторым отличием от последних. Оно состоит в том, что мы не заменяем
оптимальное управление на малом отрезке около базовых точек пакета, а расши-
ваем эти точки, вставляя в эти места малые отрезки с произвольными наперед
заданными значениями управления. Поскольку этих точек несколько, в итоге по-
лучаем пакет игольчатых вариаций. Такие “вставные” иголки имеют следующие
два преимущества по сравнению с обычными:

(а) оптимальное управление может быть произвольной измеримой ограни-
ченной функцией, тогда как в случае игольчатых вариаций надо требо-
вать его кусочной непрерывности (иначе не получим гладкой зависимости
траектории от ширины иголки);

(б) v-замена дает гладкую управляемую систему, определенную по крайней
мере в целой окрестности оптимального процесса, тогда как игольчатые
вариации приводят к задаче, функции которой определены лишь на неот-
рицательном ортанте конечномерного пространства (точнее, на его пере-
сечении с окрестностью нуля), соответствующем ширинам иголок в дан-
ном пакете (см. [4]).

Последнее обстоятельство представляется нам весьма существенным.
Применение кусочно постоянной v-замены к задаче с фазовыми ограничени-

ями позволяет свести эту задачу к вспомогательной (так называемой присоеди-
ненной) задаче в конечномерном пространстве, аргументами которой служат
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произвольно выбранные значения управления на участках постоянства функции
v(τ), а также начальное значение фазовой переменной x. Наличие фазовых огра-
ничений приводит к тому, что в этой конечномерной задаче имеется бесконечное
число ограничений неравенства, т.е. это не есть обычная гладкая конечномерная
задача. Однако условия оптимальности (локального минимума) для такой задачи
известны (см., например, [5]); их специфика лишь в том, что они содержат ме-
ру, сосредоточенную на множестве индексов активных ограничений неравенства
(здесь — моментов выхода на фазовую границу). Применяя эти условия к присо-
единенной v-задаче и переписывая их в терминах исходной задачи, мы получаем
множество соответствующих наборов множителей Лагранжа, которое является
непустым компактом в некоторой топологии (обычной топологии по конечно-
мерным множителям и слабой-∗ относительно меры). Каждый элемент этого
компакта (т.е. набор множителей Лагранжа) обеспечивает выполнение принципа
максимума на конечном множестве выбранных значений управления и времени,
соответствующем данной v-замене.

В задачах, где есть и фазовые, и смешанные ограничения, уже недостаточно
одних обобщенных игольчатых вариаций, надо добавить еще и малые вариации
управления (для получения условия стационарности по управлению), поэтому
присоединенная задача ставится уже в бесконечномерном пространстве.

Итак, для каждой кусочно постоянной функции v(τ) мы имеем свою присоеди-
ненную задачу и свой компакт, состоящий из наборов множителей Лагранжа. Яс-
но, что чем “богаче” v-замена (т.е. чем больше моментов времени t, которые рас-
шиваются, и больше выбранных значений управления), тем более узкий компакт
мы получаем. Таким образом, компакты, порожденные всевозможными кусочно
постоянными v-заменами, частично упорядочены по включению, и поэтому в си-
лу их непустоты образуют центрированную систему. Взяв любой элемент из их
пересечения, мы получаем единое условие оптимальности — набор множителей
Лагранжа, для которого ПМ выполнен при всех значениях управления и времени.

Подробное изложение описанной схемы дано в [6–8]. Для задач с присутствием
смешанных ограничений она имеет то преимущество по сравнению с использова-
нием скользящих режимов [3], что в последнем приходится доказывать довольно
сложную теорему о корректности расширения (овыпукления) управляемой си-
стемы при введении скользящих режимов, тогда как метод v-вариаций этого не
требует.
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О вариационных необходимых условиях оптимальности

с позиционными управлениями спуска,
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СО РАН, Иркутск, Россия
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Общеизвестно, что фундаментальный принцип максимума Понтрягина [1] яв-
ляется наиболее сильным и универсальным необходимым условием оптималь-
ности (в первом порядке) в непрерывных задачах оптимального управления с
гладкой зависимостью по фазовым переменным. Да и в более общих негладких
задачах принцип максимума Понтрягина (ПМП) остается своеобразным ориен-
тиром (эталоном) для оценки качества получаемых результатов.

С этой точки зрения представляют интерес любые усиления ПМП, обладаю-
щие конструктивностью, сравнимой с понтрягинской. Как отмечал Р.В. Гамкре-
лидзе [2], на тот момент (1998) “ПМП, сформулированный в 1955 г., не претерпел
с тех пор никаких усовершенствований или обобщений”. Несмотря на некоторую
категоричность этого суждения (напомним хотя бы задачи со смешанными огра-
ничениями), его во многом можно отнести и к прошедшему периоду.

Но некоторые достижения все же имеются, и в докладе речь пойдет о необходи-
мых условиях оптимальности с позиционными управлениями спуска по целевому
функционалу, объединенных термином “позиционный принцип минимума” [3–6].
Эти условия глобальной оптимальности формулируются в рамках конструкций
ПМП, но тем не менее существенно усиливают его и некоторые аналоги для
негладких задач принципов максимума типа Кларка и Кашкоч–Лоясиевича [7, 8].

Примечательно, что это усиление достигается использованием слабо убываю-
щих решений проксимального неравенства Гамильтона–Якоби, конструируемых
в теснейшей связи с допустимым управляемым процессом, исследуемым на оп-
тимальность. Эту связь обеспечивает условие существования в субдифференци-
але конструируемого полурешения котраектории процесса, т.е. решения сопря-
женного включения или системы. Более того, эти полурешения, генерирующие
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управления спуска, конструируются явно достаточно простым способом, что обу-
славливает конструктивность условий типа позиционного принципа минимума
(кратко — F-ПМ).

Таким образом, методы доказательства условий оптимальности с позиционны-
ми управлениями спуска связывают развитую теорию неравенств Гамильтона–
Якоби [9–11] с неизменным атрибутом необходимых условий оптимальности —
котраекториями процесса. Именно из-за отсутствия подобной связи развитая тео-
рия долгое время не подкреплялась конструктивными необходимыми условиями
оптимальности.

Опишем кратко некоторые результаты доклада для следующей задачи (P ):

ẋ = f(t, x, u), x(t0) = x0,

u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1],

J(σ) = l(x(t1))→ inf .

Здесь через σ обозначаются пары функций (x, u) ∈ AC(T,Rn) × L∞(T, U), U —
компактное множество в R

m. Вектор-функция f(t, x, u) предполагается непре-
рывной, липшицевой по x и удовлетворяющей условию сублинейного роста при
(t, x, u) ∈ T × Rn × U ; функцию l(x) полагаем липшицевой на Rn.

Пусть Σ — множество всех допустимых пар функций σ и σ̄ = (x̄, ū) — допу-
стимая пара, исследуемая на оптимальность.

1. Для гладкой по x задачи (P1) и дважды гладкой (P2) определяются следу-
ющие опорные мажоранты функционала ϕ и Φ соответственно:

ϕ(t, x) = l(x)− l
(
x̄(t)

)
+

(
ψ(t)− lx

(
x̄(t)

))
·
(
x− x̄(t)

)
+ r(t),

Φ(t, x) = ϕ(t, x) +
1

2

(
x− x̄(t)

)′[
Ψ(t)− lxx

(
x̄(t)

)]
·
(
x− x̄(t)

)
.

Здесь ψ(t) — котраектория процесса σ̄ с граничным условием ψ(t1) = lx(x̄(t1))
(это соответствует условию минимума функции Понтрягина H в ПМП), а Ψ(t) —
матричная функция Габасова

Ψ̇ = −HxψΨ−ΨHψx −Hxx, Ψ(t1) = lxx
(
x̄(t1)

)
с коэффициентами, подсчитанными вдоль σ̄, r(t) — “поправка”, обеспечивающая
свойство монотонности ϕ.

Через Uϕ, UΦ обозначим множества точек минимума по u ∈ U полных произ-
водных по времени ϕ̇, Φ̇, а через Vϕ, VΦ — множества селекторов отображений
Uϕ, UΦ — управлений потенциального спуска. Решения управляемой системы с
позиционными управлениями {v} понимаются в смысле конструктивных движе-
ний Красовского–Субботина [9, 10] или кривых Эйлера [7]. Пусть X (v) — множе-
ство таких движений, соответствующих управлению v.
Теорема 1 (F-ПМ). Если пара (x̄, ū) оптимальна в задаче (P1), то траек-

тория x̄ оптимальна в следующей ϕ-присоединенной задаче:

l
(
x(t1)

)
→ min, x ∈ X (v), v ∈ Vϕ.

Теорема 2 (F-ПМ второго порядка). Если пара (x̄, ū) оптимальна в зада-
че (P2), то

l
(
x̄(t1)

)
≤ l

(
x(t1)

)
∀x ∈ X (v), v ∈ VΦ.
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Если же управление ū особое, то траектория x̄ оптимальна в Φ-присоединен-
ной задаче (формулируемой по образцу теоремы 1).

2. Обобщая теорему 1, обозначим через W(x̄) множество всех измеримо лип-
шицевых позиционных управлений w(t, x), генерирующих траекторию x̄, а через
Kw(x̄) множество решений сопряженного включения Кларка при фиксирован-
ном w (с учетом зависимости H от u = w(t, x)). Тогда для каждой ψ ∈ Kw(x̄)
определена опорная мажоранта ϕ = ϕ(ψ) (см. п. 1).
Теорема 3 (F-ПМ с множеством генерирующих управлений). Если пара

(x̄, ū) оптимальна в задаче (P1), то при любом w ∈ W(x̄) и любой ψ ∈ Kw(x̄)

l
(
x̄(t1)

)
≤ min

{
l
(
x(t1)

) ∣∣∣∣ x ∈ ⋃
v∈Vϕ(ψ)

X (v)

}
.

Более того, существует такая ψ ∈ Kw(x̄), что на траектории x̄ реализуется
минимум.

Эта теорема усиливает не только ПМП; без каких-либо изменений она распро-
страняется на негладкую задачу (P ), усиливая принципы максимума Кларка и
Кашкоч–Лоясиевича.

3. Результаты пп. 1, 2 относились к случаю явно заданных опорных мажорант
функционала. Следующая теорема устанавливает, при каких условиях произ-
вольное полурешение уравнения Гамильтона–Якоби является опорной мажоран-
той в задаче (P ).

Рассмотрим проксимальное неравенство Гамильтона–Якоби для слабо убыва-
ющих (u-стабильных [9, 10]) функций (HJI):

для всех (t, x) ∈ (t0, t1]× R
n, (θ, p) ∈ ∂Pϕ(t, x)

θ + h(t, x, p) ≤ 0,

ϕ(t1, x) ≥ l(x).

Здесь h(t, x, p) = min{p · f(t, x, u) | u ∈ U} и l — гладкая функция.
Теорема 4. Пусть ϕ — непрерывное решение неравенства (HJI), имеющее

проксимальный субградиент (θ, p) с компонентой p, равной котраектории в
смысле Кашкоч–Лоясиевича для траектории x̄. Тогда ϕ порождает вариацион-
ное необходимое условие оптимальности типа общего позиционного принципа
минимума [3].

Анонсированные необходимые условия иллюстрируются примерами и схемой
доказательства приближенного F-ПМ для гладких задач с терминальными огра-
ничениями.
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Multistability and limit cycles

in polynomial dynamical systems
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Introduction. We consider global bifurcations of limit cycles and study multi-
stability in polynomial dynamical systems [1–17]. To control limit cycle bifurcations,
especially bifurcations of multiple limit cycles, it is necessary to know properties and
combine effects of all field rotation parameters of such systems [1, 2]. It can be done by
means of development of new bifurcation geometric methods based on the Wintner–
Perko termination principle for planar polynomial dynamical systems [2, 15]. If we
do not know the cyclicity of the termination points, then, applying canonical systems
with field rotation parameters, we use geometric properties of the spirals filling the
interior and exterior domains of limit cycles [3–13].

Applying this approach, we have solved, e.g., Hilbert’s Sixteenth Problem on the
maximum number and distribution of limit cycles for the general Liénard polynomial
system with an arbitrary number of singular points [3–6, 8], the Kukles cubic-linear
system [9], the Euler–Lagrange–Liénard polynomial mechanical system [13], Leslie–
Gower systems which model the population dynamics in real ecological or biomedical
systems [9], and a reduced planar quartic Topp system which models the dynamics
of diabetes [11–13]. Finally, applying a similar approach, we have considered various
applications of three-dimensional polynomial dynamical systems and, in particular,
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completed the strange attractor bifurcation scenario in Lorenz type systems globally
connecting the homoclinic, period-doubling, Andronov–Shilnikov, and period-halving
bifurcations of their limit cycles [7, 11]. Here we consider the Euler–Lagrange–Liénard
polynomial dynamical system in Section 2 and the Topp rational dynamical system
in Section 3.

The Euler–Lagrange–Liénard polynomial dynamical system. Consider
the Euler–Lagrange–Liénard polynomial equation [13]

ẍ+ h(x) ẋ2 + f(x) ẋ+ g(x) = 0 (1)

and the corresponding dynamical system

ẋ = y, ẏ = −g(x)− f(x) y − h(x) y2. (2)

We suppose that system (2), where g(x), h(x) and f(x) are arbitrary polynomials,
has an anti-saddle (a node, or a focus, or a center) at the origin and write it in
the form

ẋ = y,

ẏ = −x(1 + a1 x+ . . .+ a2l x
2l) + y(α0 + α1 x+ . . .+ α2k x

2k)

+ y2(c0 + c1 x+ . . .+ c2n x
2n).

(3)

In [13], we constructed canonical systems containing field rotation parameters [1, 2]
and proved the following theorem for studying global limit cycle bifurcations and
multistability of (3).

Theorem 1. The Euler–Lagrange–Liénard polynomial dynamical system (3) with
limit cycles can be reduced to one of the canonical forms

ẋ = y,

ẏ = −x (1 + a1x+ . . .+ a2lx
2l)

+ y(α0 − β1 − . . .− β2k−1 + β1x+ α2x
2 + . . .+ β2k−1x

2k−1 + α2kx
2k)

+ y2(c0 + c1 x+ . . .+ c2n x
2n)

(4)

or

ẋ = y,

ẏ = x(x − 1)(1 + b1x+ . . .+ b2l−1x
2l−1)

+ y(α0 − β1 − . . .− β2k−1 + β1x+ α2x
2 + . . .+ β2k−1x

2k−1 + α2kx
2k)

+ y2(c0 + c1 x+ . . .+ c2n x
2n),

(5)

where 1 + a1x + . . . + a2lx
2l �= 0, α0, α2, . . . , α2k are field rotation parameters and

β1, β3, . . . , β2k−1 are semi-rotation parameters.

By means of systems (4) and (5), we proved the following theorem [13].

Theorem 2. The Euler–Lagrange–Liénard polynomial dynamical system (3) can
have at most k + l + 1 limit cycles, k + 1 surrounding the origin and l surrounding
one by one the other singularities of (3).
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The Topp rational dynamical system. Consider the Topp three-dimensional
rational dynamical system which models the dynamics of diabetes

Ġ = a− (b+ cI)G,

İ =
βG2

1 +G2
− αI,

β̇ = (−l+mG− nG2)β

(6)

with parameters as in [17].
After reducing system (6) and bringing it to a polynomial form, we obtained a pla-

nar quartic dynamical system [11–13]

ẋ = (1 + x2)(a− (b+ c y)x) ≡ P,

ẏ = βx2 − α y(1 + x2) ≡ Q.
(7)

Together with (7), we also considered an auxiliary system (see [1, 2, 15])

ẋ = P − γQ, ẏ = Q+ γP, (8)

applying to these systems new bifurcation methods and geometric approaches devel-
oped in [2–13] and carrying out the qualitative analysis of (7).

Using system (8) and applying Perko’s results [15], we proved the following theo-
rem [11–13].

Theorem 3. The reduced Topp system (7) can have at most two limit cycles.
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Системы связанных сингулярно возмущенных

уравнений с запаздыванием
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Ярославль, Россия
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Основная часть математических моделей нейронных систем базируется на так
называемой гипотезе об эквивалентности. В рамках этой гипотезы биологический
нейрон заменяется некоторым генератором с сосредоточенными электрическими
параметрами. В свою очередь, этот генератор моделируется нелинейной систе-
мой обыкновенных дифференциальных уравнений или аналогичной системой с
запаздыванием. Поскольку колебания мембранного потенциала носят заведомо
релаксационный характер, соответствующая система, как правило, является син-
гулярно возмущенной. В рамках гипотезы об эквивалентности в качестве модели
отдельного нейрона мы используем предложенное в [1] скалярное нелинейное
дифференциальное уравнение с запаздыванием вида

u̇ = λf(u(t− 1))u (1)

для мембранного потенциала u = u(t) > 0. Здесь параметр λ > 0, характери-
зующий скорость протекания электрических процессов в нейроне, предполага-
ется большим, точка — дифференцирование по t, а функция f(u) ∈ C2(R+),
R+ = {u ∈ R : u ≥ 0}, обладает свойствами

f(0) = 1, f(u) + a = O(u−1), uf ′(u) = O(u−1), u2f ′′(u) = O(u−1) (2)

при u→ +∞, где a = const > 0.
Следует также отметить, что безотносительно к нейродинамическим прило-

жениям уравнение (1) рассматривалось в работе [1] как некоторое обобщение
известного уравнения Хатчинсона. В указанной работе установлено, что при всех

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант №21-71-30011)
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λ � 1 оно допускает экспоненциально орбитально устойчивый цикл u(t, λ) > 0,
u(0, λ) ≡ 1, периода T (λ), удовлетворяющий предельным соотношениям

lim
λ→+∞

T (λ) = T0, max
0≤t≤T (λ)

|x(t, λ) − x0(t)| = O(λ−1), λ→ +∞, (3)

где T0 = (1 + a)t0, t0 = 1 + 1/a, а T0-периодическая функция x0(t) является
решением некоторого релейного уравнения, получающегося из (1) в результате
замены x(t, λ) = (1/λ) ln(u(t, λ)) и предельного перехода при λ→ +∞.

Предположим теперь, что имеется сеть из m ≥ 2 нейронов, взаимодействую-
щих посредством химических синапсов и связанных между собой по принципу
“каждый со всеми” (такую сеть принято называть полносвязной). Тогда, опира-
ясь на предложенную в статье [2] методику, в качестве математической модели
данной сети можно взять систему уравнений с запаздыванием вида [3]

u̇j =

[
λf(uj(t− 1)) + b

(
m∑

s=1, s
=j

g(us(t−Δ))

)
ln

u∗
uj

]
uj , j = 1, 2, . . . ,m. (4)

Здесь b = const > 0, u∗ = exp(λ c), c = const ∈ R, Δ — запаздывание в цепи связи,
а функция g(u) ∈ C2(R+), g(u) > 0 ∀u > 0, такова, что

g(0) = 0, g(u) = 1 +O(u−1), ug′(u) = O(u−1), u2g′′(u) = O(u−1) (5)

при u→ +∞.
Из полученных нами результатов следует, что при подходящем выборе па-

раметров и при увеличении m количество сосуществующих устойчивых циклов
специального вида в системе (4) неограниченно растет; в частности, показано,
что их число равно 2m − 1. Особенностью рассмотренных нами устойчивых ре-
шений является то, что часть осцилляторов находится в неработающем (асимп-
тотически близком к нулевому) состоянии. Отметим, кроме того, что каждому
периодическому режиму может быть поставлен в соответствие бинарный вектор
(α1, α2, . . . , αm), где αj = 1, если j-й нейрон активен, и αj = 0 в противном слу-
чае. Принимая во внимание это обстоятельство, приходим к выводу, что данные
режимы могут быть использованы для построения устройств с ассоциативной
памятью на основе искусственных нейронных сетей.

Список литературы
1. Колесов А.Ю., Мищенко Е.Ф., Розов Н.Х. Об одной модификации уравнения
Хатчинсона // ЖВМиМФ. 2010. Т. 50, №12. С. 2099–2112.

2. Глызин С.Д., Колесов А.Ю., Розов Н.Х. Об одном способе математического моде-
лирования химических синапсов // Диф. уравнения. 2013. Т. 49, №10. С. 1227–1244.

3. Глызин С.Д., Колесов А.Ю. Периодические режимы группового доминирования в
полносвязных нейронных сетях // Изв. вузов. ПНД. 2021. T. 29, №5. С. 775–798.

47



Задачи оптимального управления системами

с дробными производными: принцип динамического
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Пусть α ∈ (0, 1), T > 0 и n ∈ N. Для t ∈ [0, T ] рассмотрим множество
ACα[0, t] всех функций w : [0, t] → Rn, каждая из которых представима в виде
w(τ) = w(0) + (Iα0+h)(τ), τ ∈ [0, t], для некоторой своей измеримой ограниченной
функции h : [0, t] → Rn, где Iα0+ — оператор интегрирования Римана–Лиувилля
порядка α (см., например, [1]). Обозначим через G множество всех пар (t, w(·))
таких, что t ∈ [0, T ] и w(·) ∈ ACα[0, t]. На множестве G введем метрику

dist
(
(t, w(·)), (t′, w′(·))

)
= |t− t′|+ max

ξ∈[0,T ]
‖w(ξ ∧ t)− w′(ξ ∧ t′)‖,

где (t, w(·)), (t′, w′(·)) ∈ G, ‖·‖ — евклидова норма в Rn, a∧ b = min{a, b} для всех
a, b ∈ R. Положим G0 = {(t, w(·)) ∈ G : t < T }.

Рассмотрим задачу оптимального управления, в которой движение динамиче-
ской системы описывается дифференциальным уравнением

(CDα
0+x)(τ) = f(τ, x(τ), u(τ)) при п.в. τ ∈ [t, T ] (1)

с начальным условием
x(τ) = w(τ), τ ∈ [0, t], (2)

а минимизируемый показатель качества имеет вид

J(t, w(·), u(·)) = σ(x(T )) +

∫ T

t

χ(τ, x(τ), u(τ)) dτ. (3)

Здесь CDα
0+ — оператор дифференцирования Капуто порядка α (см., напри-

мер, [2]), x(τ) ∈ R
n — состояние системы, u(τ) ∈ P — управление, P ⊂ R

r —
компакт, r ∈ N, (t, w(·)) ∈ G — начальные данные.

Отметим, что необходимость задавать в условии (2) значения x(τ) при всех
τ ∈ [0, t] вызвана наследственным характером оператора CDα

0+.
Предположим, что функции f : [0, T ]×Rn×P → Rn, σ : Rn → R и χ : [0, T ]×Rn×

× P → R непрерывны; f удовлетворяет условию подлинейного роста по второму
аргументу; f и χ локально липшицевы по второму аргументу. Множество до-
пустимых управлений U(t) состоит из всех измеримых функций u : [t, T ] → P .
Каждому управлению u(·) ∈ U(t) отвечает единственное движение системы
x(·) — функция из ACα[0, T ], удовлетворяющая начальному условию (2) и урав-
нению (1).

Определим функционал цены (функционал оптимального результата)

ρ(t, w(·)) = inf
u(·)∈U(t)

J(t, w(·), u(·)), (t, w(·)) ∈ G.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №21-71-10070,
https://rscf.ru/project/21-71-10070/).
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Согласно [3] функционал ρ : G→ R характеризуется краевым условием

ρ(T,w(·)) = σ(w(T )), w(·) ∈ ACα[0, T ],

и следующим свойством (принцип динамического программирования): каковы
бы ни были (t, w(·)) ∈ G и τ ∈ [t, T ], имеет место равенство

ρ(t, w(·)) = inf
u(·)∈U(t)

(
ρ(τ, xτ (·)) +

∫ τ

t

χ(ξ, x(ξ), u(ξ)) dξ

)
, (4)

где x(·) — движение системы, отвечающее (t, w(·)) и u(·), а через xτ (·) обозначено
сужение функции x(·) на промежуток [0, τ ].

Далее рассмотрим уравнение Гамильтона–Якоби, которое является выражени-
ем свойства (4) в инфинитезимальной форме:

∂α
t ϕ(t, w(·)) +H

(
t, w(t),∇αϕ(t, w(·))

)
= 0, (t, w(·)) ∈ G0. (5)

Здесь искомым является функционал ϕ : G → R; гамильтониан H определяется
равенством

H(t, x, s) = min
u∈P

(
〈s, f(t, x, u)〉+ χ(t, x, u)

)
, t ∈ [0, T ], x, s ∈ R

n,

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в Rn; величины ∂α
t ϕ(t, w(·)) ∈R, ∇αϕ(t, w(·)) ∈

∈ Rn представляют собой коинвариантные (ci-) производные порядка α функци-
онала ϕ в точке (t, w(·)). Данные производные определяются соотношением (см.,
например, [4, 5], а также [3])

ϕ(τ, xτ (·))− ϕ(t, w(·)) = ∂α
t ϕ(t, w(·))(τ − t) +

+

∫ τ

t

〈
∇αϕ(t, w(·)), (CDαx)(ξ)

〉
dξ + o(τ − t), τ ∈ (t, T ), (6)

которое должно выполняться для всех функции x(·) ∈ ACα[0, T ], удовлетворя-
ющих условию (2). В соотношении (6) величина o(·) может зависеть от x(·) и
o(τ − t)/(τ − t)→ 0 при τ → t+ 0.

В [3] доказано, что если функционал цены ρ : G → R является ci-гладким
порядка α (т.е. ρ непрерывен вместе с его ci-производными порядка α), то он
удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби (5). С другой стороны, если неко-
торый ci-гладкий порядка α функционал ϕ : G→ R удовлетворяет уравнению (5)
и краевому условию

ϕ(T,w(·)) = σ(w(T )), w(·) ∈ ACα[0, T ], (7)

то он совпадает с функционалом цены ρ.
Однако, как правило, функционал цены ρ в задаче (1)–(3) не является ci-глад-

ким порядка α и не может рассматриваться как решение задачи Коши (5), (7)
в классическом смысле, что приводит к необходимости изучения обобщенных
решений этой задачи Коши.

В рамках данного направления исследований получены следующие основные
результаты. Введено понятие минимаксного (в смысле [6]) решения задачи Ко-
ши (5), (7). Доказаны [7] теоремы о существовании и единственности минимакс-
ного решения, о согласованности минимаксного и классического решений. Уста-
новлена [8] связь между функционалом цены ρ в задаче оптимального управле-
ния (1)–(3) и минимаксным решением соответствующей задачи Коши (5), (7), при
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этом указан способ построения оптимальных стратегий управления по принци-
пу обратной связи с памятью истории движения. Кроме того, дано определение
вязкостного (в смысле [9]) решения задачи Коши (5), (7). Доказана [10] теорема
о единственности вязкостного решения, которая, в частности, позволяет устано-
вить совпадение минимаксного и вязкостного решений.
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О разложении несущих поверхностей

для A-диффеоморфизмов с нетривиальными
аттракторами и репеллерами

∗

В. З. Гринес, Д. И. Минц

Национальный исследовательский университет “Высшая школа экономики”,
Нижний Новгород, Россия

vgrines@yandex.ru, dmitriimints@gmail.com

В работе [1] введен класс G(M2) A-диффеоморфизмов замкнутых ориентируе-
мых связных поверхностей, неблуждающие множества которых состоят из одно-
мерных базисных множеств, и получены необходимые и достаточные условия су-

∗Результаты получены при поддержке гранта РНФ (проект 21-11-00010), поддержке Ла-
боратории динамических систем и приложений НИУ ВШЭ (грант Министерства науки
и высшего образования РФ, cоглашение №075-15-2019-1931), а также в ходе проведения
исследования (№21-04-004) в рамках Программы “Научный фонд Национального исследо-
вательского университета «Высшая школа экономики» (НИУ ВШЭ)” в 2021–2022 гг.
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ществования гомеоморфизма всей поверхности, сопрягающего ограничения этих
диффеоморфизмов на их неблуждающие множества. Из результатов работы [2]
следует, что на двумерной сфере и двумерном торе не существует диффеомор-
физмов из класса G(M2). В то же время на любой замкнутой ориентируемой
связной поверхности рода g ≥ 2 можно построить пример диффеоморфизма из
класса G(M2). Основной целью настоящего доклада является установление взаи-
мосвязей между динамическими свойствами диффеоморфизмов из классаG(M2)
и топологией несущей поверхностиM2, а также исследование устойчивости таких
диффеоморфизмов.

ПустьM2 — замкнутая гладкая ориентируемая связная поверхность, f : M2 →
→M2 — ее A-диффеоморфизм.

Известно, что произвольное одномерное базисное множество диффеоморфиз-
ма f является либо аттрактором, либо репеллером и имеет локальную струк-
туру прямого произведения интервала и канторова множества. Периодическая
точка p, принадлежащая одномерному аттрактору (репеллеру) Λ, называется
s-граничной (u-граничной) периодической точкой, если одна из компонент связ-
ности множества W s(p) \ p (W u(p) \ p) не пересекается с Λ (мы будем обозначать
эту компоненту связности через μs

p (μu
p)) и обе компоненты связности множества

W u(p)\p (W s(p)\p) пересекаются с Λ. Для одномерного аттрактора (репеллера)
множество s-граничных (u-граничных) периодических точек непусто и конечно.

Достижимая изнутри граница множества M2 \ Λ, где Λ — одномерный ат-
трактор (репеллер), состоит из конечного числа связок. Связкой b одномерного
аттрактора Λ называется объединение максимального числа hb неустойчивых
многообразий W u

p1
, . . . ,W u

phb
s-граничных периодических точек p1, . . . , phb

множе-
ства Λ, устойчивые сепаратрисы μs

p1
, . . . , μs

phb
которых принадлежат одной и той

же компоненте связности множества W s
Λ \Λ. Число hb называется степенью связ-

ки. Аналогично можно определить понятие связки для одномерного репеллера.
Любое базисное множество Λ диффеоморфизма f единственным образом пред-

ставляется в виде конечного объединения попарно непересекающихся компакт-
ных подмножеств: Λ = Λ1 ∪ . . . ∪ Λq (q ≥ 1), называемых периодическими ком-
понентами множества Λ, таких, что f q(Λj) = Λj , f(Λj) = Λj+1, j ∈ {1, . . . , q}
(Λq+1 = Λ1). Для каждой точки x периодической компоненты Λj множество
W s

x ∩ Λj (W u
x ∩ Λj) плотно в Λj .

Пусть f : M2 → M2 — диффеоморфизм из класса G(M2) такой, что его
неблуждающее множество состоит из kf периодических компонент Λ1, . . . ,Λkf

(kf ≥ 2, так как неблуждающее множество диффеоморфизма f всегда содержит
один аттрактор и один репеллер). Обозначим через mΛi число связок, принадле-
жащих Λi, через hΛi сумму степеней этих связок. Обозначим через mf количество
всех связок, принадлежащих периодическим компонентам диффеоморфизма f ,
через hf сумму степеней этих связок. Для числа g ≥ 0 обозначим через M2

g

замкнутую ориентируемую связную поверхность рода g.
Теорема 1. Пусть f ∈ G(M2). Тогда поверхность M2 гомеоморфна связной

сумме
M2

g1# . . .#M2
gkf

#T
2# . . .#T

2︸ ︷︷ ︸
lf

,

где gi = 1 + hΛi/4−mΛi/2 (i ∈ {1, . . . , kf}), lf = mf/2− kf + 1.
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Замечание. При доказательстве теоремы 1 установлено, что для каждой
поверхности M2

gi , i ∈ {1, . . . , kf}, существует компактное ориентируемое связное
подмногообразие NΛi ⊂ M2 рода gi = 1 + hΛi/4 − mΛi/2 с mΛi компонентами
края, которое содержит периодическую компоненту Λi. При этом NΛi ∩NΛj = ∅

для i �= j.

Следствие. Пусть f ∈ G(M2). Тогда поверхность M2 имеет род g = 1 +
+ hf/4.

Теорема 2. Пусть f ∈ G(M2). Тогда f является Ω-устойчивым, но не
является структурно устойчивым.
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Возмущения негиперболических автоморфизмов

двумерного тора
∗

В. З. Гринес, Д. И. Минц, Е. Е. Чилина
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Негиперболические алгебраические автоморфизмы двумерного тора не явля-
ются структурно устойчивыми отображениями, поэтому предсказать динамику
сколь угодно малых возмущений таких отображений невозможно. В настоящем
докладе приведены отображения, которые являются возмущениями негипербо-
лических автоморфизмов двумерного тора посредством их суперпозиции с го-
мотопными тождественному градиентноподобными диффеоморфизмами. Пока-
зано, что полученные отображения являются структурно устойчивыми и их ди-
намические свойства определяются свойствами возмущаемых автоморфизмов.

ПустьMn — гладкое замкнутое связное ориентируемое n-многообразие (n ≥ 1)
и f — гомеоморфизм (диффеоморфизм) на Mn.

Пусть p — гиперболическая периодическая точка диффеоморфизма f . Обозна-
чим через W s

p и W u
p устойчивое и неустойчивое многообразия точки p. Через Ωf

обозначим неблуждающее множество диффеоморфизма f .
∗Работа подготовлена в ходе проведения исследования (№21-04-004) в рамках Программы
“Научный фонд Национального исследовательского университета «Высшая школа эконо-
мики» (НИУ ВШЭ)” в 2021–2022 гг., а также при поддержке Лаборатории динамических
систем и приложений НИУ ВШЭ (грант Министерства науки и высшего образования РФ,
соглашение №075-15-2019-1931).
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Диффеоморфизм f называется диффеоморфизмом Морса–Смейла, если мно-
жество Ωf конечно и гиперболично и многообразия W s

p , W u
q пересекаются транс-

версально для любых периодических точек p, q ∈ Ωf . Диффеоморфизм Морса–
Смейла f называется градиентноподобным, если из условия W s

p ∩W u
q �= ∅ для

различных точек p, q ∈ Ωf следует, что dimW u
p < dimW u

q .
Если p, q — различные периодические седловые точки диффеоморфизма f , для

которых W s
q ∩W u

p �= ∅, то пересечение W s
q ∩W u

p называется гетероклиническим.
В случае dimW s

q ∩W u
p = 0 пересечение W s

q ∩W u
p является счетным множеством и

каждая точка этого множества называется гетероклинической точкой, а орбита
гетероклинической точки называется гетероклинической орбитой.

Назовем гетероклиническим множеством диффеоморфизма f множество всех
его гетероклинических точек.

Пусть n = 2, f : M2 →M2 — диффеоморфизм Морса–Смейла и p — его седло-
вая периодическая точка. Обозначим через W ν,i

p , i ∈ {1, 2}, ν ∈ {u, s}, компоненту
связности множества W ν

p \ {p}. Гетероклиническое множество диффеоморфиз-
ма f называется ориентируемым, если для каждой пары седловых периодических
точек p, q и любых i, j ∈ {1, 2}, для которых W u,j

p ∩W s,i
q �= ∅, индекс пересечения

кривых W u,j
p и W s,i

q , один и тот же в любой точке z ∈ W u,j
p ∩W s,i

q .
Обозначим через hε(z) : R→ R функцию, заданную формулой

hε(z) :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
k +

1

π
arctg

(
1− ε

1 + ε
tg(πz)

)
, z ∈

(
k − 1

2
; k +

1

2

)
(k ∈ Z),

k +
1

2
, z = k +

1

2
(k ∈ Z),

где ε ∈ (−1, 1).
Рассмотрим диффеоморфизмы Mε и Lε двумерного тора T2 = R2/Z2, завися-

щие от параметра ε ∈ (−1, 1) и заданные формулами

Mε :

{
x = hε(x) (mod 1),

y = hε(y) (mod 1),
Lε :

⎧⎨⎩x =
1

2
hε(2x) (mod 1),

y = hε(y) (mod 1).

При ε = 0 отображения Mε, Lε являются тождественными, а при ε ∈ (−1, 1)\{0}
представляют собой градиентноподобные диффеоморфизмы.

Пусть A =
(
a b
c d

)
∈ Gl(2,Z), т.е. A — целочисленная квадратная матрица вто-

рого порядка и detA = ±1. Тогда отображение Â : T2 → T2, заданное формулой

Â :

{
x = ax+ by (mod 1),

y = cx+ dy (mod 1),

называется алгебраическим автоморфизмом двумерного тора.
Если собственные значения матрицы A ∈ Gl(2,Z) не равны по модулю единице,

то алгебраический автоморфизм Â называется гиперболическим. В противном
случае автоморфизм Â называется негиперболическим.

Следуя работам [1, Lemma 3] и [2, разд. 2], негиперболические алгебраические
автоморфизмы двумерного тора классифицируем следующим образом.
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Предложение. Каждый класс сопряженности негиперболических алгебра-
ических автоморфизмов двумерного тора посредством алгебраического авто-
морфизма задается в точности одной из следующих матриц:

A1(m) =

(
1 m
0 1

)
, A2(m) =

(
−1 m
0 −1

)
, A3 =

(
1 0
0 −1

)
, A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
, A6 =

(
0 1
−1 −1

)
, A7 =

(
0 −1
1 1

)
, m ∈ {0, 1, 2, . . .}.

Отличный от тождественного гомеоморфизм f замкнутой ориентируемой по-
верхности называется периодическим, если существует такое n ∈ N, что fn = id.
Наименьшее из таких n называется периодом f .

Обозначим через Perf (z) период точки z ∈ M2 относительно f . Пусть f —
гомеоморфизм замкнутой ориентируемой поверхности M2 периода n. Положим
Bf = {z ∈M2 | Perf (z) < n}.

Пусть fε,A = Mε ◦ Â, gε,A = Lε ◦ Â, где Â — автоморфизм двумерного тора,
индуцированный матрицей A ∈ Gl(2,Z).
Теорема 1. Пусть ε ∈ (−1, 0)∪(0, 1). Тогда верны следующие утверждения:
(1) отображения fε,A2(0), fε,A5 являются сохраняющим ориентацию гради-

ентноподобными диффеоморфизмами и Ωfε,A2(0)
= B

̂A2(0)
, Ωfε,A5

= B
̂A5
;

(2) отображение fε,A3 является меняющим ориентацию градиентноподоб-
ным диффеоморфизмом и Ωfε,A3

⊂ B
̂A3
;

(3) множество Ωfε,A совпадает с множеством ΩMε и Perfε,A(z) = Per
̂A(z)

для любого z ∈ Ωfε,A и A ∈ {A2(0), A3, A5}.
Теорема 2. Пусть ε ∈ (−1, 0)∪(0, 1). Тогда верны следующие утверждения:
(1) при m = 2l (l ∈ N) диффеоморфизмы fε,A1(m) и fε,A2(m) являются диф-

феоморфизмами Морса–Смейла с ориентируемым гетероклиническим
множеством, состоящим из m гетероклинических орбит;

(2) при m = 2l − 1 (l ∈ N) диффеоморфизмы gε,A1(m) и gε,A2(m) являют-
ся диффеоморфизмами Морса–Смейла с ориентируемым гетероклиниче-
ским множеством, состоящим из 4m гетероклинических орбит.
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непостоянный профиль скорости
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Результаты, представленные в данном докладе, в значительной степени моти-
вированы анализом, предпринятым в [1, 2].

В отличие от предыдущих исследований на эту тему, в которых были выве-
дены слабонелинейные модельные уравнения, описывающие течение жидкости
в мембранных трубках, авторы работы [1] использовали вариационный метод,
который приводит к полностью нелинейной формулировке в квазиодномерном
и недиссипативном случае в рамках нелинейной системы уравнений в частных
производных. Жидкость внутри трубки считалась идеальной. В [1] найдены два
первых интеграла системы обыкновенных дифференциальных уравнений, опи-
сывающих бегущие волны. Было также показано, что уединенные волны конеч-
ной амплитуды, распространяющиеся в системе мембранная трубка–идеальная
жидкость, могут быть определены в рамках простой численной процедуры.

Авторы работы [2] рассмотрели задачу (в формулировке [1]) о формировании
локализованной выпуклости в “надутой” мембранной трубке в связи с формиро-
ванием аневризмы на человеческих артериях.

Для того чтобы получить базовую систему уравнений, описывающую движе-
ние жидкости внутри трубки, используется осреднение по вертикальному сече-
нию трубки, и, таким образом, все неизвестные функции задачи зависят толь-
ко от продольного направления вдоль трубки. Сама трубка предполагается осе-
симметричной в течение всего времени движения. Описание свойств и изучение
спектральной устойчивости локализованных (быстроубывающих) выпуклых ре-
шений, включая неподвижные (решения типа аневризмы), является предметом
изучения в ряде работ. Спектральная устойчивость решений типа аневризмы
изучалась в [3] в случае отсутствия жидкости внутри трубки (случай контроли-
руемого давления). Бифуркационным параметром являлось инфляционное дав-
ление. Авторы показали, что все семейство решений типа аневризмы спектрально
неустойчиво (т.е. инфинитезимальные возмущения аневризмы экспоненциально
растут со временем).

В работе [4] изучена устойчивость семейства решений типа аневризмы в при-
сутствии жидкости с нулевым средним потоком (неподвижной на бесконечности).
Установлено, что решения типа аневризмы остаются неустойчивыми, хотя при-
сутствие жидкости оказывает сильное стабилизирующее действие.

∗Исследование А.Т. Ильичева выполнено при финансовой поддержке РНФ (проект 19-71-
30017).
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Авторы работы [5] предприняли анализ устойчивости решений типа аневризмы
в случае присутствия среднего потока и показали, что, если скорость движения
жидкости на бесконечности достаточно велика, эти решения являются спектраль-
но устойчивыми.

В [6] доказано, что для мембранных трубок с локализованной неоднородностью
стенки (утоньшением) для определенных упругих потенциалов при отсутствии
жидкости внутри трубки (случай контролируемого давления) имеют место два
семейства стоячих уединенных волн, при этом семейство волн с меньшей ампли-
тудой, которая увеличивается при увеличении давления инфляции, спектрально
устойчиво.

В [7] показано, что семейство бегущих уединенных волн устойчиво, если ско-
рость распространения этих волн больше некоторого критического значения.
Устойчивость уединенных волн в мембранных трубках конечной длины рассмот-
рена в [8]. Обзор о спектральной устойчивости слабо и сильно нелинейных непо-
движных и бегущих волн предпринят в [9] (см. также ссылки там).

Во всех цитированных работах жидкость считалась идеальной и профиль ско-
ростей оставался постоянным в каждом вертикальном сечении трубки. В то же
время более детальное изучение движения крови требует учесть ее неньютонов-
ские свойства. Следовательно, чтобы ожидать более или менее достоверных ре-
зультатов, характеризующих течение крови в сосудах, следует описывать кровь
при помощи модели неньютоновской жидкости. В связи с этим используется
полиномиальный закон вязкого трения для неньютоновской жидкости с посто-
янной вязкостью. Следует отметить, что мы интересуемся только образовани-
ем аневризмы, а не ее дальнейшей эволюцией. При этом предполагается, что в
процессе формирования аневризмы вязкость жидкости внутри трубки не играет
существенной роли, хотя профиль скорости непостоянен вдоль вертикального
сечения трубки, так как предполагается выполненным условие прилипания на
ее стенках. Вязкость играет существенную роль при дальнейшем развитии ане-
вризмы. В частности, роль сдвигового напряжения на стенке сосуда является
определяющей в этом процессе (см., например, [10]). Тем не менее мы здесь не
интересуемся процессом дальнейшего развития аневризмы, моделирование кото-
рого выходит за рамки теории упругости.

В данном докладе анализируется устойчивость семейства стоячих локализо-
ванных волн возвышения уровня (аневризм) в заполненной идеальной жидко-
стью упругой трубке с локализованным утоньшением стенки и упругим потен-
циалом, характерным для биологического материала человеческих сосудов. Зада-
ча нахождения неустойчивого дискретного спектра в правой комплексной полу-
плоскости спектрального параметра Ω+ эквивалентна определению нулей функ-
ции Эванса, локализованных в Ω+. Для подсчета числа этих нулей, следуя [11],
необходимо вычислить функцию Эванса на некотором контуре, включающем ин-
тервал мнимой оси в комплексной плоскости спектрального параметра, и затем
использовать принцип аргумента из комплексного анализа.
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We have considered the pursuit–evasion problems in a differential game with one
pursuer and one evader such that each of them has inertial motion. The control of
the pursuer is subject to an integral constraint, and that of the evader is subject to
a geometric constraint. In the pursuit problem, we propose the parallel approach
strategy, which is known as the Π-strategy, for the pursuer, and we define a sufficient
solvability condition of pursuit. In the evasion problem, a special admissible strategy
is implemented for the evader, and a sufficient solvability condition of evasion is
obtained. Besides, the lower boundary of the distance between the pursuer and evader
is shown.

Suppose that in Rn a controlled player P , called the pursuer, chases another
player E, called the evader. Denote by x the position of the pursuer and by y the
position of the evader in Rn. In the present work, we consider the pursuit–evasion
problems when the players move according to the differential equations with initial
values

P : ẍ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = x1, (1)

E : ÿ = v, y(0) = y0, ẏ(0) = y1, (2)
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respectively, where x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2; x0, y0 are the initial positions of the
players, and x1, y1 are their initial velocities, respectively. It is assumed that x0 �= y0,
x1 = y1. The control parameter u is the acceleration vector, and it is considered to
be a measurable function u(·) : R+ → Rn subject to the following integral constraint
(in short, the I-constraint) [2, 4, 6, 7]:∫ t

0

(t− s)|u(s)|2 ds ≤ ρ0 for almost every t ≥ 0, (3)

where ρ0 is a given positive number which expresses the amount of the pursuer’s
energy at time t = 0. We denote by UI the class of all control functions u(·) that
satisfy the constraint (3).

Similarly, the control parameter v is the acceleration vector, and it is a measurable
function v(·) : R+ → Rn subject to the geometric constraint (in short, the G-con-
straint) of the form [1, 3]

|v(t)| ≤ β for almost every t ≥ 0, (4)

where β is a given positive number which expresses the maximal value of the evader’s
acceleration. We denote by VG the class of all control functions v(·) that satisfy the
constraint (4).

Definition 1. By equations (1), (2), any triplets (x0, x1, u(·)), where u(·) ∈ UI ,
and (y0, y1, v(·)) with v(·) ∈ VG generate the trajectories

x(t) = x0 + x1t+

∫ t

0

(t− s)u(s) ds, y(t) = y0 + y1t+

∫ t

0

(t− s)v(s) ds,

respectively. In this case, x(t) is called the pursuer’s motion trajectory and y(t) is
called the evader’s motion trajectory.

Definition 2. For each pair (ρ0, u(·)), u(·) ∈ UI , we call the scalar function [5, 6]

ρ(t) = ρ0 −
∫ t

0

(t− s)|u(s)|2 ds, ρ(0) = ρ0,

a residual resource of the pursuer at the time t.

Definition 3. In the pursuit game (1)–(4), the function

u(v) = v − λ(v)ξ0 (5)

is called the ΠIG-strategy of the pursuer, where

λ(v) = 〈v, ξ0〉+
ρ0

2|z0|
+

√(
〈v, ξ0〉+

ρ0
2|z0|

)2

− |v|2, ξ0 =
z0
|z0|

,

and 〈v, ξ0〉 denotes the inner product of the vectors v and ξ0 in Rn. Here λIG(v) is
usually called the resolving function.

Proposition. If ρ0 ≥ 4β|z0|, then the function λIG(v) is defined, continuous and
non-negative for all control functions v(·) that satisfy (4).

Definition 4. We say that the strategy u(v) guarantees capture at time T (u)
if at some time t∗ ∈ [0, T (u)] the equality x(t∗) = y(t∗) is satisfied for any control
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v(·) ∈ VG of the evader, where x(t) and y(t) are the solutions of the initial value
problems

ẍ = u(v(t)), x(0) = x0, ẋ(0) = x1,

ÿ = v(t), y(0) = y0, ẏ(0) = y1,

where t ≥ 0.

Theorem 1. If ρ0 ≥ 4β|z0| is satisfied in the pursuit game (1)–(4), then the
ΠIG-strategy (5) guarantees capture in the time interval [0, TIG], where

TIG =

√
2|z0|
θ

, θ =
ρ0

2|z0|
− β +

√
ρ20

4|z0|2
− ρ0β

|z0|
.

Definition 5. In the evasion game (1)–(4), we call the function

v(t) = −βξ0 (6)

the strategy of the evader.

Definition 6. We say that the strategy v(t) guarantees evasion on [0,+∞) if for
any control u(·) ∈ UI of the pursuer the condition x(t) �= y(t) holds for all t ∈ [0,+∞),
where x(t) and y(t) are the solutions of the initial value problems

ẍ = u(t), x(0) = x0, ẋ(0) = x1,

ÿ = v(t), y(0) = y0, ẏ(0) = y1,

where t ≥ 0.

Theorem 2. If ρ0 < 4β|z0| is valid in the evasion game (1)–(4), then the strat-
egy (6) guarantees evasion on the time interval [0,+∞) and the following estimation
holds for the distance between the players :

|z(t)| ≥ |z0| −
ρ0
4β

.
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In the theory of integrable Hamiltonian systems, the work of S. Kowalewski in her
seminal paper on the motions of a rigid body around its fixed point under the influence
of gravity stands out as the most enigmatic and most original contribution to the
theory of integrable systems [6]. Not only was the integral of motion introduced in this
paper enigmatic, in the sense that it did not correspond to any apparent symmetries
of the body, but also the approach taken in the paper that led to the discovery of this
integral, in which all the variables were treated as complex quantities, seemed equally
enigmatic, in the sense that it did not lend itself to any physical justifications.

This lecture is based on my recent paper [5], in which it was shown that there is
a natural affine-quadratic Hamiltonian H on sp(4;C) that unravels the mysteries en-
countered in Kowalewski’s famous paper. It is a follow-up of my earlier publications in
which Kowalewski’s top is seen indirectly through the Hamiltonian system associated
with Kirchhoff’s model for the equilibrium configurations of an elastic rod [3] and the
subsequent extensions of this system to so(4;C) presented in [2].

We will show that the enigmatic conditions of Kowalewski are both necessary and

sufficient for the existence of an isospectral representation dL(λ)
dt = [M(λ);L(λ)] of the

above Hamiltonian H with a spectral parameter λ. This representation then yields a
crucial spectral invariant that naturally accounts for all the integrals of motion known
as Kowalewski type integrals in the literature on the top [1]. We will also show that
the Kowalewski’s mysterious complex variables are naturally identified with complex
quaternions and the representation of so(4;C) as the product sl(2;C)× sl(2;C).
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Метод возмущений в задаче оптимизации переходного

процесса в квазилинейной динамической системе

А. И. Калинин, Л. И. Лавринович

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь
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В рамках математической теории оптимальных процессов задачам оптимиза-
ции квазилинейных динамических систем, содержащих малые параметры при
нелинейностях, уделяется значительное внимание. Интерес к ним вызван эф-
фективностью асимптотических методов их решения, при применении которых
исходные по существу нелинейные задачи сводятся к сравнительно несложной
коррекции решений задач оптимизации линейных динамических систем. Насто-
ящий доклад посвящен построению асимптотических приближений к решению
задачи оптимизации переходного процесса в квазилинейной системе. Критерий
качества в этой задаче представляет собой линейную комбинацию энергетических
затрат и длительности процесса. Заметим, что если учесть только энергетические
затраты, то задача, как правило, не будет иметь решения, а на минимизирующей
последовательности длительность процесса будет стремиться к бесконечности.

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t), t ∈ [t0, t1], с кусочно непре-
рывными компонентами рассмотрим следующую задачу оптимального управле-
ния:

ẋ = A(t)x + μf(x, t) +B(t)u, x(t0) = x0 �= 0, (1)

x(t1) = 0, J(u) =

∫ t1

t0

(1 + xTQ(t)x+ uTP (t)u) dt→ min, (2)

где μ — малый (по модулю) параметр, t0 — заданный момент времени, t1 —
нефиксированный конечный момент времени (t1 > t0), x есть n-вектор, f(x, t),
x ∈ Rn, t ≥ t0, — нелинейная вектор-функция, Q(t) — неотрицательно опреде-
ленная симметрическая матрица, а P (t) — положительно определенная симмет-
рическая матрица для всех t ≥ t0.
Предположение 1. Элементы матриц A(t), B(t), Q(t), P (t), ∂f(x, t)/∂x,

x ∈ Rn, t ≥ t0, принадлежат классу Cp, p ≥ 1.

Определение. Управление u(N)(t, μ), t ∈ [t0, t
(N)
1 (μ)], с кусочно непрерыв-

ными компонентами назовем (программным) асимптотически субоптимальным
управлением N -го порядка (N = 0, 1, 2, . . .) в задаче (1), (2), если оно переводит
систему (1) в состояние O(μN+1) и отклоняется по критерию качества J(u) от
оптимального управления на величину того же порядка малости.

В докладе предлагается алгоритм, с помощью которого для заданного числа N
(N < p) можно построить асимптотически субоптимальное управление N -го по-
рядка в рассматриваемой задаче. Алгоритм опирается на конструктивное дока-
зательство теоремы о существовании при сделанных предположениях гладкого
оптимального управления и его асимптотических свойствах. Его суть состоит в
построении полиномов Тейлора определяющих элементов оптимального управ-
ления. Такими элементами в данной задаче являются конечный момент времени,
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а также начальные значения сопряженных переменных (в момент времени t0),
которые в силу принципа максимума [1] соответствуют оптимальному управле-
нию. Эти определяющие элементы как функции малого параметра принадлежат
классу Cp.

Вычисления при построении асимптотически субоптимальных управлений на-
чинаются с решения базовой задачи, которая формально получается из исходной
при μ = 0 и в отличие от нее является задачей оптимизации линейной системы.
Предположение 2. Динамическая система в базовой задаче является впо-

лне управляемой [2].
При сделанном предположении в базовой задаче существует единственное оп-

тимальное управление, которое является нормальной экстремалью. Последнее
означает, что принцип максимума [1] в данном случае может быть сформулиро-
ван следующим образом: пусть t01 — оптимальный конечный момент, u0(t), x0(t),
t ∈ T 0 = [t0, t

0
1], — оптимальные управление и траектория в базовой задаче; тогда

существует такое решение ψ0(t), t ∈ T 0, сопряженной системы

ψ̇ = −AT(t)ψ +Q(t)x0(t),

что выполняются условия

ψ0T(t)BT(t)u0(t)− u0T(t)P (t)u0(t) = max
u∈Rr

(
ψ0T(t)BT(t)u − uTP (t)u

)
, t ∈ T 0, (3)

ψ0T(t01)B
T(t01)u

0(t01)− u0T(t01)P (t01)u(t
0
1) = 1.

Из условия (3) непосредственно следует

u0(t) =
1

2
P−1(t)BT(t)ψ0(t).

Вычислительная процедура при построении асимптотически субоптимальных
управлений, помимо решения базовой задачи, включает в себя интегрирование
систем линейных дифференциальных уравнений, а также нахождение корней
невырожденных линейных алгебраических систем. Заметим, что при сделанных
предположениях асимптотически субоптимальным управлением нулевого поряд-
ка является решение базовой задачи.

Список литературы
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Иерархия квазистационарных приближений для системы

уравнений Максвелла в неоднородных средах
∗

А. В. Калинин, А. А. Тюхтина

ННГУ им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород, Россия
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В работе обсуждаются различные квазистационарные приближения для систе-
мы уравнений Максвелла с учетом характерных масштабов пространственной и
временно́й неоднородностей [1, 2]. Рассматриваются замкнутые модели электро-
физических процессов в атмосфере Земли [3]. Приводятся результаты о коррект-
ности постановок соответствующих начально-краевых задач.
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We consider the linear switching system of the form

ẋ(t) = A(t)x(t), x(0) = x0, (1)

where A(t) ∈ A for every t ∈ [0,+∞]. Thus, A is a matrix control function (switching
law) taking values on the control set A. The control set is an arbitrary compact set
of d× d matrices and A(·) is an arbitrary measurable function. The system is called
stable if all its trajectories x(t) tend to zero as t→ +∞. The stability plays a crucial
role in many problems of electronic engineering, robotics, etc. [1]. It was studied in

∗Работа поддержана научно-образовательным математическим центром “Математика тех-
нологий будущего” (соглашение №075-02-2022-883).
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the literature in great detail (see [2] and references therein). We consider the stability
problem under the restriction on the periods of time between switches. The minimal
switching time (dwell time) was studied in several works (see the latest one [3]). It
reflects the natural situation when the change of the regime of the system cannot be
done in one moment and it requires some time. The methods of studying the minimal
dwell time, however, are not applicable to the opposite situation, when the time
between switches is bounded above. This condition is inspired by the practical needs
when the system cannot be kept in one regime for a long time (for example, because
of overheating, wearing out, etc.). Thus, we address the stability of the system (1)
under the assumption that the time distance between two consecutive switches is
between m and M (two given numbers). We call such systems constrained.

The solution of this problem is based on modifying the concept of the Lyapunov
function. It can naturally be formulated in terms of graphs. For the sake of sim-
plicity we consider the case of two regimes A = {A1, A2}. We consider a directed
multigraph G with vertices g1 and g2, where each vertex gi is associated to the linear
space Li isomorphic to Rd. From the vertex g1, there is an edge labelled by the
matrix B2 = eA2m to the vertex g2. Respectively, from the vertex g2, there is an edge
labelled with B1 = eA1m to g1. Moreover, each vertex gi has loops labelled with eAit

∀t ∈ [0,M −m]. Each switching law of the restricted system can be interpreted as a
walk along this graph.

Definition 1. The Lyapunov exponent of system (1) is defined as

σ(A,m,M) = inf
{
β ∈ R | ∃C > 0: ‖x(t)‖ ≤ Ceβt‖x(0)‖

}
for all trajectories x(t) of the restricted system (1).

Definition 2. If every space Li on the graph G is equipped with a norm ‖·‖i,
then the collection of norms ‖·‖i, i = {1, 2}, is called a multinorm. The norm of an
operator A : Li → Lj is defined as ‖A‖ = supx∈Li, ‖x‖i=1 ‖Ax‖j .

Denote by Bi the unit ball of the norm ‖·‖i, i = {1, 2}, and by Si the corresponding
unit sphere.

Definition 3. A multinorm f = (‖·‖1, ‖·‖2) is Lyapunov if for each i �= j,
i, j ∈ {1, 2}, and for every x ∈ Si, the curve etAjBjx, t ∈ [0,M − m], is strictly
inside S.

Definition 4. A multinorm f = (‖·‖1, ‖·‖2) is invariant if for each i �= j, i, j ∈
{1, 2}, and for every x ∈ Si, the curve etAjBjx, t ∈ [0,M −m], is inside Sj and at
least one of its points is on the surface.

Theorem 1. The restricted system is stable if and only if it possesses a Lyapunov
multinorm.

The system is called irreducible if its matrices do not share a nontrivial invariant
subspace.

Theorem 2. Every irreducible restricted system with σ(A,m,M) = 0 possesses
an invariant multinorm.

We present an algorithm for evaluating the Lyapunov exponent of the restricted
system (1) and show numerical examples.
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Построение множеств разрешимости в линейных

дифференциальных играх сближения “к моменту”

с вогнутым целевым множеством

Л. В. Камнева

Институт математики и механики УрО РАН, Екатеринбург, Россия
kamneva@imm.uran.ru

Постановка задачи. Пусть динамика конфликтно управляемой системы
имеет вид

ẋ = Ax+ u+ v, x ∈ R
n, u ∈ P, v ∈ Q. (1)

Здесь t ∈ [0, ϑ], ϑ > 0; A есть (n× n)-матрица, P,Q ⊂ Rn — выпуклые компакты;
M ⊂ Rn — замкнутое целевое множество; u и v — управления первого и второго
игроков соответственно.
Множество разрешимости G̃ϑ(M) к моменту ϑ образовано всеми начальны-

ми точками x0 ∈ Rn, из которых первый игрок, используя класс позиционных
стратегий [1] и соответствующее определение конструктивных траекторий, мо-
жет привести систему (1) на множество M не позднее момента ϑ.

Для N ∈ N определим шаг Δ := ϑ/N для следующей попятной процедуры.
Рассмотрим одношаговый оператор W̃Δ(·) на множествах из R

n и определим по-
следовательность {W̃i}Ni=0 с начальным множеством M :

W̃0 = M, W̃1 = W̃Δ(M), W̃2 = W̃Δ(W̃1), . . . , W̃N = W̃Δ(W̃N−1).

Общая формула имеет вид W̃i = W̃Δ(W̃i−1), i = 1, . . . , N .
Задача состоит в определении одношагового оператора W̃Δ таким образом,

чтобы обеспечить близость построений попятной процедуры к множеству разре-
шимости G̃ϑ(M).

Свойства одношагового оператора W̃Δ. Для замкнутого множества Z ⊂
⊂ Rn, r > 0, и z0 ∈ Rn будем использовать обозначения

B(0, r) := {y ∈ R
n : ‖y‖ ≤ r},

Z +B(0, r) := {z + y : z ∈ Z, y ∈ R
n, ‖y‖ ≤ r},
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Zc := Rn \ Z, ρ(z0, Z) := min{‖z0 − z‖ : z ∈ Z}.

Сформулируем следующие свойства одношагового оператора Z �→ W̃Δ(Z) для
замкнутого множества Z ⊂ Rn и Δ > 0. Здесь γA(Δ) := ‖A2‖e‖A‖Δ.

W̃1 (u-стабильность “к моменту” на шаге). Для любых w0 ∈ W̃Δ(Z) и v∗ ∈ Q
найдутся такие u∗ ∈ P и s ∈ [0,Δ], что

ρ(ws, Z) ≤ ‖w0‖γA(Δ)Δ2, ws := w0 + s(Aw0 + u∗ + v∗).

W̃2 (v-стабильность “к моменту” на шаге). Для любых w0 ∈ W̃ c
Δ(Z) и u∗ ∈ P

найдется такое v∗ ∈ Q, что для любого s ∈ [0,Δ] имеем

ρ(ws, Z
c) ≤ ‖w0‖γA(Δ)Δ2, ws := w0 + s(Aw0 + u∗ + v∗).

W̃3. Для Z ⊂ Z∗ имеем W̃Δ(Z) ⊂ W̃Δ(Z
∗).

W̃4. Для α > 0 и Zα := Z +B(0, α) имеем

W̃Δ(Zα) ⊂ W̃Δ(Z) +B(0, αe‖A‖Δ).

W̃5. Существует такая неубывающая функция Δ �→ κ(Δ), что

κ(Δ) ≥ 0, lim
Δ→0

κ(Δ) = 0, W̃ c
Δ(Z) ⊂ Zc +B(0, κ(Δ)Δ).

Основной результат. Свойства W̃1–W̃5 одношагового оператора W̃Δ обес-
печивают близость построений попятной процедуры к множеству разрешимости.
Доказательство этого результата существенно использует идеи работы [2].

Рассмотрим случай вогнутого множества M , т.е. случай, когда множество
Rn \M выпукло. Тогда свойствам W̃1–W̃5 удовлетворяет оператор W̃Δ(Z) :=
:= M ∪ (e−AΔ ·WΔ(Z)), где eA — матричная экспонента, множествоWΔ(Z) опре-
деляется как множество разрешимости во вспомогательной задаче сближения
в момент Δ [1] с терминальным множеством Z и динамикой простых движений
ẋ = u+v, u ∈ P , v ∈ Q. Этот результат позволяет доказать вогнутость множества
разрешимости G̃ϑ(M) �= Rn для вогнутого целевого множества M .
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∗

А. А. Кащенко

Ярославский государственный университет им. П. Г. Демидова,
Ярославль, Россия

a.kashchenko@uniyar.ac.ru

Мы изучаем нелокальную динамику модели N (N ≥ 2) идентичных осцилля-
торов с нелинейной запаздывающей обратной связью

u̇j + uj = λF (uj(t− T )) + γ(uj−1 − 2uj + uj+1) (j = 1, . . . , N),

u0 = uN , uN+1 = u1.
(1)

Здесь uj — действительные функции, F — кусочно непрерывная функция, удо-
влетворяющая условию F (x) ≡ 0 при |x| ≥ p (где p > 0 — некоторая констан-
та), запаздывание T — положительная постоянная, ненулевой параметр связи γ
удовлетворяет неравенству γ > −1/4 (это условие необходимо для того, чтобы
система (1) была диссипативной).

Ключевое предположение состоит в том, что положительный параметр λ яв-
ляется достаточно большим (λ� 1).

Мы изучаем нелокальную динамику модели (1). С помощью специального ме-
тода большого параметра мы строим асимптотику релаксационных режимов этой
модели.

Мы выбираем специальное множество начальных условий в фазовом простран-
стве C([−T, 0];RN) и строим асимптотику всех решений системы (1) с начальны-
ми условиями из этого множества. По асимптотике мы получаем конечномерное
отображение Пуанкаре, которое позволяет уточнить значения параметров, фи-
гурирующих в формулах для асимптотики решения.

Доказано, что при положительных значениях параметра γ начиная с некото-
рого момента времени все осцилляторы синхронизируются. В случае отрицатель-
ной связи между осцилляторами — −1/4 < γ < 0 и четного числа осцилляторов
показано, что синхронизируются все осцилляторы с четными номерами и все
осцилляторы с нечетными номерами; а в случае нечетного числа осцилляторов
показано, что все N параметров, содержащихся в отображении Пуанкаре, нахо-
дятся вблизи одного и того же двумерного подпространства исходногоN -мерного
пространства на всех итерациях отображения.
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Рассмотрим сингулярно возмущенное уравнение второго порядка с запазды-
ванием

ε2ẍ+ σ(ε)ẋ + k(ε)x = f(x(t− τ(x)), ẋ(t− τ(x)), ε), 0 < ε� 1. (1)

Здесь x ∈ R, f и τ ≥ 0 — достаточно гладкие функции. Пусть f(0, 0) = 0, тогда
x ≡ 0 является состоянием равновесия. Рассмотрим некоторую малую (но не
зависящую от ε) окрестность нуля. Пусть для всех x из этой окрестности τ(x)
ограничена постоянной M : 0 ≤ τ(x) ≤M .

Поставим задачу исследовать поведение решений уравнения (1) в некоторой
малой (но не зависящей от ε) окрестности нуля в фазовом пространстве C2

[−M,0]

при достаточно малых ε.
Отметим, что уравнение (1) получается из уравнения с большим запаздыва-

нием
ẍ+ aẋ+ bx = g(x(t− Tτ(x)), ẋ(t− Tτ(x))), T � 1.

Тогда ε = T−1, σ(ε) =
√
εa, k(ε) = b, f(x, y, ε) = g(x,

√
εy).

В случае, когда запаздывание постоянно τ(x) ≡ T , задача обсуждалась в [1], а
в случае, когда дополнительно f(x, y, ε) = f(x, ε), — в [2]. Некоторые результаты
для случая, когда запаздывание зависит от искомой функции (state-dependent
delay), изложены в [3].

В случае, когда все точки спектра линеаризованной задачи лежат слева от
мнимой оси (и отделены от нее), при достаточно малых ε динамика тривиаль-
на: все решения стремятся к нулю. Если при достаточно малых ε хотя бы од-
на точка спектра имеет положительную (и отделенную от нуля) вещественную
часть, динамика становится нелокальной: в окрестности состояния равновесия
нет устойчивых решений. Во всех остальных случаях существуют точки спек-
тра, расположенные сколь угодно близко к мнимой оси. Наибольший интерес
представляют ситуации, в которых количество таких точек сколь угодно велико.
Будем говорить, что такие критические случаи имеют бесконечную размерность.

В критических случаях построены специальные нелинейные уравнения — нор-
мальные и квазинормальные формы, которые не зависят от малого параметра
либо зависят от него регулярно. Их решения определяют главные части асимп-
тотического приближения решений уравнения (1).
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Рассматривается нелинейное сингулярно возмущенное уравнение с запаздыва-
нием

ü+ au̇+ bu = λF (u(t− T )), (1)

в котором параметры a, b и T положительны, а параметр λ является достаточно
большим:

λ� 1. (2)

Функция F (u) является финитной, т.е. для некоторого p > 0 выполнено равенство

F (u) =

{
f(u) при |u| ≤ p,

0 при |u| > p.
(3)

Исследуем вопрос о динамических свойствах уравнения (1) при условиях (2) и (3).
Важную роль играет расположение корней уравнения

μ2 + aμ+ b = 0. (4)

Динамика (1) в случаях вещественных и комплексных корней этого уравнения
существенно различается, поэтому рассмотрим их отдельно.

1. Пусть корни μ1 и μ2 уравнения (4) вещественны и различны, т.е.

a2 − 4b > 0, (5)

и пусть μ2 < μ1 < 0. Положим
∫ T

0
f(±p exp(μ1s)) ds = A±.

∗Работа выполнена в рамках реализации программы развития регионального научно-
образовательного математического центра (ЯрГУ) при финансовой поддержке Министер-
ства науки и высшего образования РФ (соглашение о предоставлении из федерального
бюджета субсидии №075-02-2022-886).

69



Теорема 1. Путь A+ > 0 (A− < 0). Тогда при условиях (2) и (5) для всех
достаточно больших λ уравнение (1) имеет устойчивое периодическое с пери-
одом T0(λ) решение u0(t, λ), для которого на отрезке [−T, 0] длины запаздыва-
ния верно асимптотическое равенство u0(t, λ) = p(1 + o(1)) exp(μ1t) (u0(t, λ) =
= −p(1 + o(1)) exp(μ1t)).

Для u0(λ, t) можно получить асимптотические при λ → ∞ разложения при
всех t. Отметим лишь, что maxt |u0(t, λ)| = O(λ), T0(λ) = (1 + o(1)) lnλ.
Теорема 2. Путь A+ < 0 (A− > 0). Тогда при условиях (2) и (5) для всех

достаточно больших λ уравнение (1) имеет устойчивое периодическое с перио-
дом T0(λ) решение u0(t, λ), для которого на отрезке [−T, 0] длины запаздывания
верно асимптотическое равенство u0(t, λ) = p(1 + o(1)) exp(μ1t).

Здесь T0(λ) = (2 + o(1)) ln λ.
2. При условии a2 − 4b < 0 динамические свойства (1) существенно сложнее.

Остановимся на случае, когда T
√
4b− a2 < π. Введем в рассмотрение формаль-

ное отображение полуоси (0,∞) в себя

z̄ =
(
p−(−p+(z))1/2

)1/2
, (6)

в котором

p±(z) =
[
z2 exp(−2aT ) + (ω4z2)−1 ± 2ω−2 exp(−aT ) cos(ωT )

]
exp(2aψ∓), (7)

где ω =
√
4b− a2, а через ψ∓ обозначен принадлежащий интервалу (−π/ω, 0)

корень уравнения

tg(ωψ) = (zω)2 sin(ωT )
[
(zω)2 cos(ωT )∓ exp(aT )

]−1
.

Основной результат состоит в том, что динамика отображения (7) определяет
при достаточно больших λ структуру аттрактора уравнения (1). Более точно:
грубым установившимся траекториям (7) отвечает (при λ � 1) установившийся
режим уравнения (1) той же структуры и той же устойчивости. Кроме этого,
с помощью траектории zn отображения (6) удается восстановить асимптотику
соответствующего решения (1).

Методика исследования состоит в следующем. Определим в фазовом простран-
стве C[−T,0] × R1 уравнения (1) множество начальных функций S(z), зависящих
от некоторого параметра z, и будем строить асимптотику при λ→∞ решений с
начальными условиями из S(z). Затем специальным образом определим некото-
рый оператор последования Π, который функции из S(z) ставит в соответствие
(с помощью решения) функцию из S(z̄). Как окажется, значение z̄ зависит в
главном только от z, и, следовательно, динамика отображения (6) определяет
структуру решений с начальными условиями из S(z) исходного уравнения.

Итак, фиксируем произвольно δ ∈ (0, T ) и введем в рассмотрение множество
S(z) по правилу

S(z) =
{
(ϕ(s), ϕ̇(0)), ϕ(s) ∈ C1

[−T,0],

ϕ(s) = λz sin(ωs) exp(−as) при s ∈ [−δ, 0]; |ϕ(s)| > p при s ∈ [−T,−δ]
}
.

Отметим, что δ может быть выбран сколь угодно малым, но не зависимым от λ.
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Теорема 3. Пусть отображение (6) имеет грубый цикл z1, . . . , zk, z1, . . .
периода k. Тогда при достаточно больших λ уравнение (1) имеет периодиче-
ское решение xk(t, ϕ) той же устойчивости, причем на некоторых отрезках
длины T выполнено включение xk(s+ τj , ϕ) ∈ S(zj).

При условии T
√
4b− a2 > π исследование динамики исходного уравнения сво-

дится к изучению динамики специальных отображений размерности 3, 5, 7, . . . .

Нерегулярные решения в цепочке связанных

уравнений Ван-дер-Поля
∗

С. А. Кащенко, А. О. Толбей

Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова,
Ярославль, Россия

kasch@uniyar.ac.ru, a.tolbey@uniyar.ac.ru

Рассматривается цепочка диффузионно связанных уравнений Ван-дер-Поля

üj + au̇j + uj + u̇ju
2
j = (uj+1 − 2uj + uj−1), j = 1, . . . , N, (1)

u0 = uN , uN+1 = u1. Значение uj(t) будем ассоциировать со значением функ-
ции двух переменных u(t, xj), где x1, . . . , xN — равномерно распределенные на
некоторой окружности точки с угловой координатой xj = 2πN−1j. Основное
предположение состоит в том, что значение N достаточно велико, т.е.

ε = 2πN−1 � 1. (2)

Ниже коэффициент a в (1) считаем однопорядковым с ε2: a = ε2a0.
Условие (2) дает основание от дискретной модели (1) перейти к непрерывной

по пространственной переменной x краевой задаче для u = u(t, x):

∂2u

∂t2
+ a

∂u

∂t
+ u+

∂u

∂t
u2 = d

[
u(t, x+ ε)− 2u(t, x) + u(t, x− ε)

]
, (3)

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (4)

Исследуем поведение решений этой краевой задачи с начальными условиями из
некоторой достаточно малой окрестности нулевого состояния равновесия. Лине-
аризованная в нуле краевая задача имеет вид

∂2u

∂t2
+ a

∂u

∂t
+ u = d

[
u(t, x+ ε)− 2u(t, x) + u(t, x− ε)

]
. (5)

Бесконечно много корней характеристического уравнения для (5)

λ2 + ε2a0λ+ 1 = −4 sin2 z

2
, z = εk, k = 0,±1,±2, . . . , (6)

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект №21-
71-30011).
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стремятся к мнимой оси при ε → 0. Поэтому можно говорить, что для (3), (4)
имеет место бесконечномерный критический случай.

Рассмотрим те решения, которые формируются на асимптотически больших
модах, т.е. являются нерегулярными.

Фиксируем произвольно положительное значение δ �= πn (n = 1, 2, . . .) и поло-
жим в (6) k = δε−1 + θ +m, где θ = θ(ε) ∈ [0, 1) дополняет до целого выражение
δε−1, а m = 0,±1,±2, . . . . Тогда краевая задача (5), (4) имеет соответственно
решения

u±
m(t, x, ε) = exp

[
i
(δ
ε
+ θ +m

)
x± 2i

(
α+

ε

2
α−1(θ +m) sin δ +O(ε2)

)
t
]
,

где α = (1+ 4 sin2(δ/2))1/2. Отсюда следует, что некоторую совокупность нерегу-
лярных решений краевой задачи (3), (4) естественно искать в виде

u = ε
(
E+(t, x, ε)ξ(τ, x+) + c̄c+ E−(t, x, ε)η(τ, x−)

)
+

+ ε2
(
E+(t, x, ε)f+(τ, t, x) + c̄c+ E−(t, x, ε)f−(τ, t, x)

)
+ ε3u3(t, τ, x, ε) + . . . , (7)

где τ = ε2t,

x± = x± ε

2

(
cos

δ

2

)
t, E±(t, x, ε) = exp

[
i(δε−1 + θ)x± 2i

(
α+

ε

2
α−1θ sin δ

)
t
]
.

Подставим (7) в (3). Соберем коэффициенты при ε3. Выбирая специальным
образом функции f±(τ, t, x), получаем уравнение относительно u3. Из условия
его разрешимости в классе периодических по t и x функций приходим к краевой
задаче для определения неизвестных амплитуд ξ(τ, x+) и η(τ, x−):

2
∂ξ

∂τ
= sin

δ

2

[
−i ∂

2ξ

∂x2
− θ

∂ξ

∂x
− iθ2ξ

]
− a0ξ − ξ

[
|ξ|2 + 2M(|η|2)

]
, (8)

2
∂η

∂τ
= sin

δ

2

[
i
∂2η

∂x2
− θ

∂η

∂x
+ iθ2η

]
− a0η − η

[
|η|2 + 2M(|ξ|2)

]
, (9)

ξ(τ, x+ 2π) ≡ ξ(τ, x), η(τ, x+ 2π) ≡ η(τ, x). (10)

Здесь принято обозначение M(ϕ(x)) = (2π)−1
∫ 2π

0 ϕ(x) dx.
Таким образом, для произвольного фиксированного значения параметра δ по-

строены краевые задачи (8)–(10), решения которых определяют согласно асимп-
тотической формуле (7) нерегулярные решения исходной краевой задачи (3), (4)
с точностью до o(ε3).
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Онкологические заболевания являются глобальной проблемой. Остроту ей
придают повсеместный рост заболеваемости и особенно рост смертности. В на-
стоящее время перспективным направлением в терапии рака является виру-
сотерапия, которая заключается в использовании для лечения онкологических
заболеваний вирусов, специфически поражающих раковые клетки. Существует
несколько механизмов поражения раковых клеток онколитическими вирусами:

(а) многократная репликация вируса внутри раковой клетки, приводящая к
ее гибели;

(б) выработка цитотоксичного протеина, повреждающего раковые клетки;
(в) стимуляция иммунной системы организма пациента в связи с воспалитель-

ным процессом, порожденным вирусом.

Математическому моделированию вирусотерапии, а также поиску эффектив-
ных протоколов ее применения посвящены работы [1–4]. В них предложены и
изучены математические модели, подобные модели “хищник–жертва” Лотки–
Вольтерры [5], которые описывают взаимодействие неинфицированных и инфи-
цированных онколитическим вирусом раковых клеток и учитывают первый из
перечисленных механизмов их поражения. Настоящий доклад продолжает и раз-
вивает исследования в этом направлении.

Рассмотрим на заданном отрезке времени [0, T ], являющемся периодом лече-
ния ракового заболевания, нелинейную управляемую систему дифференциаль-
ных уравнений⎧⎪⎨⎪⎩

x′(t) = r1x(t)(1 − x(t) − y(t))− v(t)x(t)y(t),

y′(t) = r2y(t)(1 − x(t)− y(t)) + v(t)x(t)y(t) − aw(t)y(t),

x(0) = x0, y(0) = y0; x0, y0 > 0, x0 + y0 ≤ 1,

(1)

которая описывает взаимодействие неинфицированных и инфицированных он-
колитическим вирусом раковых клеток. В этой системе x(t) — концентрация
неинфицированных, а y(t) — концентрация инфицированных раковых клеток,
x0 и y0 — соответствующие начальные условия. Здесь r1, r2, a — заданные поло-
жительные параметры, причем r1 > r2. Также система (1) содержит управляю-
щие функции v(t) и w(t), подчиненные ограничениям

0 ≤ vmin ≤ v(t) ≤ 1, 0 ≤ w(t) ≤ wmax ≤ 1, (2)

где vmin и wmax — заданные положительные константы. Управление v(t) задает
эффективность лекарственной терапии в блокировании вирусной инфекции, а
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управление w(t) отражает эффективность уничтожения инфицированных рако-
вых клеток. Под множеством допустимых управлений ΩT мы понимаем всевоз-
можные пары (v(t), w(t)) измеримых по Лебегу функций v(t) и w(t), которые при
почти всех t ∈ [0, T ] удовлетворяют ограничениям (2).

Введем множество Λ = {(x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1}. Тогда для произвольной
допустимой пары управлений (v(t), w(t)) соответствующее решение (x(t), y(t)) си-
стемы (1) определено на всем отрезке [0, T ] и удовлетворяет включению

(x(t), y(t)) ∈ Λ, t ∈ [0, T ]. (3)

Для системы (1) на множестве допустимых управлений ΩT мы рассмотрим
задачу минимизации целевой функции

J(v, w) = x(T ) + y(T ), (4)

которая представляет собой сумму концентраций неинфицированных и инфици-
рованных раковых клеток в конечный момент T периода лечения [0, T ].

Согласно [6], включение (3) гарантирует существование в задаче миними-
зации (4) оптимальных управлений v∗(t) и w∗(t), а также отвечающего им
оптимального решения (x∗(t), y∗(t)) системы (1). Для их анализа применим
принцип максимума Понтрягина [7]. Тогда существует такая вектор-функция
φ(t) = (φ1(t), φ2(t)), что
• φ(t) является нетривиальным решением сопряженной системы⎧⎪⎨⎪⎩

φ′
1(t) = r1x∗(t)φ1(t) + (r2 − v∗(t))x∗(t)φ2(t),

φ′
2(t) = (r1 + v∗(t))y∗(t)φ1(t) + r2y∗(t)φ2(t),

φ1(T ) = x∗(T ), φ2(T ) = y∗(T );

(5)

• управления v∗(t) и w∗(t) удовлетворяют соотношениям

v∗(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1 при Lv(t) > 0,

любое v ∈ [vmin, 1] при Lv(t) = 0,

vmin при Lv(t) < 0,

(6)

w∗(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
wmax при Lw(t) > 0,

любое w ∈ [0, wmax] при Lw(t) = 0,

0 при Lw(t) < 0,

(7)

в которых функции

Lv(t) = y∗(t)φ1(t)− x∗(t)φ2(t), Lw(t) = φ2(t) (8)

являются функциями переключений. Они описывают с помощьюформул (6) и (7)
поведение управлений v∗(t) и w∗(t).

Анализ системы (5) и соотношений (6)–(8) показывает, что
• управления v∗(t) и w∗(t) имеют релейный вид и переключаются между со-

ответствующими значениями vmin, 1 и 0, wmax. При этом управления имеют оди-
наковую оценку m числа переключений, которая задается формулой

m =

[
2T

π

√
(r1 + 1)((r1 − r2) + awmax)e(r1+4r2+awmax+1)T

]
+ 1,

где через [θ] обозначена целая часть положительного числа θ;
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• к концу T отрезка времени [0, T ] примыкает интервал, на котором управле-
ния v∗(t) и w∗(t) принимают соответствующие максимальные значения 1 и wmax;
• переключение значений управлений v∗(t) и w∗(t) не происходит одновремен-

но. Если в момент времени tv ∈ (0, T ) осуществляется переключение значений
управления v∗(t), то при w∗(tv) = wmax это переключение происходит с 1 на vmin,
а при w∗(tv) = 0 такое переключение происходит, наоборот, с vmin на 1. Если же
в момент времени tw ∈ (0, T ) осуществляется переключение значений управле-
ния w∗(t), то при v∗(tw) = 1 это переключение происходит с 0 на wmax, а при
v∗(tw) = vmin такое переключение происходит, наоборот, с wmax на 0.

В докладе представлены и подробно обсуждаются результаты численных рас-
четов решения задачи минимизации (4), выполненные в среде BOCOP-2.0.5.
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О необходимости краевых условий

принципа максимума на бесконечности

Д. В. Хлопин

Институт математики и механики им. Н.Н. Красовского УрО РАН,
Екатеринбург, Россия
khlopin@imm.uran.ru

Рассмотрим задачу управления на бесконечном промежутке

min

∫ ∞

0

f0(τ, y(τ), u(τ)) dτ,

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t)), y(0) = x0 ∈ R
m.

Будем предполагать, что множество U замкнуто в некотором конечномерном
евклидовом пространстве, а отображения f : R+×Rm×U → Rm и f0 : R+×Rm×
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× U → R (и их производные по x) являются непрерывными по (x, u) и борелев-
скими по t. Для простоты формулировки для каждого борелевского управления
u ∈ B(R+;U) предположим также, что для некоторой локально суммируемой
функции Cu ∈ B(R+;R+) выражение Cu(t)(1 + ‖x‖) при всех (t, x) не меньше
суммы

‖f(t, x, u(t))‖2 + |f0(t, x, u(t))|2 +
∥∥∥∥∂f∂x (t, x, u(t))

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥∂f∂x (t, x, u(t))
∥∥∥∥2

.

Тогда с каждым условием y(0) = x̄ векторное поле (t, x) �→ f(t, x, u(t)) порож-
дает единственное (на R+) решение y(x̄, u; ·), а с ним и функционал

J(x̄, u; θ) =

∫ θ

0

f0
(
t, y(x̄, u; t), u(t)

)
dt ∀x ∈ R

m, u ∈ B(R+;U), θ ∈ R+.

Введем также для всех (x, ψ, u, λ, t) ∈ Rm × Rm,∗ × U × R+ × R+ функцию
Гамильтона—Понтрягина

H(x, ψ, u, λ, t) = ψf
(
t, x, u

)
− λf0

(
t, x, u

)
.

Теорема. Пусть управление û ∈ B(R+;U) слабо обгоняюще оптимально:

lim sup
θ↑∞

[J(x0, u; θ)− J(x0, û; θ)] ≥ 0 ∀u ∈ B(R+, U).

Тогда найдется ненулевая пара (ψ, λ) ∈ C(R+,R
m,∗)×{0, 1}, удовлетворяющая

условию максимизации гамильтониана

sup
υ∈U

H
(
y(x0, û; t), ψ(t), υ, λ, t

)
= H

(
y(x0, û; t), ψ(t), û(t), λ, t

)
и сопряженной системе

ψ̇(t) = −∂H

∂x

(
y(x0, û; t), ψ(t), û(t), λ, t

)
для почти всех t, а также краевому условию

−ψ(0) ∈ co Limsup
θn↑∞, xn→x0, λn↓λ

J(xn,û;θn)−J(x0,û;θn)→0

{
λn

∂J

∂x
(xn, û; θn)

}
. (1)

Если управление û также обгоняюще оптимально, т.е.

lim inf
θ↑∞

[J(x0, u; θ)− J(x0, û; θ)] ≥ 0 ∀u ∈ B(R+, U),

то вместо краевого условия (1) можно взять более сильное условие

−ψ(0) ∈
⋂

{(θn)n∈N∈RN

+ | θn↑∞}

Limsup
xn→x0, λn↓λ

J(xn,û;θn)−J(x0,û;θn)→0

{
λn

∂J

∂x
(xn, û; θn)

}
. (2)

Принцип максимума Понтрягина как необходимое условие для задач на бес-
конечном промежутке хорошо известен и был показан уже в [1], для максималь-
но общей постановки см. [2]. Однако подбор для него в качестве необходимо-
го условия краевого условия на сопряженную переменную обычно затруднен и
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опирается на какие-либо априорные асимптотические предположения (см. [3]).
Условия (1) и (2) не имеют этого недостатка. Тем не менее в указанном выше
виде их проверка неудобна. Приведем их геометрическую интерпретацию для
случая λ = 1.

Рассмотрим последовательность моментов времени θn ↑ ∞. Совместно решая
исходную и сопряженную системы c λ = 1 и u = û, подберем все последова-
тельности (yn, ψn), точно удовлетворяющие условию ψn(θn) = 0, и все точнее
условиям yn(0) ≈ x0, J(yn(0), û; θn) ≈ J(x0, û; θn). Наберем все пределы таких
ψn. Среди них в случае обгоняющего критерия найдется ψ из теоремы при любой
θn ↑ ∞. Для слабо обгоняющего критерия нужно собрать пределы таких ψn(0)
для всех θn ↑ ∞ в общее множество и искать ψ(0) в его выпуклой оболочке.
Отметим, что, хотя эта выпуклая оболочка может оказаться очень большой, ее
нельзя уменьшить без дополнительных предположений (см., например, [4]), ни
одну из ее точек нельзя убрать без потери условием (1) своей необходимости.
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ВИЧ-процесс — дифференциальная игра
∗

А. В. Ким, Г. А. Бочаров

ИММ им. Н.Н. Красовского УрО РАН, Екатеринбург, Россия
ИВМ им. Г.И. Марчука РАН, Москва, Россия
avkim@imm.uran.ru, g.bocharov@inm.ras.ru

В работе [1] показано, что при математическом моделировании процесса раз-
вития ВИЧ-инфекции (будем для краткости называть его ВИЧ-процессом) его
удобно интерпретировать как дифференциальную игру. Данная работа продол-
жает математическую формализацию такого подхода. Первая часть доклада по-
священа общему обсуждению концепции исследования ВИЧ-динамики как диф-
ференциальной игры. Во второй части доклада на основе экстремального при-
целивания [2–4] решается задача управления ВИЧ-моделью. В третьей части
доклада представлена ВИЧ-модель для апробации различных подходов теории
дифференциальных игр.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №20-01-00352)
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Модель динамики ВИЧ-инфекции.

Ṫ1 = λ1 − d1T1 − (1− u1)k1V T1,

Ṫ2 = λ2 − d2T2 − (1− fu2)k2V T2,

İ1 = (1 − u1)k1V T1 − δI1 −m1(1− u3)EI1,

İ2 = (1 − fu1)k2V T2 − δI1 −m2(1− u3)EI2,

V̇ = (1 − u2)NT δ(1− v2)− cV − [(1− u1)ρ1k1T1(1 − fu1)ρ2k2T2]V,

Ė = λE +
bE(I1 + I2)(1 − u4)

(I1 + I2) +Kb
E − dE(I1 + I2)

(I1 + I2) +Kd
E − δEE.

Здесь

• T1, T2 — концентрации здоровых клеток мишеней, представляющих популя-
ции CD4+ T -лимфоцитов и макрофагов соответственно (кл/мл);

• I1, I2 — концентрации популяций зараженных клеток (кл/мл);
• V — вирусная нагрузка (копий/мл);
• E — концентрация клеток-киллеров, представляющих популяцию цитоток-

сических CD8+ T -лимфоцитов (кл/мл).

Первый игрок — врач, воздействующий на инфекцию через u1, u2; ai < ui(t) ≤
≤ bi, ai = 0, bi = 1, i = 1, 2. Эти функции описывают подавление процессов
заражения клеток и размножения вирусов в них с помощью антиретровирусных
препаратов.
Второй игрок — вирус, подавляющий иммунный ответ через u3, u4; ai <ui(t)≤

≤ bi, ai = 0, bi = 1, i = 3, 4. Эти функции описывают уменьшение эффективности
CD8+ T -клеточного иммунного ответа.
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A limit theorem for the stochastic Lorenz model
∗

Yulia Klevtsova

Siberian Regional Hydrometeorological Research Institute, Siberian State University
of Telecommunications and Information Sciences, Novosibirsk, Russia

yy_klevtsova@ngs.ru

We consider the system of equations for the quasi-solenoidal Lorenz model for a
baroclinic atmosphere

∂

∂t
A1u+ νA2u+A3u+B(u) = g, t > 0, (1)

on the two-dimensional unit sphere S centered at the origin of the spherical polar
coordinates (λ, ϕ), λ ∈ [0, 2π), ϕ ∈ [−π/2, π/2], μ = sinϕ. Here ν > 0 is the kinematic
viscosity, u(t, x, ω) = (u1(t, x, ω), u2(t, x, ω))

T is an unknown vector function and
g(t, x, ω) = (g1(t, x, ω), g2(t, x, ω))

T is a given vector function, x = (λ, μ), ω ∈ Ω,
(Ω, P, F ) is a complete probability space,

A1 =

(
−Δ 0
0 −Δ+ γI

)
, A2 =

(
Δ2 0
0 Δ2

)
,

A3 =

(
−k0Δ 2k0Δ
k0Δ −(2k0 + k1 + νγ)Δ + ρI

)
,

B(u) =
(
J(Δu1 + 2μ, u1) + J(Δu2, u2), J(Δu2 − γu2, u1) + J(Δu1 + 2μ, u2)

)T
.

Also, γ, ρ, k0, k1 ≥ 0 are numerical parameters, I is the identity operator, J(ψ, θ) =
ψλθμ − ψμθλ is the Jacobi operator and Δψ = ((1 − μ2)ψμ)μ + (1 − μ2)−1ψλλ is the
Laplace–Beltrami operator on the sphere S. A random vector function g = f + η
is taken as the right-hand side of (1); here f(x) = (f1(x), f2(x))

T and η(t, x, ω) =
(η1(t, x, ω), η2(t, x, ω))

T is a white noise in t. In [1], for the existence of a unique
stationary measure mν of the Markov semigroup defined by solutions of the Cauchy
problem for (1) and for the exponential convergence of the distributions of solutions
to the stationary measure as t → +∞, a sufficient condition was obtained on the
right-hand side of (1) and the parameters ν, γ, ρ, k0, k1:

k0 < F (ν, γ, ρ, k1), (2)

where F > 0 is some real function of the arguments ν, γ, ρ and k1.
Let {Ei}∞i=1 be an orthonormal basis for the space H0 (for the definition of H0

see [1, Sect. 3]). As a random vector function η, we consider

ηω(t, x) =
∂

∂t
ζω(t, x), ζω(t, x) =

∞∑
i=1

biβ
ω
i (t)Ei,

∗This research was carried out within the framework of the Research plan of Federal Service for
Hydrometeorology and Environmental Monitoring for 2021–2024, topic 1.1.3 “Development and
improvement of the new generation of COSMO-Ru ultra-high-resolution short-range weather
prediction system (with grid steps up to 1 km) based on the ICON seamless non-hydrostatic
atmospheric model”.
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where {bi}∞i=1 ∈ l+2 , and {βω
i (t)}∞i=1, t ≥ 0, is a sequence of independent real Brownian

motions with respect to some right continuous filtration {Ft}t≥0 such that all the
P -nullsets of the σ-algebra F lie in F0 (for definitions of l

+
2 and P (X), see [1, Sect. 3]).

Theorem. For any γ, ρ ≥ 0 and k0, k1 > 0 satisfying the inequality

k0 < min

{
4k1,

4(2 + γ)

(2− γ)2
(2k1 + ρ)

}
,

any nonzero sequence {bi}∞i=1 ∈ l+2 and any f ∈ H0, there exists a limiting point
m �= δ0 for any sequence of stationary measures {mνn}∞n=1, νn → 0 as n→ +∞, for
system (1) in the sense of weak-∗ convergence in the family of probability measures
P (H2−ε), where ε ∈ (0, 1] is an arbitrary real number and m satisfies the equality

m(H2) = 1.
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Об интегрируемости уравнений динамики

в непотенциальном силовом поле

В. В. Козлов

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва, Россия
vvkozlov@mi-ras.ru

Рассматривается круг вопросов, связанных с точным интегрированием урав-
нений движения механических систем в непотенциальном силовом поле (часто
называемых циркуляционными). Подход к интегрированию основан на теореме
Эйлера–Якоби–Ли: если n — число степеней свободы, то (с учетом сохранения
фазового объема) для точного интегрирования необходимо иметь еще 2n−2 пер-
вых интегралов и полей симметрий, находящихся в некоторых естественных от-
ношениях. Указаны случаи движения в непотенциальном поле, интегрируемые с
помощью разделения переменных. Обсуждаются геометрические свойства систем
с ненётеровыми полями симметрий. Указаны примеры существования неприво-
димых полиномиальных интегралов третьей степени по импульсам. Рассмотре-
на задача об условиях существования однозначных полиномиальных интегралов
циркуляционных систем с двумя степенями свободы и торическим пространством
положений. Показано, что в типичном случае уравнения движения вообще не
допускают непостоянных полиномиальных интегралов.
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On complete controllability

of a highly degenerate four-level quantum system

with a “chained” coupling Hamiltonian
∗

Sergey Kuznetsov, Alexander N. Pechen

Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
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The presented work focuses on consideration of the complete controllability prob-
lem [1–3] for a closed four-level quantum system with the Hamiltonian

H = H0 + u(t)V (1)

having

H0 = Ω

⎛⎜⎜⎝
−3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ , V =

⎛⎜⎜⎝
0 v12 0 0
v∗12 0 v23 0
0 v∗23 0 v34
0 0 v∗34 0

⎞⎟⎟⎠ (2)

where H0 and V are time-invariant bare and coupling Hamiltonians, respectively;
u(t) ∈ R is an arbitrary function of time which represents the coherent control. Due
to the physical meaning of (2), we consider parameters to be the following: complex
vij �= 0 and real Ω �= 0. This system belongs to a family of quantum systems, which,
inter alia, are faced when exploring the quantum control landscape problem [4], for
which it is useful to gain more information on its controllability.

For real-valued coefficients this system was studied in [5]. As our main contribution,
we investigate properties of this system with regard to complete controllability for
arbitrary non-zero complex values of the coefficients v12, v23 and v34. We take an
insight into several properties of this system respecting the complete controllability
problem. More exactly, we use the criteria by Polack, Thomas and Tannor [6] to
reveal its irreducibility, which means connectivity in every possible basis. After that,
we have a special recurrent algorithm (described in detail in [7]) used to generate
a dynamical Lie algebra of the system and explore its structure. In terms of the
formulas

C1
0 = −iH0, C2

0 = −iV, C1
1 = [C1

0 , C
2
0 ],

Cn
k =

⎧⎨⎩
[
C1

0 , C
n
k−1

]
, 1 ≤ n ≤ 2k−2[

C2
0 , C

n−2k−2

k−1

]
, 2k−2 + 1 ≤ n ≤ 2k−1

(k ≥ 2),
(3)

we prove that the set

C1
0 , C1

1 , C1
2 , C2

2 , C2
3 , C4

3 , C2
4 , C4

4 , C6
4 , C4

5 , C14
5 , C16

5 , C20
6 , C26

6 , C30
6 (4)

constitutes a basis in the space of 4 × 4 skew-Hermitian matrices. It provides us
with the opportunity to conclude that the considered algebra is isomorphic to the
Lie algebra su(4), and, via a well-known theorem on complete controllability [1], the
corresponding system comes across as being controllable.

∗This work is supported by the RSF under grant 22-11-00330.
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Parametric smooth variational principles

and probabilistic dynamic optimization problems

Yuri S. Ledyaev

Western Michigan University, Kalamazoo, USA

ledyaev@wmich.edu

Let X be a Banach space and (Ω,F , μ) a probability space with sample space Ω,
σ-algebra of events F and probability measure μ.

In this talk we discuss a generalized differentiation [1, 3] of the probabilistic func-
tionals

F (x) := μ{ω ∈ Ω: f(x, ω) ≤ 0} (1)

for smooth Banach spaces X and apply them to the study of dynamic optimization
problems with probabilistic functionals.

Optimization problems with objective and constraint functionals in the form (1)
were studied intensively during last decades for the case of finite-dimensional X in the
framework of stochastic programming [2, 4, 5].

Here we develop an approach for finding sub(super)-gradients of the functional F
given by (1) in a more general setting than [5, 6] by using an integral representation
of F ,

F (x) =

∫
Ω

θ(f(x, ω))μ(dω), (2)

where θ : R→ R is a Heavyside-like function: θ(t) = 1 for t ≤ 0 and θ(t) = 0 for t > 0.
In view of (2), to evaluate the subgradients of the probabilistic functional F (1),

we prove the following result for a representation of subgradients of the parametric

82



integral

H(x) :=

∫
Ω

h(x, ω)μ(dω), (3)

which is more general than the existing ones [5, 6].

Theorem 1. Let X be a smooth Banach space, a function h : X×Ω→ R be lower
continuous in x for μ-a.e. ω and Borel measurable in ω for all x, and there exist an
integrable function such that

|h(x, ω)| < �(ω).

Then for any subgradient ζ ∈ ∂FH(x) for any ε > 0 there exist x(ω) and ξ(ω) ∈
∂Fh(x(ω), ω) such that

‖x(ω)− x‖ < ε, ‖ζ −
∫
Ω

ξ(ω)μ(dω)‖ < ε.

The proof of this important result is based on the following new parametric smooth
variational principle.

Theorem 2. Let X be a separable smooth Banach space and a function h : X ×
Ω → R satisfy the assumptions of Theorem 1. Then there exists a constant a such
that for any ε > 0 and any x0(ω) satisfying

h(x0(ω), ω) < inf
x∈X

h(x, ω) + aε2

there exists a function g : X×Ω→ R which is smooth in x and Borel measurable in ω,
and a Borel measurable x(ω) such that the function x → h(x, ω) + g(x, ω) attains a
unique minimum at x(ω) and for all ω

‖g(·, ω)‖X ≤ ε, ‖g′(·, ω)‖X ≤ ε.

Finally, we consider the following dynamic optimization problem.
For a function L : Rn×Rn×Ω→ R and a constant α ∈ (0, 1) consider the problem

minimize c

subject to the probabilistic constraint

μ

{
ω ∈ Ω:

∫ 1

0

L(x(t), ẋ(t), ω) dt ≤ c

}
≥ α (4)

over the set of all absolutely continuous functions x : [0.1]→ Rn satisfying the initial
condition x(0) = x0 and all c satisfying the probabilistic constraint (4).

We derive optimality conditions for this dynamic optimization problem with prob-
abilistic constraint.
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Системы Шлезингера

с базисом гипергеометрических решений

В. П. Лексин

Государственный социально-гуманитарный университет, Коломна, Россия
lexin−vp@mail.ru

Рассмотрим набор функциональных квадратных комплекснозначных матриц
Bi(z), i = 1, 2, . . . , n, размера p, определенных в окрестности

U ⊂ C
n
∗ = C

n \
⋃

1≤i<j≤n

{(z1, z2, . . . , zn) | zi − zj = 0}

некоторой точки z0 = (z01 , z
0
2 , . . . , z

0
n) ∈ U комплексного линейного простран-

ства Cn. Мы будем исследовать решения системы Шлезингера

dBi(z) = −
n∑

j=1, j 
=i

[Bi(z), Bj(z)]
d(zi − zj)

zi − zj
(1)

с некоторыми начальными условиями Bi(z
0) =B0

i . Здесь [Bi, Bj ] =BiBj−BjBi —
обычные коммутаторы матриц, а d(zi − zj)/(zi − zj), 1 ≤ i < j ≤ n, — меро-
морфные дифференциальные 1-формы на Cn. Системы Шлезингера (1) явля-
ются нелинейными матричными системами уравнений Пфаффа. Хорошо извест-
но [1–3], что система (1) является вполне интегрируемой системой Пфаффа в
окрестности U точки z0 и любое ее решение (B1(z), B2(z), . . . , Bn(z)) мероморф-
но продолжается на все универсальное накрытие дополнения Cn

∗ . Также хорошо
известно, что при p = 2 и n = 4 решение систем Шлезингера [1] в классе мат-
риц с нулевым следом сводится к решению уравнения Пенлеве VI (которое, в
свою очередь, можно свести при подходящих параметрах к любому из уравне-
ний Пенлеве I–V, и потому при p = 2 и n = 4 в общем случае решение уравнения
Шлезингера выражается через трансцендентные Пенлеве). Трансцендентные Пе-
нлеве входят в более сложный класс функций с точки зрения теории Галуа [4],
чем гипергеометрические функции. Мы укажем некоторые условия на класс мат-
риц Bi(z), i = 1, 2, . . . , n, в котором будем решать системы Шлезингера, когда
трансцендентные Пенлеве не появляются в решениях. А именно будет описана
редукция систем Шлезингера к линейным системам, которые имеют решения не
сложнее с точки зрения теории Галуа, чем гипергеометрические функции. Все
сказанное выше суммируется в следующем утверждении.
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Теорема 1. Рассмотрим систему Шлезингера в классе верхнетреугольных
матриц Bi(z) = (brsi (z)), brsi (z) = 0, r > s, i = 1, 2, . . . , n, с постоянными диаго-
нальными элементами bkki (z) = λk

i . Пусть для каждого i диагональные элемен-
ты λk

i образуют арифметическую прогрессию с одной и той же разностью Δ
для всех i. Тогда в классе таких матриц

1) система Шлезингера (1) редуцируется к набору линейных систем Пфаффа

dbrsi (z) = (s− r)Δ
∑

j=1, j 
=i

(brsi (z)− brsj (z))
d(zi − zj)

zi − zj
; (2)

2) редуцированная система (2) имеет базис решений, представленный гипер-
геометрическими интегралами

brsi (z) = βi

∫
γj

n∏
k=1

(t− zk)
βrs
i

dt

t− zi
, i = 1, . . . , n, (3)

где параметры βrs
i имеют значения βrs

1 = . . . = βrs
n = (s− r)Δ, а петли γj

в плоскости комплексной переменной переменной t, по которой ведется
интегрирование, выбираются таким образом, чтобы они не проходили че-
рез точки zi, i = 1, . . . , n, и чтобы подынтегральное выражение было од-
нозначным (например, петли Похгаммера).
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Hamiltonian homoclinic dynamics
∗

Lev Lerman

HSE University, Nizhny Novgorod, Russia

llerman@hse.ru

The goal of this talk is to present some results in the study of an orbit structure
of a Hamiltonian system near homoclinic orbits to specific orbits of different types:
equilibria, periodic orbits and quasi-periodic orbits (whose closures, as is known, form
invariant tori). This is what I call Hamiltonian homoclinic dynamics. The results to

∗The work was supported by the HSE Laboratory of Topological Methods in Dynamics of the
Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation (grant no. 075-15-2019-1931)
and by RSF under grant 22-11-00027.
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be discussed have been obtained at different times; nevertheless, as far as I am aware,
they are not very well known, so I hope this will be useful for the audience.

I recall the well-known fact that the discovery by H. Poincaré of homoclinic orbits
gave rise to studying chaotic phenomena or complicated dynamics, though Poincaré
himself did not explore this topic. The study of the homoclinic dynamics near a
transverse homoclinic orbit to a saddle periodic orbit was started by Birkhoff for a
symplectic diffeomorphism. Then after a long period, the first description of invariant
subsets near a transverse homoclinic orbit of a saddle for any smooth two-dimensional
diffeomorphism was done by Smale, and finally a complete description of a whole
invariant set was performed by Shilnikov for an arbitrary differential system near a
transversal homoclinic orbit to a saddle periodic orbit. Shilnikov also discovered a
new phenomenon of chaotic orbit behavior near a homoclinic orbit of a saddle-focus
with a positive saddle value in R3, the topic that gave origin to the so-called spiral
chaotic dynamics.

All these results also occur in Hamiltonian systems with their own specifics, because
of the existence of an integral, the Hamiltonian. This feature sometimes prevents the
direct application of the results found for dissipative systems in the Hamiltonian
dynamics. But it also helps by allowing the reduction to smaller dimensions.

Homoclinic orbits of equilibria. The first results here are due to Devaney,
who, for the case of a homoclinic orbit of a saddle-focus in a two-DOF Hamiltonian
system, selected an invariant hyperbolic subset described by means of a Bernoulli
scheme with two symbols. A complete description of the whole invariant subset
near a transversal homoclinic orbit of a saddle-focus is done on the singular level of
the Hamiltonian (containing the saddle-focus) via symbolic dynamics with infinite
number of symbols (Belyakov–Shilnikov, Lerman), but it is impossible to perform a
complete study near a neighborhood of the homoclinic orbit, since varying the level
of the Hamiltonian leads to an infinite set of bifurcations related to the formation of
hyperbolic sets whose description involves more and more symbols (Lerman). The
case of homoclinic dynamics near homoclinic orbits to a saddle is more tricky. In
fact, the existence of a transversal homoclinic orbit of a saddle does not necessarily
lead to complicated dynamics: this is possible in an integrable system (Devaney,
Lerman–Umanskiy). But Shilnikov and Turaev indicated cases where the presence
of transversal homoclinic orbits of a saddle does lead to complicated homoclinic dy-
namics.

The case of dynamics near a homoclinic orbit to a nonhyperbolic equilibrium is
much more interesting. The existence of such an orbit is not structurally stable within
the class of Hamiltonian systems. Consider the case, initially indicated by Conley,
of a homoclinic orbit of a saddle-center, the equilibrium p with a pair of nonzero
real eigenvalues ±λ and a pair of imaginary ones ±iω. Here the stable and unstable
manifolds are one-dimensional (smooth curves); they generically do not intersect in
the three-dimensional level H = H(p). Thus, the formation of homoclinic orbits is
generic in two-parametric families of Hamiltonians or in one-parameter families of re-
versible Hamiltonians. Here, to study the homoclinic dynamics, one needed to develop
a scattering theory for the linear non-autonomous system being the linearization at
the homoclinic orbit (Koltsova–Lerman). This allowed to prove

Theorem 1 (Lerman, Koltsova–Lerman). If the linearized system at the ho-
moclinic orbit is non-degenerate, then all Lyapunov periodic orbits on the center
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manifold W c(p) possess four transverse homoclinic orbits on the related level of the
Hamiltonian, which leads to complicated homoclinic dynamics.

This result was extended in several directions. First, it was shown that on the singu-
lar level of the Hamiltonian there are countable families of periodic orbits of different
types (hyperbolic and elliptic) accumulating to the homoclinic orbit, and a semi-global
invariant was found responsible for these transitions (Koltsova–Lerman). Also results
on four transverse homoclinic orbits were proved for the case of a Hamiltonian system
with n degrees of freedom near a homoclinic orbit of a 1-elliptic equilibrium (with the
only pair of simple pure imaginary eigenvalues) [1].

Homoclinic orbits to periodic orbits. The previous results were extended [2]
to the case of homoclinic dynamics for a three-DOF system near a homoclinic orbit
doubly asymptotic to a 1-elliptic periodic orbit (its multipliers are two eigenvalues on
the unit circle and two outside the unit circle). The problem is reduced to the study of
a four-dimensional symplectic diffeomorphism with a 1-elliptic fixed point possessing
a homoclinic orbit to this point. Here the scattering theory was generalized to the
case of a sequence of linear symplectic transformations obtained by the linearization
of the symplectic diffeomorphism at the homoclinic orbit.

One more extension was made for the case of a homoclinic orbit to an equilibrium
of an elliptic–hyperbolic type (with two pairs of pure imaginary eigenvalues and a pair
of nonzero reals) in a Hamiltonian system being nearly integrable (Koltsova–Lerman–
Delshams–Gutierrez). Here transversal one-round homoclinic orbits to invariant non-
resonant 2-tori on the center manifold of the equilibrium were found (up to 16 of
them).

Homoclinic orbits to an invariant torus. Hamiltonian homoclinic dynamics
arises naturally in the study of a symplectic diffeomorphism f in a neighborhood of
a homoclinic orbit to a smooth invariant curve γ being hyperbolic. For instance,
one encounters this situation when studying the homoclinic dynamics of a symplectic
four-dimensional diffeomorphism near a homoclinic orbit to a 1-elliptic fixed point p.
There the smooth center two-dimensional manifold W c(p) contains many invariant
curves with irrational rotation number.

The notion of a hyperbolic invariant curve for a symplectic 4-diffeomorphism can be
defined in invariant terms; but here, for simplicity, we use the following setup. Let γ be
a smooth invariant curve of a smooth symplectic diffeomorphism and Σ be a smooth
symplectic two-dimensional cylinder containing γ. We assume the restriction of f on
the cylinder is a twist map near γ. Also this cylinder is supposed to be a hyperbolic
manifold of f ; thus, there are two invariant three-dimensional submanifolds W s(Σ)
and W u(Σ), which are foliated into smooth curves ls(m) and lu(m), m ∈ Σ, forming
smooth invariant foliations of each of them (Fenichel). The union of ls(m), m ∈ γ,
makes up the smooth stable manifold W s(γ). Similarly, W u(γ) is defined. These two
submanifolds can be extended by f , providing global stable and unstable manifolds
of γ. Suppose W s(γ) intersects W u(γ) at some point q  γ and this intersection is
transverse (a transversal homoclinic point q to γ generating a homoclinic orbit Γ).
What is the homoclinic dynamics near Γ? This was investigated by many authors,
starting with Easton (Treschev, Bolotin, Cresson, Turaev–Gelfreich, and others).

Because of transversality, the intersectionW s(γ)∩W u(γ) is transverse and is there-
fore along a two-dimensional symplectic disk D. Both W s(γ) and W u(γ) intersect
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this disk transversely within the related W s(Σ) and W u(Σ) along two transversely
intersecting smooth curves in D near the point q. In fact, near q there is a Cantorian
set of smooth curves from the related stable (and unstable) manifolds of smooth
invariant closed curves on Σ near γ. Our goal in this section will be to describe other
orbits passing near this Cantorian set.
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Application of the Kantorovich–Galerkin method

for the analysis of resonant systems
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The article considers the resonant characteristics of nonlinear oscillations of a rope
with moving boundaries. The phenomena of resonance and passage through res-
onance are analyzed. An approximate method has been developed in relation to
taking into account the influence of resistance forces and viscoelastic properties on
the system. This method also allows considering a wider class of boundary conditions
compared to other approximate methods for solving boundary value problems with
moving boundaries. The resonance characteristics of a viscoelastic rope with moving
boundaries using the Kantorovich–Galerkin method are examined in the article. The
phenomena of resonance and steady passage through resonance are analyzed.

One-dimensional systems whose boundaries move are widely used in engineer-
ing [1–5]. The presence of moving boundaries causes considerable difficulties in
describing such systems. Exact methods for solving such problems are limited to
the wave equation and relatively simple boundary conditions. Of the approximate
methods, the Kantorovich–Galerkin method described in [5] is the most efficient.
However, this method can also be used in more complex cases. This method makes
it possible to take into account the effect of resistance forces on the system, the
viscoelastic properties of an oscillating object, and also the weak non-stationarity of
the boundary conditions.

The paper considers the phenomena of steady state resonance and passage through
resonance for transverse oscillations of a rope of variable length, taking into account
viscoelasticity and damping forces. Performing transformations similar to those in [5],
we obtain an expression for the amplitude of oscillations corresponding to the nth
dynamic mode. Expressions are also obtained that describe the phenomenon of steady
state resonance and the phenomenon of passage through resonance.
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The expression that determines the maximum amplitude of oscillations when pass-
ing through the resonance was numerically investigated to the maximum. The de-
pendence of the rope oscillation amplitude on the boundary velocity, viscoelasticity,
and damping forces is analyzed.

The results of numerical studies allow us to draw the following conclusions:

• with a decrease in the velocity of the boundary, viscoelasticity and damping
forces, the amplitude of oscillations increases;

• as the boundary velocity, viscoelasticity and damping forces tend to zero, the
oscillation amplitude tends to infinity.

In conclusion, we note that the above results make it possible to carry out a quanti-
tative analysis of the steady state resonance and the phenomenon of passage through
the resonance for systems whose oscillations are described by the formulated problem.
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Derivative of sub-Riemannian geodesics

is Lp-Hölder continuous
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The talk will be devoted to the long-standing open problem on the smoothness
of abnormal sub-Riemannian geodesics. I will show that the derivatives of abnormal
sub-Riemannian geodesics are always Lp-Hölder continuous. This result has a number
of interesting implications concerning

(i) the Fourier coefficients decay on abnormal controls,

(ii) the rate of their approximation by smooth functions,

(iii) the corresponding generalization of the Poincaré inequality, and

∗This work is supported by the Russian Foundation for Basic Research under grant 20-01-00469.
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(iv) the compact embedding of the set of shortest paths into the space of Bessel
potentials.

The result is obtained in the joint work with Mikhail I. Zelikin.
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Pontryagin’s maximum principle (PMP) reduces the study of optimal control prob-
lems to the study of controlled Hamiltonian systems. If the Hamiltonian system is
affine in control, then the typical phenomenon is the existence of a singular trajectory
that is characterized by the fact that the Hamiltonian reaches its maximum over a
finite time interval at more than one point. Thus, the optimal control cannot be
determined directly from the PMP maximum condition. The singular second-order
trajectories play an important role for optimal control problems, in particular, for ap-
plied problems. In [7] it was proved that if a mechanical system affine in control with
a canonical Lagrangian is such that the kinetic energy depends only on generalized
momenta, then its singular extremals are of the second order.

The behavior of optimal trajectories near a singular trajectory of the second order
can be quite complex; for example, nonsingular trajectories can have an infinite num-
ber of control discontinuities near the matching point with the singular arc (this is
called the chattering regime or Fuller’s phenomenon). In the case of one-dimensional
control, the problems with singular trajectories of the second order are well stud-
ied. In problems with one-dimensional control, it was proved that optimal chattering
trajectories are typical for control systems with singular trajectories of the second
order [2, 6]. A complete description of the structure of optimal solutions in a neigh-
borhood of singular extremals of the second order was given in [6].

In problems with multidimensional control, the behavior near a singular trajectory
can be much more complex and has been studied only in a few special cases [1, 6, 8].

In [4, 5] the behavior of solutions in a neighborhood of a singular extremal of the
second order for a Hamiltonian system of the PMP that is affine in two-dimensional
bounded control was studied. It was assumed that the dimension of the system is

∗This work is supported by the Russian Science Foundation under grant 20-11-20169.
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large (≥ 32) and controls take values in an ellipse. A family of solutions in the form
of logarithmic spirals was found. These solutions reach the singular point in finite
time and have a countable number of revolutions around this singular point. To
obtain this result, the construction of the descending system of Poisson brackets,
the Zelikin–Borisov method for the resolution of singularities in a neighborhood of a
singular point and methods of dynamical systems to the resulting (after the resolution
of singularities) system were applied.

The bound on the dimension of the Hamiltonian system in [4, 5] is a sufficient
condition. In fact, the scheme used in [4, 5] also works for some systems of lower
dimension. For example, in [3] a similar result was obtained for a problem in which
the dimension of the Hamiltonian system is eight.

One more example with a Hamiltonian system of small dimension arises in the
minimal time problem for the guidance of a rocket [9]. The equations of attitude
motion of a rocket coupled with the orbit dynamics are

v̇x = a sin θ cosψ − g,

v̇y = −a sinψ,

v̇z = a cos θ cosψ,

θ̇ =
ωx sinφ+ ωy cosφ

cosψ
,

ψ̇ = ωx cosφ− ωy sinφ,

φ̇ = (ωx sinφ+ ωy cosφ) tan φ,

ω̇x = u1,

ω̇y = u2,

where vx, vy, vz are the components of the velocity vector, θ, ψ, φ are the Euler
angles, ωx, ωy are the components of the angular velocity vector, g is the standard
gravity, and a > 0. The controls u1 and u2 satisfy the constraint

u2
1 + u2

2 ≤ b2, b > 0.

Initial conditions are fixed. On the target submanifold the desired final velocity is
required to be parallel to the rocket axis.

In [9] the singular surface of the second order was found for this problem. The
dimension of the Hamiltonian system is 16, and the results obtained in [5] cannot be
applied. But using the same approach, we show that in this problem there are spiral-
like extremals that attain the singular point (on the singular surface of the second
order) in finite time, wherein the corresponding controls perform an infinite number
of rotations along the circle S1.
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Задача быстродействия на группе Гейзенберга

с управлением в полукруге
∗

А. П. Маштаков
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alexey.mashtakov@gmail.com

Рассматривается следующая геометрическая задача на плоскости. Даны точки
a0, a1 ∈ R2, липшицева кривая γ̄ ⊂ R2, соединяющая a1 с a0, вектор �v ∈ R2 и
число S ∈ R. Требуется найти кратчайшую липшицеву кривую γ ⊂ R2, соеди-
няющую a0 с a1, монотонно отдаляющуюся от a0 в направлении �v, для которой
замкнутая кривая γ ∪ γ̄ ограничивает в R2 область алгебраической площади S.

Введем декартовы координаты x, y на плоскости R2 с началом координат a0 и
направлением оси Ox вдоль вектора �v. Тогда a0 = (0, 0), a1 = (x1, y1), а кривая
γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, t1], является решением следующей задачи быстродей-
ствия: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ẋ = u1, x(0) = 0, x(t1) = x1,

ẏ = u2, x(0) = 0, x(t1) = y1,

ż =
1

2
(xu2 − yu1), z(0) = 0, z(t1) = S,

(x, y, z) = q ∈ R
3, u2

1 + u2
2 ≤ 1, u1 ≥ 0, t1 → min,

где управления ui принадлежат классу L∞([0, t1],R).
∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №22-21-00877,
https://rscf.ru/project/22-21-00877/) в Институте программных систем им. А.К. Айламазя-
на Российской академии наук.
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Сформулированная задача является левоинвариантной задачей быстродей-
ствия на группе Гейзенберга с множеством допустимых управлений — полукру-
гом. Случай, когда множество допустимых управлений является целым кругом,
представляет собой хорошо известную задачу Дидоны — краеугольный камень
субримановой геометрии [1]. Эта задача, также именуемая субримановой зада-
чей на группе Гейзенберга, была исследована в работах [2, 3]. В частности, было
показано, что кратчайшая допустимая кривая между заданными граничными
точками является сегментом винтовой линии, а ее проекция на плоскость — дугой
окружности. Винтовая линия перестает быть кратчайшей кривой после первого
витка. В случае, когда граничные точки соединяются сегментом винтовой линии,
меньшим полного витка, кратчайшая единственна, а в случае полного витка су-
ществует бесконечное число кратчайших, удовлетворяющих одним граничным
условиям.

Рассматриваемая задача представляет интерес в геометрической теории управ-
ления [4] как модельный пример, в котором нулевое управление находится на
границе множества управляющих параметров. Такое ограничение не позволяет
непосредственно применить общий подход [5], основанный на выпуклой триго-
нометрии. Аналогичная задача быстродействия на группе движений плоскости с
таким ограничением была исследована в недавней работе [6].

Помимо интереса в теории, актуальность задачи обусловлена приложениями
в робототехнике и обработке изображений. Рассматриваемая управляемая систе-
ма задает нильпотентную аппроксимацию [7] для моделей мобильного робота на
искривленной поверхности, который может двигаться вперед и поворачивать на
месте. Оптимальные траектории таких систем используются для поиска выделя-
ющихся кривых на изображениях. Нильпотентная аппроксимация является про-
стейшей системой, локально приближающей исходную систему и сохраняющей
свойство управляемости.

Для задачи получены следующие результаты: найдено множество достижи-
мости A управляемой системы и доказано существование решения для гранич-
ных условий из A; путем применения необходимого условия оптимальности —
принципа максимума Понтрягина найден явный вид экстремальных траекторий;
исследована оптимальность экстремальных траекторий; описана структура оп-
тимального синтеза.
Теорема. Множество достижимости управляемой системы имеет вид

A = {q ∈ R
3 |x > 0} ∪ {q ∈ R

3 |x = 0, z = 0}.

Для любого q ∈ A существует единственная оптимальная траектория, прихо-
дящая в q. Оптимальная траектория на плоскости x, y состоит не более чем
из трех сегментов следующего вида:

(1) движение по прямой вдоль оси Oy;

(2) движение по дуге окружности;
(3) движение по прямой вдоль оси Oy.

Часть результатов получена совместно с А.О. Чернышевым в ходе образо-
вательного модуля “Современные методы теории информации, оптимизации и
управления” (Сириус, 2021).
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Optimal control of quantum systems (e.g., individual atoms, molecules) is an impor-
tant scientific direction at the intersection of physics, mathematics, and technologies,
which is actively developed since the 1980s [1–7]. This direction uses, for example,
powerful methods of optimal control theory such as the Pontryagin maximum princi-
ple (PMP) developed by L. S. Pontryagin, V. G. Boltyansky, R. V. Gamkrelidze, and
E. F. Mishchenko [8–10] (see, e.g., [2, Ch. 4], [11, Ch. 19] and [12, 13]), various opti-
mization methods, including the Krotov method [1, 14], genetic algorithms [15], etc.

Typically in experimental situations controlled systems are open, and the envi-
ronment is often considered as having deleterious effects on the dynamics. However,
it can also be used for controlling the system. A powerful method of incoherent
control, including in combination with coherent control, was proposed for any N -level
systems and studied in [15]. In this case, spectral density of the environment, i.e.,
distribution of particles of the environment in their momenta and internal degrees of
freedom, is used as the incoherent control function to manipulate the system. This
spectral density is often considered as thermal (Planck distribution), but in general

∗The talk presents the results partially supported by the RSF (project 22-11-00330) and the
Ministry of Science and Higher Education of the Russian Federation (projects 0718-2020-0025,
075-15-2020-788).
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it can be any non-equilibrium non-negative function, possibly depending on time,
of momenta and internal degrees of freedom of environmental particles. Numerical
simulations were performed for an explicit example of four-level systems using global
search optimization by genetic algorithms. Initially for this incoherent method it was
not clear to what degree it allows for manipulating the system. In [16], it was shown
that certain two-stage sequential (in time) combination of coherent and incoherent
controls allows to approximately steer any initial density matrix (DM) to any given
target DM. This property approximately realizes controllability of open quantum sys-
tems in the set of all DMs—the strongest possible degree of quantum state control.
Also [16] gives a numerical example for the case with N = 2. Reachable sets for
a qubit driven by coherent and incoherent controls have been analytically described
using powerful geometric control methods; surprisingly, completely unreachable states
were found [17].

Based on [15, 16], we consider some one- and two-qubit (N = 2, 4, respectively)
open quantum systems evolved via the Gorini–Kossakowski–Sudarshan–Lindblad
master equation

dρ(t)

dt
= −i

[
HS + εHeff,n(t) +Hu(t), ρ(t)

]
+ εLn(t)(ρ(t)), ρ(0) = ρ0, (1)

where ρ(t) is an N -order DM; [A,B] denotes the commutator [A,B] = AB − BA of
operators A and B; HS and Heff,n(t) are, respectively, the free and effective Hamiltoni-
ans; Hu(t) describes interactions between the quantum system and coherent control u;
the coherent control u enters the Hamiltonian while the incoherent control n, in gen-
eral, enters both the Hamiltonian (via Lamb shift) and the dissipative superoperator
Ln(t); these controls can be taken from various functional classes. For the cases with
N = 2, 4 for system (1), the works [18–23] consider various control problems with
various objective functionals to be minimized/maximized, represented, e.g., by the
squared Hilbert–Schmidt distance, ‖ρ(T ) − ρtarget‖2, between the final DM, ρ(T ),
and a given target DM, ρtarget, the Hilbert–Schmidt scalar product (mean value),
〈ρ(T ), ρtarget〉, the Uhlmann–Jozsa fidelity, etc. Here the one-qubit case is considered,
when Heff,n(t) is absent and ε = 1; the two-qubit case is considered with some Heff,n(t)

and ε > 0. An important goal of the study is analytical and numerical analysis of
optimal control structures and trajectories, for such cases as singular controls. The
PMP, the Gabasov second-order necessary condition for optimality [24], and various
iterative optimization methods are used. For example, the article [20] includes an
example such that, for some optimal control problem, the zero coherent and incoher-
ent controls satisfy the PMP while they are not optimal. This illustrates a possible
“underwater rock” for practice. Some modification of the two-stage method is con-
structed [21]. For accelerating such computations, e.g., multi-step gradient projection
methods are under study. Moreover, such an objective functional can be extended for
constraining the evolution of DM over the whole time interval.
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Построение норм Ляпунова для двумерных

динамических систем с переключениями
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Линейной системой с переключениями называется дифференциальное урав-
нение ẋ(t) = A(t)x(t) с начальным условием x(0) = x0, в котором матрица
A(t) является управляемым параметром, принимающим произвольные значения
из заданного компактного множества управления A. Функция управления, или
правило переключений (switching law), — это произвольная измеримая функция
A : R+ → A. Линейные системы с переключениями возникают в задачах элек-
троники, механики, робототехники, планирования, и т.д. [1]. Один из главных
вопросов — максимальный рост траекторий системы и ее устойчивость. Пока-
зателем Ляпунова σ(A) системы называется инфимум чисел α, для которых
‖x(t)‖ ≤ Ceαt‖x0‖, t ∈ [0,+∞). Таким образом, самый быстрый рост траектории
имеет порядок Ceσt, t→∞. Система называется асимптотически устойчивой,
если все еe траектории стремятся к нулю при t → ∞. Известно [2], что система
асимптотически устойчива тогда и только тогда, когда σ < 0.

В литературе известно множество методов исследования устойчивости. Од-
ним из наиболее эффективных является метод инвариантных норм Ляпуно-
ва. Инвариантная норма обладает следующим характеристическим свойством:
‖x(t)‖ ≤ eσt‖x0‖ для любой траектории x(t), и при этом для любой точки x0

существует траектория x̃(t) такая, что x̃(0) = x0 и ‖x̃(t)‖ = eσt‖x0‖. Н. Бараба-
нов [3] доказал, что для любой неприводимой системы с выпуклым множеством
управления A инвариантная норма Ляпунова существует. Однако ее построе-
ние — чрезвычайно сложная задача (см. подробнее [4]). Мы исследуем случай
малых размерностей и представляем полное решение данной задачи для d = 2.
Оказывается, что для двумерных систем можно не только эффективно вычис-
лять показатель Ляпунова, но и строить норму Ляпунова в явном виде. Мы
также получаем полную классификацию норм Ляпунова для двумерных систем.
Интересно, что в некоторых случаях инвариантные нормы неединственны, что
подчеркивает разницу с дискретными системами [5]. Будет представлен алго-
ритм вычисления инвариантной нормы для произвольных систем с конечным
множеством управления.
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In quantum control theory the study of controllability of quantum system plays
an important role [1–5]. In this work, we consider a four-level quantum mechanical
system described by the Schrödinger equation with the following free Hamiltonian
and interaction Hamiltonian:

H0 =

⎛⎜⎜⎝
a 0 0 0
0 b 0 0
0 0 c 0
0 0 0 c

⎞⎟⎟⎠ , V =

⎛⎜⎜⎝
0 0 V13 V14

0 0 v23 V24

V ∗
13 v∗23 0 v34

V ∗
14 V ∗

24 v∗34 0.

⎞⎟⎟⎠ (1)

We impose the following conditions on the parameters a, b, c and v13, v23, v14, v24:
a �= b �= c and v13v

∗
23 + v14v

∗
24 = 0.

The main goal of this work is to perform the controllability analysis for the sys-
tem with Hamiltonian (1) under the conditions described above. It is known that a
necessary and sufficient condition for complete controllability of a quantum system
is that the dynamical Lie algebra generated by all commutators of H0 and V has
dimension N2. Consequently, we construct a basis of the dynamical Lie algebra and
check its dimension.

As a result of the study, we find that such a basis in some cases does exist, hence
the system is controllable. However, we identified a set of criteria for which this is not
fulfilled. For example, these include cases when |v13| = |v23| and v34 = 0. For these
cases, an additional study is performed to analyze reducibility by selecting operators
commuting with both H and V , using numerical methods. Some explicit examples
are also considered.

References

1. Schirmer S.G., Fu H., Solomon A.I. Complete controllability of quantum systems //
Phys. Rev. A. 2001. V. 63. Pap. 063410.

2. Ramakrishna V. et al. Controllability of molecular systems // Phys. Rev. A. 1995.
V. 51, No. 2. P. 960–966.

∗This work is supported by the RSF under grant no. 22-11-00330.

98



3. Turinici C., Rabinz H. Wavefunction controllability in quantum systems // J. Math.
Phys. 2003. V. 36. No. 10.

4. Polack T., Suchowski H., Tannor D.J. Uncontrollable quantum systems: A classifica-
tion scheme based on Lie subalgebras // Phys. Rev. A. 2009. V. 79. Pap. 053403.

5. Bloch A.M., Brockett R.W., Rangan C. Finite controllability of infinite-dimensional
quantum systems // IEEE Trans. Autom. Control. 2010. V. 55, No. 8. P. 1797–1805.

On an isoperimetric problem on the Lobachevsky

hyperbolic plane with left-invariant Finsler structure
∗
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We deal with Finsler geometry on the Lobachevsky hyperbolic plane. Some geo-
metrical features, including Finsler geodesics, were already investigated, for instance,
in [1] and [3]. The basic idea used in the works is to consider the hyperbolic plane
as the Lie group of proper affine transformations of R with a left-invariant Finsler
structure. In contrast to Riemannian geometry, there is no natural definition of area
on a Finsler manifold. But having the group structure, we can try to state and to
solve a left-invariant isoperimetric problem on the Finsler Lobachevsky plane, which
was done in the current work.

Let G be the Lie group of proper affine transformations of the line R: λ→ yλ+ x,
x ∈ R, y > 0. The identity element is e = (0, 1). We construct the left-invariant
Finsler structure on G in the following way. Let Ω ⊂ TeG be a convex compact
set with the origin in its interior. Then we define Ωg = (deLg)Ω ⊂ TgG for any
other g ∈ G, where Lgh = gh, h ∈ G. Thus, every set Ωg generates an almost
norm ‖·‖g in the corresponding tangent space TgG. Using coordinates, we have
‖(ξ1, ξ2)‖(x,y) = ‖(ξ1, ξ2)‖e/y.

Let γ(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [a, b], be a Lipschitz continuous curve on G. Then its
length L(γ(t)) can be calculated as the following integral:

L(γ(t)) =

∫ b

a

‖γ̇(t)‖γ(t) dt =
∫ b

a

‖(ẋ(t), ẏ(t))‖e
y(t)

dt.

Note that the length functional depends on the orientation of the curve when Ω �= −Ω.
So, every Lipschitz continuous loop γ has two different Finsler lengths calculated in
opposite directions. Let us denote them by Len+(γ) for the positive orientation and
by Len−(γ) for the negative one.

The isoperimetric problem is to find a simple closed curve (loop) having minimal
length when the area of the enclosed region is fixed. The solutions to the problem are
called isoperimetric loops. In fact, we need to consider two isoperimetric problems on
a Finsler manifold.

∗This work is supported by the Russian Science Foundation under grant 20-11-20169.
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To state the problems, we only need to define what the area of a region on G is. It
is natural to use the left-invariant volume form, which leads to the following formula
for the area of an open region U :

Area(U) =

∫
U

1

y2
dx ∧ dy.

Thus, for a point g◦ ∈ G and a number A◦ > 0 we need to find two Lipschitz
continuous loops γ± with the properties⎧⎪⎨⎪⎩

Len±(γ±)→ min,

Area(Uγ±) = A◦,

g◦ ∈ γ±,

(GS±)

where Uγ± are regions enclosed by γ± respectively.
In the case when Ω is the unit circle, both problems GS± are equivalent to the

isoperimetric problem on the classical hyperbolic plane L2, where the answer is well
known: isoperimetric loops are Euclidean circles. Moreover, for any loop γ ⊂ L2 the
following isoperimetric inequalities hold:

Len2±(γ)− 4πArea(Uγ)−Area2(Uγ) ≥ 0,

where the equality can be obtained only if γ is an isoperimetric loop.
Writing the geometrical statements GS± in terms of optimal control theory and us-

ing the Pontryagin maximum principle and the tool of convex trigonometry proposed
first in [2], we prove the following

Proposition. Isoperimetric loops γ± can be obtained from the polar set boundary
∂Ω◦ by rotating through ∓π/2, stretching and transporting.

For every pair (g◦, A◦) there are two families of isoperimetric loops, which can be
found explicitly in terms of convex trigonometry. We can also propose a generalization
of the isoperimetric inequalities in an implicit form. When Ω is the unit circle, our
result is equivalent to the classical one.
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Асимптотическое приближение решений

с переходными слоями периодических краевых

задач для уравнений типа уравнения Бюргерса

и применение в задачах граничного управления
∗
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В докладе представлены результаты современных исследований сингулярно
возмущенных задач реакция-диффузия-адвекция, базирующиеся на дальнейшем
развитии асимптотического принципа сравнения (этот подход также называют
асимптотическим методом дифференциальных неравенств). Обсуждается общая
схема асимптотического метода дифференциальных неравенств (см. [1] и ссылки
в этой работе) для периодических параболических задач, которая применяется к
ряду новых случаев. Доказаны теоремы существования периодических решений с
внутренними слоями, построены их асимптотические приближения и исследована
устойчивость по Ляпунову таких решений.

Полученные результаты проиллюстрированы для уравнений типа уравнения
Бюргерса, применяемого, например, для описания нелинейных волн в среде без
дисперсии с модульной нелинейностью (модульной адвекцией):

ε
∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
+

∂|u|
∂x

−B(u, x, t) = 0,

(x, t) ∈ D := {x ∈ (−1, 1); t ∈ R},

u(−1, t; ε) = h(−)(t), u(1, t; ε) = h(+)(t), t ∈ R,

u(x, t; ε) = u(x, t+ T ; ε), x ∈ [−1, 1], t ∈ R,

(1)

где 0 < ε � 1 — малый параметр, а функции B(u, x, t), h(−)(t) и h(+)(t) доста-
точно гладкие и T -периодические по переменной t.

Полученные результаты применены к задаче с линейным периодическим ис-
точником (линейным усилением).

Асимптотический анализ для этого случая задачи (1) применен для построе-
ния асимптотического решения задачи граничного управления. Построено асимп-
тотическое приближение граничного условия, при котором требуемый режим
движения фронта достигается с заданной точностью.
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Некоторые задачи минимаксного управления

М. С. Никольский
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Важными источниками задач минимаксного типа являются теория игр и тео-
рия исследования операций. В этих теориях минимакс обычно выступает как наи-
меньший гарантированный результат для данного игрока (участника конфликта)
по отношению к действиям других игроков (участников конфликта).

В математической теории управления минимаксные задачи возникают, напри-
мер, при желании учесть возмущения и помехи, которые обычно действуют на
реальные управляемые объекты. Важным источником минимаксных задач также
является теория дифференциальных игр.

Динамика управляемого объекта в минимаксных задачах управления описыва-
ется традиционной для математической теории управления моделью, в которой
присутствует несколько управляющих векторов, находящихся в распоряжении
N игроков (участников конфликта), где N > 1. Качество связки допустимых
управлений игроков оценивается функционалом традиционного для математи-
ческой теории управления вида.

При изучении минимаксных задач управления важными являются следующие
задачи:

1) получение необходимых условий для исследуемого минимакса;

2) приближенное вычисление соответствующего минимакса;

3) существование исследуемого минимакса;

4) изучение аналитических свойств минимакса как функции от начального
состояния управляемой системы.

Отметим, что в прилагаемом списке литературы работы [1–10] содержат ма-
териал, связанный с различными аспектами проблематики минимаксных задач
управления.

Теперь мы изложим результаты работы [10]. Рассматривается конфликтно
управляемая система вида

ẋ = A(x)u + b(x, v), (1)

где x ∈ Rn (n ≥ 1), u ∈ Rp (p ≥ 1), v ∈ Rq (q ≥ 1), A(x) — матрица размера
n× p, b(x, v) ∈ Rn. На управляющий вектор u наложено ограничение u ∈ P , где
P — выпуклый компакт в Rp. На управляющий вектор v наложено ограничение
v ∈ Q, где Q — компакт в Rq.

Предполагается, что

1) элементы матричной функции A(x) определены и локально липшицевы
на Rn, а координаты вектора b(x, v) непрерывны на Rn × Q и локально
липшицевы по x на Rn равномерно относительно v ∈ Q;

2) множество b(x,Q) выпукло для каждого x ∈ Rn.
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Также предположим, что при всех x ∈ Rn, u ∈ P , v ∈ Q выполнено известное
условие А.Ф. Филиппова вида

〈x, f(x, u, v)〉 ≤ c(1 + |x|2),

где f(x, u, v) = A(x)u + b(x, v), угловые скобки обозначают скалярное произве-
дение в евклидовом пространстве Rn, |x| — длина вектора x, а c — некоторая
неотрицательная константа.

Пусть для управляемой системы (1) заданы начальное условие x(0) = x0 и
отрезок времени [0, T ], где T > 0. Обозначим через U множество измеримых по
Лебегу функций u(t) ∈ P , а через V множество измеримых по Лебегу функций
v(t) ∈ Q на отрезке [0, T ]. Функции u(·) ∈ U , v(·) ∈ V образуют пару допустимых
управлений. Качество допустимой пары (u(·), v(·)) условимся оценивать функци-
оналом вида

ϕ(x(T, u(·), v(·))), (2)

где функция ϕ(x) определена и непрерывна на Rn, а x(t, u(·), v(·)) — решение
уравнения (1), соответствующее допустимой паре (u(·), v(·)) и начальному усло-
вию x(0) = x0.

Мы будем считать, что управление u(·) находится в распоряжении управля-
ющего субъекта, а управление v(·) моделирует помехи и возмущения, воздей-
ствующие на управляемый объект. При этом предполагается, что управляющий
субъект стремится к минимизации функционала (2), а функция v(·) ему неиз-
вестна. В такой ситуации естественно для управляющего субъекта в качестве
оптимального результата рассматривать величину

γ = min
u(·)∈U

max
v(·)∈V

ϕ(x(T, u(·), v(·))). (3)

Отметим важный для приложений случай, когда ϕ(x) = |x− ξ|2, где ξ — фикси-
рованный вектор из Rn. Стремясь к минимизации такой функции, управляющий
субъект стремится к тому, чтобы вектор x(T, u(·), v(·)) был как можно ближе к
целевому вектору ξ.

При изучении величины γ из соотношения (3) важным является вопрос о
корректности ее определения. Дело в том, что существование соответствующих
максимумов и минимума в формуле (3) не очевидно. Этот вопрос, в частности,
исследовался в работе [10]. Кратко изложим результаты работы [10].

При сделанных ранее предположениях обосновывается, что соответствующие
максимумы и минимум достигаются в (3). Таким образом величина γ в (3) опре-
делена корректно.

Также рассматривался вопрос об аналитических свойствах величины γ как
функции начального состояния управляемой системы (1). Обозначим вектор x0

через y. В [10] обосновывается, что при сделанных предположениях функция
γ(y) непрерывна на Rn. Также обосновывается локальная липшицевость функ-
ции γ(y) на пространстве Rn при добавочном требовании локальной липшицево-
сти функции ϕ(x) на Rn.
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Симметрия и аналитика при описании

множества достижимости машины Дубинса
∗
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Под математической “машиной Дубинса” понимаем управляемый объект, дви-
жение которого описывается системой дифференциальных уравнений

ẋ = cosϕ, ẏ = sinϕ, ϕ̇ = u;

u ∈ [u1, u2], u1 = const < 0, u2 = const > 0.
(1)

Здесь x, y — координаты геометрического положения на двумерной плоскости;
u — скалярное управление. Угол ϕ отсчитывается от положительного направле-
ния оси x против часовой стрелки. Полагаем ϕ ∈ (−∞,∞). Начальное условие:
t0 = 0, x(t0) = y(t0) = ϕ(t0) = 0.

В случае u1 = −1, u2 = +1 систему (1) назовем канонической.
Под допустимыми программными управлениями понимаем измеримые функ-

ции времени t → u(t), удовлетворяющие оговоренному геометрическому ограни-
чению.

Множеством достижимости G(tf) в момент tf > 0 назовем совокупность всех
фазовых состояний (x(tf), y(tf), ϕ(tf))

T системы (1), получаемых в момент tf при
помощи допустимых программных управлений из нулевого начального фазового
состояния. Через Gϕ(tf) обозначим двумерное ϕ-сечение множества G(tf).

∗Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом
центре.
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Проводя численные исследования ϕ-сечений множества достижимости G(tf)
при различных значениях u1 и u2, авторы обнаружили, что они имеют одинако-
вую структуру с ϕ-сечениями множества достижимости канонической системы.
Однако для каждого ϕ и tf исходной системы следует подбирать ϕ-сечение кано-
нической системы при том же ϕ, но при другом моменте окончания t∗f . А именно,
справедлива следующая формула:

Gϕ(tf) =
u1 − u2

2u1u2
GC

ϕ(t
∗
f ) + 2 sin

(ϕ
2

)(
1/u2 − 1

0

)
, t∗f =

2u1(ϕ− tfu2)

u2 − u1
+ ϕ. (2)

Здесь через GC
ϕ(t

∗
f ) обозначено ϕ-сечение множества достижимости канонической

системы в момент t∗f .
Формула (2) записана не в исходных координатах x, y, а в некоторых вспомо-

гательных координатах X,Y . Ось X проходит через начало координат исходной
системы и развернута против часовой стрелки на угол ϕ/2 относительно оси x.
Центр вспомогательной системы находится в точке x = sinϕ, y = 1 − cosϕ.
Вспомогательная система координат зависит от ϕ и не зависит от значений u1,
u2, tf.

Таким образом, множество Gϕ(tf) связано с множеством GC
ϕ(t

∗
f ) при помощи

аффинного преобразования. Параметры преобразования зависят от u1, u2, ϕ, tf.
Дополнительно в процессе анализа структуры трехмерного множества дости-

жимости G(tf) установлено свойство симметрии ϕ-сечений множества достижи-
мости относительно оси X вспомогательной системы координат X,Y .

Для формулы (2) получено формальное математическое обоснование, опира-
ющееся на принцип максимума Понтрягина. Практически использование форму-
лы (2) позволяет свести построение ϕ-сечений множества достижимости исход-
ной системы (1) (вообще говоря, несимметричной относительно значений u1, u2)
к построению ϕ-сечений множества достижимости канонической системы (сим-
метричной относительно u1, u2). При этом для канонической системы достаточно
знать описание ϕ-сечений множества достижимости лишь при неотрицательных
значениях ϕ. Если ϕ < 0, то соответствующиеϕ-сечения образуются из ϕ-сечений
для ϕ > 0 при помощи зеркального отображения относительно оси x исходной
системы координат.

В рамках канонической системы при ϕ ≥ 0 дано аналитическое описание
границы ϕ-сечений и приведена классификация возможных вариантов их стру-
ктуры.
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Consider a class of n-person differential games on a network. The players are
connected in a network system. We use N = {1, 2, . . . , n} to denote the set of players
in the network. The nodes of the network are used to represent the players from
the set N . We also denote the set of nodes by N and denote the set of all arcs
in the network N by L. The arcs in L are arc(i, j) ∈ L for players i, j ∈ N . For
notational convenience, we denote the set of players connected to player i by K(i) =
{j : arc(i, j) ∈ L}, for i ∈ N .

Let xi(τ) ∈ Rm be the state variable of player i ∈ N at time τ , and ui(τ) ∈ U i ⊂ Rk

the control variable of player i ∈ N .
Each player i ∈ N can cut the connection with any other player from the set K(i)

at any instant of time.
The state dynamics of the game is

ẋi(τ) = f i(xi(τ), ui(τ)), xi(t0) = xi
0, for τ ∈ [t0,∞) and i ∈ N. (1)

The function f i(xi, ui) is continuously differentiable in xi and ui. For notational
convenience, we use x(t) to denote the vector (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)).

As usual in the classical differential game theory, we suppose that at each time
instant t ∈ [t0,∞) players i ∈ N have information about this time instant and the
state variable x(t) and based on this information choose their controls and decision
to cut or keep the connection with players from K(i).

Let x0 = (x1
0, . . . , x

n
0 ) and denote this game by Γ(x0).

The payoff function of player i depends on the state and control variables of this
player and on the state variables of the players from the set K(i), m = 1, 2, . . . . The
payoff of player i is given by

Ki(x0, u
1, . . . , un) =

∑
j∈K(i)

∫ ∞

t0

e−ρ(t−t0)hj
i (x

i(τ), xj(τ)) dτ, i ∈ N ; (2)

if K(i) = ∅ (if player i has no connection with other players), then

Ki(x0, u
1, . . . , un) = 0.

The term hj
i (x

i(τ), xj(τ)) is the instantaneous gain that player i can obtain through
network links with player j ∈ K(i).

The functions hj
i (x

i(τ), xj(τ)), for j ∈ K(i) are positive.
From (2) we can see that the payoff of player i is computed as a sum of payoffs

which he gets interacting with players j ∈ N \ {i}.
Cooperation and characteristic function. Consider the cooperative version of the

game. The value of the characteristic function for the grand coalition N is defined as
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the maximum value of the joint payoff∑
i∈N

∑
j∈K(i)

∫ ∞

t0

e−ρ(t−t0)hj
i (x

i(τ), xj(τ)) dτ (3)

subject to the dynamics (1).
Denote by

x̄(t) = (x̄1(t), x̄2(t), . . . , x̄n(t)) and ū(t) = (ū1(t), ū2(t), . . . , ūn(t))

the optimal cooperative trajectory and optimal cooperative control in the problem of
maximizing (3) subject to (1). The maximized joint cooperative payoff V (x0, t0, N)
involving all players can then be expressed as∑

i∈N

∑
j∈K(i)

∫ ∞

t0

e−ρ(t−t0)hj
i (x̄

i(τ), x̄j(τ)) dτ

= max
u1,u2,...,un

∑
i∈N

∑
j∈K(i)

∫ ∞

t0

e−ρ(t−t0)hj
i (x

i(τ), xj(τ)) dτ = V (x0, t0, N) (4)

subject to the dynamics (1).
Next, we consider distributing the cooperative payoff to the participating players

under an agreeable scheme. Given that the contributions of individual players to the
joint payoff through the linked players can be diverse, the Shapley value [2] (1953)
provides one of the best solutions in attributing a fair gain to each player in a complex
network. One of the contentious issues in using the Shapley value is the determination
of the worth of subsets of players (characteristic function).

We present a new formulation of the worth of a coalition S ⊂ N . In computing
the values of the characteristic function for coalitions, we evaluate the contributions
of the players in the process of cooperation and maintain the cooperative strategies
for all players along the cooperative trajectory. In particular, we evaluate the worth
of the coalitions along the cooperative trajectory as

V (x0, t0, S) =
∑
i∈S

∑
j∈K(i)∩S

∫ ∞

t0

e−ρ(t−t0)hj
i (x̄

i(τ), x̄j(τ)) dτ. (5)

The idea of this approach was first proposed by Bulgakova and Petrosyan [1] (2019).
Note that the worth of a coalition S is measured by the sum of payoffs of players in

the coalition in the cooperation process with the exclusion of the gains from players
outside the coalition S. Thus, the characteristic function reflecting the worth of the
coalition S in (5) is formulated along the cooperative trajectory x̄(t).

Similarly, the characteristic function at time t ∈ [t0,∞] can be evaluated as

V (x̄(t), t, S) =
∑
i∈S

∑
j∈K(i)∩S

∫ ∞

t

e−ρ(t−t0)hj
i (x̄

i(τ), x̄j(τ)) dτ. (6)

An important property of the above characteristic function as a measure of the
worth of a coalition in the Shapley value is given below.

Proposition. The characteristic function defined by (5) and (6) is convex.

The properties of solutions are investigated.
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Об одной задаче преследования двух жестко

скоординированных убегающих в линейных

рекуррентных дифференциальных играх
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В задачах конфликтного управления наряду с методами, ориентированны-
ми на построение оптимальных стратегий [1], существуют подходы, нацеленные
на гарантированный результат. К таким подходам относятся, в частности, ме-
тод Понтрягина [2] и метод разрешающих функций, позволяющий эффективно
использовать технику многозначных отображений для получения необходимых
результатов [3]. В данной работе метод разрешающих функций применяется к
исследованию одной задачи конфликтного взаимодействия группы преследова-
телей и двух убегающих.

В пространстве Rk (k ≥ 2) рассматривается, дифференциальная игра Γ(n+2)
n + 2 лиц: n преследователей P1, . . . , Pn и двух убегающих E1, E2. Движение
каждого преследователя Pi описывается системой

ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ V, xi(t0) = x0
i , (1)

а закон движения каждого убегающего Ej , j = 1, 2, имеет вид

ẏj = A(t)yj + v, v ∈ V, yj(t0) = y0j , (2)

где xi, yj , ui, vj ∈ Rk, V — строго выпуклый компакт с гладкой границей,
A(t) — непрерывная на [t0,∞) матричная функция порядка k. Здесь и далее
i ∈ I = {1, . . . , n}.

Действия убегающих можно трактовать следующим образом: имеется центр,
который для убегающих E1, E2 выбирает одно и то же управление v(t).
Определение 1 [4]. Функция f : R1 → R

k называется рекуррентной по Зу-
бову, если для любого ε > 0 существует T (ε) > 0 такое, что для любых a, t ∈ R1

существует τ(t) ∈ [a, a+ T (ε)], для которого справедливо неравенство

‖f(t+ τ(t)) − f(t)‖ < ε.

∗Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования РФ в рамках
государственного задания №075-01265-22-00, проект FEWS-2020-0010 и при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта 20-01-00293.
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Предположение 1. Фундаментальная матрица Φ системы ż = A(t)z, z(t0) =
= E является рекуррентной по Зубову функцией, а ее производная равномерно
ограничена на [t0,∞).

Предысторией vt(·) функции v(·) в момент t назовем сужение функции v на
отрезок [t0, t].
Определение 2. Будем говорить, что задана квазистратегия Ûi преследо-

вателя Pi, если определено отображение Ûi(t, z
0, vt(·)), ставящее в соответствие

начальному состоянию z0 = (z0ij), моменту t и произвольной предыстории управ-
ления vt(·) убегающих Ej измеримую функцию ui(t) = Ûi(t, z

0, vt(·)) со значени-
ями в V .
Определение 3. В игре Γ(n + 2) происходит поимка, если существуют мо-

мент T0 = T (z0) и квазистратегии U1, . . . , Un преследователей P1, . . . , Pn такие,
что для любой измеримой функции v(·), v(t) ∈ V , t ∈ [t0, T0], выполнено хотя бы
одно из следующих условий:

(а) найдутся номера l,m ∈ I (m �= l), j ∈ {1, 2} и моменты τ1, τ2 ∈ [t0, T0]
такие, что xl(τ1) = yj(τ1), xm(τ2) = yj(τ2);

(б) найдутся номера l,m ∈ I (m �= l) и моменты τ1, τ2 ∈ [t0, T0] такие, что
xl(τ1) = y1(τ1), zm(τ2) = y2(τ2).

Замечание 1. Условие поимки означает, что либо два каких-то преследова-
теля осуществляют поимку одного убегающего, либо один преследователь ловит
одного убегающего, а второй — другого. Такая ситуация может возникнуть, если
система состоит из двух блоков и для того, чтобы ее вывести из строя, нужно
либо уничтожить один из блоков, либо повредить оба блока.

Обозначим через IntX и coX внутренность и выпуклую оболочку множества
X ⊂ Rk соответственно.
Теорема. Пусть существует множество I0 ⊂ I, |I0| = n − 2, такое, что

для всех l ∈ I0

Int co{x0
i , i ∈ I0, i �= l} ∩ co{y01, y02} �= ∅. (3)

Тогда в игре Γ(n+ 2) происходит поимка.
Следствие 1. Пусть A(t) = 0 для всех t ∈ [t0,+∞) и существует мно-

жество I0 ⊂ I, |I0| = n − 2, для которого выполнено условие (3). Тогда в игре
Γ(n+ 2) происходит поимка.

В данном случае Φ(t) = E для всех t ≥ t0 и поэтому Φ(t) является рекуррент-
ной.
Следствие 2. Пусть A — постоянная матрица, все собственные числа

которой являются простыми и чисто мнимыми, и существует множество
I0 ⊂ I, |I0| = n − 2, для которого выполнено условие (3). Тогда в игре Γ(n + 2)
происходит поимка.

Действительно, в данном случае фундаментальная матрица Φ(t) является ре-
куррентной.
Пример. Определим множество F = (0, 2π) ∪

⋃∞
n=2(2πn

2, 2πn2 + 2π). Пусть
в системах (1), (2) t0 = 0 и матрица A(t) имеет вид A(t) = a(t)E, где

a(t) =

{
0, если t ∈ F,

sin t, если t /∈ F.
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Тогда матрица Φ(t) является рекуррентной [5]. Поэтому, если начальные условия
таковы, что выполнены условия теоремы, в игре Γ(n+ 2) происходит поимка.
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One of important tools for the development of quantum technologies is quantum
control, which studies methods of operation on individual quantum systems [1]. Under
experimental conditions controlled quantum systems are often not isolated from the
environment, so that they appear to be open quantum systems. On the one hand,
the environment has a destructive effect on the state of the system, but on the other
hand, it opens new opportunities for active control of the quantum system, for example
via incoherent control [2, 3]. In quantum control various optimization problems are
considered. Although in some cases the solution for the optimal shape of the control
can be obtained analytically, often it is not the case and numerical optimization
methods are needed. A large class of methods includes gradient-based numerical
optimization algorithms, one of which is the GRadient Ascent Pulse Engineering
(GRAPE) developed originally for the design of NMR pulse sequences [4] and later
applied to various problems (see, e.g., [5, 6]).

In this talk, we consider a generalization of the GRAPE method to the case of
open quantum systems driven by coherent and incoherent controls [7]. We obtain
an analytic expression for the gradient of a Mayer-type functional with respect to
a piecewise constant control for general N -level quantum systems. In more detail a
one-qubit system is considered. This case is remarkable, because due to low dimension
the corresponding 3× 3 matrix exponentials can be analytically diagonalized; to this

∗This talk presents the work supported in part by the Russian Federation represented by the
Ministry of Science and Higher Education under grant no. 075-15-2020-788 and by the Russian
Science Foundation under grant no. 22-11-00330.
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end we compute the eigenvalues of the right-hand side matrix of the system evolution
equation. It was found that in the case of constant coherent and incoherent controls
u ∈ R and n ∈ R+, the half-plane R× R+  (u, n) can be divided into two domains
with different dynamics, similar to the phase diagram. In suitable coordinates, the
boundary between the two domains is a plane cubic curve with cusp. The performance
of the algorithm is illustrated for the problem of steering the system from a given initial
state to a given final state in a fixed time for systems consisting of a single qubit and
two qubits. Moreover, we compute the gradient and Hessian (in the sense of Fréchet)
of the objective functional with respect to controls in the functional space L2, without
piecewise constant assumption on the controls.
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We study a nonlinear dynamical system modeling the following problem of opinion
dynamics. A society consisting of N agents has to choose between two options,
1 and −1. Let vnk ∈ [−1, 1] be the opinion of the agent with index k ∈ {1, . . . , N} at
time moment n = 0, 1, . . . , and let

V n = (vn1 , . . . , v
n
N ) (1)

be the array of opinions at time moment n.
Following the bounded confidence principle (in the process of electoral decision,

voters are influenced by individuals sharing an opinion close to their own) formulated
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by Hegselmann and Krause [1], the dynamical system is generated by a mapping Φ
defined in two steps.

Fix numbers ε ∈ (0, 1) (confidence level) and h ∈ (0, 1) and consider the sets

J(vnk ) =
{
l ∈ {1, . . . , N} : |vnl − vnk | ≤ ε

}
, k ∈ {1, . . . , N}, n ≥ 0.

The set J(vnk ) is the set of indices of agents whose opinions influence agent k when
he modifies his own opinion at time moment n.

Denote by I(vnk ) the cardinality of the (nonempty) set J(vnk ).

At the first step of definition of Φ, we fix an array V n of the form (1) and define
an auxiliary array

W (V n) = (w1(V
n), . . . , wN (V n)),

where

wk(V
n) = vnk +

h

I(vnk )

∑
l∈J(vn

k )

vnl , k = 1, . . . , N.

It is possible that, for some k, wk(V
n) /∈ [−1, 1], so that a kind of “norming” must

be applied as the second step of definition of Φ. We consider two “normings” which
give us dynamical systems with substantially different dynamics.

In [2], a “cutting” procedure was suggested; the new opinion value vn+1
k is obtained

by replacing the value wk(V
n) less than −1 by vn+1

k = −1, and the value wk(V
n)

greater than 1 is replaced by vn+1
k = 1. Finally, vn+1

k = wk(V
n) if |wk(V

n)| ≤ 1.

The dynamics of the appearing dynamical system is completely described in [2]. It
is shown that if ε ≤ 1/2, then any trajectory tends to a fixed point as time goes to
infinity. All possible fixed points are characterized. It is shown that any fixed point
P = (p1, . . . , pN ) with |pk| = 1, k ∈ {1, . . . , N}, is attracting, while all the remaining
fixed points are Lyapunov unstable. Modifications of the model studied in [2] are
considered in the recent papers [3] (where the average of values vnl is replaced by the
average of values i(vnl ) for a wide class of influence functions i) and [4] (where the
finite set of agents is replaced by a set indexed by the continuum [0, 1]).

We note an important property of the system: the results of the voting process
(−1 wins or 1 wins) can be different for the same initial array of opinions V 0 for
different values of the confidence level ε.

In [5], we study a model similar to that considered in [2] but with a different
norming. Instead of “cutting” the values obtained at the first step, for W (V n) �= 0,
we divide the values wn

k by the maximum absolute value of wn
l to get vn+1

k .

The main results of [5] are as follows: we show that if

ε(N − 1) < 1, (2)

then any trajectory tends to a fixed point as time goes to infinity; all fixed points in this
case are described; it is shown that both fixed points (−1, . . . ,−1) and (1, . . . , 1) are
attracting while all the remaining fixed points are Lyapunov stable but not attracting;
an example of a system is given for which condition (2) is not satisfied and there exists
an unstable fixed point.
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∗

А. Р. Плаксин

ИММ УрО РАН, Екатеринбург, Россия
a.r.plaksin@gmail.com

Ранее в [1] был развит минимаксный подход [2] к понятию обобщенных реше-
ний уравнений Гамильтона–Якоби с коинвариантными производными, возника-
ющих в задачах динамической оптимизации систем нейтрального типа в форме
Дж. Хейла. Цель данной работы заключается в развитии вязкостного подхо-
да [3] к понятию обобщенных решений таких уравнений. При этом, следуя идеям
из [4, 5], для получения необходимых результатов мы предлагаем рассматривать
уравнения Гамильтона–Якоби не на пространстве липшицевых функций, как это
было в [1], а на более широком пространстве кусочно липшицевых функций.

Пусть h > 0, I ∈ N и ϑ = Ih. Функцию w(·) : [−h, 0) �→ Rn называем кусочно
липшицевой, если существуют такие −h = ξ1 < ξ2 < . . . < ξk = 0, что w(·)
липшицева на каждом интервале [ξi, ξi+1), i ∈ 1, k − 1. Множество таких кусоч-
но липшицевых функций обозначим через PLip. Обозначим также через PLip∗
множество кусочно липшицевых функций w(·), для которых существует δ =
= δ(w(·)) > 0 такое, что w(·) непрерывно дифференцируема на [−h,−h + δ].
Положим

G = (0, ϑ]× R
n × PLip, G∗ =

I−1⋃
i=0

(ih, (i+ 1)h)× R
n × PLip∗.

Определим нормы

‖w(·)‖1 =

∫ 0

−h

‖w(ξ)‖ dξ, ‖w(·)‖∞ = sup
ξ∈[−h,0)

‖w(ξ)‖, w(·) ∈ PLip.

∗Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №21-71-10070,
https://rscf.ru/project/21-71-10070/).
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Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: для каждой тройки
(τ, z, w(·)) ∈ G необходимо минимизировать по u(·) функционал

J(τ, z, w(·), u(·)) = σ(x(ϑ)),

где x(·) — движение динамической системы, описываемой уравнением нейтраль-
ного типа в форме Дж. Хейла

d

dt

(
x(t)− g(t, x(t− h))

)
= f(t, x(t), x(t − h), u(t)), t ∈ [τ, ϑ], (1)

при начальном условии x(τ) = z, x(t) = w(t − τ), t ∈ [τ − h, τ). Здесь t — время,
x(t) ∈ Rn — фазовый вектор, u(t) ∈ U — управляющее воздействие, U ⊂ Rm —
компакт. Функция f(t, x, y, u) ∈ Rn, t ∈ [0, ϑ], x, y ∈ Rn, u ∈ U непрерывна, ло-
кально липшицева по второму и третьему аргументам и удовлетворяет условию
подлинейного роста (см. условия (f1)–(f3) в [4]). Функция g(t, x) ∈ Rn, t ∈ [0, ϑ],
x ∈ Rn, непрерывно дифференцируема. Функция σ(x) ∈ R, x ∈ Rn, локально лип-
шицева. При указанных условиях каждая допустимая (измеримая) реализация
управления u(·) : [τ, ϑ] �→ U единственным образом определяет движение x(·) —
кусочно липшицеву функцию, определенную на [τ − h, ϑ], такую, что функция
y(t) = x(t) − g(t, x(t − h)), t ∈ [τ, ϑ], липшицева и уравнение (1) выполняется по-
чти всюду. Множество допустимых реализаций управления обозначаем через Uτ .
Функционал оптимального результата для рассматриваемой задачи имеет вид

ρ(τ, z, w(·)) = inf
u(·)∈Uτ

J(τ, z, w(·), u(·)).

Рассмотрим задачу Коши для уравнение Гамильтона–Якоби с коинвариант-
ными (ci-) производными (см. определение в [1])

∂ci
τ,wϕ(τ, z, w(·)) +

〈
∂ci
τ,w ĝ(τ, w(·)),∇zϕ(τ, z, w(·))

〉
+

+min
u∈U

〈
f(τ, z, w(−h), u),∇zϕ(τ, z, w(·))

〉
= 0, (τ, z, w(·)) ∈ G∗, (1)

ϕ(ϑ, z, w(·)) = σ(z), (z, w(·)) ∈ R
n × PLip, (2)

где ĝ(τ, w(·)) = g(τ, w(−h)). В отличие от уравнений Гамильтона–Якоби для си-
стем с запаздыванием (см. [6]) в уравнении (1) появляется новое слагаемое, не
определенное на всем G. Поэтому мы рассматриваем это уравнение на подпро-
странствеG∗, в каждой точке которого в силу условий на функцию g производная
∂ci
τ,w ĝ(τ, w(·)) существует.
Решение задачи (1), (2) будем искать в классе функционалов ϕ ∈ Φ, удовле-

творяющих следующим условиям:
(а) для любых (τ, w(·))∈ [0, ϑ]×Lip([−h, 0],Rn)функция ϕ̂(t)=ϕ(t, w(−0), w(·)),

t ∈ [τ, ϑ], непрерывна;
(б) для любого α > 0 существует такое λϕ > 0, что

|ϕ(τ, z, w(·)) − ϕ(τ, z′, w′(·))| ≤ λϕυi(τ, z − z′, w(·) − w′(·)),

τ ∈ (ih, (i+ 1)h], i ∈ 0, I − 1, (z, w(·)), (z′, w′(·)) ∈ P (α),

где P (α) =
{
(z, w(·)) ∈ Rn × PLip: ‖z‖ ≤ α, ‖w(·)‖∞ ≤ α

}
и

υi(τ, z, w(·)) = ‖z‖+ ‖w(·)‖1 + ‖w(−h)‖+ ‖w(ih− τ)‖.
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Отметим, что если функционал ϕ ∈ Φ ci-дифференцируем в точке (τ, z, w(·)) ∈
∈ G∗, то функция ϕ̃(t, x) = ϕ(t, x, κt(·)), (t, x) ∈ [τ, ϑ] × R

n, где κ(t) = w(t − τ),
t ∈ [τ − h, τ), κ(t) = z, t ∈ [τ, ϑ], будет иметь правую производную ∂+ϕ̃(τ, z)/∂τ и
градиент ∇zϕ̃(τ, z) в точке (τ, z), а также удовлетворять следующему уравнению
Гамильтона–Якоби:

∂+ϕ̃(τ, z)

∂τ
+

〈
∂ci
τ,wĝ(τ, w(·)),∇z ϕ̃(τ, z)

〉
+H(τ, z, w(−h),∇zϕ̃(τ, z)) = 0.

Тогда, следуя классическому понятию вязкостного решения [3], естественным
образом можно прийти к следующему определению.
Определение 1. Функционал ϕ : G �→ R называется вязкостным решением

задачи (1), (2), если он удовлетворяет включению ϕ ∈ Φ, условию (2) и следую-
щим условиям:

(i) для любых (τ, z, w(·)) ∈ G0, ψ ∈ C1(R× R
n,R) и δ > 0 если

ϕ(τ, z, w(·)) − ψ(τ, z) ≤ ϕ(t, x, κt(·)) − ψ(t, x), (t, x) ∈ O+
δ (τ, z),

то

∂ψ(τ, z)

∂τ
+

〈
∂ci
τ,wg(τ, w(·)),∇zψ(τ, z)

〉
+min

u∈U

〈
f(τ, z, w(−h), u),∇zψ(τ, z)

〉
≤ 0;

(ii) для любых (τ, z, w(·)) ∈ G0, ψ ∈ C1(R× Rn,R) и δ > 0 если

ϕ(τ, z, w(·)) − ψ(τ, z) ≥ ϕ(t, x, κt(·)) − ψ(t, x), (t, x) ∈ O+
δ (τ, z),

то

∂ψ(τ, z)

∂τ
+

〈
∂ci
τ,wg(τ, w(·)),∇zψ(τ, z)

〉
+min

u∈U

〈
f(τ, z, w(−h), u),∇zψ(τ, z)

〉
≥ 0.

Здесь κ(t) = w(t − τ), t ∈ [τ − h, τ), κ(t) = z, t ∈ [τ, ϑ],

O+
δ (τ, z) =

{
(t, x) ∈ [τ, τ + δ]× R

n : ‖x− z‖ ≤ δ
}
.

Теорема 1. А. Функционал оптимального результата ρ является един-
ственным вязкостным решением задачи (1), (2).

Б. Функционал оптимального результата ρ (вязкостное решение задачи
(1), (2)) в точках ci-дифференцируемости удовлетворяет уравнению (1).

В. Если функционал ϕ ∈ Φ ci-дифференцируем всюду на G∗, удовлетворяет
уравнению (1) и условию (2), то он совпадает с функционалом оптимального
результата ρ (вязкостным решением задачи (1), (2)).
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Узел Хопфа как полный инвариант

диффеоморфизмов Морса–Смейла на 3-сфере
∗

О. В. Починка

НИУ ВШЭ, Н. Новгород, Россия
olga-pochinka@yandex.ru

В работе [1] получена полная топологическая классификация диффеоморфиз-
мов Морса–Смейла на произвольных замкнутых 3-многообразиях. Однако, бу-
дучи рассчитанным на широкий класс потоков, описание инвариантов занимает
основную часть классификации. В некоторых частных случаях инварианты за-
частую находятся более естественным образом, без рассмотрения их как части
общности. Так, в настоящей работе устанавливается, что для диффеоморфиз-
мов 3-сферы, неблуждающее множество которых состоит в точности из четырех
точек, полным инвариантом является класс эквивалентности узла Хопфа на мно-
гообразии S2 × S1. Рассматриваемые диффеоморфизмы делятся на два класса,
в одном из которых диффеоморфизмы имеют в точности одну седловую точку,
в другом — две.

Диффеоморфизмы первого класса являются диффеоморфизмамиПикстона [3].
Замыкание седловых сепаратрис таких диффеоморфизмов может быть диким,
а их топологическая сопряженность полностью определяется эквивалентностью
узлов Хопфа, являющихся проекцией одномерной седловой сепаратрисы [1]. В ра-
боте [4] найдены инварианты первого порядка для узлов Хопфа. Это позволяет
моделировать счетные семейства попарно неэквивалентных узлов Хопфа и, сле-
довательно, бесконечное множество топологически несопряженных диффеомор-
физмов Пикстона.

Диффеоморфизмы второго класса с необходимостью имеют некомпактные ге-
тероклинические кривые [5], и в рассматриваемом классе также существуют диф-
феоморфизмы с дико вложенными седловыми сепаратрисами [2]. Предполагается
доказать, что для диффеоморфизмов с единственной некомпактной гетероклини-
ческой кривой полным топологическим инвариантом также является вложение
узла Хопфа в многообразие S2 × S1, являющегося проекцией одномерной седло-
вой сепаратрисы.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке лаборатории динамических систем и прило-
жений НИУ ВШЭ, созданной в рамках мегагранта Министерства науки и высшего образо-
вания РФ (проект 075-15-2019-1931).
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Attainable sets for control systems

on a free Carnot group with positive controls
∗

Alexey Podobryaev

A.K. Ailamazyan Program Systems Institute of RAS, Pereslavl-Zalessky, Russia

alex@alex.botik.ru

We consider a control system on a 2-step free Carnot group with positive controls
in the first layer of the corresponding Lie algebra. We suggest an approach to finding
the attainable set for such a control system. This attainable set has a probability
interpretation.

Definition 1. The set G = Rr × Λ2Rr equipped with the multiplication rule

(x, y) · (x′, y′) = (x+ x′, y + y′ + x ∧ x′), x, x′ ∈ R
r, y, y′ ∈ Λ2

R
r,

is called a 2-step free Carnot group of rank r.

We consider the left-invariant control system

ẋ = u, ẏ = x ∧ u, u = (u1, . . . , ur) ∈ R
r, u1, . . . , ur ≥ 0.

Our goal is to describe the attainable set A from the point (0, 0) for this control
system.

Definition 2. For any set of positive numbers (c1, . . . , cr), the map

Dc1,...,cr : G→ G, Dc1,...,cr(x, y) = (cixi, cicjyij), i = 1, . . . , r, i < j,

is called a dilation.

Note that dilations preserve our control system. Denote by A1 = {(x, y) ∈ A |
x = (1, . . . , 1)} the section of the attainable set. Since A coincides with the closure
of the orbit of A1 with respect to dilations, it is sufficient to describe the section A1.
Let us consider the set B = 1

2 ((1, . . . , 1)
T +A1) instead of the set A1.

∗The work is supported by the Russian Science Foundation under grant 22-11-00140 and per-
formed in the Ailamazyan Program Systems Institute of Russian Academy of Sciences.
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H. Abels and È.B. Vinberg [1] suggested a probability interpretation of the set B.
We give an alternative proof of the following theorem based on the geometric control
theory [2].

Theorem 1 [1]. Let ξ1, . . . , ξr be independent random variables such that
P (ξ1 = . . . = ξr) = 0. The points of the set B have the coordinates pij =

1
2 (yij +1) =

P (ξi < ξj).

In [1] the attainable set A was regarded as a 2-step nilpotent Lie semigroup of
rank r and the set B was described for r = 3 with the help of an algebraic method.
The result implies some non-obvious bounds for the probabilities P (ξi < ξj). But it
seems that the method is inapplicable in the more complex cases r > 3.

We propose a constructive and algorithmic approach for r = 3. The conjecture is
that this method will also be useful for r > 3.

The idea is to consider the time-optimal problem on the group G and then to
describe extremal trajectories that come to the boundary of the attainable set. These
are optimal trajectories for a reduced problem. We find extremal trajectories with the
help of the Pontryagin maximum principle [2, 3]. Then, the second order optimality
conditions due to A.A. Agrachev and R.V. Gamkrelidze [4] distinguish optimal trajec-
tories. More precisely, we get the number of control switchings for different kinds of
optimal trajectories (bang–bang, singular and mixed). This implies a parametrization
of the boundary ∂A. The answer is given in terms of the set B.

Theorem 2. 1. The set B for r = 3 is a curved polyhedron carved from the cube
[0, 1]3 with (p12, p23, p31)-coordinates by the surfaces

p12 + p23p31 = 1, (1− p12) + (1− p23)(1 − p31) = 1

and surfaces obtained from these surfaces by any permutations of these variables.

2. The vertices, edges and faces of B correspond to the endpoints of the extremal
trajectories of the time-optimal problem with at most two, three and four switchings,
respectively.

For a free 2-step Carnot group of rank 4, we get the following upper bound for
the number of switchings for extremal controls such that the ends the corresponding
trajectories come to the boundary of the attainable set.

Theorem 3. The boundary of the set B for r = 4 can be obtained by extremal
trajectories of the time-optimal problem with at most eight switchings of the control.
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Поведение решений математической модели

движения транспортного потока

М. А. Погребняк

Ярославский государственный университет им. П.Г. Демидова,
Ярославль, Россия

pogrebnyakmaksim@mail.ru

В работе исследуется математическая модель движения транспортного потока,
которая описывает движение N ∈ N автомобилей и имеет вид системы диффе-
ренциальных уравнений с запаздывающим аргументом:

ẍn(t) = Rn

[
an

(
vmax − ẋn−1(t− τ)

1 + ekn(xn(t)−xn−1(t−τ)+sn)
+ ẋn−1(t− τ) − ẋn(t)

)]
+

+ (1−Rn)

[
qn

(
ẋn(t)[ẋn−1(t− τ)− ẋn(t)]

xn−1(t− τ)− xn(t)− ln,ε

)]
,

xn(t) = λn, ẋn(t) = vn при t ∈ [−τ, 0],
где Δxn(t, τ) = xn−1(t−τ)−xn(t) — расстояние между соседними автомобилями;
τ — время реакции водителя; an > 0 и qn > 0 — коэффициенты, описывающие
технические характеристики автомобиля, отвечающие за интенсивность его раз-
гона и торможения соответственно; vmax > 0—максимальная желаемая скорость;
ln,ε > 0 — безопасное расстояние вида ln,ε = ln − ε, где ε — добавка, служащая
для предотвращения торможения автомобиля с неограниченной скоростью при
Δxn(t, τ), достаточно близком к ln; kn > 0 и sn > 0 — параметры, описывающие
поведения водителя: kn показывает, насколько плавно водитель преследующе-
го автомобиля подстраивает свою скорость под впереди идущий, а sn отражает
расстояние, начиная с которого влияние впереди идущего автомобиля перестает
превалировать; λn — начальное положение автомобиля; vn — начальная скорость
автомобиля, а Rn — релейная функция вида

Rn =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1, если Δxn(t, τ) >

ẋ2
n(t)

2μg
+ ln,

0, если Δxn(t, τ) ≤
ẋ2
n(t)

2μg
+ ln,

где μ — коэффициент трения, а g — ускорение свободного падения. Функция Rn

описывает переключение “разгон–торможение”.
Для модели был проведен анализ устойчивости равномерного режима движе-

ния, при котором все автомобили двигаются с одинаковой скоростью vmax на
расстояниях Δcn = cn − cn−1 друг от друга, где cn — убывающая последова-
тельность. Для любой убывающей последовательности cn существует решение
системы вида

xn(t) = cn + vmaxt.

Устойчивость такого решения зависит от знаков выражений

dn = −τvmax + cn − cn−1 − ln,ε.
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Справедлива следующая

Теорема. Если для всех n выполняется неравенство dn > 0, то равномер-
ный режим устойчив. Если хотя бы при одном каком-то i выполняется нера-
венство di ≤ 0, то равномерный режим неустойчив.

Из теоремы следует, что если все автомобили потока двигаются на довольно
большом расстоянии друг от друга, то такой режим движения устойчив. Устой-
чивость теряется при увеличении скорости vmax, времени реакции водителя τ ,
безопасного расстояния между автомобилями ln или при сокращении расстояния
между двумя соседними автомобилями Δcn.

Анормальные траектории в субримановой (2, 3, 5, 8)-задаче

Ю. Л. Сачков, Е. Ф. Сачкова

Институт программных систем им. А.К. Айламазяна РАН,
Переславль-Залесский, Россия

yusachkov@gmail.com, efsachkova@mail.ru

Анормальные траектории представляют особый интерес для субримановой
геометрии, так как вблизи них субриманова метрика имеет наиболее сложные
особенности [1–3]. Важные открытые вопросы в субримановой геометрии — глад-
кость анормальных кратчайших и описание множества, заполненного анормаль-
ными траекториями, выходящими из фиксированной точки. Так, гипотеза Сарда
в субримановой геометрии утверждает, что это множество имеет меру нуль.

В данном докладе рассматриваются это и другие родственные свойства ука-
занного множества для левоинвариантной субримановой задачи с вектором роста
(2, 3, 5, 8). Исследуется также глобальная и локальная оптимальность анормаль-
ных траекторий, получена их явная параметризация.

Пусть G — связная односвязная свободная нильпотентная группа Ли ранга 2
глубины 4. Ее алгебра Ли имеет базис X1, . . . , X8 с таблицей умножения

[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5, [X1, X4] = X6,

[X2, X4] = [X1, X5] = X7, [X2X5] = X8.

Рассмотрим левоинвариантную субриманову структуру на G, заданную орто-
нормированным репером (X1, X2). В докладе будут представлены следующие
результаты для этой субримановой структуры [4–6]:

(1) явная параметризация анормальных траекторий распределения D =
= span(X1, X2);

(2) структура множества в G, заполненного анормальными траекториями, вы-
ходящими из единицы группы G;

(3) локальная и глобальная оптимальность анормальных траекторий.
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We have studied the l-capture problem in a nonlinear differential game with two
players, a pursuer and an evader, whose motions occur in a dynamic flow field with
various influence in the space Rn. Geometric constraints are imposed on the controls
of the players. In order for the problem to be solved, a convergence strategy, which is
constructed depending on the Krasovsky–Pontryagin formalization and Pshenichnyi–
Chikrii method of resolving functions, is proposed for the pursuer, and a sufficient
condition of l-capture is attained.

Let the equations of motion of the players be expressed respectively as follows:

ẋ = u+ f(t, x), x(0) = x0,

ẏ = v + g(t, y), y(0) = y0,

where x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2; f : R+ × Rn → Rn (g : R+ × Rn → Rn) is an effective
flow field for the pursuer (evader); x0 and y0 are the initial locations of the players
respectively. Here it is assumed that |x0 − y0| > l, l > 0. The functions f(t, x) and
g(t, y) may describe the exogenous dynamic flows; however, they could express the
endogenous drift on account of the nonlinear dynamics of the players [10, 12–14].

In the first equation, u is the control parameter of the pursuer, and it is regarded
as a measurable function u(·) : R+ → R

n satisfying the G1-constraint

|u(t)| ≤ α for almost every t ≥ 0,

where α > 0.
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In the second equation, v is the control parameter of the evader, and it is considered
as a measurable function v(·) : R+ → R

n satisfying the G2-constraint

|v(t)| ≤ β for almost every t ≥ 0,

where β > 0.
Note that the G1- and G2-constraints are usually called the geometric constraints

(see [1, 11]).
We denote by UG1 (VG2) the class of all measurable functions satisfying the G1-con-

straint (G2-constraint).

Assumption 1 (Carathéodory’s conditions [9]). Let the functions f(t, x) and
g(t, y) be defined on the domain Γ := R+ ×Rn and satisfy the following conditions:

(1) f(t, x) and g(t, y) are suitably continuous in x and y for every fixed t;

(2) f(t, x) and g(t, y) are measurable functions in t for every fixed x and y respec-
tively;

(3) for every compact set Q of Γ there can be found Lebesgue integrable functions
K(·) : R+ → R+ and H(·) : R+ → R+ such that |f(t, x)| ≤ K(t) and |g(t, y)| ≤
H(t) for all (t, x), (t, y) ∈ Q.

Assumption 2 (Lipschitz’s condition). For every compact sets QP and QE of Γ
there exist Lebesgue integrable functions KQP (·) : R+ → R+ and HQE (·) : R+ → R+

such that
|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ KQP (t)|x1 − x2|,

|g(t, y1)− g(t, y2)| ≤ HQE (t)|y1 − y2|

for all pairs (t, x1), (t, x2) ∈ QP and (t, y1), (t, y2) ∈ QE .

For admissible control functions u(·) ∈ UG1 and v(·) ∈ VG2 , the Carathéodory
differential equations

ẋ = u(t) + f(t, x(t)), x(0) = x0,

ẏ = v(t) + g(t, y(t)), y(0) = y0

generate unique trajectories x(t) = x(t;x0, u(·)) and y(t) = y(t; y0, v(·)) respectively.
Here x(t) is termed the trajectory of the pursuer, and y(t) is termed that of the
evader.

The main objective of the pursuer is to approach the evader at a distance l > 0
(l-capture problem [4, 7, 8]), that is, to reach the inequality

|x(τ) − y(τ)| ≤ l

for some τ > 0.
Let us introduce the notation ψ = ψ(t, x, y, v) = v + g(t, y) − f(t, x) and z(t) =

x(t) − y(t), z(0) = z0, z0 = x0 − y0.
Now we will define a convergence strategy for the pursuer according to the

Krasovsky–Pontryagin formalization [2, 3] and Pshenichnyi–Chikrii method of re-
solving functions [5, 6].

Definition 1. For α ≥ |ψ|, we call the function

u(ψ, z0) = ψ − λ(ψ, z0)
αz0 + ψl

α+ λ(ψ, z0)l
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a convergence (approach) strategy of the pursuer in the l-capture problem, where

λ(ψ, z0) =
1

ρ2

[
〈ψ, z0〉+ αl +

√
(〈ψ, z0〉+ αl)2 + ρ2(α2 − |ψ|2)

]
, ρ2 = |z0|2 − l2,

〈ψ, z0〉 is the scalar product of the vectors ψ and z0 in Rn, and the function λ(ψ, z0)
is generally termed the resolving function.

Definition 2. In the l-capture problem, we say that the strategy u(ψ, z0) is
winning on some time interval [0, T ] if, for any v(·) ∈ VG2 ,

(a) at some instant ε ∈ [0, T ], the relation |z(ε)| ≤ l holds;

(b) u(ψ(t, x(t), y(t), v(·)), z0) ∈ UG1 holds on the interval [0, ε], where the num-
ber T is termed a guaranteed time of l-capture.

Assumption 3. We can find Lebesgue integrable functions k(·) : R+ → R+ and
h(·) : R+ → R, with k(t) ≤ k, k > 0 and h(t) ≤ h, h ∈ R, that satisfy

|f(t, x)− g(t, y)| ≤ k(t)|x− y|+ h(t)

for any x, y ∈ Rn.

Assumption 4. Let the following be valid:

(a) t∗ := min{t : Λ(t) = l, t ≥ 0, l > 0}, where

Λ(t) := |z0| −
∫ t

0

exp

(
−

∫ s

0

k(η) dη

)
(α− β − h(s)) ds;

(b) α > β + k(t)Ω(t) + h(t) for every t ∈ [0, t∗], where Ω(t) = Λ(t) exp
∫ t

0
k(s) ds.

Theorem. If Assumptions 1–4 are satisfied, then the strategy u(ψ, z0) is winning
on the interval [0, t∗] in the l-capture problem.
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In this work, we study the l-catch and evasion problems in a differential game
with two inertial players, a pursuer and an evader. On the controls of both players,
exponential damping geometric constraints are imposed, which ensure the values of
the acceleration vectors are monotone decreasing in time. In the l-catch problem,
we construct an approach strategy for the pursuer, which provides an approach to
the evader at a distance l, l > 0, and a sufficient condition of l-catch is defined. In
the evasion problem, a specific admissible strategy is proposed for the evader and a
sufficient evasion condition is found.

Assume that a playerX (pursuer) chases another player Y (evader) in the space Rn.
Represent a state of the pursuer in Rn by x and that of the evader by y. Let us consider
the l-catch and evasion problem when the motions of the players are described by the
differential equations with initial conditions

ẍ = u, x(0) = x0, ẋ(0) = x1,

ÿ = v, y(0) = y0, ẏ(0) = y1,

respectively. Here x, y, u, v ∈ Rn, n ≥ 2; x0 and y0 are the initial states of the players,
respectively, and it is presumed that |x0 − y0| > l, l > 0; x1 and y1 are the initial
velocity vectors of the players, respectively, and we suppose x1 = y1; the acceleration
vectors u and v act as control parameters of the players, and they depend on time t,
t ≥ 0.

The temporal variations of u and v must be Lebesgue measurable functions
u(·) : [0,∞) → Rn and v(·) : [0,∞) → Rn. We denote by U the set of all measurable
functions u(·) satisfying the geometric constraint (briefly, G-constraint)

|u(t)| ≤ αe−kt for almost every t ≥ 0,

where α > 0, k > 0.
Similarly, we denote by V the set of all measurable functions v(·) satisfying the

G-constraint

|v(t)| ≤ βe−kt for almost every t ≥ 0,

where β > 0, k > 0.
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Definition 1. The measurable functions u(·) ∈ U and v(·) ∈ V are called controls
of the pursuer and evader, respectively.

If u(·) ∈ U and v(·) ∈ V, then the triplets (x0, x1, u(·)) and (y0, y1, v(·)) yield the
trajectories of motion

x(t) = x0 + x1t+

∫ t

0

(t− s)u(s) ds, y(t) = y0 + y1t+

∫ t

0

(t− s)v(s) ds

of the players X and Y , respectively.
The main target of the player X is to approach the player Y at the distance l > 0

(l-catch problem [1, 4, 7–11]), that is, to obtain the inequality

|x(η) − y(η)| ≤ l

for some η > 0. But the basic target of the player Y is to avoid the above inequality,
i.e., to keep the relation (evasion problem)

|x(t) − y(t)| > l

for all t, t ≥ 0, and if it is impossible, then the player Y struggles to postpone an
instant of l-catch.

Let us introduce the notation z(t) = x(t) − y(t), z(0) = z0. Then we have z0 =
x0 − y0 and ż(0) = 0, and therefore, we come to the unique Cauchy problem

z̈ = u− v, z(0) = z0, ż(0) = 0.

Now we will define an approach strategy for the pursuer on the basis of the works [2,
3, 5, 6].

Definition 2. For α ≥ β, we term the function

u(t, v) = v − λ(t, v)
αe−ktz0 + vl

αe−kt + λ(t, v)l

an approach strategy or Πl-strategy of the pursuer in the l-catch problem, where

λ(t, v) =
1

h2

[
〈v, z0〉+ αle−kt +

√
(〈v, z0〉+ αle−kt)2 + h2(α2e−2kt − |v|2)

]
,

h2 = |z0|2 − l2, and 〈v, z0〉 is the scalar product of the vectors v and z0 in Rn.

Note that the function λ(t, v) is generally termed the resolving function.

Proposition 1. If α ≥ β, then λ(t, v) is bounded as

α− β

|z0| − l
e−kt ≤ λ(t, v) ≤ α+ β

|z0| − l
e−kt.

Proposition 2. If α > β, then the equation

e−kt = −kt+ b, b = 1 +
k2(|z0| − l)

α− β
,

has a positive root with respect to t, and we denote it by Tl.
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Definition 3. In the l-catch problem, we say that the Πl-strategy is winning on
some time interval [0, Tl] if, for any v(·) ∈ V,

(a) there exists a τ, τ ∈ [0, Tl], that generates |z(τ)| ≤ l;

(b) the inclusion u(t, v(·)) ∈ U is satisfied on [0, τ ].

Here the number Tl is termed a guaranteed time of l-catch.

Theorem 1. Let α > β be valid in the l-catch problem. Then the Πl-strategy is
winning on the interval [0, Tl].

Definition 4. In the evasion problem, we call the control function

v∗(t) = −βe−ktẑ0

a strategy of the player Y, where ẑ0 = z0/|z0|.
Definition 5. We say that the strategy v∗(t) is winning if, for any control

u(·) ∈ U, the solution z(t) of

z̈ = u(t)− v∗(t), z(0) = z0, ż(0) = 0,

satisfies the inequality |z(t)| > l for all t, t ≥ 0.

Theorem 2. Let α ≤ β be fulfilled. Then in the evasion game, the strategy v∗(t)
is winning on the time interval [0,+∞).
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We study the pursuit–evasion problems in a linear differential game with two play-
ers [1, 2], which are called the pursuer and evader, in the space Rn. The controls of
the players are subject to Langenhop type constraints [9]. We construct in parallel
a pursuit strategy (Π-strategy) [3, 5–10] for the pursuer and an evasion strategy for
the evader. We have obtained sufficient solvability conditions of the pursuit and
evasion problems. To solve the evasion problem, we have found lower bounds of the
convergence depending on the given parameters.

Suppose that in Rn a controlled object P , called the pursuer, follows another
object E, called the evader. Denote by x the position of the pursuer and by y that
of the evader in Rn. Let the motions of the objects be represented by the following
differential equations, respectively:

ẋ+ kx = u, x(0) = x0, (1)

ẏ + ky = v, y(0) = y0. (2)

Here x, y, u, v ∈ R
n, n ≥ 2; k is a positive number; x0 and y0 are the initial positions

of the objects and it is assumed that x0 �= y0; u and v are the velocity vectors
functioning as control parameters of the objects, respectively. They should be picked
as measurable functions u(·) : [0,+∞)→ Rn and v(·) : [0,+∞)→ Rn, respectively.

We consider the following classes of admissible controls for the pursuer:

(P1) the Langenhop type constraint (briefly, La-constraint) [9]

|u(t)|2 ≤ ρ2 − 2k

∫ t

0

|u(s)|2 ds, for almost every 0 ≤ t < t̄, (3)

and we denote this class by ULa, where t̄ = sup
{
t : ρ2 − 2k

∫ t

0
|u(s)|2 ds ≥ 0

}
;

(P2) the geometric constraint (briefly, G-constraint) in the form

|u(t)| ≤ ρe−kt for almost every t ≥ 0, (4)

and we denote this class by UG;

(P3) the integral constraint (briefly, I-constraint) in the form∫ t

0

|u(s)|2 ds ≤ ρ2

2k
(1− e−2kt), t ≥ 0, (5)

and we denote this class of admissible controls by UI ; in (3)–(5), ρ and k are
positive numbers.
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Similarly, for the evader we introduce the following classes of admissible controls:

(E1) the Langenhop constraint (briefly, La-constraint)

|v(t)|2 ≤ σ2 − 2k

∫ t

0

|v(s)|2 ds for almost every 0 ≤ t ≤ t̃, (6)

and we denote the class of all admissible controls of the form (6) by VLa,

where t̃ = sup{t : σ2 − 2k
∫ t

0
|v(s)|2 ds ≥ 0};

(E2) the geometric constraint (briefly, G-constraint)

|v(t)| ≤ σe−kt for almost every t ≥ 0, (7)

and we denote the class of admissible controls satisfying the G-constraint (7)
by VG;

(E3) the integral constraint (briefly, I-constraint)∫ t

0

|v(s)|2 ds ≤ σ2

2k
(1− e−2kt) for almost every t ≥ 0, (8)

and we denote the class of admissible controls satisfying the I-constraint (8)
by VI ; in (6)–(8), σ and k are positive numbers too.

If U (respectively, V ) is one of the introduced classes UG, UI or ULa (respectively,
VG, VI or VLa), then the pairs (x0, u(·)) and (y0, v(·)) generate the following trajec-
tories:

x(t) = e−kt

(
x0 +

∫ t

0

u(s)eks ds

)
, y(t) = e−kt

(
y0 +

∫ t

0

v(s)eks ds

)
of the pursuer and evader, respectively.

Lemma 1. UG ⊂ ULa ⊂ UI and VG ⊂ VLa ⊂ VI for almost every t ≥ 0.

Let us introduce the notation z(t) = x(t)− y(t), z(0) = z0, z0 = x0 − y0.

Definition 1. If ρ ≥ σ, then the function

uLa(t, v) = v − λLa(t, v)ξ0, λLa(t, v) = 〈v, ξ0〉+
√
〈v, ξ0〉2 + δe−2kt,

is called the ΠLa-strategy of the pursuer in the La-game, where δ = ρ2 − σ2 and
ξ0 = z0/|z0|. Note that |uLa(t, v)|2 = |v|2 + δe−2kt, t ≥ 0.

Definition 2. Let there exist a positive root of the equation√
Φ2(t) + Ψ(t)− Φ(t) = |z0| (9)

with respect to t, where

Φ(t) =
σ

2kekt
(e2kt − 1), Ψ(t) = (ρ2 − σ2)t2.

Then we call the smallest positive root of equation (9) a guaranteed pursuit time and
denote it by TLa.

Theorem 1. If ρ > σ and there exists a smallest positive root of equation (9),
then the ΠLa-strategy guarantees the completion of pursuit in the La-game on the
time interval [0, TLa].
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Definition 3. Let σ ≥ ρ in the La-game. Then by the ELa-strategy of the evader
we mean the function

vLa(t, uε(t)) =

⎧⎨⎩
0 if 0 ≤ t < ε,

−
√
|u(t− ε)|2 + θe−2k(t−ε)ξ0 if t ≥ ε,

(10)

where

uε(t) =

{
0 if 0 ≤ t < ε,

u(t− ε) if t ≥ ε,
uε(t) ∈ R

n, θ = σ2 − ρ2, ξ0 =
z0
|z0|

.

Theorem 2. If in the La-game ρ ≤ σ and 0 < ε ≤ k−1 ln(2k|z0|/ρ), then
the ELa-strategy (10) is winning for E and the following estimates for the distance
between the players hold for all t ≥ 0:

|z(t)| >

⎧⎨⎩
0 if 0 ≤ t < ε,√
Φ2

E(t− ε) + ΨE(t− ε)− ΦE(t− ε) if t ≥ ε,

where

ΦE(t) =
ρ

2kekt
(e2kt − 1), ΨE(t) = (σ2 − ρ2)t2.
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Численное решение линейных задач оптимального

управления с различными функционалами качества

С. П. Самсонов

Московский государственный университет, Москва, Россия
samsonov@cs.msu.ru

Работа посвящена рассмотрению численных методов решения линейных задач
оптимального управления с различными функционалами качества. Использова-
ние линейности управляемой системы позволяет построить эффективно работа-
ющие численные алгоритмы. Разработке численных методов для линейных задач
оптимального управления посвящен целый ряд работ. Следует, однако, заметить,
что в большинстве опубликованных работ исследуется только сходимость мето-
дов и задается какой-то критерий остановки вычислений, который обеспечивает
“близость” вычисляемых величин искомым, но не гарантирует заданной точно-
сти. Обычно используемые численные алгоритмы требуют численного решения
некоторых задач из теории дифференциальных уравнений, линейной алгебры
и т.д. Однако вычислительные погрешности решения этих вспомогательных за-
дач могут оказаться весьма значительными, поэтому большой интерес представ-
ляют такие численные методы, для которых удается получить оценку точности
вычислений с учетом вычислительных погрешностей. Данный доклад как раз и
посвящен численным методам, решающим линейные задачи оптимального управ-
ления с различными функционалами качества с заданной точностью и с учетом
вычислительных погрешностей [1].
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Невыпуклый и выпуклый вариационные подходы

к решению задачи реконструкции управлений
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В докладе обсуждается новый метод решения задачи динамической рекон-
струкции управлений (ЗДРУ) для динамических управляемых систем. Под
ЗДРУ понимается задача построения аппроксимаций неизвестного управления
по неточным дискретным замерам наблюдаемой траектории динамической си-
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стемы, которая порождается этим управлением (так называемой базовой траек-
тории).

ЗДРУ относится к обратным задачам теории управления. Эти задачи актуаль-
ны для многих современных прикладных областей науки. К настоящему времени
разработаны разнообразные подходы к решению обратных задач, основанные на
алгебраических, итерационных, вариационных и других методах (см., например,
обзорные статьи [1, 2]).

В докладе рассматриваются детерминированные управляемые системы, аф-
финные по управлениям. Допустимые управления — измеримые функции, зна-
чения которых ограничены известным выпуклым компактом.

Заметим, что задача реконструкции неизвестного управления некорректна,
так как одна и та же базовая траектория может порождаться не единственным
допустимым управлением. Поэтому вводится понятие нормального управления —
управления, порождающего базовую траекторию и имеющего минимальную нор-
му в пространствеL2. Показано [3], что при типичных предположениях о входных
данных для любой траектории, порожденной допустимым управлением, суще-
ствует единственное нормальное управление. Под ЗДРУ подразумевается задача
реконструкции именно нормального управления.

Предложенный авторами доклада новый поход [3–5] к решению ЗДРУ опи-
рается на вспомогательные вариационные задачи на минимум регуляризованно-
го [6] интегрального функционала невязки. Отличительная особенность подхо-
да — использование невыпуклых (выпукло-вогнутых) функционалов. При этом
во вспомогательных вариационных задачах ищутся лишь стационарные точки
функционалов, а не экстремум.

На основе этого подхода разработан и обоснован [4, 5] алгоритм, позволяю-
щий строить аппроксимации неизвестного управления, сходящиеся к нормально-
му при условии выполнения определенных условий согласования параметров ап-
проксимации. Эффективность алгоритма обусловлена сведением решения ЗДРУ
к интегрированию линейных ОДУ.

В докладе предлагается сравнение нового подхода к решению ЗДРУ со схо-
жим, который базируется на вспомогательных вариационных задачах на экстре-
мум выпуклого функционала.
Постановка ЗДРУ. Наблюдается некоторая траектория x∗(·) : [0, T ]→ Rn

(базовая траектория) динамической управляемой системы вида

ẋ(t) = G(t, x(t))u(t) + f(t, x(t)),

x ∈ R
n, u ∈ U ⊂ R

m, m ≥ n, t ∈ [0, T ],
(1)

где x(·) — вектор фазовых переменных, u(·) — вектор управлений, T < ∞, U —
выпуклый компакт. Базовая траектория порождается неизвестным допустимым
управлением.

Роль входных данных в ЗДРУ играют неточные дискретные замеры базовой
траектории {

yδk, k = 0, . . . , N, N =

⌈
T

hδ

⌉}
: ‖yδk − x∗(tk)‖ ≤ δ.

Они имеют погрешность δ > 0 и поступают с шагом hδ > 0 в моменты времени
tk = khδ, k = 0, . . . , N .
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ЗДРУ ставится следующим образом: для полученных при определенных δ и hδ

наборов замеров {yδk} построить измеримые равномерно ограниченные управле-
ния uδ(·) : [0, T ]→ Rm такие, что при стремлении к нулю параметров δ и hδ эти
управления сходятся слабо со звездой к нормальному управлению u∗(·), а тра-
ектории системы (1), порожденные этими управлениями, сходятся равномерно к
базовой траектории x∗(·).

В работах [4, 5] предложен пошаговый алгоритм решения ЗДРУ. На каждом
шаге алгоритма (т. е. на отрезке времени [ti−1, ti]) используются вспомогательные
конструкции из задачи на поиск стационарных точек невыпуклых функционалов

I(xi(·), ui(·)) =
∫ ti

ti−1

[
−‖xi(t)− yδ(t)‖2

2
+

α2‖ui(t)‖2
2

]
dt, i = 1, . . . , N,

где i — номер шага алгоритма, α — малый регуляризирующий (по Тихонову [6])
параметр. Функция yδ(t) является гладкой интерполяцией дискретных замеров.

В докладе рассматривается также “выпуклый” вариационный подход к реше-
нию ЗДРУ, который опирается на решение вспомогательных вариационных задач
на минимум выпуклых функционалов

I(xi(·), ui(·)) =
∫ ti

ti−1

[
‖xi(t)− yδ(t)‖2

2
+

α2‖ui(t)‖2
2

]
dt, i = 1, . . . , N.

Приводится качественный и количественный анализ результатов применения
этих подходов.
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Asymptotic regimes in near-Hamiltonian systems

with damped oscillatory perturbations

Oskar Sultanov

St. Petersburg State University, Saint Petersburg, Russia
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Consider the system of two differential equations

dx

dt
= ∂yH(x, y) + F (x, y, S(t), t),

dy

dt
= −∂xH(x, y) +G(x, y, S(t), t),

where H(x, y), F (x, y, S, t), and G(x, y, S, t) are smooth functions defined for all z =
(x, y) ∈ R2, S ∈ R, t > 0 and are 2π-periodic with respect to S. It is assumed that
H(x, y) = |z|2/2 +O(|z|3) as z→ 0, F (x, y, S, t)→ 0 and G(x, y, S, t)→ 0 as t→∞
for any fixed values of (x, y, S), and S′(t)→ κ ∈ Z+ as t→∞. The influence of the
damped perturbations F (x, y, S(t), t) and G(x, y, S(t), t) on the long-term behaviour
of solutions of the limiting system is investigated. In particular, possible asymptotic
regimes for solutions are described and stability of the equilibrium is analysed. It is
shown that depending on the parameters and structure of perturbations there can be
a phase-locking mode with a phase difference tending to a constant at infinity, and a
phase-drifting mode with an unboundedly growing phase difference. In both regimes,
the equilibrium can remain stable or become asymptotically stable or unstable in the
perturbed system. In the case of loss of stability, the trajectories of the perturbed
system that start near the equilibrium can have an unboundedly growing amplitude at
infinity. The proposed technique is based on a combination of the averaging method
and the construction of suitable Lyapunov functions.
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Теорема Боголюбова для управляемой системы
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Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство с нормой ‖·‖ и с нуле-
вым элементом Θ, Y — сепарабельное рефлексивное банахово пространство с
нормой ‖·‖Y , T = [0, a] ⊂ R+ = [0,∞), a > 0.
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Для числовой функции g : T × Y ×H × Y → R рассматривается задача

J(x(·), y(·), u(·)) =
∫
T

g(t, y(t), x(t), u(t)) dt→ inf (P)

на решениях управляемой системы

−ẋ(t) ∈ A(t)x(t) +Bẏ(t), x(0) = x0 ∈ D(A(0)), (1)

ẏ(t) = f(t, y(t), x(t)) + u(t), y(0) = y0, (2)

u(t) ∈ U(t, y(t), x(t)). (3)

Наряду с задачей (P) рассматривается релаксационная задача

J∗(x(·), y(·), u(·)) =
∫
T

g∗U (t, y(t), x(t), u(t)) dt→ inf (RP)

на решениях системы (1), (2) с ограничениями

u(t) ∈ coU(t, y(t), x(t)), (4)

где co обозначает замкнутую выпуклую оболочку, а g∗U (t, y, x, u) — биполяра
функции u→ gU (t, y, x, u) (см. [1]).

Под решением системы (1)–(3) понимается тройка функций (x(·), y(·), u(·)),
x(·) ∈ W 1,1(T,H), y(·) ∈ W 1,1(T, Y ), x(0) = x0, y(0) = y0, u(·) ∈ L1(T, U), удо-
влетворяющая (1)–(3). Решение управляемой системы (1), (2), (4) определяется
аналогично.

Множества решений управляемой системы (1)–(3) и (1), (2), (4) мы обозначаем
через RU (x0, y0) и RcoU (x0, y0) соответственно.
Предположения. A(·) обладает следующими свойствами:

1) A(t) : D(A(t)) ⊂ H ⇒ H , t ∈ T , — семейство максимально монотонных
операторов с областями определения D(A(t)) и графиками grA(t), t ∈ T ;

2) ‖A0(t)x‖ ≤ m(t)(1+l(‖x‖)), x ∈ D(A(t)), где A0(t)x — элемент минимальной
нормы множества A(t)x, m(·) ∈ L2(T,R+), l : R+ → R+ — неубывающая
функция;

3) для любого ρ ≥ 0 существует aρ(·) ∈ W 1,1(T,R) такое, что

excρ gr(A(s), grA(t)) ≤ |aρ(t)− aρ(s)|, s ≤ t,

где excρ gr(A(s), grA(t)) есть ρ-полуотклонение множества grA(s) от мно-
жества grA(t) (см. [2]).

Оператор B : Y → H — непрерывный линейный оператор.
Функция f : T × Y ×H → Y и многозначное отображение U : T × Y ×H → Y

с замкнутыми значениями обладают следующими свойствами:

1) функция t→ f(t, y, x) и отображение t→ U(t, y, x) измеримы;
2) для некоторого k(·) ∈ L1(T,R+), k(t) > 0, t ∈ T , имеем

haus(U(t, y1, x1), U(t, y2, x2)) + ‖f(t, y1, x1)− f(t, y2, x2)‖Y ≤

≤ k(t)(‖y1 − y2‖Y + ‖x1 − x2‖);
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3) ‖f(t, y0,Θ)‖+ ‖U(t, y0,Θ)‖Y < c(t), c(t) > 0, c(·) ∈ L1(T,R+),

где haus(·, ·) — расстояние по Хаусдорфу,

‖U(t, y0,Θ)‖Y =
{
sup ‖y‖Y : y ∈ U(t, y0,Θ)

}
.

Функция g : T × Y ×H × Y → R обладает следующими свойствами:

1) функция t→ g(t, y, x, u) измерима;

2) для любого M > 0 существуют интегрально ограниченная на ограниченных
множествах функция Каратеодори ωM : T ×R+×R+ → R+, ωM (t, 0, 0) = 0,
и число KM > 0 такие, что

|g(t, y1, x1, u1)−g(t, y2, x2, u2)| ≤ KM‖u1−u2‖Y +ωM (t, ‖y1−y2‖Y , ‖x1−x2‖)

при ‖yi‖Y ≤M , ‖xi‖ ≤M , i = 1, 2;

3) |g(t, y, x)| ≤ αM (t), ‖y‖Y ≤M , ‖x‖ ≤M , u ∈ coU(t, y, x), αM (·) ∈ L1(T,R+).

Теорема 1. Множества RU (x0, y0) и RcoU (x0, y0) непусты.

Теорема 2. Для любого решения (x∗(·), y∗(·), u∗(·)) ∈ RcoU (x0, y0) суще-
ствует последовательность решений (xk(·), yk(·), uk(·)) ∈ RU (x0, y0), k ≥ 1,
такая, что

xk(·)→ x∗(·) в C(T,H), yk(·)→ y∗(·) в C(T, Y ), (5)

uk(·)→ u∗(·) в слабой топологии пространства L2(T, Y ), (6)

lim
k→∞

sup
t∈T

∣∣∣∣∫ t

0

(
g∗∗U (s, y∗(s), x∗(s), u∗(s))− g(s, yk(s), xk(s), uk(s))

)
ds

∣∣∣∣ = 0. (7)

Теорема 3. Пусть X и Y конечномерны. Тогда задача (RP) имеет реше-
ние и

min
Rco U(x0,y)

J∗∗(x, y, u) = inf
RU (x0,y0)

J(x, y, u).

Для любого решения (x∗(·), y∗(·), u∗(·)) задачи (RP) существует минимизирую-
щая последовательность (xk(·), yk(·), uk(·)) ∈ RU (x0, y0), k ≥ 1, задачи (P), для
которой имеют место соотношения (5)–(7). Обратно, если (xk(·), yk(·), uk(·)),
k ≥ 1, — минимизирующая последовательность задачи (P), то существуют
подпоследовательность (xkn(·), ykn(·), ukn(·)), n ≥ 1, и решение (x∗(·), y∗(·), u∗(·))
задачи (RP), для которых справедливы соотношения (5)–(7) с заменой индек-
сов k на kn.

Работа продолжает исследования, начатые в [2].
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Линеаризация с помощью функционального параметра
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Рассмотрим гамильтонову систему около положения равновесия или симплек-
тическое отображение около неподвижной точки в фазовом пространстве раз-
мерности 2n. Предположим, что система зависит от функционального парамет-
ра, являющегося функцией n переменных. Изучается возможность использовать
функциональный параметр для получения системы, сопряженной линейной на
открытом множестве.

Вариационные задачи нелинейной теории упругости

и операторы композиции в пространствах Соболева
∗

С. К. Водопьянов

Институт математики им. С.Л. Соболева СО РАН, Новосибирск, Россия
vodopis@math.nsc.ru

Известно, что для гиперупругих материалов задачи нелинейной теории упру-
гости можно свести к задачам минимизации некоторых функционалов. В рабо-
те [1] вводятся математические модели стационарных задач нелинейной теории
упругости, суть которых состоит в том, что при некоторых “физически оправдан-
ных” условиях, таких как поливыпуклость и условия роста интегранта, возможно
гарантировать существование решения задачи минимизации функционала пол-
ной энергии на классе допустимых деформаций. Отдельный интерес представля-
ют условия, когда искомая деформация является гомеоморфизмом.

В работе [2] мы существенно ослабляем условия суммируемости допустимых
деформаций и условия роста подынтегральной функции. Это приводит к рас-
ширению класса допустимых отображений. Компенсацией за ослабление пере-
численных выше условий служит требование на интегральную характеристику
искажения. Важно, что при таком подходе все еще удается доказать гомеоморф-
ность экстремальной деформации.

Пусть Ω ⊂ Rn — ограниченная область с липшицевой границей, Mn — множе-
ство (n× n)-матриц. Рассмотрим функционал энергии

I(ψ) =

∫
Ω

W (x,Dψ(x)) dx,

∗Работа подготовлена в рамках выполнения государственного задания Министерства образо-
вания и науки РФ для Института математики Сибирского отделения Российской академии
наук (проект FWNF-2022-0006).
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где W : Ω ×Mn → R — функция запасенной энергии, которая обладает следую-
щими свойствами:

(а) поливыпуклость: существует выпуклая функция G(x, ·) : Mn×Mn×R+ →
→ R такая, что для всех F ∈Mn, detF ≥ 0, выполнено равенство

G(x, F,AdjF, detF ) = W (x, F )

почти всюду в Ω, причем G(x, ·) непрерывна на Mn×Mn×R+ иG(·, F,H, δ)
измерима на Ω;

(б) коэрцитивность: существуют постоянная α > 0 и функция g ∈ L1(Ω)
такие, что

W (x, F ) ≥ α‖F‖n + g(x)

для почти всех x ∈ Ω и всех F ∈Mn, detF ≥ 0.

Пусть M > 0, s > 1 — постоянные. Определим класс допустимых деформаций

H(n− 1, s,M) =

{
ψ ∈W 1

1 (Ω), ψ : Ω→ Ω′ — гомеоморфизм с конечным

искажением, I(ψ) <∞, J(x, ψ) ≥ 0 п.в. в Ω,

KO(·, ψ) =
|Dψ(x)|n
J(x, ψ)

∈ Ln−1(Ω), ‖KI(·, ψ) | Ls(Ω)‖ ≤M

}
,

где

KI(x, ψ) =
| adjDψ(x)|n
J(x, ψ)n−1

.

Теорема [2]. Пусть выполнены условия (а) и (б) на функцию W (x, F ) и
множество H(n − 1, s,M) непусто, M > 0, s > 1. Тогда существует хотя бы
одно гомеоморфное отображение ϕ ∈ H(n− 1, s,M) такое, что

I(ϕ) = inf
{
I(ψ) : ψ ∈ H(n− 1, s,M)

}
.

В контексте предложенного подхода допустимые деформации интерпретиру-
ются как гомеоморфизмы, индуцирующие ограниченные операторы пространств
Соболева: условие KO(·, ψ) ∈ Ln−1(Ω) эквивалентно тому, что оператор компози-
ции ψ∗ : Ln(Ω

′)→ Ln−1(Ω), ψ∗(u) = u ◦ψ, u ∈ Ln(Ω
′), ограничен. Свойства таких

и более общих отображений приведены в [3], где можно найти историю вопроса
и подробную библиографию.
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Higher order traps in quantum control landscapes
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Quantum control is important for the development of modern quantum technolo-
gies [1]. The typical quantum control problem can be formulated as the problem of
maximizing the objective quantum functional. This functional depends on the state
of the quantum system. We consider the case of coherent control of a closed quantum
system when the dynamics of the system is described by the Schrödinger equation.
A trap is a point of local but not global extremum of the objective functional [2, 3].
Traps of nth order are singular controls determined by the Taylor expansion of the
objective functional up to the nth order. The analysis of traps is important for
practical design of control fields, because their existence in a quantum landscape can
reduce the performance of local search optimal control protocols [4, 5]. In this talk, we
discuss the absence of traps for two-level systems for short times [6] and the presence
of nth order traps for some multilevel systems [7].
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Об оптимальном сборе ресурса

из структурированной популяции
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Задачам оптимальной эксплуатации популяций, заданных различными дина-
мическими системами, посвящено множество работ ученых, начиная с прошлого
века. В настоящее время ведутся активные исследования по изучению оптималь-
ного промысла и его влияния на характер динамики и состав структурированных
популяций, рассматриваются задачи периодического импульсного сбора возоб-
новляемого ресурса, задачи оптимальной эксплуатации популяции с диффузией,
исследуется максимальная эффективность сбора и наибольшая выгода от экс-
плуатации (см. [1–3]).

Рассмотрим модель популяции, развитие которой при отсутствии эксплуата-
ции задано системой дифференциальных уравнений

ẋ = f(x), где x ∈ R
n
+

.
= {x ∈ R

n : x1 ≥ 0, . . . , xn ≥ 0}.

Предполагаем, что в моменты времени τ(k) = kd, d > 0, из популяции извлека-
ется некоторая доля биологического ресурса

u(k) = (u1(k), . . . , un(k)) ∈ [0, 1]n, k = 1, 2, . . . ,

что приводит к мгновенному уменьшению его количества. Если n ≥ 2, то ресурс
x ∈ Rn

+ является неоднородным, т.е. либо состоит из отдельных видов x1, . . . , xn,
либо разделен на n возрастных групп. Отметим, что в скобках мы обозначаем
временны́е, а нижними индексами — пространственные параметры; например,
через ui(k) обозначается доля ресурса i-го вида, извлеченного из популяции в
момент kd.

Таким образом, рассматривается эксплуатируемая популяция, заданная управ-
ляемой системой

ẋi = fi(x), t �= kd,

xi(kd) = (1− ui(k))xi(kd− 0),
(1)

где xi(kd−0) и xi(kd) — количество ресурса i-го вида до и после сбора в момент kd
соответственно, i = 1, . . . , n, k = 1, 2, . . . . Предполагаем, что все решения системы
ẋ = f(x) являются неотрицательными при любых неотрицательных начальных
условиях; для этого необходимо и достаточно, чтобы функции f1(x), . . . , fn(x)
удовлетворяли условию квазиположительности (см. [4, с. 34]).

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проект №20-01-00293).
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Пусть Xi(k) = xi(kd − 0), Ci ≥ 0 — стоимость ресурса i-го вида. Средней
временно́й выгодой от извлечения ресурса назовем функцию

H∗(ū, x(0))
.
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j).

Аналогично определим функцию H∗(ū, x(0)) с заменой нижнего предела на верх-
ний, и если выполнено равенство H∗(ū, x(0)) = H∗(ū, x(0)), то определим предел

H(ū, x(0))
.
= lim

k→∞

1

k

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j). (2)

Обозначим через ϕ(t, x) решение системы ẋ = f(x), удовлетворяющее началь-
ному условию ϕ(0, x) = x. Введем в рассмотрение функцию

D(x)
.
=

n∑
i=1

Ci(ϕi(d, x)− xi)

в предположении, что для любого x ∈ R+
n решения ϕ(t, x) существуют при t ∈

∈ [0, d].
Теорема 1. Пусть функция D(x) достигает максимального значения в

точке x∗ ∈ Rn
+ и x∗

i ≤ ϕi(d, x
∗) �= 0 для всех i = 1, . . . , n. Тогда для любого x(0) ∈

∈ Rn
+ такого, что ϕi(d, x(0)) ≥ x∗

i , i = 1, . . . , n, существует режим эксплуа-
тации ū∗, при котором функция H(ū, x(0)) достигает наибольшего значения
H(ū∗, x(0)) = D(x∗).

Пусть ū(k)
.
= (u(1), . . . , u(k)), где u(j) ∈ [0, 1]n, j = 1, . . . , k. Для любого k =

= 1, 2, . . . рассмотрим функцию

h(ū(k), x(0))
.
=

k∑
j=1

n∑
i=1

CiXi(j)ui(j),

равную стоимости ресурса, полученного за k изъятий.
Теорема 2. Пусть функция D(x) достигает максимального значения в то-

чке x∗ ∈ Rn
+ и x∗

i ≤ ϕi(d, x
∗) для любого i = 1, . . . , n. Тогда для любого x(0) ∈ Rn

+

такого, что ϕi(d, x(0)) ≥ x∗
i , i = 1, . . . , n, существует режим эксплуатации

ū∗(k), при котором функция h(ū(k), x(0)) достигает наибольшего значения

h(ū∗(k), x(0)) = (k − 1)D(x∗) +
n∑

i=1

Cixi(0).

Доказательство данных утверждений и построение режимов эксплуатации,
при которых достигаются наибольшие значения функций H(ū, x(0)), h(ū(k), x(0)),
приведены в [5]. Результаты исследования проиллюстрированы на примерах мо-
делей взаимодействия двух видов, таких как конкуренция и симбиоз. Для этих
моделей получены оценки, а в некоторых случаях точные значения функции
H(ū, x(0)).
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Locally inertial controls in differential evasion games

with integral restrictions
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The linear differential evasion game posed by L.S. Pontrjagin and E.F. Mishchenko
is considered. New classes of control functions of players are introduced, which are
called locally inertial controls. In these classes of control functions, which additionally
satisfy integral restrictions, the global evasion problem is solved. The results are
demonstrated on the well-known examples in the differential evasion game.

Introduction. Statement of the evasion problem. Let the motion of an
object z be described by a linear system of differential equations

ż = Cz − u+ v + a, (1)

where z ∈ R
n, u ∈ U ⊂ R

n and v ∈ V ⊂ R
n are control parameters, C is an n × n

constant matrix, U and V are linear subspaces, a ∈ Rn is a fixed vector, and ż is the
derivative with respect to time. Let M be a terminal set, which is chosen as a linear
subspace of Rn.

The object z is controlled by two players. Both players (pursuer and evader)
operate system (1) by selecting some functions u = u(t) ∈ U and v = v(t) ∈ V , t ≥ 0,
from the specified allowed class of functions (see below). Let us introduce the classes
of locally inertial controls for players.

Definition 1. Let LV (t0,Δ) be the class of measurable control functions v =
v(t) ∈ V , t ≥ t0, of the evader, such that on any interval [t0, t0 + Δ] the following
holds:

(a) v(ti) = vi ∈ V ;

141



(b) |v(t) − v(ti)| ≤ γ|t− ti|α, t ∈ [ti, ti+1], where i = 0, 1, 2, . . . , p, p ∈ N, ti ∈ T =
{t0 < t1 < t2 < . . . < tp = t0+Δ}, T is any partition of the interval [t0, t0+Δ],
γ ≥ 0, α > 0 and Δ > 0 are constants.

Similarly, the class of controls LU (t0,Δ) for the pursuer is introduced.

Definition 2. We will call LU (t0,Δ) and LV (t0,Δ) the sets of locally inertial
controls.

The following global evasion problem posed in [1, 2] is considered: for every initial
position z0 /∈M it is necessary to determine an admissible control v∗(t) ∈ LV (0,Δ),
t ≥ 0, such that for any u(t) ∈ LU (t0,Δ) the corresponding trajectory z(t), z(0) = z0,
of system (1) avoids the terminal set M for all t ≥ 0. The goal of the pursuer is
generally opposite.

During the evasion process, the evader at any given moment t ≥ 0 may use the
values z(t) and u(t), but he does not know the control of the pursuer at future moments
of time.

Main result. Let the differential game (1) start from z(0) = z0 /∈ M at time
t0 = 0. Further let L be the orthogonal complement of M in Rn, W be any two-
dimensional subspace in L, and π be the orthogonal operator from Rn onto W . We
will assume that an orthogonal system (w1, w2) is introduced in R2, and let [w]j ,
j = 1, 2, be the coordinates of a vector w ∈ R

2 with respect to (w1, w2). Further
let D : Rn → R2 denote some linear mapping and [D]j be the jth row of D, i.e.
[D]jz = [Dz]j, j = 1, 2.

Assumption 1. For the differential game (1), the control functions v(·) ∈
LV (0,Δ) and u(·) ∈ LU (t0,Δ) satisfy the integral restrictions∫ ∞

0

|u(t)|p dt ≤ ρp,

∫ ∞

0

|v(t)|p dt ≤ σp, (2)

where ρ ≥ 0, σ ≥ 0, and p > 1.

Assumption 2. There exist W ⊂ L, a linear mapping F : W → R2, and natural
numbers k1 ≤ k2 such that

(a) [FπciP ]j = [FπciQ]j = 0 for all i = 0, 1, 2, . . . , kj − 2 and j = 1, 2;

(b) dimDV = 2, where D = ([Fπck1−1]1, [Fπck2−1]2)
T is a 2 × n matrix that

maps Rn to R2, and T is the transposition operation.

Assumption 3. There exist W ⊂ L, a linear mapping F : W → R2, and natural
numbers k1 and k2, k1 �= k2, such that

(a) [FπciP ]j = [FπciQ]j = 0 for all i = 0, 1, 2, . . . , kj − 2 and j = 1, 2;

(b) the set R = DV is a one-dimensional subspace in W which is not parallel to
the coordinate axes [w]1 = 0 and [w]2 = 0.

Assumption 4. σ > 0.

Theorem. If in the differential game (1) Assumptions 1, 2, 4 or 1, 3, 4 are
satisfied, then the evasion is possible from any starting point z0 ∈ Rn \M for all
t ≥ 0 in the classes of locally inertial controls LU (0,Δ) and LV (0,Δ) with integral
restrictions (2).
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The proof of the evasion theorem consists of methods of local and global avoiding
of the trajectories of system (1), based on the maneuvering lemmas of L.S. Pontrjagin
(see [2–4, 8]).

Remark 1. The locally inertial control sets LU (t0,Δ) and LV (t0,Δ) were intro-
duced for the first time in [8], and they differ from the inertial controls in [3, 4] and
piecewise constant controls in [5–7].

Remark 2. It is easy to calculate that the well-known control example of
L.S. Pontrjagin [1–3] satisfies Assumptions 1–4; hence the global problem of avoiding
trajectories for this example may be solved in the classes of locally inertial controls.

Remark 3. The evasion conditions (Assumptions 1–4) do not express any ad-
vantage of the evader’s control parameters over those of the pursuer. This fact allows
one to solve the well-known μ-problem of L.S. Pontrjagin [2, 3, 8] for μ = 1, when
both players use their controls from equal strength sets of locally inertial controls
with integral restrictions.
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A nonlocal boundary value problem for a first order system of ordinary integro-
differential equations with impulsive effects and nonlinear mixed maxima is investi-
gated. The boundary value problem is given by an integral condition. The method of
successive approximations in combination with the method of contracting mappings
is used. The existence and uniqueness of a solution of the boundary value problem
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are proved. The continuous dependence of the solutions on the right-hand side of the
boundary condition is showed.

One of the interesting fields of the theory of functional differential equations is the
differential equations with maxima. The qualitative theory of differential equations
with maxima has peculiarities in theoretical investigations [1]. The following type of
differential equations

x′(t) = f
(
t, x(t),max{x(τ) | τ ∈ [h1(t) : | : h2(t)]}

)
, t ∈ [0, T ], (1)

where [h1(t) : | : h2(t)] = [min{h1(t), h2(t)},max{h1(t), h2(t)}], is called a differential
equation with mixed maxima. We suppose that there exist some points ti ∈ (0, T ),
i = 1, 2, . . . , p, at which h1(t) = h2(t). Then on the intervals Ωp

1 = [0, t1] ∪ [t2, t3] ∪
[t4, t5] ∪ . . . ∪ [tp−1, tp] the differential equation with mixed maxima (1) has the form

x′(t) = f
(
t, x(t),max{x(τ) | τ ∈ [h1(t), h2(t)]}

)
. (2)

On the complementary intervals Ωp
2 = [t1, t2]∪ [t3, t4]∪ [t5, t6]∪ . . .∪ [tp, T ] the differ-

ential equation with mixed maxima (1) has the form

x′(t) = f
(
t, x(t),max{x(τ) | τ ∈ [h2(t), h1(t)]}

)
. (3)

The set of solutions of the differential equation with mixed maxima (1) on the in-
terval [0, T ] coincides with the union of the sets of solutions of the two differen-
tial equations (2) and (3) on the intervals Ωp

1 and Ωp
2, respectively. At the points

t1, t2, t3, . . . , tp−1, tp, the solutions of the differential equation (1) with mixed maxima
have discontinuities depending on the posed problem for (2) and (3).

Example. On the interval [0,∞) we consider the following differential equation
with mixed maxima:

x′(t) =
et

(et + 1)2
e(1+(−1)[t]) t + 1

e(1+(−1)[t]) t
max

{
x(τ)|τ ∈ [t:|:(1+(−1)[t]) t]

}
, t ∈ [0,∞), (4)

where [t] is the integer part of t.
On the intervals Ω1 = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ . . . the differential equation (4) with

mixed maxima has the form

x′(t) =
2et

(et + 1)2
max{x(τ) | τ ∈ [0, t]}. (5)

On the complementary intervals Ω2 = [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ [5, 6] ∪ . . . the differential equa-
tion (4) with mixed maxima has the form

x′(t) =
e2t + 1

et(et + 1)2
max{x(τ) | τ ∈ [t, 2t]}. (6)

The general form of increasing and decreasing solutions of the differential equation (5)
with maxima on the intervals Ω1 = [0, 1] ∪ [2, 3] ∪ [4, 5] ∪ . . . is

x(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
↗ x(t) = Cie

−2(et+1)−1

, t ∈ Ω1, Ci > 0,

↘ x(t) = Cj
et

et + 1
, t ∈ Ω1, Cj < 0.
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The general form of increasing and decreasing solutions of the differential equation (6)
with maxima on the intervals Ω2 = [1, 2] ∪ [3, 4] ∪ [5, 6] ∪ . . . is

x(t) =

⎧⎪⎨⎪⎩
↗ x(t) = Di

et

et + 1
, t ∈ Ω2, Di > 0,

↘ x(t) = Dj(1 + e−t)e−2e−t(et+1)−1

, t ∈ Ω2, Dj < 0.

Therefore, the general form of increasing and decreasing solutions of the differential
equation (4) with mixed maxima on the interval [0,∞) is

x(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎧⎪⎨⎪⎩
↗ x(t) = Cie

−2(et+1)−1

, t ∈ Ω1, Ci > 0,

↘ x(t) = Cj
et

et + 1
, t ∈ Ω1, Cj < 0;⎧⎪⎨⎪⎩

↗ x(t) = Di
et

et + 1
, t ∈ Ω2, Di > 0,

↘ x(t) = Dj(1 + e−t)e−2e−t(et+1)−1

, t ∈ Ω2, Dj < 0.

It is required to set conditions at each of the points tk = t1, t2, t3, . . . , tn, . . . . If
we do not specify continuous gluing conditions at these points, the solution of the
differential equation (4) with mixed maxima suffers a discontinuity of the first kind
at these points.

In this paper we consider the questions of existence and uniqueness of a solution
to the nonlocal boundary value problem for an impulsive system of differential equa-
tions with nonlinear mixed maxima. This paper is the further development of the
works [2, 3].

On the segment [0, T ] for t �= ti, i = 1, 2, . . . , p, we consider the following first order
system of nonlinear differential equations:

x′(t) = f
(
t, x(t),max{x(τ) | τ ∈ [λ1(t, x(t)) : | : λ2(t, x(t))]}

)
(7)

with nonlocal boundary condition

Ax(0) +

∫ T

0

K(t, s)x(s) ds = B(t) (8)

and nonlinear impulsive effect

x(t+i )− x(t−i ) = Ii(x(ti)), i = 1, 2, . . . , p, (9)

where 0 = t0 < t1 < . . . < tp < tp+1 = T , A ∈ Rn×n is a given matrix, K(t, s) is a

given (n×n)-dimensional matrix function, and detQ(t) �= 0, Q(t) = A+
∫ T

0
K(t, s) ds,

f : [0, T ] × Rn × Rn → Rn, Ii : R
n → Rn are given functions; 0 ≤ λ1(t), λ2(t) ≤ T ,

x(t+i ) = limh→0+ x(ti + h), x(t−i ) = limh→0− x(ti − h) are the right and left limits of
the function x(t) at the point t = ti, respectively.

By PC([0, T ],Rn) we denote the linear vector space

PC([0, T ],Rn) =
{
x : [0, T ]→ R

n; x(t) ∈ C((ti, ti+1],R
n), i = 1, . . . , p

}
,

where x(t+i ) and x(t−i ) (i = 0, 1, . . . , p) exist and are bounded; x(t−i ) = x(ti). The
linear vector space PC([0, T ],Rn) is a Banach space with the norm

‖x‖PC = max
{
‖x‖C((ti,ti+1]), i = 1, 2, . . . , p

}
.
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Problem. Find a function x(t) ∈ PC([0, T ],Rn) such that for all t ∈ [0, T ],
t �= ti, i = 1, 2, . . . , p, it satisfies the differential equation (7), the nonlocal integral
condition (8) and for t = ti, i = 1, 2, . . . , p, 0 < t1 < t2 < . . . < tp < T , it satisfies the
nonlinear limit condition (9).
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Явное решение задачи Ньютона

при отказе от требования осевой симметрии

М. И. Зеликин, Л. В. Локуциевский

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
Москва, Россия

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, Москва, Россия
mzelikin@gmail.com, lion.lokut@gmail.com

Более трех столетий назад назад Ньютон дал решение задачи о форме те-
ла, имеющего минимальное сопротивление при движении в разреженной среде.
В своей книге “Математические начала натуральной философии” [1] Ньютон
ограничился классом выпуклых тел вращения. В конце XX в. оказалось, что
найденное им решение оптимально лишь в классе тел вращения. Попытки най-
ти оптимальную форму, не обладающую вращательной симметрией, до сих пор
продолжаются.

В совместной работе [2] рассмотрен класс тел с окружностью в основании, име-
ющих вертикальную плоскость симметрии и гладкую боковую границу. Найдена
точная аналитическая форма оптимального тела в этом классе. В классе всех
выпуклых тел решение остается неизвестным. Однако сопротивление найденной
формы отличается от численно найденного оптимального сопротивления в классе
всех выпуклых тел менее чем на 1%.
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Принятие решения на основе паретовского объединения

принципов минимаксного сожаления

и гарантированного результата

В. И. Жуковский, Л. В. Жуковская, Ю. С. Мухина

МГУ им. М.В. Ломоносова, факультет ВМК, Москва, Россия
Центральный экономико-математический институт РАН, Москва, Россия

МГУ им. М.В. Ломоносова, механико-математический факультет,
Москва, Россия

zhkvlad@yandex.ru, zhukovskaylv@mail.ru, js.mukhina@mail.ru

В середине прошлого века американский математик и статистик, профессор
Мичиганского университета Леонард Сэвидж (1917–1971) и швейцарский эко-
номист, профессор университета в Цюрихе Юрг Ниханс (1919–2007) независимо
друг от друга предложили принцип минимаксного сожаления (ПМС) для при-
нятия решения в однокритериальной задаче при неопределенности (ОЗН)

Γ = 〈X,Y, f(x, y)〉,

где X ⊂ Rn — множество альтернатив x, Y — множество неопределенностей
y ∈ Y ⊂ Rm, f(x, y) — скалярная целевая функция. Этот ПМС сводится к по-
строению пары (xr, Rr

f ) ∈ X × R такой, что

Rr
f = max

y∈Y
Rf (x

r, y) = min
x∈X

max
y∈Y

Rf (x, y),

где Rf (x, y) — функция риска (по Нихансу–Сэвиджу)

Rf (x, y) = max
z∈X

f(z, y)− f(x, y).

Румынский математик и статистик Абрахам Вальд (1902–1950), профессор
Колумбийского университета, эмигрировавший в Америку, предложил для Γ
принцип гарантированного результата (ПГР), сводящийся к построению пары
(xg, fg) ∈ X × R такой, что

fg = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

f(xg, y).

Цель доклада — объединение ПМС и ПГР, сводящееся к одновременному
уменьшению функции риска Rf (x, y) и увеличению гарантированного исхода
fg[x] = miny∈Y f(xg, y). Для этого предлагается перейти к двухкритериальной
задаче

Γ2 = 〈X,Y, {f(x, y),−Rf(x, y)}〉

и затем построить введенное в [1, 2] гарантированное по Парето решение

(xP, f [xP], Rf [x
P]) ∈ X × R

2.

Теорема. Если в Γ множества X и Y — компакты, а f(x, y) непрерывна
на X × Y, то гарантированное по Парето решение существует.
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Предложение. Пусть в Γ множества X и Y имеют вид X = Y = Rn,
функция f(x, y) задается равенством

f(x, y) = x′Ax+ 2x′By + y′Cy + 2a′x+ 2c′y + d,

постоянные (n × n)-матрицы A и −C положительно определены, detB �= 0,
n-векторы a и c постоянны (штрих означает операцию транспонирования).
Тогда

xP = −[A−B′C−1B]−1(a−BC−1c),

f [xP] = (a′ − c′C−1B′)(A−BC−1B′)−1(a−BC−1c),

R[xP] = 0.
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